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ABSTRAK 

Nisa’, Fitrotun, 2022. Analisis Dinamik Penyebaran Virus SARS-COV2 Model 

SEIHR dengan Pengobatan dan Vaksinasi. Skripsi. Program Studi 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana 
Malik Ibrahim Malang. Pembimbing (1) : Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si. (2) : 

Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata Kunci: Analisis Dinamik, Model Matematika SEIHR, Bilangan Reproduksi Dasar, 
Titik kesetimbangan, Kontrol Optimal, Prinsip Maksimum pontyagin    

 

Pada penelitian ini dibahas mengenai analisis dinamik model penyebaran virus SARS-
COV2 pada Populasi SEIHR, kemudian dilanjutkan simulasi numerik dengan kontrol 

optimal pengobatan dan vaksinasi. Penelitian ini dilakukan untuk merepresentasikan 

perilaku penyebaran SARS-COV dengan membagi populasi manusia menjadi lima 

subpopulasi yaitu Susceptible (𝑆), Exposed (𝐸), Infected (𝐼), Hospitalized (𝐻), dan 

Recovered (𝑅). Analisis dinamik dilakukan dengan menentukan titik kesetimbangan, 

analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan, dan bilangan reproduksi dasar (𝑅0). 
Kemudian dilanjutkan menentukan kondisi optimal dengan memberikan kontrol yaitu 

pengobatan untuk populasi Infected (𝜃1), pengobatan untuk populasi Hospitalized 
(𝜃2), dan vaksinasi untuk populasi Susceptible (𝜃3). Penyelesain kontrol optimal pada 

penyebaran virus SARS-COV2 dilakukan  menggunakan prinsip maksimum Pontryagin. 

Prinsip ini diterapkan untuk memperoleh kondisi optimal dan juga memperoleh 
persamaan state dan co-state, kemudian disimulasikan menggunakan metode Rungge-

Kutta orde 4. Hasil dari analisis dinamik didapatkan dua titik kesetimbangan yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0) dan titik kesetimbangan endemik (𝐸1). Pada 
penelitian ini titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat tidak stabil dan titik 

kesetimbangan  endemik bersifat stabil asoimtotik lokal. Bilangan reproduksi dasar 

bernilai 𝑅0 > 1. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa pemberian kontrol 

𝜃1, 𝜃2 , dan 𝜃3 dapat meminimalkan jumlah populasi Infected, Hospitalized, sehingga 
dapat disimpulkan bahwa pemberian pengobatan untuk individu terinfeksi dan di rawat di 

rumah sakit serta pemberian vaksinasi untuk individu rentan efektif mengurangi 

penyebaran virus SARS-COV2. 

 

 

 

 

 

 

 

  



xvii 

 

ABSTRACT 

Nisa’, Fitrotun, 2022. The Dynamic Analysis of the SARS-COV2 Virus Spread in the 

SEIHR Model with Treatment and vaccinaton. Thesis. Departement of 

Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri 
Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors (1) : Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si. (2) : 

Erna Herawati, M.Pd. 

 

Keywords: Dynamic Analysis, Mathematical Model of SEIHR, Basic Reproduction 
Number, Equilibrium Point, Optimal Control, Pontryagin Maximum 

Principle.    

  
 This study discussed the dynamic analysis of the SARS-COV2 virus spread in the SEIHR 

population, then proceed with numerical simulations with optimal control treatment and 

vaccination. This study was conducted to represent the behavior of the spread of SARS-

COV2 divides the human population into five subpopulations, namely Susceptible (𝑆), 
Exposed (𝐸), Infected (𝐼), Hospitalized (𝐻), and Recovered (𝑅). Dinamic analysis is 

carried out by determining the equilibrium point, local stability analysis of the 

equilibrium point, and the  basic reproduction number (𝑅0). Then proceed determining 
the optimal condition by giving controls, namely treatment applied on the Infected 

population (𝜃1), treatment applied on the Hospitalized population  (𝜃2),  and vaccination 

applied on the Susceptible population (𝜃3). The solution of the optimal control of the 

spread SARS-COV2 virus was conducted using Pontryagin maximum principle. This 
principle is applied to obtain optimal condition and also to get  the state and co-state 

equations,  which are then simulated using the Runge-Kutta method of fourth order. The 

result of the dynamic analysis obtained two equilibrium point, namely the disease-free 

equilibrium point (𝐸0) and the endemic point (𝐸1). The disease-free equilibrium point is 

unstabil and the endemic equilibrium point is locally asymptotically sTabel. The basic 

reproduction number 𝑅0 > 1. The numerical simulation result indicated that 

implementation of controller 𝜃1 , 𝜃2, and 𝜃3 can minimize the number of Infected and 
Hospitalized populations. So it can be concluded that providing treatment to infected and 

hospitalized individuals and providing vaccination for susceptible individuals is 

effectively reduces the spread of the SARS-COV2 virus. 
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 مستخلص البحث

مع  SEIHR في نموذج  SARS-COV2.التحليل الديناميكي لانتشار فيروس2022، فطرة، ءالنسا

الك مولانا م، جامعة والتكنولوجيا، كلية العلوم الرياضياتقسم .يمالبحث العل. العلاج والتطعيم

 (2المجستير، )،( آري كوسومستوتي1) . المشرفة:غالإسلامية الحكومية مالان ابراهيم

 المجستير.،اتيوهيرااإرن

 

ساسي،  اخ الأ، الأرقام الاستنس SEIHR، النموذج الرياضيالديناميكي: التحليل الكلمات المفتاحية 

 الأقصى. Pontyagin، مبادئ بونترياغين  ثلي، التحكم المنقطةالتوازن

 

 مث، SEIHRفي مجتمع   SARS-COV2لنمذج انتشار فيروس  تناقش هذه الدراسة التحليل الديناميكي

. أجريت هذه ينلاج والتحصفي الع التحكم الأمثلاة العددية مع كالمحا تعمليافي  روعالش تا

البشرييين إلى خمس مجموعات   تقسيم السكان عن   SARS-COV2الدراسه لتمثيل سلوك انتشار 

 .(R)تعافى و، (H، قي المستثفي )(I) مصابة ،(E)، مكشوفة (S)، هذا هو حساسة  سكانية فرعية ب

يتم إجراء التحليل الديناميكي عن طريق تحديدالنقطة التوازن وتحليل الاستقرار المحالي نقطة 

تحديدالظروف المثلى من خالاتوفير التحكم وهي . ثم انتقلاإلى (𝑅0)التوزان ورقم التكاثرالأساسي 

وتطعيم السكان المعرضين  ،(𝜃2)علاج السكان المستشقى ، (𝜃1)علاج السكان المصابين 

باستخدام مبدأ  SARS-COV2تم الانتهاء من السيطرة المثلى على انتشار فيروس  . (𝜃3)لإصابةل

Pontryagin  الأقصى. فهذه المبادئ مطبقة لتحصيل الأحوال الأمثلية وتحصيل تثابهstate  وco-

state مما أجري با ستخدام طريقة ،Rungge-Kutta orde 4 حصلت نتا ئج هذه التحليل الديناميكي .

نقطة الاتوزان خالية من  .(𝐸1)متوطنة  ونقطة ،(𝐸0)على نقطتين هما النقطة جالية من الأمراض 

𝑅0ونقطة التوازن المستوطنة مستقرة محليا. رقم الاستنساخ الأساسي هو  الأمرض غير مستقرة >

يمكن أن يقلل من عدد السكان  𝜃2، 𝜃1 و 𝜃3م نتائج المحاكاة العددية يوضح أن إعطاء التحك .1

 المصابين العلاج للأفراد إعطاءالمصابين والمقيمين في المستشفى، لذلك يمكن الاستنتاج أن 

 .SARS- CoV2فعال في الحد من انتشار فيروس  لإصابةاللقاحات لستشفى وإعطاء ودخول الم
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BAB I 

 PENDAHULUAN 

1.1  Latar Belakang 

 Coronavirus disease (SARS-COV2) adalah penyakit infeksi yang 

disebabkan oleh Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2 (SARS-CoV-

2) atau sering disebut virus corona. Penyakit ini menyebar di udara dan 

menjangkiti populasi manusia sehat. Akibatnya, populasi manusia terkluster 

menjadi 5 populasi yakni populasi manusia yang rentan Susceptible 𝑆, populasi 

manusia yang terpapar Exposed 𝐸, populasi manusia yang terinfeksi Infected 𝐼, 

populasi manusia yang dirawat di rumah sakit Hospitalized 𝐻, populasi manusia 

yang sembuh Recovered 𝑅. Selanjutnya, interaksi antar variabel diekspresikan 

oleh kinerja semua parameter yang terlibat di dalam model, yang secara umum 

meliputi parameter kelahiran alami, laju kematian di setiap populasi, dan laju 

infeksi antar populasi. Model yang digunakan di dalam penelitian ini adalah 

model Mumbu & Hugo (2020) dengan beberapa modifikasi yang dilakukan yakni, 

dilibatkannya analisis efektivitas pengobatan dan vaksinasi sebagai parameter 

kontrol penyebaran SARS-COV2 dalam setiap populasi SEIHR.  

Parameter kontrol pengobatan dan vaksinasi berdasarkan paparan di atas 

adalah untuk mengurangi penyebaran penyakit SARS-COV2 di setiap populasi 

atau variabel model dalam penelitian ini. Penelitian yang dirujuk meliputi: 

penelitian Shaikh & Chen, dkk. (2020)  yang mengembangkan model Susceptible 

– Exposed – Infected – Asymptotic Infected – Recovered   (SEIAR)  pada 

penyebaran COVID-19 di India dan Korea secara numerik. Hasil dari penelitian 

tersebut menunjukkan bahwa bilangan reproduksi dasar 𝑅0 = 2 mendeskripsikan 
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satu individu yang terinfeksi dapat menghasilkan dua individu yang terinfeksi dan 

setelah dilakukan regulasi lockdown laju penyebaran berkurang. Penelitian Ivorra 

dkk. (2020) dengan model Susceptible – Exposed – Infected – Hospitalized –

Recovered – Death, secara numerik melakukan simulasi yang diarahkan pada 

pengaturan nilai bilangan reproduksi dasar dari 𝑅0 = 4.2 menjadi 𝑅0 di bawah 1 

yang berhubungan dengan keberhasilan tindakan pencegahan. Penelitian (Mumbu 

& Hugo, 2020) dengan data di Tanzania memformulasikan model matematika 

penularan SARS-COV2 antara manusia dengan kompartemen Susceptible – 

Masked – Unmasked – Exposed – Infected – Hospitalized – Recovered (SEIHR). 

Penelitian (Mumbu & Hugo, 2020) diarahkan pada analisis pentingnya 

penggunaan masker dan tindakan rawat inap di rumah sakit untuk individu yang 

terinfeksi sebagai upaya tindakan preventif untuk menurunkan laju populasi 

terinfeksi dan hospitalized.  

Penyakit yang  menimpa seseorang terkadang dianggap suatu musibah, 

sehingga untuk menghindarinya sebaiknya dilakukan langkah pencegahan. 

Rasullullah SAW bersabda :  

ُ عَليَْهِ وَسَلَّمَ قاَلَ :اذِاَ سَمِعْتمُْ  ِ صَلَّى اللََّّ وَعَنْ اسَُامَةَ بْنِ زَيْدٍ رَضِيَ اللهُ عنَْهُ عنَْ النَّبيِ 

َٔرْ  َٔرْضٍ، وَانَْتمُْ فيِْهَا،  فلَاَ تخَْرُجُوا مِنْهَاالطَاعُوْنَ باِ )رواه  ضٍ، فلَاَ تدَْخُلوُهَا،  وَاذِاَ وَقعََ باِ

 البخارى ومسلم(

  
 Artinya : “Dari Usamah Bin Zaid RA dari Nabi SAW yang bersabda: 

Apabila kalian mendengar ada wabah di suatu daerah, maka jangan memasuki 

daerah tersebut. Dan, apabila wabah terjadi di suatu daerah sedangkan kalian 

sedang berada di dalamnya, jangan keluar dari daerah tersebut ”(HR. Bukhari 

dan Muslim).  

  

Makna hadist tersebut secara tekstual yakni tentang larangan 

meninggalkan suatu negera yang terkena wabah dan larangan memasuki negera 

tersebut. Asbabul nuzul hadis tersebut adalah tatkala negera Syam dilanda wabah 
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mematikan yakni penyakit Thaun. Kemudian menerapkan (pembatasan sosial) 

lockdown di negera Syam yang terjangkit wabah tersebut serta pada saat itu 

terdapat pertemuan antar bangsawan di Syam untuk kepentingan pemerintahan, 

Rasulullah melarang pertemuan tersebut dengan menyerukan hadis yang demikian 

(Firdaus, 2020). 

Setelah dilakukan kajian pada hadis tersebut, asbabul wurud serta syarah 

hadis tersebut sangat relevan dengan situasi pandemi saat ini yaitu berkenaan 

dengan aturan pembatasan sosial di negara terjangkit SARS-COV2, dimana 

beberapa daerah di Indonesia mempraktikkan sistem PSBB (Pembatasan Sosial 

Berskala Besar) sebagai upaya membatasi ruang gerak sosial untuk memutus mata 

rantai penyebaran Covid19 (Hairi, 2020). Perubahan sosial yang diterapkan di 

Indonesia serupa dengan kebijakan yang diberlakukan kota Syam dikala terjangkit 

wabah Thaun dimana pemerintahan Syam melarang keras dilaksanakannya 

kegiatan yang mengundang banyak menimbulkan kerumunan. Oleh sebab itu, 

Islam sangat menyarankan untuk setiap individu harus hati-hati untuk menjaga 

jarak dari setiap orang, tempat atau benda yang mungkin menyebar.  

Berdasarkan paparan di atas, penelitian ini  menggunakan kaidah sebagai 

berikut: pertama, model merujuk pada (Mumbu & Hugo, 2020) dengan modifikasi 

bahwa keterlibatan variabel Masked dan Unmasked direduksi, untuk selanjutnya 

diarahkan sebagai parameter kontrol yang dikenakan di variabel Infected, 

Hospitalized dan Susceptible. Kedua, analisis diarahkan pada dinamika semua 

variabel model dengan kaidah sistem dinamik menuju analisis kestabilan lokal 

dengan memanfaatkan eksistensi bilangan reproduksi dasar. Simulasi model 

matematika dikerjakan dengan perubahan nilai-nilai parameter.  
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Manfaat secara umum dari penelitian ini adalah mendapatkan analisis 

secara komprehensif berdasarkan simulasi yang dilakukan pada penyebaran 

penyakit SARS-COV2 yang diarahkan pada regulasi tindakan pencegahan, 

mereduksi penyebaran penyakit antar individu dalam populasi Susceptible, 

Exposed, Infected, Hospitalized, dan Recovered dengan pengobatan dan vaksinasi 

sebagai parameter kontrol yang diletakkan pada variabel Infected, Hospitalized 

dan Susceptible. Analisis juga melibatkan tingkat efektivitas kinerja parameter 

kontrol pada model yang dianalisis. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

Dari latar belakang yang telah diuraikan diatas, maka rumusan 

permasalahan pada penenilitian adalah sebagai berikut  

1. Bagaimana analisis dinamik model matematika penyebaran virus SARS-

COV2 dengan melibatkan parameter kontrol pengobatan dan vaksinasi ? 

2. Bagaimana simulasi model matematika penyebaran virus SARS-COV2  

dengan melibatkan parameter kontrol pengobatan dan vaksinasi dengan 

menggunakan metode Runge Kutta Orde 4 ? 

 

1.3  Tujuan Penelitian 

1. Mengetahui analisis dinamik model matematika penyebaran virus SARS-

COV2 dengan melibatkan parameter kontrol pengobatan dan vaksinasi. 

2. Mengetahui hasil simulasi model matematika penyebaran virus SARS-

COV2, dengan melibatkan parameter kontrol pengobatan dan vaksinasi 

dengan menggunakan metode Runge Kutta Orde 4. 
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1.4  Manfaat Penelitian 

 1.    Melalui analisis dinamik model matematika yang melibatkan parameter 

kontrol pengobatan dan vaksinasi dapat menjadi salah satu acuan dalam 

memahami penyebaran virus SARS-COV2. 

2.  Dengan mengetahui simulasi  model matematika penyebaran virus SARS-

COV2 dengan melibatkan parameter kontrol, dapat digunakan sebagai 

referensi untuk strategi dalam pengendalian penyebaran virus SARS-

COV2. 

 

1.5  Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini dibatasi oleh ruang lingkup sebagai 

berikut : 

1.  Populasi dibagi menjadi lima yaitu populasi individu rentan (Susceptible), 

populasi individu terpapar (Exposed), populasi individu terinfeksi 

(Infected), populasi individu yang di rawat di rumah sakit (Hospitalized), 

populasi individu yang sembuh (Recovered). 

2. Faktor kontrol berupa parameter pengobatan dan vaksinasi dikenakan pada 

variabel Infected, Hospitalized dan Susceptible . 

3. Diasumsikan tidak ada migrasi individu keluar atau masuk dari lingkungan 

pengamatan. 

4. Diasumsikan bahwa individu yang mendapatkan pengobatan adalah hanya 

individu yang terinfeksi dan individu yang dirawat di rumah. 

5. Diasumsikan bahwa individu yang diberikan vaksinasi adalah individu 

yang rentan tetular virus SARS-COV2. 
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6. Diasumsikan notasi parameter kontrol yang digunakan sebagai berikut :   

𝜃1  adalah  pengobatan untuk individu  yang terinfeksi (Infected), 

  𝜃2 adalah penanganan untuk individu yang dirawat di rumah sakit 

(Infected), 

  𝜃3  adalah  vaksinasi untuk individu  yang rentan (Susceptible). 
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BAB II 

 TINJAUAN PUSTAKA 

2.1  Teori Pendukung 

2.1.1  Model SMUEIHR 

                                                                                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. 1 Diagram Kompartemen Model SMUEIHR 

   Pada penelitian (Mumbu & Hugo, 2020), model yang terdiri dari 7 

subpopulasi yaitu Susceptible, Masked, Unmasked, Exposed, Infected, 

Hospitalized, Recovered (SMUEIHR) yang diformulasikan dengan melibatkan 

populasi individu. Susceptible (Sh) adalah individu yang rentan terinfeksi 

penyakit, Masked (Mh) dan Unmasked (Uh) adalah individu yang menggunakan 

masker dan tidak menggunakan masker. Exposed (Eh) yaitu Individu yang 

mungkin telah tertular penyakit tetapi belum dapat menularkan penyakit. Infected 

(Ih) yaitu individu yang terinfeksi dan dapat menularkan penyakit. Hospitalized 

(Hh) yaitu individu yang membutuhkan perawatan dan pelayanan yang 

mendukung. Recovered (Rh)  yaitu individu yang telah sembuh, dimana kelas R 

akan masuk ke kelas S ketika kekebalannya hilang.  
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2.1.2  Model SARS-COV2 pada populasi SEIHR 

   Model SARS-COV2 pada penelitian ini melibatkan variabel SEIHR yang 

didefinisikan sebagai lima subpopulasi individu dalam suatu ekosistem, yang 

dapat dilihat pada diagram berikut : 

 

 

  

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Diagram Kompartemen Model SEIHR 

Diagram di atas memiliki lima variabel terikat yang digunakan dalam 

penyebaran SARS-COV2 adalah model SEIHR (Susceptibel-Exposed-Infected-

Hospitalized-Recovered) yang difolmulasikan dengan melibatkan populasi 

individu. Susceptible (𝑆ℎ) adalah populasi individu yang rentan terinfeksi atau 

tertular penyakit, Exposed (𝐸ℎ) yakni populasi individu yang telah menunjukkan 

gejala terpapar virus SARS-COV2. Infected (𝐼ℎ) yakni  populasi individu yang 

terinfeksi dan dapat menularkan penyakit. Hospitalized (𝐻ℎ) populasi individu 

terinfeksi yang dirawat di rumah sakit. Recovered (𝑅ℎ) populasi individu yang 

sehat baik setelah mendapat perawatan medis atau isolasi mandiri di rumah. 

Sementara itu parameter yang terlibat meliputi: 𝜋 adalah laju kelahiran, 𝜇 adalah 

laju kematian alami, 𝜖 adalah laju individu rentan yang terpapar virus, 𝛾 sebagai 

laju populasi yang terinfeksi virus dengan melakukan karantina mandiri di rumah, 
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𝜇𝐼 adalah laju kematian individu karena virus di lingkungan Infected,  𝜏 sebagai  

laju individu terinfeksi yang yang dirawat di rumah sakit,  𝜇𝐻  adalah laju 

kematian individu karena virus di lingkungan Hospitalized, 𝛼 sebagai laju 

individu yang sembuh setelah terinfeksi dengan melakukan karantina mandiri di 

rumah, 𝛽 sebagai laju individu yang sembuh setelah dirawat di rumah sakit. 

 Berdasarkan Gambar 2.1 di atas akan dijelaskan penurunan model sebagai  

berikut Pertama, persamaan pertumbuhan populasi Susceptible. 

Populasi Susceptible mengalami penambahan karena adanya laju kelahiran alami 

sebesar 𝜋, sehingga dapat dinyatakan. Selanjutnya populasi Susceptible 

mengalami pengurangan selanjutnya karena laju kematian alami sebesar 𝜇,. 

Selanjutnya populasi Susceptible mengalami pengurangan  pengurangan karena 

adanya laju individu yang terpapar sebesar 𝜖, Sehingga diperoleh persamaan pada 

kompartemen Susceptible  (𝑆ℎ) sebagai berikut : 

                                
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜇 + 𝜖𝐸ℎ)𝑆ℎ                                      (2.1) 

Kedua, persamaan pertumbuhan populasi Exposed. 

Populasi Exposed mengalami penambahan karena adanya laju individu yang 

terpapar virus sebesar 𝜖. Selanjutnya populasi Exposed ini mengalami 

pengurangan berikutnya karena kematian alami sebesar 𝜇. Kemudian populasi 

Exposed ini mengalami pengurangan berikutnya disebabkan   laju individu 

terinfeksi sebesar 𝛾. Selanjutnya populasi Exposed ini mengalami pengurangan 

berikutnya disebabkan laju individu terinfeksi yang dirawat di rumah sakit sebesar 

𝜏. Sehingga diperoleh persamaan pada  kompartemen Exposed (𝐸ℎ) adalah 

sebagai berikut : 
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𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − (𝜇 + 𝛾 + 𝜏)𝐸ℎ                                      (2.2) 

Ketiga, persamaan pertumbuhan populasi Infected. 

Populasi Infected mengalami penambahan karena adanya manusia yang terinfeksi 

sebesar 𝛾. Populasi Infected mengalami pengurangan selanjutnya disebabkan 

adanya kematian karena virus dilingkungan infected sebesar 𝜇𝐼. Selanjutnya 

populasi Infected mengalami pengurangan karena laju individu sembuh setelah 

terinfeksi sebesar 𝛼. Dengan demikian diperoleh persamaan pada kompartemen 

Infected (𝐼ℎ) adalah sebagai berikut  : 

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼 )𝐼ℎ                                       (2.3) 

Keempat, persamaan pertumbuhan populasi Hospitalized. 

Populasi Hospitalized mengalami penambahan karena adanya individu terinfeksi 

yang dirawat dirumah sakit sebesar 𝜏, selanjutnya mengalami pengurangan 

disebabkan adanya laju kematian karena virus di lingkungan hospitalized sebesar 

𝜇𝐻. Kemudian populasi Hospitalized mengalami pengurangan karena laju 

individu yang sembuh setelah dirawat dirumah sakit 𝛽, dengan demikian 

diperoleh persamaan pada kompartemen 𝐻ℎ  adalah sebagai berikut  : 

𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ                                     (2.4) 

Kelima, persamaan pertumbuhan populasi Recovered. 

Populasi Recovered mengalami penambahan karena adanya laju individu  yang 

sembuh setelah terinfeksi sebesar 𝛼, selanjutnya mengalami penambahan karena 

adanya laju individu yang sembuh setelah dirawat di rumah sakit sebesar 𝛽, 

kemudian populasi Recovered mengalami pengurangan karena adanya kematian 
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alami populasi individu sebesar 𝜇, dengan demikian diperoleh persamaan pada 

kompartemen 𝑅ℎ  adalah sebagai berikut  : 

                     
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

= 𝜎𝐼ℎ + 𝛿𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ                                         (2.5) 

Berdasarkan faktor – faktor diatas maka diperoleh sistem persamaan 

differensial untuk model matematika SEIHR  sebagai berikut : 

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ    

𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ  

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ                                                                               (2.6) 

𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ  

𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

= 𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ  

Nilai awal dari variabel dan parameter yang digunakan antara lain 

dituliskan pada Tabel 2.1 dan Tabel 2.2.  Nilai awal diperoleh dari rata – rata data 

Covid-19 Provinsi Jawa Timur (infocovid19.jatimprov.go.id) pada bulan Mei 

2021 – Juli 2021 

Tabel 2.1   Nilai Awal Variabel Model Matematika SEIHR 

Sumber : www.infocovid19.jatimprov.go.id   

No. Notasi Definisi Nilai  

1. 𝑆(0) Subpopulasi Individu rentan pada waktu t = 0 

di Jawa Timur 
39.764.734 jiwa 

2. 𝐸(0) Subpopulasi individu terpapar virus SARS-

COV2 pada waktu t = 0 di Jawa Timur 
829.797 Jiwa 

3. 𝐼(0) Subpopulasi individu  terinfeksi pada waktu  

t = 0 di Jawa Timur  
147.977 jiwa 

4. H(0) Subpopulasi individu terinfeksi yang dirawat di 

rumah sakit  pada waktu t = 0 di Jawa Timur 
1.022 jiwa 

5. 𝑅(0) Subpopulasi individu yang sembuh pada waktu 

t = 0 di Jawa Timur  
135.259 jiwa 

http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
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Tabel 2.2   Nilai Awal Parameter Model Matematika SEIHR 

Sumber : www.infocovid19.jatimprov.go.id, https://jatim.bps.go.id & (Mumbu & Hugo, 2020) 

 

Laju Kematian alami pada populasi manusia (𝜇, 𝜇𝐼 , 𝜇𝐻) dapat dihitung dengan 

menggunakan rumus Crude Death Rate (Angka Kematian Dasar) yang dinyatakan 

sebagai : 

Crude Death Rate (CRD) =
𝐷

𝑃
× 1000 

dimana : 

𝐷 = Jumlah Kematian dalam satu tahun (infocovid19.jatimprov.go.id, 2021)       

𝑃 = Jumlah seluruh penduduk di suatu wilayah dalam satu tahun 

No Parameter Definisi Nilai Satuan Sumber 

1. 𝑁ℎ 
Jumlah Populasi 

penduduk Jawa Timur 

Tahun 2021 

40.878.789 Jiwa 

Perhari 

bit.ly/jatim-

bps-go-id 

2. 𝜋 Laju kelahiran alami 0.0125 Jiwa 

Perhari 

(Armadani, 

2021) 

3. 𝜇 Laju kematian alami 0.0002 
Jiwa 

Perhari 

Infocovid19. 

Jatimpro 

.go.id 

4. 𝜇𝐼 
Laju kematian di 

lingkungan terinfeksi 
0.001 Jiwa 

Perhari 

Infocovid19. 

jatimprov. 

go.id 

5. 𝜇𝐻 Laju kematian di 

rumah sakit 
0.004 

Jiwa 

Perhari 

Infocovid19. 

Jatimprov 

.go.id 

6. 𝜖 Laju individu yang 

terpapar 
0.5944 Jiwa 

Perhari 

(Mumbu & 

Hugo, 2020) 

7. 𝜏 Laju individu yang 

dirawat di rumah sakit 
0.003 Jiwa 

Perhari 

(Mumbu & 

Hugo, 2020) 

8. 𝛾 Laju individu 

terinfeksi 
0.02857 Jiwa 

Perhari 

(Mumbu & 

Hugo, 2020) 

9. 𝛼 
Laju individu yang 

sembuh setelah 

terinfeksi 

0.36 Jiwa 

Perhari 

(Mumbu & 

Hugo, 2020) 

10. 𝛽 

Laju individu yang 

sembuh setelah 

dirawat di rumah sakit 

0.58 Jiwa 

Perhari 

(Mumbu & 

Hugo, 2020) 

http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
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1000 = Konstanta  

 Perhitungan nilai parameter laju kematian alami (𝜇, 𝜇𝐼 , 𝜇𝐻) dapat 

dilakukan dengan cara sebagai berikut : 

a. Parameter laju kematian alami (𝜇) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000 

⟺
2446

40.878.789
× 1000 

⟺ 0,0598 

Berdasarkan hasil di atas, laju kematian alami di tahun tersebut sebesar 

0,0598 per seribu jiwa. Kemudian untuk menemukan laju kematian alami 

perhari, maka 0,0598 dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 0,002. 

Artinya laju kematian alami pada tahun tersebut sebesar 0,0002 perhari. 

b. Parameter laju kematian alami populasi Infected (𝜇𝐼) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000 

⟺
20673

40.878.789
× 1000 

⟺ 0,5057 

Berdasarkan hasil di atas, laju kematian alami di tahun tersebut sebesar 

0,5057 per seribu jiwa. Kemudian untuk menemukan laju kematian alami 

perhari, maka 0,5057 dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 0,001. 

Artinya laju kematian alami pada tahun tersebut sebesar 0,001 perhari. 

c. Parameter laju kematian alami populasi Hospitalized  (𝜇𝐻) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000 
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⟺
56380

40.878.789
× 1000 

⟺ 1,3792 

Berdasarkan hasil di atas, laju kematian alami di tahun tersebut sebesar 

1,3792 per seribu jiwa. Kemudian untuk menemukan laju kematian alami 

perhari, maka 1,3792 dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 0,004. 

Artinya laju kematian alami pada tahun tersebut sebesar 0,004 perhari. 

Berdasarkan perhitungan tesebut diperoleh nilai parameter laju kematian 

alami (𝜇), laju kematian alami populasi Infected (𝜇𝐼), laju kematian alami 

populasi Hospitalized (𝜇𝐻) masing-masing sebesar 0,0002; 0,001 dan 0,004. 

 

2.1.3  Sifat Dasar Model SEIHR   

   Berdasarkan (Tadesse Ega, 2015) dan (Asamoah, 2017), populasi secara 

biologi sangat berarti jika solusi globalnya ditemukan dalam daerah invariant. 

Teorema 2.1 Himpunan solusi {𝑆ℎ(𝑡), 𝐸ℎ(𝑡), 𝐼ℎ(𝑡),𝐻ℎ(𝑡), 𝑅ℎ(𝑡)} dari model 

sistem persamaan (2.7) adalah terbatas pada daerah yang positif 𝜙. 

Bukti : andaikan bahwa daerah yang positif  

𝜙 = {𝑆ℎ(𝑡), 𝐸ℎ(𝑡), 𝐼ℎ(𝑡),𝐻ℎ(𝑡), 𝑅ℎ(𝑡)} ∈ 𝑅+
5  untuk ∀𝑡≥ 0. Pada waktu (𝑡), 

persamaan (2.6) total populasi manusia sebagai berikut  

  𝑁ℎ(𝑡) = 𝑆ℎ(𝑡) + 𝐸ℎ(𝑡) + 𝐼ℎ(𝑡) + 𝐻ℎ(𝑡) + 𝑅ℎ(𝑡)                                 (2.7) 

Jika kita persamaan (2.7) didiferensialkan pada waktu ke t maka  

          
𝑑𝑁ℎ
𝑑𝑡

=
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

+
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

+
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

+
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

+
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

                                         (2.8) 

Kemudian, dengan mensubtitusikan persamaan (2.6) ke (2.8) 
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𝑑𝑁ℎ
𝑑𝑡

= [𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ] + [𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − (𝜇 + 𝛾 + 𝜏)𝐸ℎ] + [𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ ]

+ [𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛽)𝐻ℎ] + [𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ] 

𝑑𝑁ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − [𝑆ℎ(𝑡) + 𝐸ℎ(𝑡) + 𝐼ℎ(𝑡) + 𝐻ℎ(𝑡) + 𝑅ℎ(𝑡)]𝜇 

                                             
𝑑𝑁ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡)                                          (2.9)  

Selanjutnya pertidaksamaan (2.9) diintegralkan terhadap 𝑁 dan 𝑡, sehingga 

diperoleh  

∫
𝑑𝑁ℎ(𝑡)

𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡)
= ∫𝑑𝑡 

−
1

𝜇
𝑙𝑛|𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡)| = (𝑡 + 𝐴), 𝐴 ∈ ℝ 

1

𝜇
𝑙𝑛|𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡)| = −(𝑡 + 𝐴) 

𝑙𝑛|𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡)| = −𝜇(𝑡 + 𝐴) 

𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡) = 𝑒−𝜇(𝑡+𝐴)  

𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡) = 𝑒−𝜇𝑡𝑒−𝜇𝐴 

dimana 𝑒−𝜇𝐴 = 𝐶 

𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡) = 𝐶𝑒−𝜇𝑡  

Jika 𝑁ℎ(𝑡) = 𝑁(0) ⟹ 𝑡 = 0. Oleh karena itu, 

𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(0) = 𝐶 

(𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(𝑡)) =  (𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(0))𝑒
−𝜇𝑡 

𝜋

𝜇
− 𝑁ℎ(𝑡) =

(𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(0))

𝜇
𝑒−𝜇𝑡 

𝜋

𝜇
−
(𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(0))

𝜇
𝑒−𝜇𝑡 = 𝑁ℎ(𝑡) 
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𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ (
𝜋

𝜇
−
(𝜋 − 𝜇𝑁ℎ(0))

𝜇
𝑒−𝜇𝑡) = 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞(𝑁ℎ(𝑡)) 

Mengakibatkan bahwa  

0 ≤ 𝑁ℎ(𝑡) ≤
𝜋

𝜇
 

Maka dapat disimpulkan bahwa semua solusi di persamaan model (2.6), 

diperoleh daerah yang diberikan oleh himpunan berikut : 

𝜙 = {[𝑆ℎ(𝑡);𝐸ℎ(𝑡); 𝐼ℎ(𝑡);𝐻ℎ(𝑡); 𝑅ℎ(𝑡)] ∈ 𝑅+
5 : 0 ≤ 𝑁ℎ(𝑡) ≤

𝜋

𝜇
}  

untuk {[𝑆ℎ(0),𝐸ℎ(0), 𝐼ℎ(0),𝐻ℎ(0), 𝑅ℎ(0)] ≥ 0} 𝜖 𝜙 . 

 

2.1.4  Persamaan Diferensial  

 Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat turunan dari 

satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas suatu 

fungsi (Ross, 1984). Persamaan diferensial berdasarkan turunan variable terbagi 

menjadi dua macam yaitu : persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial 

parsial. Persamaan diferensial biasa merupakan merupakan turunan dari satu atau 

lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas.  

   Persamaan diferensial biasa orde 𝑛 berbentuk : 𝐹(𝑡, 𝑦, 𝑦̇, … , (𝑦̇)𝑛) = 0. 

Suatu persamaan diferensial biasa linear orde ke 𝑛 dikatakan linier jika memenuhi 

kaidah penulisan sebagai berikut : 

      𝑃0𝑦
(𝑛) + 𝑃1𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑃𝑛−1𝑦̇ + 𝑃𝑛𝑦 = 𝐹(𝑡)             (2.10)          

dengan 𝑃𝑖 untuk 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 merupakan konstanta dan 𝐹(𝑡) adalah fungsi yang 

bergantung terhadap variabel 𝑥 yang kontinu pada interval terbuka 𝐼 (Maya, 

2014). 
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Ciri-ciri dari persamaan diferensial linear sebagai berikut :  

a. Variabel tak bebas dan turunannya berderajat satu  

b. Tidak ada perkalian antara variabel-variabel tak bebas,  dan turunannya  

c. Variabel tak bebas maupun turunanannya bukan termasuk fungsi 

transenden: trigonometri, exponensial, logaritma. 

Apabila suatu persamaan diferensial tidak memiliki ciri-ciri tersebut maka 

dinamakan persamaan diferensial nonlinear. Sistem persamaan diferensial adalah 

kumpulan beberapa persamaan differensial (Ross, 1984). Secara matematis, 

sistem persamaan diferensial dapat ditulis dalam bentuk:   

                                        𝒙̇(𝒕) = 𝒇(𝒙, 𝒕)                                                     (2.11) 

Dengan       

                    𝒙̇(𝒕) =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

(

 
 
 
 

𝑑𝑥1
𝑑𝑡
𝑑𝑥2
𝑑𝑡
⋮
𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡 )

 
 
 
 

;𝒇(𝒙, 𝒕) = (

𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
⋮

𝑓𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

)              (2.12) 

dengan 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  adalah variabel terikat dan 𝑡 adalah variabel bebas, sehingga 

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 yakni turunan fungsi 𝑥𝑛 terhadap t dan 𝑓𝑛 adalah fungsi yang tergantung pada 

variabel 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 dan t (Kartono, 2012). Penyelesaian sistem persamaan 

differensial bisa ditemukan dengan analitik atau numerik. Apabila penyelesaian 

tidak mungkin diselesaikan secara analitik maupun numerik, maka dapat 

menggunakan analisis kualitatif dengan cara mengecek kestabilan titik 

kesetimbangan untuk mengetahui perilaku dari sistem tersebut (Manaqib et al., 

2019).  
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Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan linear jika sistem tersebut 

terdiri dari lebih dari satu persamaan linear yang saling terkait. Sedangkan sistem 

persamaan diferensial dikatakan nonlinear apabila sistem tersebut terdiri dari dua 

atau lebih persamaan nonlinear yang saling terkait (Boyce & DiPrima, 2001). 

Salah satu contoh dari bentuk sistem persamaan diferensial adalah model 

matematika SEIHR yaitu sebagai berikut :  

 
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ     

𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ   

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ                                                                                          (2.13) 

𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ  

𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

= 𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ 

Dengan 𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅 adalah variabel terikat dan t adalah variabel bebas, sehingga 

dapat dapat dinyatakan dengan 𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝐻(𝑡) dan 𝑅(𝑡). 

 

2.1.5  Analisis Dinamik  

     Analisis perilaku suatu sistem persamaan diferensial pada model 

matematika dilakukan dengan melakukan analisis dinamik. Analisis perilaku 

dinamik dilakukan untuk mengetahui valid atau tidaknya suatu model matematika. 

Kestabilan pada model matematika dapat dilakukan dengan analisis pada titik 

kesetimbangan, selanjutnya dengan menghitung nilai eigen dari persamaan model 

matematika akan diketahui jenis kestabilannya (Boyce dan Di Prima, 2001). 
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a. Linierisasi 

Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial non-linier 

dengan  persamaan linier untuk membantu memahami persamaan diferensial 

non-linier (Boyce & DiPrima, 2001). Berikut linierisasi yang dilakukan pada 

sistem (2.14) dan dapat dimisalkan dengan, 

 
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ = 𝑓1(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) 

𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ = 𝑓2(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) 

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ = 𝑓3(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅)                                       (2.14) 

𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ = 𝑓4(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) 

𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡 

= 𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ = 𝑓5(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) 

 Kemudian, terdapat (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0) yang merupakan titik 

kesetimbangan dari sistem persamaan non-linier (2.14). Karena itu dilakukan 

pendekatan disekitar titik (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0) dengan mengekspansi menurut 

deret taylor untuk menghilangkan suku tak linier. Misalkan, digunakan tititk 

kesetimbangan (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0) = (0,324; 0; 0; 0; 0). Berikut linierisasi pada 

sistem persamaan (2.14), 

𝑓1(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) ≈ 𝑓1(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0 , 𝑅0) +
𝛿𝑓1
𝛿𝑆

(𝑆0, 𝐸0 , 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑆 − 𝑆0) 

       +
𝛿𝑓1
𝛿𝐸

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐸 − 𝐸0)  

 +
𝛿𝑓1
𝛿𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐼 − 𝐼0)     

+
𝛿𝑓1
𝛿𝑅

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐻 − 𝐻0) 
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+
𝛿𝑓1
𝛿𝐻

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑅 − 𝑅0) 

𝑓2(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) ≈ 𝑓2(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0) +
𝛿𝑓2
𝛿𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑆 − 𝑆0)       

     +
𝛿𝑓2
𝛿𝐸

(𝑆0, 𝐸0 , 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝛿𝑓2
𝛿𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐼 − 𝐼0) 

+
𝛿𝑓2
𝛿𝑅

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐻 − 𝐻0) 

   +
𝛿𝑓2
𝛿𝐻

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑅 − 𝑅0) 

 𝑓3(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) ≈ 𝑓3(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0) +
𝛿𝑓3
𝛿𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑆 − 𝑆0) 

     +
𝛿𝑓3
𝛿𝐸

(𝑆0, 𝐸0 , 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝛿𝑓3
𝛿𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐼 − 𝐼0)                                    (2.15) 

+
𝛿𝑓3
𝛿𝑅

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐻 − 𝐻0) 

        +
𝛿𝑓3
𝛿𝐻

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑅 − 𝑅0) 

𝑓4(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) ≈ 𝑓4(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0) +
𝛿𝑓4
𝛿𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑆 − 𝑆0)                  

     +
𝛿𝑓4
𝛿𝐸

(𝑆0, 𝐸0 , 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝛿𝑓4
𝛿𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐼 − 𝐼0) 

+
𝛿𝑓4
𝛿𝑅

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐻 − 𝐻0) 

+
𝛿𝑓4
𝛿𝐻

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑅 − 𝑅0) 

            𝑓5(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅) ≈ 𝑓5(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0) +
𝛿𝑓5
𝛿𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑆 − 𝑆0) 

       +
𝛿𝑓5
𝛿𝐸

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐸 − 𝐸0)     

 +
𝛿𝑓5
𝛿𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐼 − 𝐼0) 
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 +
𝛿𝑓5
𝛿𝑅

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝐻 − 𝐻0) 

 +
𝛿𝑓5
𝛿𝐻

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0)(𝑅 − 𝑅0) 

Selanjutnya, sistem persamaan (2.15) dapat ditulis ke dalam bentuk matriks 

yaitu, 

𝑑

𝑑𝑡
=

(

 
 

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒)

 
 
= 𝐴0

(

 
 

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒)

 
 
𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝐴 =

(

  
 

𝑓1(𝑆)
𝑓2(𝑆)
𝑓3(𝑆)
𝑓4(𝑆)
𝑓5(𝑆)

𝑓1(𝐸)
𝑓2(𝐸)
𝑓3(𝐸)
𝑓4(𝐸)
𝑓5(𝐸)

𝑓1(𝐼)
𝑓2(𝐼)
𝑓3(𝐼)
𝑓4(𝐼)
𝑓5(𝐼)

𝑓1(𝐻)
𝑓2(𝐻)
𝑓3(𝐻)
𝑓4(𝐻)
𝑓5(𝐻)

𝑓1(𝑅)
𝑓2(𝑅)
𝑓3(𝑅)
𝑓4(𝑅)
𝑓5(𝑅))

  
 

 

Atau 

𝐴0

=

(

 
 

−𝜖𝐸0 − 𝜇
𝜖𝐸0
0
0
0

−𝜖𝑆0
𝜖𝑆0 − 𝜇 − 𝛾 − 𝛾 

𝛾
𝜏
0

0
0 

−𝜇𝐼 − 𝛼
0
𝛼

0
0
0

−𝜇𝐻 − 𝛽
𝛽

0
0
0
0
−𝜇)

 
 
        (2.16) 

 

Matriks 𝐴0 (2.16) adalah matriks Jacobi yang berukuran 5x5. Jumlah 

persamaan pada sistem persamaan diferensial dalam model matematika yang 

digunakan berperan penting dalam menentukan ukuran matriks Jacobi. Matriks 

jacobi ini dapat digunakan untuk menghitung kestabilan dari model 

matematika yang digunakan (Hadiningsih, 2010). 

 

b. Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan suatu sistem adalah titik kesetimbangan yang 

membuat  tidak terjadi perubahan terhadap waktu (Sulisti, dkk 2014). Suatu 

sistem persamaan diferensial orde satu 𝑥̇ = 𝑓(𝑥), yang terdapat solusi, dengan 

nilai awal 𝑥(0) = 𝑥0. Suatu vektor 𝑥̅ yang memenuhi 𝑓(𝑥̅) = 0 disebut titik 
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kesetimbangan (Boyce et al., 2017). Yang berarti nilai titik kesetimbangan 

dapat diperoleh dengan melakukan subtitusi ke titik lainnya. 

Titik kesetimbangan terdiri dari dua jenis yaitu titik kesetimbangan bebas 

penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit 

adalah titik kesetimbangan dimana tidak terjadi infeksi penyakit. Sedangkan 

titik kesetimbangan endemik yaitu titik kesetimbangan dimana terja di infeksi 

dalam sebuah populasi individu. Misalkan diberikan sistem persamaan 

diferensial nonlinear berikut : 

𝑥̇ = 6𝑥 + 𝑥2 − 3𝑥𝑦 

𝑦̇ = −3𝑦 + 𝑥𝑦 

Berdasarkan definisi (Boyce et al., 2017) maka 𝑦̇ = 0  

−3𝑦 + 𝑥𝑦 = 0 

𝑦(−3 + 𝑥) = 0 

Sehingga diperoleh 𝑦 = 0 dan 𝑥 = 3. Subtitusikan  𝑦 = 0 ke persamaan 𝑥̇ = 0 

maka diperoleh 

6𝑥 + 𝑥2 − 3𝑥(0) = 0 

𝑥(6 + 𝑥) = 0 

𝑥 = 0 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥 = −6 

saat 𝑥 = 3, diperoleh 

6(3) + (3)2 − 3(3)(𝑦) = 0 

18 + 9 = 9𝑦 

27 = 9𝑦 

         𝑦 = 3 
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Maka diperoleh titik kesetimbangan dari sistem persamaan diferensial yakni 

 (−6,0) dan (3,3). 

 

c. Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

 Jika A adalah  matriks n x n, maka sebuah vektor taknol x dinamakan 

vektor eigen (eigen vector) dari A apabila Ax adalah sebuah kelipatan skalar 

dari x,  maka dapat dinyatakan sebagai berikut.  

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥                                               (2.17) 

Skalar  disebut nilai eigen (eigen value) dari A dan x disebut sebagai vektor  

eigen yang bergantung dengan . Kemudian, nilai eigen dapat diperoleh 

dengan persamaan (2.17). lalu, dapat dituliskan kembali Ax  x sebagai 

berikut (Waluya, 2006)  

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0                                         (2.18) 

Dengan I adalah atriks identitas, untuk mendapatkan nilai eigen dari , maka 

perlu dicari solusi bukan nol dari persamaan (2.18) jika dan hanya jika  

𝑑𝑒𝑡 (𝐴 −  𝐼)  0                                         (2.19) 

Persamaan polinominal terhadap  variable  dapat diperoleh berdasarkan 

persamaan (2.19). Skalar 𝜆 yang memenuhi persamaan karakteristik yang tak 

lain adalah nilai eigen dari A. 

 

d. Sifat Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Sifat kestabilan titk kesetimbangan dapat digunakan untuk mengetahui 

penyelesaian sisitem persamaan diferensial. Penyelesaian kestabilan titik 

kesetimbangan dapa diselesaikan secara analitik maupun numerik. Secara 
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umum titik kesetimbangan memiliki beberapa syarat yaitu sebagai berikut 

(Boyce & Diprima, 2001), 

 

Tabel 2.3 Jenis Kestabilan Titik kesetimbangan Sistem Linier 

 

e. Kritreria Routh – Hurwitz 

Untuk beberapa masalah, mungkin sulit untuk mengamati stabilitas pada 

titik kesetimbangan karena bentuk asli dari nilai eigen adalah kompleks dan 

cukup sulit untuk menentukan bagian realnya. Oleh karena itu, digunakan suatu 

metode yang dapat menentukan bagian real dari nilai eigen untuk 

mengidentifikasi jenis kestabilan pada titik setimbang. Salah satunya adalah 

metode Routh-Hurwitz. Apakah bagian real dari nilai eigen tersebut bernilai 

positif atau negatif. Sehingga titik kesetimbangan tersebut dapat ditentukan 

kestabilannya (Hahn, 1967).  

Diberikan suatu sistem persamaan karakteristik dalam bentuk polinomial 

sebagai berikut (Keshet, 2005) :   

𝑃() =  𝑎0𝜆
𝑛 +  𝑎1𝜆

𝑛−1 + 𝑎2𝜆
𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛 = 0                                     (2.20) 

Nilai Eigen Jenis Titik kesetimbangan 

(𝒙∗, 𝒚∗) 

Kestabilan Titik 

kesetimbangan 

𝜆1,2 > 0 Titik simpul (node) Tidak stabil 

𝜆1,2 < 0 Titik simpul (node) Stabil asimtotik 

𝜆2 < 0 < 𝜆1 Titik Pelana (Saddle) Tidak Stabil 

𝜆1 = 𝜆2 > 0 Tidak bintang (Star) Tidak Stabil 

𝜆1 = 𝜆2 < 0 Titik Simpul (Node) Stabil asimtotik 

𝜆1,2 = 𝑘 ± 𝑏𝑖 

Titik Spiral 

 

𝑘 > 0 Tidak Stabil 

𝑘 < 0 Stabil asimtotik 

𝑘 = 0 Titik pusat (Center) Stabil 
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jika persamaan (2.20) mempunyai bagian real negatif maka, 

𝑎1

𝑎0
> 0,

𝑎2

𝑎0
> 0,⋯ ,

𝑎𝑛

𝑎0
> 0       (2.21) 

Dimana 𝑎0  1 dan 𝑎𝑛 ≠ 0 dengan n  1,2,...,n adalah bilangan real.  

Persamaan (2.20) dapat ditulis dalam bentuk Matriks Hurwitz (𝐻) yang 

berbentuk bujur sangkar berukuran 𝑛 × 𝑛 sebagai berikut: 

𝐻 =

[
 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎0 0 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑎0
𝑎5 𝑎4
⋮ ⋮
0 0
0 0

𝑎3
⋮
0
0

𝑎2
⋮
0
0

⋯ 0 0
⋯ 0 0
⋯
⋯
⋯
⋯

0
⋮

𝑎𝑛−1
0

0
⋮

𝑎𝑛−2
𝑎𝑛 ]

 
 
 
 
 

 

Determinan Hurwitz tingkat ke−𝑘, dinotasikan dengan ∆𝑘, 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛. 

Determinan tersebut ditulis dalam bentuk matriks Hurwitz sebagai berikut : 

∆1= [𝑎1] 

∆2= [
𝑎1 0
𝑎3 𝑎2

]                                                                                                        (2.22)                  

∆3= [
𝑎1 𝑎0 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1
𝑎5 𝑎4 𝑎3

] 

∆𝑛=

[
 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎0 0 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑎0
𝑎5 𝑎4
⋮ ⋮
0 0
0 0

𝑎3
⋮
0
0

𝑎2
⋮
0
0

⋯ 0 0
⋯ 0 0
⋯
⋯
⋯
⋯

0
⋮

𝑎𝑛−1
0

0
⋮

𝑎𝑛−2
𝑎𝑛 ]

 
 
 
 
 

 

Persamaan karakteristik (2.20) memiliki bagian real negatif jika hanya jika 

pertidaksamaan (2.21) dipenuhi dan ∆1, ∆2, ∆3, ⋯ , ∆𝑛> 0 (Grantmacher, 1959). 

Sehingga dapat dikatakan berdasarkan kriteria kestabilan Hurwitz tersebut 

bahwa sistem persamaan karakteristik  (2.20) stabil. 
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Persamaan (2.20) dapat ditulis dalam bentuk Routh Array (Runtun-Routh), 

yang ditulis dalam bentuk tabel, sebagai berikut (Morris, 1962) : 

Tabel 2. 4 Routh Array 

𝜆𝑛 𝑎0 𝑎2 𝑎4  𝑎6 ⋯ 0 

𝜆𝑛−1 𝑎1 𝑎3 𝑎5  𝑎7 ⋯ 0 

𝜆𝑛−2 𝑏1 𝑏2 𝑏3  0 ⋯ 0 

𝜆𝑛−3 𝑐1 𝑐2 𝑐3  0 ⋯ 0 

𝜆𝑛−4 𝑑1 𝑑2 𝑑3  0 ⋯ 0 

⋮ ⋮ ⋮      

𝜆2 𝑓
1
 𝑓

3
      

𝜆1 𝑔
1
       

𝜆0 ℎ1       

Perhatikan bahwa, tabel pada baris pertama dan kedua berasal dari persamaan 

karakteristik  (2.3). Baris ketiga kebawah mengikuti pola dari rumus berikut: 

𝑏1 =
𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3

𝑎1
           𝑏2 =

𝑎1𝑎4 − 𝑎0𝑎5
𝑎1

         𝑏𝑛 =
𝑎1𝑎2𝑛 − 𝑎0𝑎2𝑛+1

𝑎1
 

𝑐1 =
𝑏1𝑎3 − 𝑎1𝑏2

𝑏1
           𝑐2 =

𝑏1𝑎5 − 𝑎1𝑏3
𝑏1

         𝑐𝑛 =
𝑏1𝑎2𝑛+1 − 𝑎1𝑎𝑛+1

𝑏1
 

   𝑑1 =
𝑐1𝑏2 − 𝑏1𝑐2

𝑐1
            𝑑2 =

𝑐1𝑏3 − 𝑏1𝑐3
𝑐1

          𝑑𝑛 =
𝑐1𝑏𝑛+1 − 𝑏1𝑐𝑛+1

𝑐1
 

  ⋮ 

Pola tersebut tetap dilakukan, sampai semua koefisien diperoleh dan 

membentuk matriks setengah piramida terbalik. Dapat ditunjukkan bahwa 

kriteria kestabilan Routh identik dengan kriteria kestabilan Hurwitz. Perhatikan 

pernyataan berikut, 

𝑏1 =
𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3

𝑎1
=
∆2
∆1
, 𝑐1 =

𝑏1𝑏2 − 𝑏0𝑏3
𝑏1

=
∆3

∆2 ∆1⁄
=
∆3
∆2
, ⋯             (2.23) 

 Kriteria kestabilan Routh dapat ditulis sebagai berikut: 
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1. Persamaan karakteristik (2.20) memiliki akar bernilai negatif atau berupa 

bilangan real negatif, jika semua koofisien dari kolom pertama Tabel 2.4 

bernilai positif. 

2. Jika terdapat satu atau lebih koefisien kolom pertama dari Tabel 2.3, 

maka sistem tersebut tidak stabil. 

Berikut ini kasus untuk orde lima (𝑛 = 5) yang dapat dibentuk dari kriteria 

kestabilan Hurwitz : 

Sistem orde lima  persamaan karakteristik  mempunyai bentuk, 

𝑎0𝜆
5 + 𝑎1𝜆

4 + 𝑎2𝜆
3 + 𝑎3𝜆

2 + 𝑎4𝜆
1 + 𝑎5 = 0                       (2.24)  

Kriteria Hurwitz orde lima berdasarkan (Joseph J.Distefano, 1990) sebagai 

berikut : 

  ∆5= |
|

𝑎1
𝑎3
𝑎5
0
0

𝑎0
𝑎2
𝑎4
𝑎1
0

    

0
𝑎1
𝑎3
𝑎5
0

    

0
𝑎0
𝑎2
𝑎4
0

    

0
0
𝑎1
𝑎3
𝑎5

|
|                                     (2.25) 

∆1= 𝑎1 > 0,          

∆2= 𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3 > 0,      

∆3= 𝑎3(𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3) + 𝑎0𝑎1𝑎5 − 𝑎1
2𝑎4 > 0 

∆4= 𝑎4(𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎0𝑎3
2 + 2(𝑎0𝑎1𝑎5) − 𝑎1

2𝑎4) + 𝑎0𝑎2𝑎3𝑎5 − 𝑎1𝑎2
2𝑎5

− 𝑎0
2𝑎5

2 > 0 

∆5= 𝑎5(𝑎4(𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎0𝑎3
2 + 2(𝑎0𝑎1𝑎5) − 𝑎1

2𝑎4) + 𝑎0𝑎2𝑎3𝑎5 − 𝑎1𝑎2
2𝑎5

− 𝑎0
2𝑎5

2) > 0 

Berdasarkan (Wiggers et al., 1914) kondisi stabil asimtotik pada sistem orde lima 

ketika semua bagian akar real negatif jika dan hanya jika memenuhi syarat 

sebagai berikut  : 

𝑎𝑖 > 0 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 0,1,2,3,4,5  

dan ∆1, ∆2, ∆3, ∆3, ∆4, ∆5> 0 
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f. Matriks Generasi Selanjutnya 

 Pendekatan matriks generasi selanjutnya didasarkan pada pengamatan 

karakteristik bilangan reproduksi dasar dengan mengasumsikan bahwa 

penularan penyakit terjadi pada keturunan. Pada saat lahir individu baru yang 

juga terinfeksi. Ini berarti bahwa proses infeksi dikaitkan dengan proses 

demografis dari generasi yang terus terinfeksi (Boyce & Diprima, 2001). 

Epidemi dapat terjadi karena jumlah generasi berikutnya melonjak. Berikut ini 

langkah – langkah penerapan matriks generasi selanjutnya : 

1. Persamaan diferensial biasa dibuat sedemikian hingga 𝑛 kompartemen 

pertama dari sistem persamaan diferensial biasa sesuai dengan 

kompartemen terinfeksi. Sistem persamaan diferensial dapat ditulis 

seperti berikut : 

𝑥𝑘
′ = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦)                                          (2.26) 

                𝑦𝑘
′ =  𝑔𝑗(𝑥, 𝑦) 

2. Persamaan pada rumus kanan dapat dipisah menjad i 

     𝑥𝑘
′ = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝑉𝑘(𝑥, 𝑦)          𝑘 = 1,2,… , 𝑛                                    (2.27) 

𝑦𝑘
′ = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦)                               𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

Dengan 𝐹𝑘(𝑥, 𝑦) merupakan tingkat kemunculan infeksi pada 

kompartemen 𝑘 dan 𝑉𝑘(𝑥, 𝑦) merupakan transisi lainnya yaitu kelahiran, 

perkembangan, kematian, penyakit dan kesembuhan. Diasumsikan 𝑦′ =

𝑔(0, 𝑦) mempunyai titik kesetimbangan 𝜖0,𝑗 = (0, 𝑦0) sehingga semua 

keadaan dengan nilai awal berbentuk (0, 𝑦) mendekati (0, 𝑦0) maka 

didapatkan  

𝐹 =
𝜕𝐹𝑘(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
,      𝑉 =

𝜕𝑉𝑘(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
                                     (2.28) 



29 

 

 

 

Dimana 𝐹𝑘(𝑥, 𝑦) dan 𝑉𝑘(𝑥, 𝑦) merupakan linierisasi dari bentuk 

persamaan (2.27) disekitar titik kesetimbangan, sehingga matriks 𝑘 

didefinisiakn sebagai (Martcheva, 2015). 

𝑘 = 𝐹𝑉−1                                                         (2.29) 

g. Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

Bilangan reproduksi dasar adalah ambang batas penularan penyakit yang 

diakibatkan oleh individu terinfeksi dalam suatu populasi rentan yang  

terinfeksi, yang dinotasikan dengan R0 (Driessche, 2017). Bilangan reproduksi 

berfungsi untuk menentukan apakah suatu daerah terjadi endemik atau tidak. 

Parameter 𝑅0 mempunyai memepunyai nilai ambang batas 1. Berikut  salah 

satu diantara kemungkinan  kondisi yang akan terjadi (Blyuss & Kyrychko, 

2005):  

       1. Apabila R0  1, maka penyakit diperkirakan akan hilang. 

2. Apabila R0  1, maka penyakit akan meningkat menjadi wabah. 

3. Apabila R0 = 1,  penyakit akan menetap (endemik).  

Bilangan reproduksi dasar dapat ditentukan dengan mencari radius spectral  

atau nilai eigen terbesar dari suatu matriks yang disebut Next Generation 

Matrix. Radius spektral dari matriks A ditentukan  sebagai maksimum dari 

nilai mutlak nilai eigen matrik A : 

𝜌(𝐴) = sup|𝜆| , 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴) 

Dimana 𝜎(𝐴) adalah himpunan nilai eigen dari A. Sehingga bilangan 

reproduksi dasar dapat didefinisikan eigen value positif terbesar dari matriks 

generasi selanjutnya yang dinyatakan sebagai berikut : 

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉
−1)                                                (2.30) 
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Dimana 𝜌 adalah eigen value doniman (Martcheva, 2015). Apabila 𝑅0 <

1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit adalah satu – satunya titik 

kesetimbangan, dan besifat stabil asimtotik lokal. Dan jika 𝑅0 > 1 maka 

terdapat dua titik kesetimbangan : titik kesetimbangan bebas penyakit, dan titik 

kesetimbangan endemik, dimana titik kesetimbangan endemik bersifat stabil 

asimtotik lokal. (Martcheva, 2015) 

Analisis terhadap kondisi ambang batas dibutuhkan untuk mendapati 

parameter apa saja yang harus dikendalikan agar tidak terjadi endemik. Berikut 

analisis untuk memperoleh nilai 𝑅0 agar tidak terjadi endemik sebagai berikut : 

1. Memilih semua nilai yang menunjukkan infeksi dan perubahan populasi 

dari sistem persamaan. 

2. Melakukan linearisasi yang direpresentasikan dengan suatu matriks 

Jacobian (J). Linearisasi dilakukan pada kompartemen yang terinfeksi 

saat titik kesetimbangan bebas penyakit. 

3. Melakukan dekomposisi terhadap matriks Jacobi (J) menjadi matriks 

Transmisi (F) dan matriks Transisi (V). Matriks Transisi merupakan 

suatu matriks dengan dengan entri yang menggambarkan terjadinya 

sebuah infeksi baru. Matriks transmisi merupakan suatru matriks 

dengan entri yang menggambarkan adanya suatu perubahan pada 

populasi yang terinfeksi. 

4. Menghitung 𝑅0 dengan 𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉
−1). 
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2.1.6  Kontrol Optimal   

    Kontrol optimal merupakan model optimasi untuk menentukan nilai 

parameter kontrol yang digunakan dalam sistem dinamik agar  fungsi kendala 

(𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛) terpenuhi dengan tujuan memaksimumkan dan meminimumkan 

fungsi objektif (Lewis et al., 2012). Fungsi objektif meliputi parameter kontrol 

𝑢(𝑡) dan variabel state 𝑥(𝑡) yang akan dioptimalkan. Secara umum, persamaan 

masalah kontrol optimal dirumuskan sebagai berikut : 

Maksimum  

𝐺(𝑡) = 𝐿(𝑥(𝑡𝑓), 𝑡𝑓) + ∫ 𝑀
𝑡𝑓

𝑡0

(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡                             (2.31) 

dengan kendala 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 

Dengan kondisi awal  𝑥(𝑡0) = 𝑥0, kondisi akhir 𝑥(𝑡𝑓) = 𝑥𝑓 dan fungsi 

control 𝑢(𝑡) bergantung waktu 𝑡. Perlu diketahui bahwa 𝐿,𝑀 dan 𝑓 adalah fungsi 

skalar, sedangkan 𝑡0 adalah waktu awal dan 𝑡𝑓 adalah waktu akhir pemberian 

kontrol. Diperlukan metode lain yaitu Metode Prinsip Maksimum Pontryagin 

untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang sifatnya nonlinier (Lewis et 

al., 2012). Sebagai contoh, dipaparkan penelitian (Mandal et al., 2020) yang 

menjelaskan tentang pembahasan kontrol optimal beserta proses hitungnya 

sebagai berikut : 

1. Merujuk pada penelitian (Mandal et al., 2020) Masalah kontrol optimal 

yang dirumuskan sebagai berikut : 

min
𝑀∈Ω

𝐽(𝑀) = ∫ [𝜁1𝐼(𝑡) + 𝜁2𝑀(𝑡)]𝑑𝑡
𝑡𝑓

0

 

dimana 𝜁1menunjukkan jumlah populasi infected dan 𝜁2 menunjukkan 

kebijakan terkait lockdown. 



32 

 

 

 

2. Menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin dalam memperoleh kondisi 

yang dibutuhkan saat kontrol optimal. Didefinisikan fungsi lagrangian 

sebagai berikut : 

𝐿(𝐼, 𝑀) = 𝜁1𝐼(𝑡) + 𝜁2𝑀(𝑡) 

Dengan fungsi Hamilton yang didefinisikan sebagai: 

𝐻(𝐼,𝑀, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5)   

= 𝐿(𝐼,𝑀) + 𝜆1(𝑡)
𝑑𝑆

𝑑𝑡
+ 𝜆2(𝑡)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
+ 𝜆3(𝑡)

𝑑𝑄

𝑑𝑡
+ 𝜆4(𝑡)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 𝜆5(𝑡)

𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

3. Menentukan nilai maksimum dari fungsi Hamilton terhadap variabel 

kontrol sehingga diperoleh: 

     0 =
𝑑

𝑑𝑡
(
𝛿𝐻

𝛿𝑀
) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝜁2 + (𝜆5 − 𝜆1)𝑝𝑆) = −𝜆1̇𝑝𝑆 − 𝜆1𝑝𝑆̇ + 𝜆5̇𝑝𝑆 + 𝜆5𝑝𝑆̇ 

= 𝑘𝐸((𝜆5 − 𝜆1) − 𝑜𝜆1)𝑝𝑆 + (𝐴 − 𝑘𝑆𝐸 + 𝑏1𝑄 − 𝑜𝑆)(𝜆5 − 𝜆1) + 𝑝𝑜𝑆𝜆5 

4. Menentukan fungsi Hamilton dengan melakukan turunan kedua 

dikarenakan parameter M  belum eksplisit sehingga diperoleh : 

0 =
𝑑2

𝑑2𝑡
(
𝛿𝐻

𝛿𝑀
) = [𝑘(𝐸(𝜆2̇ − 𝜆1̇) + (𝜆2 − 𝜆1)𝐸̇) − 𝑜𝜆1̇]𝑝𝑆                  

     +(𝑘𝑆𝐸(𝜆2 − 𝜆1) − 𝑜𝜆1)𝑝𝑆̇) + (𝐴 − 𝑘 (𝑆𝐸 + 𝐸̇𝑆
̇ ) + 𝑏1𝑄̇ − 𝑜𝑆̇) 

            (𝜆5 − 𝜆1)𝑝 + (𝐴 − 𝑘𝑆𝐸 + 𝑏1𝑄 − 𝑜𝑆)(𝜆5̇ − 𝜆1̇)𝑝 + 𝑝𝑜𝑆𝜆5 + 𝑝𝑜𝑆̇
̇ 𝜆5 

dimana 𝑘 = 𝛽(1 − 𝜌1)(1 − 𝜌2) 

5. Menentukan parameter kontrol dengan menggunakan persamaan state dan 

co-state sehingga dapat dinyatakan sebagai berikut : 

𝑑2

𝑑2𝑡
(
𝛿𝐻

𝛿𝑀
) = 𝜙1(𝑡)𝑀(𝑡) + 𝜙2(𝑡) = 0 

Kemudian diperoleh penyelesaian kontrol singular sebagai berikut : 
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𝑀𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟(𝑡) = −
𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
 

dengan 𝜙1(𝑡) ≠ 0 dan 𝛼 ≤ −
𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
≠ 𝑏. 

6. Menentukan kondisi kontrol optimal pada interval nontrivial sebagai 

berikut : 

Jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑀
< 0 maka 𝑀∗(𝑡) = 𝑏 

Jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑀
> 0 maka 𝑀∗(𝑡) = 𝑏 

Jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑀
= 0 maka 𝑀𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟(𝑡) = −

𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
 

Sehingga kontrol optimal dipenuhi oleh 𝜙1(𝑡) < 0 dan 𝛼 ≤ −
𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
≤ 𝑏 

Prinsip Maksimum Pontryagin 

   Prinsip Maksimum Pontryagin yaitu suatu metode yang dapat digunakan 

untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang umumnya bersifat 

nonlinier. Berikut adalah langkah – langkah menyelesaikan kontrol optimal 

dengan prinsip maksimum pontryagin (Naidu, 2002). 

1. Membentuk fungsi Hamilton 

 𝐻(𝑥, (𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡)

= 𝑀(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡) + 𝜆′(𝑡)𝑓(𝑥(𝑡). 𝑢(𝑡). 𝜆(𝑡). 𝑡) 

2. Menentukan nilai maksimum H terhadap semua vektor kontrol  

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 

Kemudian diperoleh nilai dari kontrol optimal 𝑢∗(𝑡) yang 

memungkinkan dengan 

𝑢∗(𝑡) = ℎ(𝑥∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) 
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3. Sehingga didapatkan fungsi Hamilton optimal 𝐻∗ dengan  menggunakan 

𝑢∗(𝑡) yang dihasilkan pada langkah 2, yaitu 

𝐻∗(𝑡)(𝑥∗(𝑡), ℎ(𝑥∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) = 𝐻∗(𝑥∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) 

4. Menghitung persamaan state dan costatenya 

𝑥∗(𝑡) =
𝜕𝐻

𝜕𝜆
      𝑑𝑎𝑛       𝜆∗(𝑡) =

𝜕𝐻

𝜕𝑥
 

Kondisi awal 𝑥0 dan kondisi akhir 𝑥𝑓, sehingga didapatkan  

[𝐻∗ +
𝜕𝑆

𝜕𝑡
]
𝑡𝑓

𝛿𝑡𝑓 + [(
𝜕𝑆

𝛿𝑥
) − 𝜆∗(𝑡)]

𝑡𝑓

′

𝛿𝑥𝑓 = 0 

5. Subtitusikan semua hasil yang didapatkan di langkah 4 ke persamaan 

𝑢∗(𝑡) yang terdapat pada langkah ke 2, kemudian diperoleh kontrol 

optimalnya. 

 

2.2  Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Quran 

    Islam merupakan agama yang telah mengatur segala aspek yang 

berhubungan dengan kehidupan manusia, salah satu aspek yang menjadi perhatian 

adalah kesehatan, karena kesehatan merupakan nikmat Tuhan yang tak ternilai 

harganya. Di masa pandemi virus corona yang penyebaran yang begitu masif, 

maka dibutuhkan langkah pencegahan agar tidak terinfeksi virus ini. Jadi sebagai 

manusia kita perlu mensyukuri nikmat kesehatan yang diberikan oleh Allah SWT. 

Selain itu kita harus senantisa bersabar, berdoa dan tetap memohon ridha-Nya dan 

mengimani bahwa  wabah yang terjadi saat ini merupakan takdir yang telah Allah 

SWT tetapkan sebelum manusia ciptakan. Sebagaimana dalam QS. At-Taghabun 

ayat 11 yang Artinya:”Tidak ada suatu musibah pun menimpa seseorang kecuali 
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dengan izin Allah; dan barangsiapa yang beriman kepada Allah niscaya Dia akan 

memberi petunjuk kepada hatinya. Dan Allah Maha Mengetahui segala sesuatu.” 

 Menurut pandangan Quraish Shihab yaitu tidak ada bencana yang 

menimpa, baik berkaitan dengan urusan dunia, maupun agama, kecuali atas izin 

Allah (penciptaan sebab dan faktor – faktor bagi terjadinya sesuatu. Ia adalah 

sistem dan hukum – hukum alam yang diciptakan-Nya bagi terjadinya sesuatu. 

Manusia dapat memanfaatkan untuk kepentingan diri sendirinya), yakni melalui 

sistem yang telah ditetapkan-Nya dan yang selalu dibawah kontrol dan 

pengawasan Allah. Barangsiapa yang kufur kepada Allah, maka Allah akan 

membiarkan hatinya dalam kesesatan dan siapa yang beriman dan percaya bahwa 

tidak ada yang terjadi kecuali atas izin Allah, niscaya Allah akan memberikan 

petunjuk hatinya sehingga dari saat kesaat ia akan semakin percaya serta tabah 

menghadapi musibah yang menimpanya sambil mencari sebab – sebabnya agar 

jangan terulang serta semakin meningkat pula amal – amal baiknya. Allah Maha 

Kuasa atas segala sesuatu. Karena itu, sabar dan tabahlah menghadapi cobaan 

serta lakukan intropeksi dan taatlah kepada Allah di setiap tempat dan waktu. 

Karena itu setiap muslim hendaknya berusaha memahami hukum – hukum alam 

dan memanfaatkannya (Shihab, 2016). 

 Ibnu Abbas menafsirkan bahwa Allah memberikan hidayah yang mutlak 

kepada hatinya, membukanya untuk menyingkap hakikat ‘laduni’ yang 

tersembunyi, serta menghubungkannya dengan segala sumber dari segala arah 

kejadian. Sehingga, dia dapat melihatnya bahwa di sana penciptaannya dan 

puncaknya. Oleh karena itu, dia menjadi tenang, stabil, dan damai. Kemudian dia 

mengetahuinya dengan suatu pengetahuan yang menhubungkannya kepada kaidah 
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umum dan universal. Sehingga, dia tidak membutuhkan lagi penglihatan dan 

pandangan yang bersifat parsial yang biasanya sering salah dan terbatas. Oleh 

karena itu potongan ayat yang datang setelah-nya adalah, “….Allah Maha 

Mengetahui segala sesuatu “. Jadi petunjuk itu merupakan hidayah kepada orang 

yang diberikan petunjuk oleh diri-Nya, ketika imannya benar-benar jujur dan sah. 

Sehingga, dia pun berhak mendapatkan anugerah Allah berupa lenyapnya tirai dan 

tersingkapnya rahasia- rahasia “dengan batasan tertentu” (Abbas).  

  Oleh  itu sebagai umat muslim dalam menyikapi ujian harus selalu sabar, 

pasrah dan tawaqqal kepada Allah. Salah satu langkah pencegahan agar tidak 

terinfeksi dengan menerapkan sistem karantina yakni memisahkan seseorang yang 

terinfeksi covid dari seseorang yang sehat agar mengurangi resiko penularan. 

Sebagaimana pada Shahih Bukhari 5330: Abu Salamah bin Abdurrahman 

berkata: saya mendengar Abu Hurairah dari Nabi S.A beliau bersabda: 

“Janganlah  kalian mencampurkan antara yang sakit dengan yang sehat” 

(Bukhari). Asbabul wurud dari hadist ini adalah saat unta para kaum Badui 

terjangkit penyakit menular dan dikhawatirkan akan menular ke manusia, 

Rasulullah menyerukan untuk menjauhi unta tersebut dan memisahkan kandang 

unta antara yang terpapar dan unta yang sehat serta memerintahkan para 

pemiliknya untuk tidak mendatanginya (Al-‘Asqalani, 2017). Menurut kementrian 

kesehatan karantina atau isolasi merupakan cara yang efisien untuk mencegah 

penularan penyakit (Rahmah, 2020).  
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BAB III 

 METODE PENELITIAN 

3.1  Jenis Penelitian 

    Penelitian ini menggunakan penelitian kualitatif. Menurut (Lexy J. 

Moleong, 2019) Penelitian kualitatif adalah penelitian yang bermaksud untuk 

memahami fenomena tentang apa yang dialami oleh subjek penelitian misalnya 

perilaku, persepsi, motivasi, tindakan, dll, secara holistik, dan dengan cara 

deskripsi dalam bentuk kata – kata dan bahasa, pada suatu konteks khusus yang 

alamiah dan dengan memanfaatkan berbagai metode. Pada penelitian akan 

dilakukan analisis dinamik pada model matematika SEIHR. 

3.2  Data dan Sumber Data 

   Data dan sumber data merupakan tahapan penulis yang mendukung 

penelitian. Pada tahap ini, penulis mencari berbagai informasi yang berkaitan 

dengan topik penelitian. Informasi dapat diperoleh dari buku, jurnal atau artikel, 

website resmi atau sumber lain yang relevan. Kemudian, data yang digunakan 

dalam penelitian ini adalah data sekunder yaitu data kasus harian COVID-19 di 

Jawa Timur dari bulan Mei 2021 – Juli 2021 yang bersumber dari website resmi 

COVID-19 Jawa Timur (infocovid19.jatimprov.go.id) pada tahun 2021. 

3.3  Tahapan Penelitian 

Langkah – langkah atau tahapan dalam penelitian ini adalah sebagai  

berikut : 

1. Analisis dinamik model penyebaran virus SARS-COV2 pada populasi 

SEIHR 
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a. Menentukan titik kesetimbangan bebas penyakit. Pada tahap ini 

model penyebaran virus SARS-COV2 dalam kondisi setimbang 

artinya tidak ada laju penularan penyakit dalam populasi. 

b. Menentukan bilangan reproduksi dasar pada model matematika 

SEIHR. Untuk menentukan bilangan reproduksi dasar dengan 

menyusun matriks Jacobi terlebih dahulu dengan melakukan 

pelinieran. Selanjutnya akan diperoleh akar persamaan karakteristik 

dan nilai eigen maksimum. Nilai eigen maksimum tersebut akan 

menjadi bilangan reproduksi dasar. 

c. Menentukan titik kesetimbangan endemik. Untuk menentukan titik 

kesetimbangan endemik, model penyebaran virus SARS-COV2 

dalam kondisi terdapat penyakit dalam populasi. 

d. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit. Analisis 

kestabilan dilakukan dengan melihat nilai eigen yang diperoleh dari 

bilangan reproduksi dasar. 

e. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan endemik. Analisis 

kestabilan dilakukan dengan melihat nilai eigen yang diperoleh dari 

bilangan reproduksi dasar. 

2. Simulasi model SEIHR penyebaran SARS-COV2 

Simulasi numerik menggunakan sistem Ordinary-Differential 

Equations45. Persamaan state akan diselesaikan menggunakan skema 

maju Rungge Kutta orde 4 dan persamaan Co-State akan diselesaikan 

menggunkan skema mundur Rungge Kutta orde 4 (Rodrigues, 2014). 

a. Melakukan simulasi dengan melibatkan parameter kontrol. 

b. Melakukan simulasi tanpa melibatkan parameter kontrol. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Analisis Dinamik Model SEIHR 

4.1.1  Titik Kesetimbangan  

Pada penelitian ini model yang disajikan pada sistem persamaan (2.6) akan 

dikaji pada dua kondisi, yakni kondisi bebas penyakit dan kondisi endemik. Oleh 

karena itu dalam kajian titik kesetimbangan penelitian ini akan mengeksplorasi 

pada dua titik kesetimbangan yakni titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik. Kedua analisis titik kesetimbangan mengasumsikan tidak 

ada perubahan semua populasi terhadap waktu. Artinya perubahan populasinya 

dianggap konstan, yaitu: 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 0, dan 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0. Pada masalah 

bebas penyakit diasumsikan (𝐼 = 0) yang selanjutnya nilai ini disubstitusikan pada 

semua persamaan (2.6), selanjutnya dilakukan iterasi untuk mendapatkan nilai 

Susceptible, Exposed, Infected, Hospitalized dan Recovered secara berturut-turut. 

Di lain pihak pada masalah endemik diasumsikan bahwa banyaknya populasi 

terinfeksi (𝐼 ≠ 0). Sehingga iterasi dijalankan dengan menghitung banyaknya 

populasi terinfeksi terlebih dahulu yang selanjutnya proses iterasi dilanjutkan untuk 

mendapatkan nilai semua variabel yang lain secara berturut-turut. 

Dari paparan di atas, masalah perhitungan titik kesetimbangan bebas 

penyakit dan endemik pada penelitian ini didasarkan pada model Mumbu & Hugo 

(2020), sebagai berikut: 

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ  = 0                                                                          (4.1) 

𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ = 0                                                             (4.2) 



40 

 

 

 

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ = 0                                                                      (4.3) 

𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ = 0                                                                    (4.4) 

𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

= 𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ = 0                                                                       (4.5) 

Pada bagian ini akan dikaji terlebih dahulu analisis titik kesetimbangan bebas 

penyakit sebagai berikut: 

a. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah titik kesetimbangan pada saat 

tidak ada individu yang terinfeksi penyakit dalam populasi. Maka agar 

memenuhi titik kesetimbangan bebas penyakit, maka tidak ada satupun individu 

yang terinfeksi sehingga   𝐼ℎ = 0. Ambil persamaan (4.3) sebagai tahap awal 

untuk memperoleh titik kesetimbangan, maka diperoleh : 

    𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ = 0 

⟺  𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )0 =  0           

⟺  𝛾𝐸ℎ =  0                                                                        

⟺ 𝐸ℎ  =  0                                                                        (4.6)  

Kemudian subtitusikan persamaan  (4.6) ke persamaan (4.4), sehingga diperoleh: 

                  𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ   = 0                                    

 ⟺   𝜏(0) − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ = 0                           

 ⟺ −( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ = 0                                        

       ⟺ 𝐻ℎ = 0                                                                           (4.7) 

Kemudian subtitusikan 𝐼ℎ = 0 dan 𝐻ℎ = 0 ke persamaan (4.5), sehingga 

diperoleh: 
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         𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ  = 0              

⟺ 𝛼(0) + 𝛽(0) − 𝜇𝑅ℎ  = 0                        

⟺−𝜇𝑅ℎ  = 0                                                  

⟺   𝑅ℎ  = 0                                                                      (4.8) 

Kemudian subtitusikan persamaan (4.6) dan persamaan (4.1), sehingga 

diperoleh: 

      𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ = 0            

⟺ 𝜋 − (𝜖(0) + 𝜇)𝑆ℎ = 0                

⟺  𝜋 − 𝜇𝑆ℎ = 0                                 

⟺ 𝑆ℎ =
𝜋

𝜇
                                                                        (4.9)    

Sehingga diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit dari sistem (2.6) yaitu  

  𝐸0(𝑆ℎ
0, 𝐸ℎ

0, 𝐼ℎ
0, 𝐻ℎ

0 , 𝑅ℎ
0) = (

𝜋

𝜇
, 0,0,0,0)                       (4.10)   

Persamaan (4.10) berlaku untuk setiap 
𝜋

𝜇
≠ 0. Berikutnya dianalisis titik 

kesetimbangan endemik sebagai berikut: 

b. Titik Kesetimbangan Endemik 

Titik kesetimbangan endemik menunjukkan kondisi di mana terdapat 

penyebaran penyakit dalam populasi. Artinya, dalam suatu populasi terdapat 

individu yang terinfeksi penyakit. Sehingga pada kondisi ini, populasi 𝑆 ≠

0, 𝐸 ≠ 0, 𝐼 ≠ 0,𝐻 ≠ 0,𝑅 ≠ 0. Sehingga proses iterasi dilakukan secara runtut 

mulai dari variabel Suspectible dilanjutkan pada variable Exposed, Infected, 

Hospitalized, dan Recovered. Berdasarkan persamaan (4.2) diperoleh 

          𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ = 0   

⟺ (𝜖𝑆ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇))𝐸ℎ = 0  
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⟺  𝜖𝑆ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇) = 0           

                                             ⟺ 𝑆ℎ =
𝛾 + 𝜏 + 𝜇

𝜖
                                                           (4.11) 

Selanjutnya, subtitusikan persamaan (4.11) dari persamaan (4.1) diperoleh : 

            𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ   = 0                

⟺  𝜋 − 𝜖𝐸ℎ𝑆ℎ − 𝜇𝑆ℎ   = 0            

  ⟺  𝜋 − 𝜖𝐸ℎ (
𝛾 + 𝜏 + 𝜇

𝜖
) − 𝜇 (

𝛾 + 𝜏 + 𝜇

𝜖
) = 0                      

           ⟺ −𝜖𝐸ℎ (
𝛾 + 𝜏 + 𝜇

𝜖
) = 𝜇 (

𝛾 + 𝜏 + 𝜇

𝜖
) − 𝜋                           

       ⟺  𝐸ℎ =
𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2

(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝜖
                                        (4.12)  

Selanjutnya, subtitusikan persamaan (4.12) dari persamaan (4.3) diperoleh : 

       𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ     = 0            

         ⟺ 𝛾 (
𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2

(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝜖
) − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ = 0    

⟺ 𝐼ℎ =
𝛾(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )
                                 (4.13) 

Selanjutnya, subtitusikan persamaan (4.12) dari persamaan (4.4) diperoleh : 

  𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ = 0                          

 ⟺ 𝜏 (
𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2

(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝜖
) − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ = 0   

                                       ⟺ 𝐻ℎ =
(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)𝜏

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐻 + 𝛽)
                                  (4.14) 

Selanjutnya, subtitusikan persamaan (4.13) dan persamaan (4.14) ke persamaan  

(4.5) diperoleh : 

𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ 
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   ⟺ 𝛼 (
𝛾(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )
) + 𝛽 (

(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)𝜏

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐻 + 𝛽)
    ) − 𝜇𝑅ℎ = 0          

 ⟺ −𝜇𝑅ℎ = −𝛼 (
𝛾(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )
) − 𝛽 (

(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)𝜏

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐻 + 𝛽)
) = 0         

 ⟺ 𝑅ℎ =
(𝛼𝛾( 𝜇𝐻 + 𝛽) + 𝛽𝜏( 𝜇𝐼 + 𝛼))(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇

2)

𝜖𝜇(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )( 𝜇𝐻 + 𝛽)
                         (4.15) 

Berdasarkan persamaan (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), dan (4.15) diperoleh titik 

kesetimbangan endemik 𝐸1(𝑆ℎ
∗ , 𝐸ℎ

∗ , 𝐼ℎ
∗ , 𝐻ℎ

∗ , 𝑅ℎ
∗) di mana: 

𝑆ℎ
∗ =

𝛾 + 𝜏 + 𝜇

𝜖
 

𝐸ℎ
∗ =

𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2

(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝜖
  

𝐼ℎ
∗ =

𝛾(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )
                                                                                 (4.16) 

𝐻ℎ
∗ =

(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)𝜏

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐻 + 𝛽)
    

𝑅ℎ
∗ =

(𝛼𝛾( 𝜇𝐻 + 𝛽) + 𝛽𝜏( 𝜇𝐼 + 𝛼))(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇
2)

𝜖𝜇(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )( 𝜇𝐻 + 𝛽)
 

    dengan syarat eksistensi 

𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2 > 0 

⟺ 𝜋𝜖 ≥ 𝜇(𝛾 − 𝜏 − 𝜇) 
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4.1.2  Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

 Selanjutnya menentukan bilangan reproduksi dasar 𝑅0 pada sistem 

persamaan (2.6) dengan menentukan nilai eigen maksimum yang diperoleh dari 

Matriks Generasi Selanjutnya. Langkah – langkah menentukan bilangan reproduksi 

dasar sistem (2.6) antara lain : 

1. Menentukan persamaan yang menunjukkan terjadinya kasus terinfeksi dan 

perubahan dalam kelas individu terinfeksi. Pada sistem persamaan (2.6), 

subsistem yang terinfeksi adalah 𝐸, 𝐼, 𝐻 dengan titik kesetimbangn bebas 

penyakit 𝐸0 =  (
𝜋

𝜇
, 0,0,0,0) digunakan untuk menentukan bilangan 

reproduksi dasar.              

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)𝐸ℎ  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼 )𝐼ℎ          

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ                   

2. Menentukan linierisasi terhadap subsistem terinfeksi yang direpresentasikan 

dengan Matriks Jacobi (J) sebagai berikut  

          𝐽 =

[
 
 
 
 
 
𝑑𝐸

𝑑𝐸
𝑑𝐼

𝑑𝐸
𝑑𝐻

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐼
𝑑𝐼

𝑑𝐼
𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐻
𝑑𝐼

𝑑𝐻
𝑑𝐻

𝑑𝐻]
 
 
 
 
 

                                                              

                       𝐽 = [
𝜖𝑆ℎ − ( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)

𝛾
𝜏

0
−( 𝜇𝐼 + 𝛼 )

0

0
0

−( 𝜇𝐻 + 𝛽)
]                  (4.17) 
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Lalu subtitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 =  (
𝜋 

𝜇
, 0,0,0,0) ke 

dalam persamaan (4.17), sehingga diperoleh  

     𝐽 = [

𝜋𝜖 

𝜇
− ( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)

𝛾
𝜏

0
−( 𝜇𝐼 + 𝛼 )

0

0
0

−( 𝜇𝐻 + 𝛽)
]                      (4.18) 

3. Melakukan dekomposisi Matriks Jacobi (J) menjadi 𝐽 = ℱ − 𝒱, dengan ℱ 

matriks tranmisi sebagai laju penambahan jumlah individu terinfeksi dan 𝒱 

matriks transisi sebagai laju penurunan jumlah infeksi yakni sebagai berikut: 

ℱ = [

𝜋𝜖 

𝜇
0
0

0
0
0

0
0
0
]                                              (4.19) 

𝒱 = [
( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)

−𝛾
−𝜏

0
( 𝜇𝐼 + 𝛼 )

0

0
0

( 𝜇𝐻 + 𝛽)
]                      (4.20) 

Hitung 𝒱−1, 

𝒱−1 =

[
 
 
 
 
 
 

1

𝜇 + 𝜏 + 𝛾
0 0

𝛾

(𝜇 + 𝜏 + 𝛾)( 𝜇𝐼 + 𝛼 )

1

( 𝜇𝐼 + 𝛼 )
0

𝛾𝜏

(𝜇 + 𝜏 + 𝛾)( 𝜇𝐻 + 𝛽 )
0

1

( 𝜇𝐻 + 𝛽 )]
 
 
 
 
 
 

              (4.21) 

4.      Hitung 𝑅0 dengan menentukan 𝑅0 = 𝜌 (ℱ𝒱
−1) 

Bersasarkan pada persamaan (4.19) dan (4.21) didapatkan matriks generasi     

selanjutnya (𝐾), yaitu:  

𝐾 = ℱ𝒱−1 

𝐾 = [

𝜋𝜖 

𝜇
0
0

0
0
0

0
0
0
]

[
 
 
 
 
 
 

1

𝜇 + 𝜏 + 𝛾
0 0

𝛾

(𝜇 + 𝜏 + 𝛾)( 𝜇𝐼 + 𝛼 )

1

( 𝜇𝐼 + 𝛼 )
0

𝛾𝜏

(𝜇 + 𝜏 + 𝛾)( 𝜇𝐻 + 𝛽 )
0

1

( 𝜇𝐻 + 𝛽 )]
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𝐾 = [

𝜖𝜋

𝜇( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)
0 0

0 0 0
0 0 0

] 

Selanjutnya, nilai yang digunakan sebagai bilangan reproduksi dasar adalah 

radius spektral atau nilai eigen absolut dominan dari matriks 𝐾 yaitu 𝑅0 =

𝜌(ℱ𝒱−1), nilai eigen absolut dominan dari matriks 𝐾 = ℱ𝒱−1 dapat diperoleh 

dari persamaan berikut : 

det|𝜆𝐼 − ℱ𝒱−1| = 0 

|[
𝜆
0
0

0
𝜆
0

0
0
𝜆
] − [

𝜖𝜋

𝜇( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)
0 0

0 0 0
0 0 0

]| = 0 

|
𝜆 −

𝜖𝜋

𝜇( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)
0 0

0 𝜆 0
0 0 𝜆

| = 0 

Sehingga diperoleh persamaan polinomial pangkat tiga sebagai berikut 

(𝜆 −
𝜖𝜋

𝜇( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)
) 𝜆2 = 0 

Dari persamaaan karakteristik matriks K didapatkan nilai eigen absolut dominan 

yaitu  

𝜆𝟏 =
𝜖𝜋

𝜇( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)
, 𝜆𝟐 = 0, 𝜆3 = 0 

Sehingga, bilangan reproduksi dasar yang didapatkan dari nilai eigen absolut 

dominan adalah  

𝑅0 =
𝜖𝜋

𝜇( 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)
                                               (4.22) 

     Ketika 𝑅0 > 1 maka titik kesetimbangan endemik eksis 
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4.1.3  Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan 

a.  Analisis Kestabilan Titik kesetimbangan Bebas Penyakit 

 Analisis kestabilan titik kesetimbangan dilakukan berdasarkan nilai eigen 

yang diperoleh dari matriks Jacobian dari sistem (2.6) dengan metode linerisasi 

sekitar titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 =  (
𝜋 

𝜇
, 0,0,0,0). Matriks Jacobi hasil 

liniearitas dari model matematika SEIHR sebagai berikut: 

𝐽(𝐸0) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑆ℎ

     

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐸ℎ

   

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐼ℎ

   

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐻ℎ

   

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑅ℎ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga diperoleh,  

𝐽(𝐸0) = 

(

 
 

−𝜖𝐸 − 𝜇
𝜖𝐸
0
0
0

−𝜖𝑆
𝜖𝑆 − 𝜇 − 𝜏 − 𝛾 

𝛾
𝜏
0

0
0 

−𝜇𝐼 − 𝛼
0
𝛼

0
0
0

−𝜇𝐻 − 𝛽
𝛽

0
0
0
0
−𝜇)

 
 
    (4.23) 

Kemudian substitusikan nilai titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu 

𝐸0 (
𝜋 

𝜇
, 0,0,0,0) ke matriks (4.23) sehingga diperoleh matriks Jacobi sebagi berikut: 

𝐽(𝐸0) = 

(

 
 

−𝜇
0
0
0
0

− 𝜖𝜋 𝜇⁄
𝜖𝜋

𝜇⁄ − 𝜇 − 𝜏 − 𝛾 
𝛾
𝜏
0

0
0 

−𝜇𝐼 − 𝛼
0
𝛼

0
0
0

−𝜇𝐻 − 𝛽
𝛽

0
0
0
0
−𝜇)

 
 
                 (4.24) 

Nilai eigen matriks 𝐽(𝐸0) diperoleh dari perhitungan sebagai berikut : 
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|det (𝜆𝐼 − 𝐽(𝐸0) )| = 0 

⟺ |
|

[
 
 
 
 
𝜆
0
0
0
0

   

0
𝜆
0
0
0

  

0
0
𝜆
0
0

  

0
0
0
𝜆
0

  

0
0
0
0
𝜆]
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
−𝜇
0
0
0
0

𝜖𝜋
𝜇⁄

𝜖𝜋
𝜇⁄ − 𝜇 − 𝜏 − 𝛾 

𝛾
𝜏
0

0
0 

−𝜇𝐼 − 𝛼
0
𝛼

0
0
0

−𝜇𝐻 − 𝛽
𝛽

0
0
0
0
−𝜇]
 
 
 
 

|
|
= 0 

  ⟺

[
 
 
 
 𝜆 + 𝜇
0
0
0
0

𝜖𝜋
𝜇⁄

𝜆 − 𝜖𝜋 𝜇⁄ + 𝜇 + 𝜏 + 𝛾 
−𝛾
−𝜏
0

0
0 

𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼
0
−𝛼

0
0
0

𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽
−𝛽

0
0
0
0

𝜆 + 𝜇]
 
 
 
 

     (4.25) 

Untuk memperoleh nilai determinan matriks 𝑛 × 𝑛, maka dapat menggunakan 

metode ekspansi kofaktor dari matriks (4.25 )sebagai berikut: 

(𝜆 + 𝜇) |

𝜆 + 𝜇
0
0
0

  

𝜖𝜋
𝜇⁄

𝜆 − 𝜖𝜋 𝜇⁄ + 𝜇 + 𝜏 + 𝛾 
−𝛾
−𝜏

  

0
0 

𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼
0

  

0
0
0

𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽

| = 0  

        (𝜆 + 𝜇)(𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽) |

𝜆 + 𝜇 𝜖𝜋
𝜇⁄ 0

0 𝜆 − 𝜖𝜋 𝜇⁄ + 𝜇 + 𝜏 + 𝛾 0

0 −𝛾 𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼

| = 0 

(𝜆 + 𝜇)(𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽)(𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼) |
𝜆 + 𝜇 𝜖𝜋

𝜇⁄

0 𝜆 − 𝜖𝜋 𝜇⁄ + 𝜇 + 𝜏 + 𝛾
| = 0 

(𝜆 + 𝜇)(𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽)(𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼)(𝜆 −
𝜖𝜋

𝜇⁄ + 𝜇 + 𝜏 + 𝛾)(𝜆 + 𝜇) = 0               (4.26) 

Setelah  diperoleh determinan matrik (4.26), maka dapat ditentukan nilai eigen 

sebagai berikut : 

𝜆1 = −𝜇 

𝜆2 = −(𝜇𝐻 + 𝛽) 

𝜆3 = −(𝜇𝐼 + 𝛼) 

𝜆4 =
𝜖𝜋

𝜇⁄ − (𝜇 + 𝜏 + 𝛾) = 1
𝜇⁄ − (𝜖𝜋 − (𝜇 + 𝜏 + 𝛾)) =

𝜇 + 𝜏 + 𝛾

𝜇
 (𝑅0 − 1) 

𝜆5 = −𝜇 
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Stabil lokal ketika 𝑅0 − 1 < 0 ⟺ 𝑅0 <1 

Selanjutnya akan dihitung nilai eigen dari determinan matrik (4.26) dengan 

menggunakan parameter pada Tabel 2.2 dengan nilai sehingga diperoleh  

𝜆1 = −0.000200000000000000 

𝜆2 = −0.584000000000000 

𝜆3 = −0.361000000000000 

𝜆4 = 37.2793000000000 

𝜆5 = −0.000200000000000000 

Berdasarkan hasil tersebut dapat diketahui bahwa terdapat nilai eigen yang 

memiliki satu akar real positif yaitu 𝜆4 > 0 dan empat akar real negatif 

𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆5 < 0. Dengan demikian , sifat titik kesetimbangan bebas penyakit pada 

populais SEIHR adalah  tidak stabil. Berikutnya dilakukan amalisis kestabilan lokal 

titik kesetimbangan endemik sebagai berikut : 

b.  Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 

 Analisis kestabilan titik kesetimbangan endemik dilakukan berdasarkan nilai 

eigen yang diperoleh dari matriks Jacobi dengan metode linierisasi disekitar titik 

kesetimbangan endemik 𝐸1(𝑆ℎ
∗ , 𝐸ℎ

∗ , 𝐼ℎ
∗ , 𝐻ℎ

∗ , 𝑅ℎ
∗) sehingga diperoleh : 

𝐽(𝐸1) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑆ℎ

     

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐸ℎ

   

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐼ℎ

   

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐻ℎ

   

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑅ℎ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga diperoleh,  
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𝐽(𝐸1) =  

(

 
 

−𝜖𝐸 − 𝜇
𝜖𝐸
0
0
0

−𝜖𝑆
𝜖𝑆 − 𝜇 − 𝜏 − 𝛾 

𝛾
𝜏
0

0
0 

−𝜇𝐼 − 𝛼
0
𝛼

0
0
0

−𝜇𝐻 − 𝛽
𝛽

0
0
0
0
−𝜇)

 
 
  (4.28) 

Kemudian subtitusikan nilai titik kesetimbangan endemik yaitu 

𝐸1(𝑆ℎ
∗ , 𝐸ℎ

∗ , 𝐼ℎ
∗ , 𝐻ℎ

∗ , 𝑅ℎ
∗) ke dalam sistem (4.28) sehingga  diperoleh  

𝐽(𝐸1) =

(

 
 

𝜔 − 𝜇
−𝜔
0
0
0

−𝜇 − 𝜏 − 𝛾 
0 
𝛾
𝜏
0

0
0 

−𝜇𝐼 − 𝛼
0
𝛼

0
0
0

−𝜇𝐻 − 𝛽
𝛽

0
0
0
0
−𝜇)

 
 
   (4.29) 

Dimana 

𝜔 = −
𝜋𝜖 − 𝜇2 − 𝜇𝜏 − 𝜇𝛾

𝜇 + 𝜏 + 𝛾
 

Nilai eigen matrik 𝐽(𝐸1) diperoleh dari persamaan berikut  

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐽(𝐸1)) = 0 

⟺ |
|

[
 
 
 
 
𝜆
0
0
0
0

   

0
𝜆
0
0
0

  

0
0
𝜆
0
0

  

0
0
0
𝜆
0

  

0
0
0
0
𝜆]
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
𝜔 − 𝜇 
−𝜔
0
0
0

−𝜇 − 𝜏 − 𝛾 
0 
𝛾
𝜏
0

0
0 

−𝜇𝐼 − 𝛼
0
𝛼

0
0
0

−𝜇𝐻 − 𝛽
𝛽

0
0
0
0
−𝜇]
 
 
 
 

|
| = 0 

⟺

[
 
 
 
 
𝜆 − 𝜔 + 𝜇

𝜔
0
0
0

𝜇 + 𝜏 + 𝛾 
𝜆 
−𝛾
−𝜏
0

0
0 

𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼
0
−𝛼

0
0
0

𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽
−𝛽

0
0
0
0

𝜆 + 𝜇]
 
 
 
 

= 0 

(𝜆 + 𝜇)(𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽) |
𝜆 − 𝜔 + 𝜇 𝜇 + 𝜏 + 𝛾 0

𝜔  𝜆 0
0 −𝛾 𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼

| = 0 

    (𝜆 + 𝜇)(𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽)(𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼) |
𝜆 − 𝜔 + 𝜇 𝜇 + 𝜏 + 𝛾

𝜔 𝜆
| = 0 

(𝜆 + 𝜇)(𝜆 + 𝜇𝐻 + 𝛽)(𝜆 + 𝜇𝐼 + 𝛼)(𝜆
2 + 𝜆(𝜇 − 𝜔) − 𝜔(𝜇 + 𝜏 + 𝛾)) = 0       (4.30) 
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Setelah  diperoleh determinan matrik (4.30), maka  dapat ditentukan nilai eigen 

sebagai berikut : 

𝜆1 = −𝜇 

𝜆2 = −(𝜇𝐻 + 𝛽) 

𝜆3 = −(𝜇𝐼 + 𝛼) 

𝜆5,4 =
𝜔 − 𝜇 ± √(𝜇 − 𝜔)2 + 4𝜔(𝜇 + 𝜏 + 𝛾)

2
 

Selanjutnya akan dihitung nilai eigen dari determinan matrik (4.30) dengan 

menggunakan nilai – nilai parameter pada Tabel 2.2, sehingga diperoleh 

𝜆1 = −0.000200000000000000 

𝜆2 = −0.584000000000000 

𝜆3 = −0.361000000000000 

𝜆4 = −0.0378024761730768 

𝜆5 = −0.198033217826923 

Berdasarkan hasil tersebut dapat diketahui bahwa semua nilai eigen memiliki 

bagian real negatif. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa sifat titik 

kesetimbangan endemik pada populasi SEIHR adalah stabil asimtotik. 

 

4.1.4  Kontrol Optimal  

Dalam masalah kontrol optimal ini bertujuan untuk meminimalkan jumlah 

biaya dengan meminimalkan jumlah populasi individu yang terinfeksi (Infected) 

dan populasi individu yang di rawat di rumah sakit (Hospitalized) dengan biaya 

kontrol pengobatan dan vaksinasi yang optimal pada interval waktu [0, 𝑡𝑓]. 

Variabel kontrol yang diterapkan pada model tersebut adalah: 
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1. 𝜃1(𝑡) adalah pengobatan untuk populasi individu terinfeksi (𝐼) 

2. 𝜃2(𝑡) adalah penanganan untuk populasi individu dirawat di rumah sakit (𝐻) 

3. 𝜃3 (𝑡) adalah vaksinasi untuk populasi individu rentan (𝑆) 

Sehingga bentuk model matematika penyebaran virus SARS-COV2 dengan 

variabel kontrol dapat digambarkan sebagai berikut : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Model Populasi SEIHR Dengan Variabel Kontrol 

Model persamaanya dapat ditulis sebagai berikut : 

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ − 𝜃3𝑆ℎ     

𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ  

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ − 𝜃1𝐼ℎ                                                            (4.31) 

𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ − 𝜃2𝐻ℎ   

𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

= 𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ + 𝜃1𝐼ℎ + 𝜃2𝐻ℎ + 𝜃3𝑆ℎ  

𝜏𝐸ℎ  

𝑯𝒉 

𝜇ℎ𝐻ℎ  

𝛼𝐼ℎ 

𝛽𝐻ℎ 

𝜇𝑅ℎ 
𝑹𝒉 

𝜇ℎ𝐼ℎ 

𝛾𝐸ℎ 
𝑰𝒉 

𝑺𝒉 
       𝜋       

𝜋

𝜇𝑆ℎ 

𝑬𝒉 

𝜇𝐸ℎ 

𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ  

𝜃1𝐼ℎ       

 

𝜃2𝐻ℎ 

 

𝜃3𝑆ℎ 
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Berdasarkan artikel rujukan (Luo et al., 2021) dan (Kar & Jana, 2013) fungsi tujuan 

sebagai berikut: 

𝐽(𝜃1, 𝜃2) = 𝑚𝑖𝑛∫ [𝐴1𝐼ℎ(𝑡) + 𝐴2𝐻ℎ(𝑡) + 𝐴3𝜃1
2(𝑡) + 𝐴4𝜃2

2(𝑡) + 𝐴5𝜃3
2(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡𝑓

0

(4.32) 

Dengan 𝑡𝑓 adalah waktu akhir. Fungsi di dalam integral diekspresikan sebagai 

persamaan Lagrangian masalah kontrol optimal yaitu : 

(𝐼, 𝐻, 𝜃1, 𝜃2) = 𝐴1𝐼ℎ(𝑡) + 𝐴2𝐻ℎ(𝑡) + 𝐴3𝜃1
2(𝑡) + 𝐴4𝜃2

2(𝑡) + 𝐴5𝜃3
2(𝑡) 

Dengan fungsi tujuan yang menginterpretasikan banyaknya populasi individu yang 

terinfeksi 𝐴1𝐼ℎ(𝑡) dan populasi yang terinfeksi yang dirawat di rumah sakit 𝐴1𝐼ℎ(𝑡) 

dimana 𝐴1 dan 𝐴2 sebagai variabel bobot. 𝐴3, 𝐴4, dan 𝐴5 sebagai variabel bobot 

pengobatan untuk individu yang terinfeksi (𝜃1(𝑡)), pengobatan untuk individu yang 

dirawat di rumah sakit (𝜃2(𝑡)), dan vaksinasi untuk individu yang rentan (𝜃3(𝑡)), 

Berdasarkan persamaan (4.32) maka dihitung ekspresi persamaan Hamiltonian 

berupa penjumlahan antara sistem persamaan (4.31) dengan pengali Lagrange atau 

variabel co-state yakni 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5 sebagai berikut : 

𝐻(𝐿, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5) 

= 𝐿(𝐼, 𝐻, 𝜃1, 𝜃2) + 𝜆1(𝑡)
𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

+ 𝜆2(𝑡)
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

+ 𝜆3(𝑡)
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

+ 𝜆4(𝑡)
𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

+ 𝜆5(𝑡)
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

        

= 𝐴1𝐼ℎ(𝑡) + 𝐴2𝐻ℎ(𝑡) + 𝐴3𝜃1
2(𝑡) + 𝐴4𝜃2

2(𝑡) + 𝐴3𝜃2
2(𝑡)

+ 𝜆1[𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ − 𝜃3𝑆ℎ  ] + 𝜆2[𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ ]

+ 𝜆3[ 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ − 𝜃1𝐼ℎ  ]

+ 𝜆4[𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ − 𝜃2𝐻ℎ  ]

+ 𝜆5[𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ  + 𝜃1𝐼ℎ + 𝜃2𝐻ℎ + 𝜃3𝑆ℎ] 

agar mendapatkan kondisi Hamiltonian yang maksimal, maka harus dipenuhi syarat 

stationer sebagai berikut: 
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𝜕𝐻

𝜕𝜃1
= 0 

           ⟺ 2𝐴3𝜃1
∗(𝑡) − 𝜆3𝐼ℎ + 𝜆5𝐼ℎ = 0 

⟺ 𝜃1
∗(𝑡) =

(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ
2𝐴3

 

𝜕𝐻

𝜕𝜃2
= 0 

         ⇔ 2𝐴4𝜃2
∗(𝑡) − 𝜆4𝐻ℎ + 𝜆5𝐻ℎ = 0 

⇔ 𝜃2
∗(𝑡) =

(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ
2𝐴4

 

𝜕𝐻

𝜕𝜃3
= 0 

         ⇔ 2𝐴5𝜃3
∗(𝑡) − 𝜆1𝑆ℎ + 𝜆5𝑆ℎ = 0 

⇔ 𝜃3
∗(𝑡) =

(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ
2𝐴5

 

Untuk kontrol pertama yaitu pengobatan pada individu yang terinfeksi dengan 

kondisi batas variabel kontrol 0 ≤ 𝜃1(𝑡) ≤ 1, sehingga diperoleh kemungkinan 

yang optimal sebagai berikut : 

𝜃1
∗ =

{
  
 

  
       0                 jika          

(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ
2𝐴3

≤ 0

(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ
2𝐴3

      jika         0 <
(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ

2𝐴3
< 1

      1                  jika          
(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ

2𝐴3
≥ 1

 

Maka diperoleh persamaan kontrol optimal sebagai berikut: 

𝜃1
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ
2𝐴3

, 1}                                 (4.33) 
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Untuk kontrol kedua yaitu pengobatan pada individu yang dirawat di rumah sakit 

dengan kondisi batas variabel kontrol 0 ≤ 𝜃2(𝑡) ≤ 1, sehingga diperoleh 

kemungkinan yang optimal sebagai berikut : 

𝜃2
∗ =

{
  
 

  
       0                 jika          

(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ
2𝐴4

≤ 0

(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ
2𝐴4

      jika         0 <
(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ

2𝐴4
< 1

      1                  jika          
(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ

2𝐴4
≥ 1

 

Maka diperoleh persamaan kontrol optimal sebagai berikut: 

𝜃2
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ
2𝐴4

, 1}                             (4.34) 

Untuk kontrol ketiga yaitu vaksinasi pada individu yang rentan dengan kondisi 

batas parameter kontrol 0 ≤ 𝜃3(𝑡) ≤ 1, sehingga diperoleh kemungkinan yang 

optimal sebagai berikut : 

𝜃3
∗ =

{
  
 

  
       0                 jika          

(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ
2𝐴5

≤ 0

(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ
2𝐴5

        jika         0 <
(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ

2𝐴5
< 1

      1              jika        
(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ

2𝐴5
≥ 1

 

Maka diperoleh persamaan kontrol optimal sebagai berikut: 

𝜃3
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ
2𝐴5

, 1}                         (4.35) 

Kemudian syarat yang diperlukan untuk memperoleh kondisi optimal yaitu 

dengan menetukan persamaan state dan persamaan co-state. Berikut persamaan 

state dari Hamiltonian adalah: 

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ − 𝜃3𝑆ℎ      
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𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ   

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ − 𝜃1𝐼ℎ       

𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ − 𝜃2𝐻ℎ  

𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

= 𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ + 𝜃1𝐼ℎ + 𝜃2𝐻ℎ + 𝜃3𝑆ℎ 

Sedangkan persamaan co-state adalah sebagai berikut: 

 𝜆1̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑆ℎ
= −𝜆1(−𝜖𝐸ℎ − 𝜇) − 𝜆2𝜖𝐸ℎ − 𝜆5𝜃3 

𝜆2̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐸ℎ
= 𝜆1𝜖𝑆ℎ − 𝜆2(𝜖𝑆ℎ − 𝛾 − 𝜏 − 𝜇) − 𝜆3𝛾 − 𝜆4𝜏 

𝜆3̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐼ℎ
= −𝐴1 − 𝜆3( −𝜇𝐼 − 𝛼 − 𝜃1) − 𝜆5(𝛼 + 𝜃1) 

𝜆4̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐻ℎ
= −𝐴2 − 𝜆4(−𝜇𝐻 − 𝛽 − 𝜃2) − 𝜆5(𝛽 + 𝜃2) 

𝜆5̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑅ℎ
= 𝜆5𝜇 

dengan kondisi transversal 𝜆(𝑡𝑓) = 0 

   Selanjutnya setelah menentukan persamaan state dan persamaan co-state, 

maka perlu dilakukan subtitusi 𝜃1
∗(𝑡), 𝜃2

∗(𝑡), 𝑑𝑎𝑛 𝜃3
∗(𝑡) yang telah didapatkan ke 

dalam persamaan state dan co-state. Maka diperoleh sistem persamaan yang 

optimal sebagai berikut : 

𝑑𝑆ℎ
𝑑𝑡

= 𝜋 − (𝜖𝐸ℎ + 𝜇)𝑆ℎ −   𝑚𝑖𝑛 {
(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ

2𝐴5
, 1}    

𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡

= 𝜖𝑆ℎ𝐸ℎ − ( 𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝐸ℎ   

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛾𝐸ℎ − ( 𝜇𝐼 + 𝛼  )𝐼ℎ −  𝑚𝑖𝑛 {
(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ

2𝐴3
, 1} 𝐼ℎ  
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𝑑𝐻ℎ
𝑑𝑡

= 𝜏𝐸ℎ − ( 𝜇𝐻 + 𝛽)𝐻ℎ −  𝑚𝑖𝑛 {
(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ

2𝐴4
, 1}𝐻ℎ   

𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡

= 𝛼𝐼ℎ + 𝛽𝐻ℎ − 𝜇𝑅ℎ +  𝑚𝑖𝑛 {
(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ

2𝐴3
, 1} 𝐼ℎ +𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ
2𝐴4

, 1}𝐻ℎ

+   𝑚𝑖𝑛 {
(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ

2𝐴5
, 1} 

𝜆1̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑆ℎ
= −𝜆1(−𝜖𝐸ℎ − 𝜇) − 𝜆2𝜖𝐸ℎ − 𝜆5𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ
2𝐴5

, 1} 

𝜆2̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐸ℎ
= 𝜆1𝜖𝑆ℎ − 𝜆2(𝜖𝑆ℎ − 𝛾 − 𝜏 − 𝜇) − 𝜆3𝛾 − 𝜆4𝜏 

𝜆3̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐼ℎ
= −𝐴1 − 𝜆3(−𝜇𝐼 − 𝛼 − 𝜃1) − 𝜆5 (𝛼 +  𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ
2𝐴3

, 1}) 

𝜆4̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐻ℎ
= −𝐴2 − 𝜆4(−𝜇𝐻 − 𝛽 − 𝜃1) − 𝜆5 (𝛽 +𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ
2𝐴4

, 1}) 

𝜆5̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑅ℎ
= 𝜆5𝜇 

 Berdasarkan uraian di atas, untuk mendapatkan nilai optimal perlu 

menyelesaikan persamaan state dan co-state yang berbentuk persamaan diferensial 

nonlinier. Karena sistem persamaan differensial nonlinier sulit diselesaikan dengan 

analitik, maka akan diselesaikan dengan metode numerik. Proses Simulasi Numerik  

akan diselesaikan menggunakan bantuan ode45 di software Matlab. Persamaan 

state akan diselesaikan menggunakan skema maju Rungge Kutta orde 4 dan 

persamaan Co-State akan diselesaikan menggunkan skema mundur Rungge Kutta 

orde 4. 
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4.2 Simulasi Model SEIHR Tanpa Kontrol dan Dengan Kontrol 

4.2.1 Simulasi Model dalam Kondisi Bebas Penyakit 

Simulasi model matematika SEIHR dalam keadaan bebas penyakit dapat dilakukan 

saat bilangan reproduksi dasarnya 𝑅0 < 1. Artinya penyebaran penyakit dalam 

populasi akan semakin berkurang dan akan kemudian menghilang. Sehingga jenis 

kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakitnya akan stabil asimtotik lokal. Saat 

melakukan simulasi diperlukan nilai awal dan parameter. Dalam situasi bebas 

penyakit diasumsikan bahwa tidak ada migrasi individu keluar atau masuk dari 

populasi lingkungan pengamatan.  

Total populasi sebesar 𝑁 = 40878789 (sesuai Tabel 2.2). Pada sistem 

persamaan (2.6) tidak memuat variabel N yaitu total populasi, dimana 𝑁 = 𝑆 + 𝐸 +

𝐼 + 𝐻 + 𝑅. Sehingga pada simulasi ini digunakan nilai awal berskala 0 sampai 1. 

Cara menuntukan nilai awal tersebut adalah dengan membagi setiap subpopulasi 

dengan total populasi, yakni: 

𝑆(0) =
𝑆ℎ
𝑁
; 𝑆(0) =

𝐼ℎ
𝑁
; 𝑆(0) =

𝐸ℎ
𝑁
; 𝑆(0) =

𝐻ℎ
𝑁
; 𝑆(0) =

𝑅ℎ
𝑁

 

Bersadarkan Tabel 2.2 diperoleh nilai awal sebagai berikut:  

𝑆(0) = 0.9727;𝐸(0) = 0.0203; 𝐼(0) = 0.0036;𝐻(0) = 0.00003;𝑅(0) = 0.0033 

 Adapun nilai parameter yang digunakan merupakan persekitaran nilai 

parameter-parameter yang disajikan pada Tabel 2.2. Hal ini dikarenakan setelah 

melakukan analisis kestabilan bebas dengan menggunakan parameter Tabel 2.2, 

titik kesetimbangan bebas penyakitnya bersifat tidak stabil. Sehingga agar sifat titik 

kesetimbangan bersifat stabil lokal, maka perlu menggunakan parameter – 

parameter baru dipersekitaran nilai parameter yang terdapat pada Tabel 2.2. 

Berdasarkan hal tersebut, maka dinyatakan secara rinci dituliskan sebagi berikut : 
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𝜋 = 0.0125;  𝜇𝐻 = 0.004; 𝜇𝐼 = 0.001;  𝜇 = 0.037;  𝛼 = 0.36;  𝜖 = 0.2; 

𝜏 = 0.005;    𝛾 = 0.03;  𝛽 = 0.58 

 Dari parameter diatas dapat dihasilkan nilai 𝑅0 = 0.7288187067 ×

 105, maka dapat diketahui bahwa 𝑅0 < 1 sehingga berada dalam kondisi bebas 

penyakit stabil asimtotik lokal. Selanjutnya dilakukan simulasi dalam kondisi bebas 

penyakit menggunakan model SEIHR tanpa parameter kontrol dan dengan 

parameter kontrol. Pertama akan dilakukan terlebih dahulu simulasi model SEIHR 

dalam kondisi bebas penyakit tanpa kontrol sebagai berikut : 

a. Hasil Simulasi SEIHR Tanpa Kontrol dalam Kondisi bebas penyakit  

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2 Grafik Solusi Populasi Saat 𝑅0 < 1 Tanpa Kontrol 

Berdasarkan Gambar 4.2 dapat ketahui, bahwa jumlah populasi Susceptible pada 

hari pertama mengalami kenaikan sebesar 0.9727 jiwa, kenaikan ini disebakan 

karena adanya penurunan populasi Exposed, Infected, Hospitalized dan 

Recovered. Kemudian pada hari berikutnya menurun mendekati titik 

kesetimbangan. Pada grafik solusi saat 𝑅0 < 1 tanpa kontrol tersebut 

menggambarkan adanya perbedaan yang cukup signifikan pada banyaknya 

populasi Susceptible dengan populasi lainnya. Penuruan populasi Susceptible 

disebabkan karena tidak adanya interaksi langsung populasi Exposed, Infected, 
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Hospitalized dan Recovered. Interaksi langsung ini tidak dapat terjadi karena 

populasi Exposed, Infected, Hospitalized dan Recovered jumlahnya konstan. 

Jumlah populasi Exposed dengan nilai awal 0.0203 jiwa mengalami kenaikan 

sebesar 0.07 jiwa dalam kurun waktu 1 sampai 20 hari, kenaikan disebabkan 

karena adanya penurunan populasi Infected, dan Hopitalized. Kemudian 

mengalami penurunan hingga dalam kondisi setimbang. Penurunan ini 

disebabkan populasi Exposed tidak ada interaksi langsung dengan populasi 

Infected dan Hospitalized. Pada Infected mengalami kenaikan dengan nilai awal 

0.0036 menjadi 0.008 jiwa dan mengalami penurunan. Dari kurva Infected 

diketahui bahwa kenaikan tidak begitu tinggi dikarenakan tidak adanya individu 

terinfeksi. Begitu juga pada populasi Hospitalized  berada dalam keadaan 

setimbang, hal ini dikarenakan tidak ada interaksi dengan individu yang terinfeksi 

sehingga tidak ada individu yang dirawat di rumah sakit. Jumlah populasi 

Recovered mengalami kenaikan dengan nilai awal sebesar 0.0033 jiwa menjadi 

0.07 jiwa kemudian berangsur menurun hingga mendekati nol, penurunan ini 

disebabkan karena tidak adanya interaksi langsung antara populasi Infected, 

Hospitalized, Susceptible dengan populasi Recovered. Dapat disimpulkan bahwa 

kurva solusi cenderung ke titik kesetimbangan bebas penyakit ketika 𝑅0 < 1  

dengan titik kesetimbangan (0,324;0; 0; 0; 0). Selain itu, kondisi 𝑅0 < 1 tanpa 

kontrol pengobatan dan vaksinasi menunjukan bahwa  tidak ada penyebaran virus 

SARS-COV2 pada populasi SEIHR, sehingga penyebaran Virus SARS-COV2 

akan semakin berkurang dan menghilang. 

 



61 

 

 

 

b. Hasil Simulasi SEIHR dengan Kontrol dalam Kondisi Bebas Penyakit  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.3 Grafik Dinamika Populasi saat 𝑅0 < 1 dengan Kontrol 

Dari gambar 4.3 diberikan parameter kontrol pengobatan 𝜃1 = 0.7,   

𝜃2 = 0.24, dan vaksinasi 𝜃3 = 0.12 dapat diketahui bahwa, populasi Susceptible 

mengalami kenaikan sebesar 0.9727 jiwa hal ini dikarenakan semakin banyaknya 

orang sehat yang rentan. Kemudian mengalami penurunan hingga konstan di titik 

0.05 jiwa karena terdapat laju interaksi dengan populasi Exposed, kematian alami 

serta disebabkan adanya kontrol vaksinasi yang diberikan pada populasi 

Suspectible. Pada populasi Exposed mengalami kenaikan sebesar 0.0238 jiwa 

kemudian mengalami penurunan karena terdapat interaksi dengan laju populasi 

Infected dan Hospitalized dan terdapat kematian alami pada populasi tersebut. Pada 

populasi Infected mengalami kenaikan sebesar 0.0036 jiwa karena terdapat laju 

populasi Exposed menjadi populasi Infected, kemudian mengalami penurunan 

dikarenakan adanya kematian alami, populasi Infected yang sembuh setelah 

melakukan isolasi mandiri, serta adanya kontrol pengobatan. Pada populasi 

Hospitalized mengalami kenaikan sebesar 0.00018 jiwa dalam kurun waktu 1 

sampai 4 hari karena terdapat laju populasi Exposed menjadi populasi Hospitalized. 
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Kemudian populasi Hospitalized menurun karena laju populasi yang di rawat di  

rumah sakit sembuh, kematian alami, serta adanya kontrol dan vaksinasi. Pada 

populasi Recovered mengalami kenaikan sebesar 0.64 jiwa karena terdapat populasi 

Infected dan Hospitalized yang mendapatkan pengobatan kemudian menjadi 

sembuh serta populasi Susceptible yang mendapatkan vaksinasi menjadi sembuh. 

Dapat disimpulkan bahwa vaksinasi pada populasi Susceptible, pengobatan pada 

populasi Infected dan Hospitalized dalam kondisi endemik mampu meminimalisir 

penyebaran virus SARS-COV2 terkhusus pada populasi Susceptible, Exposed , dan 

Hospitalized sehingga populasi Recovered menjadi meningkat. 

4.2.2 Simulasi Model dalam Kondisi Endemik 

Simulasi model matematika SEIHR dalam kondisi endemik dapat dilakukan 

saat bilangan reproduksi 𝑅0 > 1. Maka akan terjadi penyebaran penyakit dalam 

suatu populasi sehingga terdapat peningkatan infeksi dalam kurun waktu ke waktu 

hingga wabah menjadi endemik. Kestabilan endemik dikatakan stabil asimtotik 

lokal jika 𝑅0 > 1. Nilai awal untuk setiap subpopulasi yang digunakan pada 

simulasi ketika endemik sama dengan nilai awal yang digunakan ketika simulasi 

bebas penyakit. 

 Nilai parameter simulasi model SEIHR dalam kondisi endemik terdapat 

pada Tabel 2.2. Berdasarkan nilai parameter tersebut dapat dihasilkan nilai 𝑅0 =

1.17917847 × 103, maka dapat diketahui bahwa titik kesetimbangan endemik 

stabil asimtotik lokal dan virus SARS-COV2 menjadi endemik. Selajutnya akan 

dilakukan simulasi dalam kondisi endemik tanpa parameter kontrol dan dengan 

parameter kontrol, sebagai berikut : 
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a.   Hasil Simulasi SEIHR Tanpa Kontrol dalam Kondisi Endemik  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan gambar 4.4 dapat diketahui bahwa pada jumlah populasi 

Susceptible mengalami penurunan jumlah individu dari 0.9727 jiwa menjadi 0.025 

jiwa dalam kurun waktu 1 sampai 15 hari, kemudian terus menurun dalam kondisi 

konstan. Penurunan ini disebabkan karena adanya laju individu yang terpapar dan 

kematian alami. Pada populasi Exposed mengalami kenaikan jumlah populasi 

sebesar 0.9 jiwa dalam kurun waktu 1 sampai 12 hari, kemudian menurun hingga 

hari ke-100. Hal ini disebabkan populasi Exposed mengalami masa inkubasi karena 

terpapar oleh virus SARS-COV2, dan kematian alami. Pada populasi Infected 

mengalami kenaikan yang mulanya 3 × 10−3 jiwa menjadi 0.068 jiwa dalam kurun 

waktu 1 sampai 16 hari, hal ini dikarenakan individu terpapar telah menjadi 

individu yang terinfeksi setelah melewati masa inkubasi. Kemudian mengalami 

penurunan dari hari ke-17 sampai hari ke-100 dikarenakan adanya kematian alami 

dan tingkat kesembuhan pada individu yang terinfeksi. Pada populasi Hospitalized 

mengalami kenaikan sebesar 4.5 x 10−3 dan menurun dan berada dalam keadaan 

Gambar 4.4 Grafik Dinamika Populasi saat 𝑅0 > 1 Tanpa Kontrol 

 

npa Kontrol 



64 

 

 

 

konstan, penurunsn ini disebakan individu yang sembuh dan kematian alami. Pada 

populasi Recovered mengalami kenaikan secara drastis sebesar 1.675 jiwa hingga 

waktu ke-100 hari yang disebabkan oleh kesembuhan dari individu terinfeksi, 

dirawat di rumah sakit. Dapat disimpulkan bahwa simulasi tersebut dapat 

menunjukkan perubahan jumlah populasi pada kondisi endemik dan terjadi 

penyebaran virus SARS-COV2 dalam suatu populasi sehingga dapat menyebabkan 

wabah atau endemik. 

b.  Hasil Simulasi SEIHR Dengan Kontrol dalam Kondisi Endemik  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dari gambar 4.3 diberikan parameter kontrol 𝜃1 = 0.7, 𝜃2 = 0.24, dan 

vaksinasi 𝜃3 = 0.12 dapat diketahui bahwa pada populasi Susceptible mengalami 

penurunan yang signifikan pada hari ke-0 dengan jumlah populasi awal sebesar 

0.9727 jiwa. Kemudian menurun dan konstan pada hari ke-20 sampai hari ke-100 di 

titik 0.062 jiwa. Hal ini disebabkan oleh adanya laju populasi Exposed, kematian 

alami, dan kontrol pengobatan pada populasi Suspectible. Pada populasi Exposed 

mengalami puncak kenaikan sebesar 0.1764 jiwa hal ini disebabkan oleh adanya 

Gambar 4.5 Grafik Dinamika Populasi saat 𝑅0 > 1 dengan Kontrol 
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laju populasi Suspectible menjadi populasi Exposed. Kemudian mengalami 

penurunan dan konstan menuju nol, hal ini karena adanya laju populasi Exposed 

menjadi populasi Infected dan Hospitalized, dan kematian alami. Pada populasi 

Infected mengalami kenaikan dengan jumlah populasi 0.0058 jiwa pada hari ke-0 

hingga hari ke-16 karena terdapat laju individu terpapar yang terinfeksi, kemudian 

mengalami penurunan dan konstan pada nilai nol, hal ini karena populasi individu 

terinfeksi sembuh setelah melakukan isolasi secara mandiri di rumah, kematian 

alami, dan kontrol pengobatan pada populasi Infected. Pada populasi Hospitalized 

mengalami puncak kenaikan sebesar 0.0004 jiwa pada hari ke-16 karena terdapat 

individu terpapar yang dirawat di rumah sakit. Kemudian menurun dan konstan di 

nol pada karena populasi Hospitalized yang sembuh, kematian alami, kontrol 

pengobatan pada populasi Hospitalized. Pada populasi Recovered mengalami 

kenaikan secara drastis hingga jumlah populasi pada hari ke-100 mencapai 2.05 

jiwa. Hal ini dikarenakan semakin banyaknya jumlah individu yang telah sembuh 

dari populasi Infected, Hospitalized dan kontrol pengobatan untuk populasi individu 

Infected . Perhatikan bahwa perubahan jumlah populasi pada setiap kompartemen 

menunjukkan terjadinya penyebaran penyakit dalam populasi. Kesimpulannya, saat 

𝑅0 > 1 dengan kontrol pengobatan pada populasi Infected dan Hospitalized dan 

vaksinasi pada populasi Susceptible pada kondisi endemik berpengaruh untuk 

meminimalisir penyebaran virus SARS-COV2. 

Untuk hasil simulasi numerik dari kontrol pengobatan untuk populasi 

infected (𝜃1), pengobatan untuk populasi Hospitalized (𝜃2) dan vaksinasi untuk 

populasi Susceptible (𝜃2) adalah sebagai berikut:  
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Gambar 4.6 merupakan hasil simulasi numerik dari kontrol pengobatan dan 

vaksinasi. Berdasarkan hasil simulasi numerik tersebut, kurva kontrol pengobatan 

untuk populasi rentan (𝜃1) menunjukkan nilai 0.023 di hari pertama kemudian naik 

maksimum sebesar 0.096 kemudian menurun di hari terakhir yang artinya diberikan 

pengobatan yang maksimum agar seorang yang terinfeksi agar mempercepat 

penyembuhan dengan diberikan pengobatan secara mandiri di rumah.  

Sedangkan pada kurva pengobatan untuk populasi yang dirawat di rumah 

sakit (𝜃2) menunjukkan nilai 0.0002 pada hari pertama kemudian naik dengan nilai 

maksimum sebesar 0.006 kemudian menurun hingga hari terakhir yang artinya 

jumlah individi terinfeksi yang di rawat di rumah sakit diberikan kontrol 

pengobatan agar mempercepat proses penyembuhan pasien yang terifeksi. 

Kemudian pada kurva kontrol vaksinasi pada populasi rentan (𝜃3) menunjukkan 

nilai di angka 0.9 dihari pertama kemudian menurun hingga hari terakhir, hal ini 

karena pada jumlah individu yang rentan masih sangat tinggi sehingga harus 

diberikan kontrol agar mengurangi penyebaran virus SARS-COV2.  

Berdasarkan hasil uraian yang telah diperoleh sebelumnya, dapat dinyatakan 

bahwa bentuk kontrol pengobatan untuk individu rentan, pengobatan untuk individu 

yang dirawat di rumah sakit, serta vaksinasi untuk individu rentan mampu 

mengurangi jumlah populasi individu yang terinfeksi dan jumlah individu yang 

dirawat di rumah sakit. Keefektifan tiga kontrol ini selain dapat meminimumkan 

jumlah populasi individu yang rentan dan individu yang dirawat di rumah sakit, 

tetapi juga dapat meminimumkan biaya dalam pemberian kontrol tersebut. 

 

 

Gambar 4.6 Simulasi Kontrol 𝜃1, 𝜃2, 𝑑𝑎𝑛 𝜃3 
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4.3 Upaya Pencegahan Virus SARS-COV2 dalam Prespektif Islam 

Virus SARS-COV2 adalah salah satu jenis Tha’un atau wabah penyakit 

menular yang ditimpakan kepada suatu kaum untuk menjadi ujian dan peringatan 

bagi ummat manusia, agar mereka sadar dan kembali taat kepada Allah dan Rasul-

Nya. Sekaligus virus SARS-Cov2 merupakan takdir dan ujian keimanan bagi 

Hamba-Nya. Berdasarkan pada Q.S At-Taghabun ayat 11 bahwa tidak ada orang 

yang mendapatkan ujian atau musibah kecuali atas izin Allah dan siapa yang 

beriman kepada Allah akan diberi ketenangan atau petunjuk pada hatinya. Hal ini 

terdapat keterkaitan bahwa dengan beriman kepada Allah dan menyerahkan segala 

urusan hanya kepada Allah dapat memberikan ketenangan dan kedamaian kepada 

manusia. Semakin kuat keimanan seseorang, semakin besar pula ketenangan yang 

dirasakannya sehingga jiwanya diliputi kebahagiaan setiap saat. Maka sebagai 

seorang muslim bertawaqqal dan bersandarkan kepada Allah, kerena sesuatu yang 

terjadi atas kehendak-Nya.  

Berdasarkan Hadist Nabi yang menjelaskan tentang Tha’un atau Wabah 

yang diriwayatkan oleh Imam Bukhari dan Imam Muslim. Salah satu cara untuk 

menangani penyakit menular atau Tha’un yaitu dengan lockdown atau isolasi 

mandiri, termasuk stay at home. Larangan Rasulullah SAW untuk tidak keluar 

rumah atau tidak masuk pada daerah yang terkena wabah agar tidak tertular dan 

menularkan orang lain. Keluar rumah diperbolehkan  jika ada kepentingan tertentu 

dan mendesak, itupun harus hati-hati, menggunakan masker, dan menjaga jarak 

dengan orang lain atau social distancing. Semua cara-cara tersebut merupakan 

bentuk penghindaran diri dari menularnya wabah, sebagaimana petunjuk hadis 

Nabi. 
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 Selain itu, pencegahan diri agar tidak terpapar virus SARS-COV2  dengan 

melakukan pengobatan bagi orang yang sakit. Sebagaimana hadist yang 

diriwayatkan oleh Sunan Abu Daud 3376: Telah menceritakan kepada kami 

Muhammad bin ‘Ubadah Al-Wasithi telah menceritakan kepada kami Yazid bin 

Harun telah mengabarkan kepada kami Isma’il bin ‘Ayyasy dari Tsa’labah bin 

Muslim dari Abu Imran Al-Anshari dari Ummu Ad-Darda ia berkata: Rasulullah 

bersabda: Artinya:“Sesungguhnya Allah telah menurunkan penyakit dan obat, dan 

menjadikan bagi setiap penyakit terdapat obatnya, maka berobatlah dan jangan 

berobat dengan sesuatu yang haram!”. Pada hadist ini berkaitan dengan anjuran 

untuk berobat bagi yang sakit (Mardiana, 2021). Hadist lain yang memerintahkan 

kepada seorang mukmin untuk berobat ialah hadist yang terdapat dalam kitab 

Musnad Ahmad yang diriwayatkan dari Syarik yakni: Telah menceritakan  kepada 

kami Ibn Ziyad yakni al-Mutallib bin Ziyad Telah menceritakan kepada kami Ziyad 

bin ‘Ilqah dari Usamah bin Syarik bahwa Rasullullah saw bersabda: “Berobatlah 

kalian wahai hamba Allah, karena Allah ‘azza wajalla tidak pernah menurunkan 

penyakit, kecuali juga menurunkan obatnya kecuali kematian dan kepikunan”. 

Pada hadist ini juga diketahui bahwa penyakit yang tidak ada obatnya adalah adalah 

kematian dan kepikunan.  
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BAB V  

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan tujuan dan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, maka 

diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut: 

1. Berdasarkan analisis dinamik model matematika penyebaran SARS-COV2 

pada populasi SEIHR (Susceptible– Exposed – Infected – Hospitalized – 

Recovered) dengan kontrol pengobatan untuk populasi  Infected dan 

Hospitalized dan vaksinasi untuk populasi Susceptible diperoleh : 

a. Titik kesetimbangan bebas penyakit menghasilkan 1 titik tetap sebagai 

berikut  

  𝐸0(𝑆ℎ
0, 𝐸ℎ

0, 𝐼ℎ
0, 𝐻ℎ

0, 𝑅ℎ
0) = (

𝜋

𝜇
, 0,0,0,0)        

Titik kesetimbangan bebas penyakit ini bersifat tidak stabil 

berdasarkan hasil perhitungan kriteria Routh-Hurwitz dan nilai 

eigennya. 

b. Titik kesetimbangan endemik menghasilkan 6 titik tetap sebagai  

𝐸1(𝑆ℎ
∗ , 𝐸ℎ

∗ , 𝐼ℎ
∗ , 𝐻ℎ

∗ , 𝑅ℎ
∗)  

𝑆ℎ
∗ =

𝛾 + 𝜏 + 𝜇

𝜖
 

𝐸ℎ
∗ =

𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2

(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)𝜖
  

𝐼ℎ
∗ =

𝛾(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )
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𝐻ℎ
∗ =

(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇2)𝜏

𝜖(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐻 + 𝛽)
    

𝑅ℎ
∗ =

(𝛼𝛾( 𝜇𝐻 + 𝛽) + 𝛽𝜏( 𝜇𝐼 + 𝛼))(𝜋𝜖 − 𝛾𝜇 − 𝜏𝜇 − 𝜇
2)

𝜖𝜇(𝛾 + 𝜏 + 𝜇)( 𝜇𝐼 + 𝛼  )( 𝜇𝐻 + 𝛽)
 

Titik kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal berdasarkan 

hasil perhitungan kriteria Routh-Hurwitz dan nilai eigennya. 

c. Bilangan reproduksi dasar yang diperoleh adalah 𝑅0 = 1.17917847 ×

 103 > 1. Sehingga penyakit SARS-COV2 dapat menjadi wabah atau 

akan terjadi endemik. 

d. Untuk mengurangi jumlah populasi individu rentan dan meminimumkan 

biaya yang dikeluarkan, diberikan variabel kontrol pengobatan dan 

vaksinasi. Diperoleh kontrol optimal yang diperoleh untuk model SEIHR 

dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin yaitu :  

𝜃1
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆3 − 𝜆5)𝐼ℎ
2𝐴3

, 1} 

𝜃2
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆4 − 𝜆5)𝐻ℎ
2𝐴4

, 1} 

𝜃3
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {

(𝜆1 − 𝜆5)𝑆ℎ
2𝐴5

, 1} 

2. Berdasarkan hasil simulasi numerik model matematika SEIHR penyebaran 

virus SARS-COV2 sebelum dan setelah diberi kontrol berupa pengobatan 

untuk populasi Infected dan Hospitalized, dan vaksinasi untuk populasi 

Susceptible dapat meminimalkan jumlah populasi individu Infected, 

Hospitalized, Susceptible serta meminimalkan biaya yang dikeluarkan. 
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5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan 

 Pada penelitian ini telah membahas model matematika pada penyebaran 

virus SARS-COV2 pada populasi SEIHR (Susceptible, Exposed, Infected, 

Hospitalized, Recovered) yang melibatkan parameter kontrol pengobatan dikenakan 

populasi Infected dan Hospitalized dan vaksinasi pada populasi Susceptible. Pada 

penelitian selanjutnya diharapkan dapat dilakukan modifikasi model penyebaran 

virus SARS-COV2 dengan penambahan parameter kontrol lain berupa parameter 

jaga jarak, memakai masker, mencuci tangan dengan sabun, dan menjahui 

kerumunan kepada individu yang rentan terinfeksi. Dengan demikian dapat 

diketahui upaya paling efektif dalam mengurangi penyebaran virus SARS-COV2 

serta dapat diketahui biaya yang paling minimal yang dikeluarkan untuk 

pengontrol. 
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