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Simbol-simbol yang digunakan dalam skripsi ini mempunyai makna yaitu

sebagai berikut:
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Ix

: Himpunan bilangan Riil

: Himpunan dari barisan-n bilangan Riil
: Himpunan bilangan bulat

: Himpunan bilangan asli

: Himpunan bilangan kompak

: Himpunan bilangan kompleks
: Himpunan terukur

: Didefinisikan dengan

: Tidak sama dengan

: Sigma

: Omega

: Gamma

: Mu

: Theta

: Lambda

: Xi

: Tau

: Tak terhingga

: Koleksi himpunan terukur—pu*
: Fungsi Karakteristik k

: Rho

- subset sama dengan

- subset

: x anggota R

: Fungsi terhadap x

- Invers fungsi atau balikan fungsi terhadap x
- Untuk setiap unsur x

: Terdapat unsur x
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(H : Barisan fungsi f
{fi, f2» -, fn}  :Himpunan yang terdiri atas unsur fi, f5, ..., fu

X : Fungsi karakteristik
IR - Norm
|| : Nilai Mutlak
- : Ekuivalen
X-R : Pemetaan dari X menuju R
“ : Gabungana; Ua, U ...
e
=1
= lrisana; Na, N ...
(e
=1
1t : Penjumlahan a; + a, + -+ a,
2.
j=1
B(a,r) : Bola buka dengan pusat a dan jari-jari r
sup : Batas atas terkecil
inf : Batas bawah terbesar
LP : Ruang Lebesgue
LP(R™) : Ruang Lebesgue pada himpunan dari barisan-n bilangan
Riil
Lr (R™) : Ruang Lebesgue Lokal pada himpunan dari barisan-n
bilangan Riil
mp : Ruang Morrey
wMy : Ruang Morrey Lemah
Lp)e : Ruang Grand Lebesgue
LP)o.A : Ruang Grand Morrey
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ABSTRAK

Azizah, Mega Nur. 2022. Sifat-Sifat Inklusi pada Ruang Grand Morrey. Skripsi.
Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman,
M.Si. (1) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci : Sifat-Sifat Inklusi, Ruang Grand Morrey, Ruang Grand Lebesgue, Ruang
Morrey

Sifat inklusi adalah adalah yang membahas keterkaitan anggota di setiap ruang.
Terdapat beberapa ruang memiliki sifat inklusi. Pada penelitian sebelumnya telah diteliti
sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey oleh Hendra Gunawan pada tahun 2018. Oleh karena
itu tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey
berlaku juga pada ruang Grand Morrey. Dalam membuktikan keberlakuan sifat-sifat inklusi
pada ruang Grand Morrey menggunakan ketaksamaan Holder. Metode yang digunakan
dalam penelitian ini yaitu penelitian kepustakaan (library research). Hasil penelitian ini
adalah sifat-sifat inklusi pada ruang Grand Morrey.
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ABSTRACT

Azizah, Mega Nur. 2022. Inclusion Properties on the Grand Morrey Space. Thesis.
Mathematics department, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si.
(1) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Inclusion Properties, Grand Morrey Spaces, Grand Lebesgue Spaces, Morrey
Spaces

The inclusion properties is a properties that discusses the interrelationships of
members in each space. There are several spaces that have inclusion properties. In previous
studies, the inclusion properties in the Morrey Space have been studied by Hendra
Gunawan in 2018. Therefore, the purpose of this study is to determine the inclusion
properties in the Morrey Space that apply also to the Grand Morrey space. In proving the
applicability of the properties of inclusion in the space Grand Morrey uses the Holder's
innocence. The method used in this research is library research. The results of this study is
that the inclusion properties in the grand morrey spaces.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan sebuah ilmu pasti yang menjadi dasar dan saling
berkaitan dengan ilmu yang lainnya. Matematika menjadi salah satu ilmu dasar dari
berbagai macam ilmu. Sehingga matematika sering disebut sebagai ibu dari ilmu
pengetahuan. Salah satu cabang ilmu matematika adalah analisis. Hingga saat ini
bidang analisis tetap mengalami perkembangan. Bidang ini tidak akan terlepas dari
pembahasan analisis fungsional.

Analisis fungsional merupakan ilmu yang dikhususkan untuk mempelajari
berbagai struktur yang didefinisikan pada ruang linier dimensi tak terbatas. (Kadets,
2018). Salah satu ruang yang memiliki peran penting dan sering dibahas dalam
bidang analisis adalah ruang LP atau dikenal dengan ruang Lebesgue. Ruang
Lebesgue pertama kali diperkenalkan oleh Henri Lebesgue. Ruang Lebesgue
merupakan ruang Banach dengan 1 < p < oo (Peressini & Randol, 1970).

Pada tahun 1938, C.B Morrey yang merupakan seorang matematikawan

mendefinisikan Ruang Morrey M(g’ dengan 1 < p < g < o yang mana merupakan

bentuk dari perumunan ruang Lebesgue (Adams, 2015). Pada tahun 1994,
Matematikawan Nakai memperkenalkan definisi Ruang Morrey merupakan
perumunan dari Ruang Lebesgue. Pada tahun 1992 Ruang Grand Lebesgue Space
didefinisikan oleh Iwaniec dan Sbordone dengan 1 < p < oo (Iwaniec & Shordone,
1992). Selanjutnya Alexander Meskhi mendefinisikan Ruang Grand Morrey.

Ruang Grand Morrey didefinisikan pada Ruang Ukuran Kuasi Metrik dengan dua



ukuran dan memperoleh hasil pada batas dari operator maksimal, operator calderon-
zygmund singular dan riez potentials (Meskhi, 2011). Karena Ruang Morrey dan
Ruang Grand Morrey sama-sama merupakan Ruang Banach (Capone et al., 2013).
Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Ruang Morrey adalah
perluasan Ruang Lebesgue dengan p = q. Ruang Grand Morrey adalah Ruang
Grand Lebesgue jika A = 0 dan merupaka Ruang Lebesgue jika 6 = 0 (Meskhi,
n.d.). Oleh karena itu pada penelitian ini, akan dibahas mengenai sifat-sifat inklusi

pada Morrey juga berlaku pada Ruang Grand Morrey

Dalam surat Al-Alag ayat 1 yang berbunyi

(1 1ok 3l s 3 25 2y B
Artinya; “Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang menciptakan” (QS. Al-
Alag:1) (Departemen Agama RI., 2006).

Ayat tersebut mengandung perintah untuk mencari ilmu. IImu yang bersifat
umum baik ilmu yang menyangkut ayat Al-quran dan ayat yang terjadi di alam.
Ayat gauliyah ialah tanda-tanda kebesaran Allah SWT yang berupa firman-Nya,
yaitu Al-Quran. Ayat-ayat kauniyah ialah tanda-tanda kebesaran Allah Swt yang
berupa keadaan alam semesta. Dari ayat ini kita dapat mengetahui bahwa
pentingnya mencari ilmu. Harapannya dengan kita menuntut ilmu agar dapat
mengagumi dan menyukuri nikmat yang telah diberikan oleh Allah SWT.

Ada banyak hal yang dapat dilakukan untuk menuntut ilmu. Salah satunya
melalui pengembangan ilmu matematika. Berdasarkan pemaparan tersebut peneliti
ingin melakukan penelitian mengenai sifat inklusi di Ruang Morrey juga berlaku di
Ruang Grand Morrey,. Pada penelitian sebelumnya telah dibahas sifat inklusi yang

dimiliki oleh Ruang Morrey oleh Gunawan pada tahun 2018 vyaitu L9(R%) =

MR € MP2(RY) € M7 (RY).



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan pada penelitian ini, maka
rumusan masalah pada penelitian ini yaitu apakah berlakunya sifat-sifat inklusi

yang berlaku pada Ruang Morrey juga berlaku pada Ruang Grand Morrey LP)942

1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan penelitian yang dapat diambil berdasarkan rumusan masalah
di atas adalah untuk mengetahui apakah sifat-sifat inklusi yang berlaku pada Ruang

Morrey juga berlaku pada Ruang Grand Morrey LP)64,

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan tambahan ilmu baru dan bahan

kajian literatur bagi peneliti mengenai sifat-sifat inklusi pada Ruang Grand Morrey.

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini dibuktikan berlakunya sifat-sifat inklusi
pada Ruang Grand Morrey sehingga penelitian ini tidak akan membahas inklusi di

ruang lainnya



BAB I1

KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
2.1.1 Ruang Bernorma

Ruang bernorma adalah ruang vektor atas bilangan riil atau kompleks,
dimana norma didefinisikan. Norma adalah fungsi bernilai riil yang ditentukan
pada ruang vektor yang biasanya dilambangkan x —|l x Il. Untuk penjelasan

lengkapnya akan dijelaskan melalui definisi berikut.

Definisi 2.1.1.1. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Misalkan X ruang vektor atas
lapangan F. Suatu norma di X merupakan fungsi. [|I-ll: X — R sedemikian sehingga

untuk setiap x,y € X dan a € F, memenuhi aksioma berikut ini:

a. |lx|| =0

b. llx|l =0

c. llax|l = |alllx|l,x € R,x € X

d. llx+yll < x|l + v, x,y € X (Ketaksamaan Segitiga)

Merupakan norm.
Suatu ruang vektor X yang memiliki norm disebut ruang vector bernorma atau
ruang bernorma, salah satu contoh ruang bernorma adalah ruang Banach.
Sedangkan Kalton (2003) mendefinisikan quasi-norm sebagai berikut.

Definisi 2.1.1.2. Quasi-norm ||-]| pada ruang vector X atas lapangan K = R
merupakan suatu pemetaan ||-|: A — [0,00) dengan a,b € A dan a sembarang
scalar di IK memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. |lall = 0 jika dan hanya jika a = 0;


https://id.wikipedia.org/wiki/Ruang_vektor
https://id.wikipedia.org/wiki/Bilangan_riil
https://id.wikipedia.org/wiki/Bilangan_kompleks
https://id.wikipedia.org/wiki/Norma_(matematika)
https://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Fungsi_bernilai_riil&action=edit&redlink=1

2. |laall = lalllall;
3. Terdapat konstanta ¢ > 1 sedemikian sehingga
lla + bll < c(llall + lIBID.
2.1.2 Ruang Banach
Definisi pada ruang Banach yang didefinisikan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010)
berangkat dari ruang linier bernorma sebagai berikut.
Definisi 2.1.2.1 suatu barisan (f,,) merupakan ruang linier A dengan norma
[I-ll disebut Cauchy di A dengan syarat untuk setiap € > 0, terdapat bilangan N
sedemikian sehingga untuk setiap m,n > N berlaku
Ifo = full <€
Ruang Bernorma A disebut lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di A
konvergen ke fungsi A. Ruang bernorma yang lengkap ini disebut Ruang Banach.
Contoh 2.1.2.1 (Kreysig,1978); Ruang Euclid R™ merupakan ruang yang
terdiri dari semua pasangan n-baris dari bilangan real dengan, x = (&4, ..., §,) dan

y= (771! ""nn)'

Serta dilengkapi dengan norma

n 2

eyl = Y lg +n,l’

j=1
Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R™ merupakan Ruang Banach, dengan
menunjukkan R™ merupakan ruang bernorma lengkap.

Ruang R"™ dikatakan sebagai ruang bernorma, karena memenuhi aksioma a sampai
dengan d, yaitu:

a. |lx|| =0



Berdasarkan definisi harga mutlak jelas bahwa ||x|| = ( 2=1|§j|2)5 > 0.

b. ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0

Pembuktian dari arah kiri ke kanan, akan dibuktikan jika ||x|| = 0

1

maka x = 0. Untuk( ’,}=1|Ej|2)E = 0 maka }_,|&|" = 0, jadi diperoleh

x = &, = 0.Untuk pembuktian dari arah sebaliknya, jika x = &, =0,

1 1
maka( Z=1|§j|2)2 = (Xk=4101®)2 =0

c. |lax|l = |a||lx||, ambil sebarang « € R dan x € X

= (3 l&f)
= (Z:zll- |€j|2)
(S )

= el llx]l

1
2

N[ =

N =

d. |lx+ yll < llx|l + |ly]l, ambil sebarang x,y € X

berli=(37 16+ k)
- (Z;ykﬁ)% +(3 et

= |lxIl + {lyll.

N =

1
2

Dengan demikian terbukti (X, ||-||) merupakan ruang bernorma. Selanjutnya

akan ditunjukkan kelengkapan R™.

a. Misalkan (x,,,) merupakan barisan Cauchy di R",



Dimana x,, = ( fm), ,(lm)). Karena (x,,) merupakan barisan Cauchy

berarti untuk setiap € > 0 terdapat m, r € N sedemikian sehingga,

1
2

n
”xm - xr” = (Z ( l(cm) - IET)) 2) <E€.
k=1

Untuk k = 1,2,...,n tetap,
(E](m) _ Ej(r)) 2 < EZ

6 -] <e

b. Karena ( ,El), ,El),...,f,ﬁ) merupakan barisan Cauchy di R dimana R

lengkap, maka barisan itu konvergen. Misalkan ¢&; konvergen ke &,. Dapat

ditulis,

1

n 2
I 21l = o el = (D7 (67 =) 2) < e
k=1

Maka terbukti barisan Cauchy x,, konvergen di R™ dan terbukti R™ lengkap

2.1.3 Ketaksamaan Holder

Dalam pembuktian ketasamaan holder dengan menggunakan bantuan

Ketasamaan Young.

Definisi 2.1.3.1 (Royden & Fitzpatrick, 2010) Misalkan p, g saling konjugat,
fungsi f, g adalah fungsi terukur bernilai real pada ruang (X, p, 1), sedemikian

sehingga |f|P dan |g|P terintegral, maka f, g terintegralkan dan

JxIfgldu < lIfll,llgllg



Lemma 2.1.3.2 (Alemneh et al., 2020) (Ketaksamaan Young) Misalkan p, g
saling konjugat dan a, b > 0. Maka berlaku
alP b4
ab < —+—
q
Teorema 2.1.3.3 (Peressini & Randol, 1970) Jika p,q € R sedemikian

sehingga untuk 1 <p, g < oo dan %+ % = 1, maka untuk setiap (xx) € L, dan

(V) € [, berlaku,

D eyl < NG IOl
k=1

Bukti. Diketahui bahwa (x) € [, dan (yx) €1, maka XY;_;|x;|P < oo dan
Yee1lyi|P < oo. Selanjutnya dengan menerapkan lemma 2.1 diperoleh
( | | )p ( |l )q
|| Il Cei)llp I(Wlq

GOl Iool. = p T ¢

1 1 1
<— p B —
Tl = ey o)’

|y 9

Untuk setiap k € N. Oleh karena itu, dengan menjumlah untuk setiap k diperoleh

o)

N 1
; el i)l [Xeyicl < z

k=1

1 1
P —— e
(GO T qiool) " ]

Menggunakan kelinieran notasi sigma maka

oo

1 1 N 1 N
<— e — q
TGl 0T, 22! p(u(xk)up)”Z'x"' q(n(yk)uq)q;'x"'

k=1

Karena ([l (xi)ll,)” = X2 1x? dan (I(vi)llg)” = X1y, | diperoleh



o

1 1 = 1 =
Iyl € ———5 ) |xl? +—Z|xk|q
G p Il il &4 p(Ixll,)” & a(lvlly)' &

(0]

1 1 1

|xeyiel <=+
G0N, & =5 " g

o

1
[CAINICAIP D e <1

k=1

= ) bl < NGOG,
k=1

2.1.4 Ruang Topologi

Definisi 2.1.4.1 Diberikan himpunan tak kosong X, suatu koleksi t yang
berisikan himpunan-himpunan bagian dari X dikatakan topologi pada 7, jika
memenuhi sifat-sifat:

a. X dan himpunan @ termuat dalam
0,Xet
b. Gabungan (berhingga ataupun tak hingga) dari himpunan-himpunan di t
termuat di 7 juga

Aaer,VaeI$UAaer

ael

I adalah himpunan indeks
c. Irisan berhingga dari himpunan-himpunan di = berada di 7 juga
A Bet=ANBert

Dan pasangan (X, t) disebut sebagai ruang topologi.
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Contoh 2.1.4.2 Diberikan X = {a, b, c,d, e, f} dan
71 ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e f}}
Maka 7; merupakan topologi di X karena memenubhi sifat-sifat a,b,c,d dari definisi

2.11.

Contoh 2.1.4.3 Diberikan X = {a, b, c,d, e, f} dan

Ty = {X, @,{a},{c,d},{a,c, e}, {b,c, d}}

Maka 7, bukan merupakan topologi di X, karena gabungan
{c,d}u{a,c,e}=1{acd,e}

Tidak termuat di 7,. Sehingga 7, tidak memenuhi sifat b dari definisi 2.11.

2.1.5 Ruang Kuasi Metrik

Definisi 2.1.5.1 Diberikan X merupakan sebarang himpunan tak kosong.
Dimana x,y,z € X.Sedemikian hingga, fungsi d: X X X — R memenubhi sifat-sifat
berikut disebut sebagai metrik pada X.

a. d(x,y) > 0positif vx,y € X
b. d(x,y) = 0 jikadan hanya jikax =y
c. dlx,y)=d(y,x),Vvx,y €X

d. d(x,y) <d(x,z) +d(z,v),Vx,y € X (Bartle, 1955)

Contoh 2.1.5.2 Diberikan R sebarang himpunan tak kosong dengan
d(x,y) = |x —y| dimana Vx,y,z € R. Akan dibuktikan bahwa (R, d) adalah

ruang Kuasi metrik.
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Bukti:
Diambil sebarang x, y, z € R. Mengikuti sifat-sifat dari definisi ruang kuasi-metrik,
sedemikian hingga:
a. d(x,y) > 0positif vx,y € X
Berdasarkan definisi harga mutlak di R, jelas terbukti bahwa |x —y| =
d(x,y)
b. d(x,y) = 0jikadan hanyajikax =y
Untuk x = y diperoleh |x — y| = 0, sehingga berlaku sebaliknya,
d(x,y) = |x — y| = 0 didapatkan x = y sehingga terbukti d(x,y) = 0.
c. dlx,y)=d(yx),Vx,yeX
Berdasarkan sifat komutatif, d(x,y) = |x — y| = |y — x| = d(y, x), terbukti
d d(xy) < k(d(a, z) +d(z, x)),Vx,y eEX
Berdasarkan sifat ketaksamaan segitiga, d(x,y) < d(|x —z|+ |z —yl),
terbukti.

Jadi, dapat disimpulkan bahwa (IR, d) adalah ruang kuasi-metrik.

2.1.6 Ruang Lebesgue

Ruang Lebesgue L? (R™) ditemukan pertama kali oleh Henri Lebesgue pada
tahun 1910. Ruang Lebesgue merupakan suatu ruang kelas ekuivalen fungsi yang
dilengkapi suatu norma. Fungsi-fungsi tersebut merupakan fungsi terukur
(Lebesgue). Norma pada ruang Lebesgue didefinisikan dengan suatu integral

Lebesgue yang terbatas.
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Definisi 2.1.6.1 (Kadets, 2018) Ruang Lebesgue LP = LP(R™) dengan1 <
p < oo adalah himpunan semua fungsi terukur £ :R"™ — R yang

memenuhi

1

11, = ([1r1Pax) <o

Contoh 2.1.6.2 (Landsberg, 1966) Ruang Lebesgue

lafl., = lallifll,,; Va € R”
lafll, = (Jlaf (P
= ([ elaPIFCOPdx)?
= (IalprnIf(x)wdx)%

= |alP(f al f @) |Pdx)P
= |alllfll.,

2.1.7 Ruang Morrey

Ruang Morrey pertama kali ditemukan oleh C.B Morrey pada tahun 1938,
dimana ruang Morrey Mf adalah bentuk perumunan dari ruang Lebesgue.
Definisi 2.1.7.1 (Gunawan et al., 2018) Untuk setiap 1 < p < q < oo, ruang
loc

morrey M‘f(]R") adalah himpunan semua fungsi f € L¥ (R™)sedemikian

sehingga

1

11 =
Ifllar = sup 1B@ )T ? (50 [FOIIPAY )P < o0

aeER™,r>0
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Dengan B(a, r) menyatakan bola buka di R™ yang berpusat di « dan berjari-jari di
r. Jika p = g, maka J\/[(f = LP. Artinya ruang Morrey merupakan perluasan ruang

Lebesgue yang ditunjukkan sebagai berikut

ey

_ @b p
Ifllee = sup_ 1B(@, )T 7 (f . |f 0P dx)

a€ER™r>0

1
= sup |B(@,)|°(f i f@IPdx)?

a€ER™r>0

1
= ((f B(a,r)lﬂx)wdx)”)

= Ifllee

Teorema 2.1.7.2 (Adams, 2015) Misalkan 0 < p < oo, MZ’,’ (R™) = LP(R™)
dengan norma.

Bukti. Misalkan f € L°(R™). Menggunakan definisi ||f||M5;

1 1
Iflaer = sup IBGOP PUfllper = sup I liseon

(x,r)ERYTL (x,7)ERY

Selanjutnya

S

£ ll5cp < < If(y)l”dy) = Ifllr
R"

Sementara itu, dengan menggunakan teorema konvergensi monoton untuk setiap

x € R™ maka,

Ifllee = Hm (I fllipgeemy < subllflle ey = 1Fller
m-— >0 P

Contoh 2.1.7.3 Ruang Morrey] (Gunawan dkk, 2016):

Misalkan 1 < p < q < o, dan x € R%. Diberikan,
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_d
fx)=|x| P
Perhatikan bahwa,
1

1
11 _dp\p ad ro_dp p
|B(a, 'r)lq p (fB(a'T)|X| a ) <Crapr ((l)d j;) t q. t(d_l)dt>

1
44 Tog-dp g \P
<Crapr wdft a “dt
0

1
ada 2 1 " aa
< C(Cra Pw, g rdq v
a-(F)
q
1
14
d‘(?)

Dengan w,; merupakan luas permukaan bidang berdimensi d — 1 dan C; suatu

konstanta. Terbukti f € M

2.1.8 Sifat-Sifat Inklusi pada Ruang Morrey
Teorema 2.1.8.1 Ambil feL’(R") dan 0</q, < qo<p < o,

Ifllagz < fllp - Khususnya e (R™) > M, (R™).

Bukti. Menggunakan norm

1

1 1 q1
Ifll,;» = sup |B(x,7)|P 4 (f If(y)l‘“dy>
a B(x,r)

+1
(x,r)eR}

1

1 1 qo
Ifll,» = sup [B(x,7)[P (f |f(y)|%dy>
1o B(x,1)

(x,r)ERYTT

Menggunakan ketaksamaan Holder, maka
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1 1

|f<y>|q1dy>q1 < < If(y)lqﬂdy>q0

Teorema 2.1.8.2 [Sifat Inklusi] (Gunawan dkk, 2017): Untuk 1 < p; <

1
<|B(x, M g 1B, 7)1 Jp
p2 < q < oo, maka terjadi inklusi:
w]\/[f2 c w]\/l}f’1
Selanjutnya jika p; < p, maka
wMpP ¢ M
Jika1 < p; < p, < q < o, maka masing-masing di bawah ini proper inklusi:
a. M c M
b. wmpP? c m;*

c. wMy?<cwMmp?

Teorema 2.1.8.3 [Sifat-Sifat Inklusi pada Ruang Herz-Morrey Homogen]
(Rahman, 2020) Misalkan 1 < p; < p, < q < oo, maka sifat inklusi yang terjadi
al rmn ad rmn
a. MK, (RY) € My (R™)
b. LI(R™) = MK (R™) € MKE,(R™) € M4 (R™)
c. WMKZL(RY) € WMEA(RY)
d. Misalkan 1 <p <q. Maka inklusi MKZ‘jf;f R") < szf;f(R”) adalah

proper inklusi

2.1.9 Ruang Grand Lebesgue
Pada Tahun 1992 Tadeusz Iwaniec dan Carlo Sbordone mempelajari sifat

integrabilitas Jacobian dalam satu himpunan terbuka terbatas Q yang
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memperkenalkan tipe baru yaitu ruang fungsi L) (Q), disebut sebagai ruang Grand

Lebesgue. (Umarkhadzhiev, 2014)

Definisi 2.1.9.1 (Capone et al., 2013) Misalkan 2 ¢ RN (N > 1) merupakan
himpunan Lebesgue terukur [2| < 4o dan 1 <p < +o yang didefinisikan
sebagai ruang dari fungsi terukur f pada Q dan 6 > 0, sedemikian sehingga

E =
1115y = oSUp_ e <W fﬂ |f |”‘£dx> < +oo
2.1.10 Ruang Grand Morrey
Ruang Grand Morrey didefinisikan pada ruang kuasi-metrik dengan doubling
measure dengan hasil merupakan ruang Euclidean. Misalkan X = (X, p, u) adalah

ruang topologi dengan u terukur. Sebuah fungsi p: X x X disebut kuasi-metrik d

jika memenuhi:

a. p(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = vy,
b. Terdapat konstanta a, > 0, sedemikian sehingga p(x,y) < a;(p(x,2) +
p(z,y)) untuk setiap x,y,z € X
c. Terdapat konstanta a, = 1 sedemikian sehingga p(x,y) < ayp(y,z) untuk
setiap x,y,z € X
Diasumsikan bahwa bola B(x,7):={y € X:p(x,y) < r} terukur dan 0 <
#(B(x,1)) < oo untuk setiap x € X dan r > 0 sehingga,
B(x,R)\B(x,r) + 6
untuk setiap x € X, r dan R positif dengan 0 < r < R < d, dimana

d = diam (X) = sup{p(x,y):x,y € X}.
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Memenuhi kondisi ganda (doubling condition) dan d < o

u(B(x,2r)) < cu(B(x,1))

Untuk u adalah satisfied, dimana c tidak bergantung pada x € X danr > 0.
Ruang kuasi-metrik (X, p, 1) dengan p doubling measure disebut ruang tipe
homogen.

Catatan bahwa d < oo implikasi dengan u(X) < oo karena setiap bola pada
X mempunyai ukuran yang terbatas.

Dapat diketahui bahwa u terukur adalah upper Ahlfors Q-regular, jika
terdapat konstanta ¢; > 0 sedemikian sehingga uB (x,7) < c¢;7? untuk setiap x €
X dan r > 0 . sedangkan u terukur adalah lower Ahlfors g-regular jika terdapat
konstanta ¢, > 0 sedemikian sehingga uB(x,r) < c,r9 untuk setiap x € X dan
r > 0.

Definisi 2.1.10.1 (Meskhi, 2011) Ruang Grand Morrey, dinotasikan dengan
LP»94, dimana X € R dan f disimbolkan sebagai fungsi terukur pada R dengan 1 <

p <o,0 >0dan 0 < A < 1 merupakan fungsi f: X — R yang didefinisikan

_1
(D)

0
f FOIPduty) | <o
B(x,r)

”f”Lp)'e'/l(X = sup sup
P.1) _ A
o<é<p—1 Ogiid (M(B (x' T)))

(X, p, 1t) dalam definisi LP>®* merupakan ruang kuasi-metrik dengan X himpunan
tak kosong di R, p adalah kuasi-metrik d dan u merupakan simbol dari ukuran
grand Morrey. Bola B = B(x,r) = {y € X: p(x, y) < r} menyatakan bola buka di

X yang berpusat di x dan berjari-jari di r.

Ruang Grand Morrey adalah ruang Grand Lebesgue yang dapat dilihat pada

kasus ketika A = 0, yaitu
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1

[5)
gb . .
Wl poacx,y = sup sup ————— [P du(y) (diketahui)
o<t X0\ ((BGx1)))
6 (p-¢
= s s (—(#(Bfm)ofslf(y)w—sdu(y)) > (pangkat 0)
o<r<d

9 -
= sup EP7E[|fllLp-ccxpm (perkalian pangkat)

0<E<p-1

(diketahui dan
= Wl perkalian)
Lebih jauh lagi, jika & = 1, maka notasi yang digunakan adalah LP>*(X, ),

bukan LP»9A(X, ).

2.1.11 Hubungan Ruang Grand Morrey dengan Ruang Lebesgue
Lemma 4.1

Misalkan 1 < p < q < o maka berlaku LP ¢ M} c LP¥6 c P04,
Bukti.

(i) Akan ditunjukkan bahwa LP»® < LP)64,

Misalkan1 < p < q < o0,s = p/(p — 1), Q dan B merupakan sebarang bola buka
di R™, Xz adalah fungsi karakteristik dari B. Dengan menggunakan ketaksamaan

Holder, maka :
[ roiay = 17 11ay

= | If@).Xs(). Xs(y)|dy
]R‘n

1/p s
s( If(y)-XB(y)Ipdy) ( |x3(y>|5dy>
R™ R"

- ( fﬂ |f(y)|p-fdy>1/p_s ( fn 1 dy)l/s
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Yn—e .
- ( f |f(y>|p—€dy> TRE
Q

31 ) rolay <

Yp-e
£ s
o ( J 1For- dy) o

1 veay) "
—@(fﬂmyn y) I
1/2’—5 p—e—l_l
=( j |f(y)|p-€dy> QP
Q

Ypoe 4
- ( f |f(y)|p-€dy> Qs
Q

Jadi

Yp—e
( j FO)IP fdy)
=

Yp-e
- ( | rroar 8dy>

1 1/p—s 1 1/p—e
S p—-¢ S p—¢
il [ vor-a) " < g( [ vor-ca)

1/ _
Karena f € LP) jika dan hanya jika (l?flfB If(y)lp‘fdy) <o sehingga

(ﬁfﬂvmlp-edy)l/ o

maka f € LP»9 seh

< oo dengan demikian f € LP»%4, Jadi jika f € LP)

ingga diperoleh LP) c P94,

(ii) akan ditunjukkan bahwa M} c LP)

Misalkan 1 < p < g

< ooatau 1 < q/p < oo, maka



1

1 1 q/p
fB Filf0)ldy SEUB If(y)lq/pdy>

p
< i [ vorray)

Misalkan |g|P = f, sehingga

p
1 1 q4_p q
fB Wg(ynpdysﬁ(fB 1gO)IP dy)

14
-5 ( | If(y)l"dy>

1

p1
|B|<f |g(y)|pdy> < (f |g(y)|‘Idy)”

1

=5 ( | |g<y)|qdy>_

1 1

|B|<f 9P dy) <|B|<f |g<y)|qdy>_

Karena g € M) jika dan hanya jika

Jadi

20

|B|(f |g(Y)|qdy)q < o sehingga

o (f |g(y)|pdy)7” < oo dengan demikian g € LP?. Jadi jika g € M) maka g €

LP>® sehingga diperoleh M < LP.

(iii) Akan ditunjukkan bahwa LP ¢ M7

Karena |g(y)| < ||g(y)||L°°, dengan ||g(y)||Loo adalah batas atas terkecil essensial

dari |g(y)| sehingga L*®

Ya 1 Ya
(IBIJ lg)17d ) (IBII |Ig(y)I|Loody>
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< 19| o

Karena g€ LP jika dan hanya jika ||g(y)||L°°(B)<°° sehingga

1
(ﬁfB |g(}I)|qdy) fa < oo dengan demikian g € M. Jadi jika g € M} maka g €

L? sehingga diperoleh LP c Mm[.

2.2 Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Quran/Hadits

Menuntut ilmu merupakan salah satu kewajiban bagi setiap umat untuk
melakukannya. Dalam pandangan islam, ilmu merupakan keistimewaan yang dapat
menjadikan manusia lebih unggul dari pada makhluk yang lainnya. Dalam Alguran
dan Hadist disebutkan secara berulang-ulang bahwasannya kedudukan umat islam
yang berilmu memiliki kedudukan yang tinggi karena dengan ilmu akan
mendapatkan petunjuk hidup di dunia dan akhirat. llmu juga dapat membuat
manusia menjadi berkembang dan mengetahui segala sesuatu yang tidak diketahui
menjadi tahu (Ulum 2007).

Berikut merupakan salah satu hadist yang menjelaskan tentang kewajiban
menuntut ilmu terdapat dalam hadist riwayat Ibnu Majah No.224, dari Anas bin
Malik ra, yang dishahihkan oleh al-Albani dalam Shahih al-Jaami ash-Shaghir
No0.3914 sebagai berikut:

B obid o e Ep o e B ndle s e Lo O3 06 136 4w o 3T 22

(e ol olyy ) 30 3 St 35 oo 3840 g JT b
Artinya: “Dari Anas ra berkata: Rasulullah SAW bersabda: menuntut ilmu
itu wajib atas setiap orang Islam, karena sesungguhnya semua (makhluk) sampai
binatang-binatang yang ada di laut memohonkan ampun untuk orang yang
menuntut ilmu”. (H.R. Ibnu Majah)

Menuntut ilmu wajib hukumnya bagi setiap muslim laki-laki maupun

muslim perempuan. Ketika Allah telah menurunkan perintah yang mewajibkan atas
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suatu hal, maka kita harus menaatinya. Allah Ta’ala berfirman dalam QS. An-Nur
ayat 51:
oAl 28 B3y Tl s s of aa Ko g 61 )8 0 il O 057G
(o :)sdl)
“Sesungguhnya ucapan orang-orang yang beriman apabila diajak untuk kembali
kepada Allah SWT dan Rasul-Nya agar rasul memberi keputusan hukum diantara
mereka hanyalah dengan mengatakan ‘kami mendengar dan kami taat’. Dan hanya
merekalah orang-orang yang berbahagia.” (QS. An-Nur:51) (Departemen Agama
RI., 2006).

Terdapat berbagai cara untuk mendapatkan dan mengembangkan sebuah
ilmu. Salah satunya yang dibahas dalam penelitian ini yaitu dengan menganalisis
sifat-sifat inklusi pada ruang Grand Morrey. Untuk mengetahui keberadaan sifat-
sifat inklusi pada ruang Grand Morrey dilakukan beberapa macam tahapan.
Sesungguhnya manusia yang beriman senantiasa membiasakan dirinya untuk
berpikir. Hal tersebut terdapat dalam QS. Al- Imran ayat 191.:

Wb el b e opnd s o 03 it g s i A 038 30

(Vo) 10hes JT),00 SIde s St St
" (vaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam
keadan berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi
(seraya berkata): "Ya Tuhan Kami, Tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-

sia, Maha suci Engkau, Maka peliharalah Kami dari siksa neraka” (QS. Al-
Imran:191) (Departemen Agama RI., 2006).

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

2.3.1 Ruang Grand Morrey
Definisi 2.17. (Meskhi, 2011) Misalkan 1 <p <o, 8 >0 dan 0 <A< 1.
Ruang Grand Morrey, dinotasikan LP»%4(X, i), untuk suatu kelas fungsi f: X - R

dengan norm
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1

co (r-¢)
Ifllmoacyy = sup  sup | —————= [ If I’ Edu(y) <
o<e<r1 1% \(u(B(x,1))

o<r<d

2.3.2 Sifat-Sifat Inklusi pada Ruang Grand Morrey

Setiap ruang memiliki karakteristik tertentu dan sifat-sifat yang berlaku. Begitu
juga Ruang Grand Morrey. Sifat inklusi cukup menarik diteliti, karena didalamnya
akan dikaji keterkaitan hubungan antar ruang. Sifat inklusi dapat disimbolkan
dengan c. Sifat inklusi telah di teliti pada beberapa ruang. Namun belum ada
penelitian yang membahas tentang sifat-sifat inklusi pada ruang Grand Morrey.

Karena Ruang Morrey dan Ruang Grand Morrey sama-sama merupakan Ruang
Banach. Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Ruang Morrey adalah
perluasan Ruang Lebesgue dengan p = q. Ruang Grand Morrey adalah Ruang
Grand Lebesgue jika A = 0 dan merupaka Ruang Lebesgue jika & = 0. Oleh karena

itu, peneliti ingin meneliti tentang sifat-sifat inklusi pada ruang Grand Morrey.
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METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Penelitian kualitatif
adalah penelitian yang dilakukan dengan menggunakan metode studi pustaka
(library research). Pengumpulan data dilakukan dengan cara mencari berbagai
sumber seperti jurnal, buku, dan riset-riset yang sudah ada. Hasilnya penelitian
kualitatif tidak berupa statistik atau dalam bentuk hitungan, melainkan secara
holistik-konstektual dari pengumpulan data dan menjadikan peneliti sebagai
sumber informasi. pr (National & Pillars, n.d.).

Metode penelitian kualitatif berdasarkan kepada post-positivisme, karena
digunakan untuk meneliti subjek alamiah, (sebagai lawannya eksperimen) peneliti
memiliki peran sebagai instrument kunci, pengambilan sampel, teknik
pengumpulan data dilakukan dengan trianggulasi(gabungan), analisis data bersifat
induktif/kualitatif, dan hasil penelitian kualitatif lebih menekankan makna dari pada
generalisasi (Sugiyono, 2019).

Terdapat beberapa macam pendekatan penelitian kualitatif diantaranya
grounded theory, etnografi, hermeneutik, fenomenology, naratif/historis,dan studi
kasus.

3.2 Pra Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan mengumpulkan berbagai macam jurnal,

artikel, buku, dan website yang terkait dengan topik yang akan dibahas dalam

penelitian ini. Berikut beberapa rujukan yang digunakan sebagai rujukan utama
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Pada tahun 2017, (Gunawan et al., 2017) meneliti tentang sifat inklusi pada
Ruang Morrey yang diperumun. Penelitian ini membahas mengenai struktur dari
Ruang Morrey, Ruang Morrey Lemah, Ruang Morrey diperumun dan Ruang
Morrey Lemah diperumun. Beberapa kondisi yang diperlukan untuk inklusi sejati
dari ruang-ruang tersebut diperoleh melalui norm pada fungsi karakteristik bola.
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah menggunakan ketaksamaan
holder. Ketika parameternya sama kita tahu bahwa Ruang Morrey diperumun
terdapat dalam ruang morrey lemah diperumun. Jika 1 < p; < p, < q < o maka
masing-masing dibawah memiliki sifat inklusi:

a. Mpcwmp
b. wMy? < M
c. wMy*< M

Pada tahun 2018, (Gunawan et al., 2018) tertarik meneliti Ruang Morrey
lemah, Ruang Morrey lemah lebih luas dari pada Ruang Morrey dimana sifat
inklusinya sejati. Dalam penelitian ini, dibuktikan bahwa inklusi antara ruang
Morrey, antara ruang Morrey yang lemah, dan antara ruang Morrey dan ruang
Morrey yang lemah semuanya proper. Proper inklusi antara ruang Morrey dan
ruang Morrey yang lemah diperoleh melalui operator maksimal Hardy-L.ittlewood
tak terbatas pada ruang Morrey dengan eksponen 1. Selain itu, juga diberikan
kondisi yang diperlukan untuk setiap inklusi.

Penelitian selanjutnya adalah skripsi yang berjudul “Sifat-Sifat Inklusi pada
Ruang Morrey Kecil”. Dalam penelitian ini, telah dibuktikan bahwa sifat inklusi
yang ada di Ruang Morrey berlaku di Ruang Morrey kecil dan Morrey kecil lemah.

Metode yang digunakan yaitu kajian pustaka, dengan mengumpulkan data dari
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buku, jurnal dan artikel yang berhubungan dengan inklusi Ruang Morrey kecil dan
Ruang Morrey kecil lemah.

Sifat inklusi pada Ruang Grand Morrey akan membedakan penelitian yang
dahulu dan sekarang. Penelitian terdahulu membahas mengenai sifat inklusi pada

Ruang Morrey, Ruang Morrey diperumun, dan Ruang Morrey Lemah.

3.3 Tahapan Penelitian
Metode penelitian dalam penelitian ini dilakukan melalui beberapa tahap
sebagai berikut:
a. Studi Literatur
Pada tahap ini dikaji materi dasar mengenai ruang bernorma, ketaksamaan
Minkowski, ketaksamaan Holder, ruang Lebesgue, ruang Morrey, sifat-sifat
inklusi pada ruang Morrey, ruang Grand Lebesgue, ruang Grand Morrey.
b. Hubungan Ruang Grand Morrey dengan Ruang Grand Lebesgue
Pada tahap ini didefinisikan ruang Lebesgue dan ruang Grand Morrey serta
kaitan keduannya, dan untuk mempermudah pembuktian digunakan definisi ruang
Grand Morrey.
c. Menyelidiki Sifat-Sifat Inklusi pada Ruang Grand Morrey
Pada tahap ini diselidiki sifat-sifat inklusi pada ruang Grand Morrey dengan

1<p<p;<o,0>0dan1 <1, <1, <1 melalui beberapa teorema:



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Ruang Grand Morrey
Ruang Grand Morrey merupakan ruang fungsi terukur dengan jari-jari 0 <
r < d. Untuk membahas sifat-sifat inklusi yang dimiliki Ruang Grand Morrey akan
dijelaskan terlebih dahulu mengenai definisi dari Ruang Grand Morrey.
Definisi 4.1.2 (Meskhi, 2011) Misalkan 1 <p <o, 8 >0 dan 0 <A < 1.
Ruang Grand Morrey, dinotasikan LP»®4(X, i), untuk suatu kelas fungsi f: X - R

dengan norm

1

co (r-¢)
Ifllmoacyy = sup  sup | ————=[,IfMIP~Edu(y) <
o<e<p-1 X\ (u(B(x, 1))

o<r<d
4.2 Sifat-Sifat Inklusi pada Ruang Grand Morrey
Teorema4.2.1.Jikal <p, <p, <o,0>0dan1 <A< 1. Maka
LPOA(X, 1) € LPOOA(X, 1)
Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa || f1l p06.4.x 4y < I1f Il p2262x

Ambil sembarang f € LP94(X, 1) dengan menggunakan Ketaksamaan Holder

dan p; < p,.
1
Ee f D1—€
I lpnoaceyy = sup - sup |=—————5 [, , [F I "*du()
' (o)
o<e<p-1 xR LB, T)
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1
6

— 1—€ P1—
< s ot sup (u(BGu )T iy s P au)|

0<r<d

0<E<p-1
o<r<d

o P T pime
s( sup gpl-e> sup (B G )P [z F e F )P )

\< sup (H(B(xr))” ) [H(B(x’r)omxr)(lf(y)lp o ‘du(y)> *(Fager ) ”] /

(]<r<d

sup sP €
0<E<p—-1

1
0

< su spzssu B(x,r p2 5[—
0<£<E 1 p (M( ( )) u(B(x,r)
0<r<d

S semlfOIPedun)] ™

89 f p2—¢€
S sup sup |————— )5, n|fOIIP25du(y)
o<é<p-1 x€R |(u(B(x,7))

< ”f”Lpz),@,ﬂ(X,u)
Dapat diketahui bahwa f € LP2%4(X, ). Oleh karena itu LP2294(X,u)

LPOOA(X, )

Contoh 4.2.1. Misalkan 1 <p; <p, <o ,0>0dan 1<A1<1. Bola B=

{y € X:p(x,y) <r}dan fxg(y) merupakan fungsi karakteristik dari B, maka
PO (X, 1) € LPOOA(X, 1)

Bukti :

Ambil sembarang f € LP19A(X, i)

1

89 pP1—¢
Ifllpnoax,y = sup  sup S IfxePr=edu(y)
) A7 B(x,1) k
Ot (n(B(x,1))
1
< sup s sup (u(B(x, ) I |f Xk|p1_£du(y)]p1_g
0<€é<p-1 . d M(B(X,T)) B(x,r)
<T<

0<E<p-1
o<r<d

<,z )<p () [ Tl ™ )] )
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1

P1
P1—¢€

= - Bt ) 78\‘
sup eP - (( sup (u(B(x, r))P > l“(B(x r)( B(xr) ( ka| >P1 dﬂ(}’)) (fB(x,T) d#(}’))l pzs‘ /

0<£<p 1
0<r<d
1-1

1 Dy—€ P2—
< P =4 P2—¢€
< Sup ebes sup (u(B(x,7))P2"¢ [ BT [P d#(y)]

_1

O<r<d

1

89 p2—¢€
< sup sup |———— [, lf e )
o<teros 228, |(ucocs )’

< ”f”Lpz)ﬂr’l(X,u)

Terbukti bahwa LP294(X, u) € LPDOA(X, 1).

Teorema 4.2.2. Diberikan1 <p < 00,0 >0dan 0 < 1; < 4, < 1. Maka
LPO% (X, 1) € LPOM(X, ).
Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa || f [, »).6.2, ) = Lf Il ;)02 )

Ambil sembarang f € LP»21(X, 1) dengan menggunakan Ketaksamaan Holder

dan 4, < A4,.

1

86 p—¢&

—— g fMIPd
(#(B(x’r))hf o FONIP~du(y)

m — su su
”f”LP) 1(X,u) 0<£<g_1 xeg
o<r<d

1-44

9
< sup e sup (B e

0<r<d

Fonlf @IPau)]

o e
S( sup spl"“)( sup (k(B(x, r)) p-e [ TN B(x,r)lf(y)lp‘gdu(y)]p )

0<E<p-1
0<r<d

1-1,

0 g\ 5z
< ( sup gm—S) sup (u(B(x, 7)) P¢ [7 fB(x,r)|f(}’)|p_€dM(J’)]

0<E<p-1 u(B(x,1))

o<r<d
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1

9 1-1, 1 p—¢
< su spfsu B(x,r))p~¢ [— p=¢q ]
S up (k(B(x,)) P~ LBy ) e f O du)
0<r<d
1
89 p—¢
< sup  sup [————- [ o [fOIIPEdu(y)
oer=t XX | (u(B (e 1))

IA

”f”LP),GVlZ(X'“)
Dapat diketahui bahwa f € LP%42 (X, u). Oleh karena itu LP>9%2 (X, u)

LPYOM (X, )

Contoh 4.2.2 Misalkan 1 <p; <p, <o , 8>0dan 1<1<1. Bola B=
{y € X:p(x,y) < r}dan fxg(y) merupakan fungsi karakteristik dari B, maka

L2 (X, 1) < LPOA (X, ).

Bukti. Ambil sembarang f € LP>%*1(X, u) dengan

1

89 p—¢
||f||Lp),9,/11(Xﬂ)= sup  sup —,1 s M X~ Edu(y)
’ _ 1Y B(xr)
A (u(B(x, 1)
Menggunakan Ketaksamaan Holder
1

< p—¢ B p—€ | ——— d ]

3507 sup (0Gn) P [ Tl )

0<r<d

6 14 1
=(,m.) e ol o]

0<E<p-1
o<r<d

1-1,
o 1, \'h =
S( sup gl’l—8> iléﬁ (,u(B(x,r)) p-¢ [,u(B(X =) B(xT)|ka| d,u(y)]
1

6 1-1, ooy

p—¢ 1 p-
<, Suw lep € sup (u(B(x,7))P=¢ [m [oaml il du(y)]
0<r<d
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1
€® p-e
< sup sup |—————Jpn P dN()
0<E<p— 102521 (M(B(x )) 2

< fllpronzcx

Terbukti bahwa LP)942(X, u) € LPOA1 (X, u).

Teorema 4.2.3. Diberikan 1 < p; < p, < 0,0 >0dan 0 < 1; < 1, < 1. Maka
LpZ)'Q!AZ (X, ‘Ll) g Lpl)!gﬁll (X’ ‘Ll).
Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa [|f 1], p1)6.4, o) S £l p2).6.22 o

Ambil sembarang f € LPV9*1(X, 1) dengan menggunakan Ketaksamaan Holder,

P1 < D2 dan /11 < AZ'

1
89 P1—€
llgpooms = SUp  Sup |————— [y [FODP5du»)
), 1 (x,1)
0<E<p-1 zTEFLRd (M(B(x ))
1
6 1-14 f T
< sup &P1—¢ su B(x,r 18[ P1—¢qg ]
Jup 0 pd(#( (x,7))P LBy e f O E k()
<T'<

0 1A 1 IR
(o2 )| s GOCP s O 0

o<r<d

1-1,
—&\ 1-1,

P 1
P1—€ P2—¢€ P1i—€ —e1p —¢
0 \p—t 1‘2 1 P2t Pa—¢ 17% Pime
<<o<ssli§ S ) ((<E§§a(u(3(&ﬂ)m ) ) [/‘(B(x.r)(fﬂ("f)(lf PP (T, ) " ] )

_6 1-4, 1 D2~
< sup e sup (uBGe P [ g [FODP o)

0<é<p-1

1

0<r<d

< ”f”LPz),QJZ(X,u)
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Dapat diketahui bahwa f € LP20%2(X, u). Oleh karena itu

LPDOA2 (X 1) € LPOBA(X, ).

Contoh 2.13. Misalkan 1 <p; <p, <o , 8>0dan 1<1<1. Bola B=
{y € X:p(x,y) < r}dan fxg(y) merupakan fungsi karakteristik dari B, maka

Maka LP2)9%2 (X, u) € LPVOM (X, ).

Bukti. Ambil sembarang f € LF"Y°™ (X, p)

1
co pP1—€
Ifll po6a1(x,y = sup  sup —;L s Xl P Edu(y)
’ _ 17 B(x,r)
0<E<p 1025561 (,u(B(x ))
Menggunakan Ketaksamaan Holder
1
89 P1—€
”f”Lpl)'e"ll(Xu) sup  sup —A s XIPEdu(y)
’ 17 B(x,r)
0<E<p-1 zTEFLRd (M(B(x ))

1

6 1-44 1 py—& pi—c
< sup &= sup (u(B(x, 1)) f[ SBET) Jscem il du(y)]

0<E<p-1
0<r<d
0 1-1 1 1
1-4 _ pi=F
< sup ¢&P1—¢ su B(x,1))P1—¢ [_ p1 gd ]
<0<s<g—1 ) Oxeﬁd(”( ( )) u(B(x,1) fB(x,r)lek| u()
<r<

1-1,
_ 1—E\ 1o 1
o \B2 " );i; =T [ e pie I e
< Pi-e I L 1-£)ps—e 2
<(, 5w e sup wu(B(x,1) y(B(x,r)( oo F 2P #()’)) ( Beer) #(}’))
0<r<d
1

1-2, Pa—€
S el 2P|

6
< su sl’zgsu (B(x,r))P2~ [—
j2up_ €978 sup (B Co)™ s
0<r<d

< ”f”LPz),QJZ(X,u)

Terbukti bahwa LP2942 (X, u) € P94 (X, u).



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Pembahasan terkait sifat-sifat inklusi pada ruang Grand Morrey telah diteliti
sebelumnya. Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa:
a Jikal<p, <p,<o,8>0dan0<A; <A, <1, maka LP20%2 (X, )
Lpl)ieill (X, #)
b.lika 1<p<oo, >0 dan 0<A; <A, <1, maka LP9%(X,u)c
LPOA (X, ).
c.Jikal<p, <p,<o0,0>0dan0<A; <21, <1, maka LP20%2 (X, )

Lpl)ieill (X, #) .

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan

Saran untuk penelitian selanjutnya yaitu peneliti dapat meneliti sifat-sifat

inklusi pada ruang yang lain atau menggunakan metode yang berbeda.

33



DAFTAR PUSTAKA

Adams, D. R. (2015). Morrey spaces. In Applied and Numerical Harmonic
Analysis (Issue 9783319266794). https://doi.org/10.1201/9781003042341

Alemneh, H. T., Makinde, O. D., & Theuri, D. M. (2020). Optimal control model
and cost-effectiveness analysis of Maize streak virus pathogen interaction
with pest invasion in Maize plant. Egyptian Journal of Basic and Applied
Sciences, 7(1), 180-193. https://doi.org/10.1080/2314808%.2020.1769303

Bartle, R. G. (1955). Robert-G.-Bartle-The-Elements-of-Integration-and-
Lebesgue-Measure-Wiley-Interscience-_1995 .pdf.

Capone, C., Formica, M. R., & Giova, R. (2013). Grand lebesgue spaces with
respect to measurable functions. Nonlinear Analysis, Theory, Methods and
Applications, 85, 125-131. https://doi.org/10.1016/j.na.2013.02.021

Gunawan, H., Hakim, D. I., & Idris, M. (2018). Proper inclusions of morrey
spaces. Glasnik Matematicki, 53(1), 143-151.
https://doi.org/10.3336/gm.53.1.10

Gunawan, H., Hakim, D. I., Limanta, K. M., & Masta, A. A. (2017). Inclusion
properties of generalized Morrey spaces. Mathematische Nachrichten,
290(2-3), 332-340. https://doi.org/10.1002/mana.201500425

Iwaniec, T., & Sbordone, C. (1992). On the integrability of the Jacobian under
minimal hypotheses. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 119(2),
129-143. https://doi.org/10.1007/BF00375119

Kadets, V. (2018). A Course in Functional Analysis and Measure Theory. In
Springer, Universitext book series. https://doi.org/10.1007/978-3-319-92004-
7

Landsberg, M. (1966). K. Yosida, Functional Analysis. (Die Grundlehren der
mathematischen Wissenschaften, Band 123) XII + 458 S.
Berlin/Heidelberg/New York 1965. Springer-Verlag. Preis geb. DM 66, —.
In ZAMM - Zeitschrift fur Angewandte Mathematik und Mechanik (Vol. 46,
Issue 1). https://doi.org/10.1002/zamm.19660460126

Meskhi, A. (n.d.). Integral Operators in Grand Morrey Spaces.

Meskhi, A. (2011). Maximal functions, potentials and singular integrals in grand
Morrey spaces. Complex Variables and Elliptic Equations, 56(10-11), 1003—
1019. https://doi.org/10.1080/17476933.2010.534793

National, G., & Pillars, H. (n.d.). Metodologi Penelitian Kualitatif & Grounded
Theory.

Peressini, E., & Randol, B. (1970). An Introduction to Real Analysis. In The

34



American Mathematical Monthly (Vol. 77, Issue 1).
https://doi.org/10.2307/2316879

Rahman, H. (2020). Inclusion Properties of The Homogeneous Herz-Morrey.
Cauchy, 6(3), 117-121. https://doi.org/10.18860/ca.v6i3.10114

Royden, H., & Fitzpatrick, P. (2010). Halsey Royden, Patrick Fitzpatrick-Real
Analysis (4th Edition)-Prentice Hall (2010).

Umarkhadzhiev, S. M. (2014). Hardy-L.ittlewood maximal operator in generalized

grand Lebesgue spaces. AIP Conference Proceedings, 1637(3), 1137-1142.
https://doi.org/10.1063/1.4904689

35



RIWAYAT HIDUP
Mega Nur Azizah, Lahir di Malang pada 02 Agustus 2000.

Merupakan anak pertama dari pasangan Siswanto dan Yunifah
Asmaning. Perempuan yang kerap dipanggil Mega ini telah

mengikuti pendidikan formal maupun nonformal sejak SMA

yaitu di SMAN 01 Bululawang dan PP. At-thohiriyah yang
lulus pada tahun 2018. Selain itu, saat mengenyam pendidikan di SMA Mega juga
mengikuti kegiatan ekstrakulikuler yaitu Organisasi Basket Club dan menjadi
pengurus pondok sebagai bendahara di PP. At-Thohiriyah. Selanjutnya setelah
tamat dari pendidikan SMA Mega melanjukan pendidikannya di UIN Maulana
Malik Ibrahim Malang dan melanjutkan pendidikan non formalnya di PP. AL-
Hikmah Al-Fathimiyyah Malang mengikuti program Tahfidz Al-Quran. Pada tahun
2019-2020 Mega mengikuti organisasi Lembaga Bimbingan Belajar Ahaf Institute
sebagai pengurus organisasi Yyaitu devisi penelitian dan pengembangan.
Selanjutnya, pada tahun 2020-2021 sebagai bendahara. Tahun 2019- saat ini masih

menjadi pengajar di Lembaga Bimbingan Belajar Ahaf Institute.

36



KEMENTERIAN AGAMA RI

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI

MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI!

JI. Gajayana No.50 Dinoyo Malang Telp. / Fax. (0341)558933
e e e o e 0.t 0 et Al At Bt i

BUKTI KONSULTASI SKRIPSI

Nama : Mega Nur Azizah
NIM : 18610094
Fakultas / Program Studi : Sains dan Teknologi / Matematika
Judul Skripsi : Sifat-Sifat Inklusi pada Ruang Grand Morrey
Pembimbing I : Dr. Hairur Rahman, M.Si
Pembimbing II : Ema Herawati, M.Pd
No Tanggal Hal Tanda Tangan
I. |21 Maret2022 | Konsultasi Bab I L
2. | 28 Maret 2022 Konsultasi Revisi Bab I \ T2 \r
3. |4 April 2022 Konsultasi Bab 11 dan 111 X
4 8 April 2022 Konsultasi Revisi Bab II dan IIT 4.
5. | 11 April 2022 Konsultasi Kajian Agama 5. Lk
6. | 25 April 2022 Konsultasi Revisi Kajian Agama \ 6. %
7. | 29 April 2022 Konsultasi Bab IV 7.4
8 2 Mei 2022 Konsultasi Kajian Agama X 8. &
9. |23 Mei2022 Konsultasi Bab IV 9.§ ’
10. | 20 Juni 2022 Konsultasi Revisi Kajian Agama . 10_«&
11. | 20 Juni 2022 Konsultasi Revisi Bab I, II, dan III | 11. x/' I
12. | 23 September 2022 | Konsultasi Bab IV dan V . I2X
13. | 15 Oktober 2022 | Konsultasi Revisi BabIVdan V| 13, } )
14. | 21 Oktober 2022 | Konsultasi Kajian Agama ) 14,9%_
15. | 13 Desember 2022 | ACC Keseluruhan 15.\( )

Malang, 14 Desember 2022
_——Mengetahui,
T

\ ;' % (.““"‘n ,u:" ~
"‘ 'Dl"T‘kly Susanti, M.S¢
_NIP 19741129 200012 2 005




