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ABSTRAK

Irfan, Muhammad. 2022. Indeks dan Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan
Kedua Pada Graf Total dari Ring Bilangan Bulat Modulo 2p. Skripsi. Program
Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Prof. Dr. H. Turmudi, M.Si., Ph.D (1)
Mohammad Nafie Jauhari, M.Si

Kata Kunci : Indeks dan koindeks Zagreb pertama, indeks dan koindeks Zagreb kedua,
graf total, ring bilangan bulat modulo 2p

Teori graf adalah pengembangan dari ring, Graf adalah pasangan himpunan
(V,E)dengan V adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang
disebut sebagai titik dan E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan
dari titik-titik berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Penelitian ini bertujuan untuk
mengetahui bentuk umum dari Indeks dan koindeks Zagreb pertama serta indeks dan
koindeks Zagreb kedua pada graf total dari ring bilangan bulat modulo 2p dengan p > 3
dimana p merupakan bilangan prima. Metode penelitian yang digunakan adalah studi
literatur dengan merujuk pada beberapa buku serta jurnal ilmiah. Hasil penelitian yang
didapat adalah sebagai berikut:

1) Indeks dan koindeks Zagreb pertama pada graf total ring komutatif Z,, dengan p
adalah bilangan prima dan p > 3 adalah:

Ey (I(2Z5)) = 4x 2p

By (I'(Z2)) = 4% (p(p - 1))
2) Indeks dan koindeks Zagreb Kedua pada graf total ring komutatif Z,, dengan p
adalah bilangan prima dan p > 3 adalah:

E; (I (Z2)) =4p?
E; (I'(25)) =4 (p(p - 1)
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ABSTRACT

Irfan, Muhammad. 2022. The First and Second Zagreb Eccentricity Index and
Coindex on the Total Graph of the Integer Ring Modulo 2p. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang . Supervisor: (I) Prof. Dr. H. Turmudi,
M.Si., Ph.D (I1) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Keywords: First Zagreb Eccentricity Index and Coindex, second Zagreb Eccentricity
Index and Coindex, total graph, ring integers modulo 2p.

Graph theory is the extension of the ring, graph is a pair of sets (V, E) where V is
non-empty finite set of objects called vertices and E is a (possibly empty) set of unordered
pairs of different vertices of V called edge. The purpose of this research is to determine
the general form of the first and second Zagreb index and co-index on the total graph of
the integer ring modulo 2p with p > 3 where p is a prime number. The research method
used literature study using several books and scientific journals. The research results
obtained are as follows:

1. The first Zagreb index and co-index on the commutative ring total graph Z,,,
with p is a prime number and p = 3 is:

Ey (I(2Z5p)) = 4x2p
E; (I(2Z3)) =4 x (p( - 1))

2. The second Zagreb index and co-index on the commutative ring total graph Z,,,
with p is a prime number and p = 3 is:

E; (I(2Z2)) = 49>
E; (r(22)) =4 % (p(p — 1)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan cabang ilmu matematika yang sudah cukup lama
dikenal dan hasil penelitiannya masih banyak digunakan hingga saat ini. Hal ini
dikarenakan pengaplikasiannya yang begitu relevan sebagai penyelesaian masalah
dalam kehidupan sehari-hari. Contoh sederhana teori graf adalah mengenai
hubungan antara sesama manusia yang di dalam Al-Qur’an sebagaimana telah
disebutkan dalam Q.S Al-Hujurat ayat 10, yang artinya :
“Orang-orang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu, damaikanlah

(perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah terhadap Allah,
supaya kamu mendapat rahmat.”

Pada ayat di atas, menjelaskan tentang setiap hamba Allah di muka bumi ini
sebenarnya memiliki keterhubungan yang disebut sebagai tali persaudaraan. Dalam
hal ini antar sesama hamba dapat dipresentasikan sebagai tititk-titik dalam suatu
graf sedangkan sisi-sisinya merupakan representasi dari hubungan antara sesama
hamba yang disebut sebagai rasa persaudaraan. Pada ayat tersebut juga dijelaskan
bahwa apabila menemui suatu permasalahan dalam menjalin suatu hubungan
dengan orang lain hendaknya segera mencari solusi agar tercipta kedamaian di
antara keduanya. Apabila hubungan yang terjalin sudah cukup baik, maka
dianjurkan untuk senantiasa menjaga hubungan tersebut.

Ring merupakan salah satu bagian dalam ilmu matematika yang masih
banyak diteliti di masa kini karena penyelesaiannya dapat dijadikan solusi dalam
memecahkan permasalahan kehidupan sehari-hari. Ring adalah suatu himpunan

dengan operasi penjumlahan dan perkalian biner dengan syarat memiliki sifat grup



abelian terhadap penjumlahan, assosiatif terhadap perkalian, dan distributif
perkalian terhadap penjumlahan. Apabila operasi perkalian ring tersebut bersifat
komutatif maka ring tersebut dikatakan ring komutatif. Apabila ring tersebut
memiliki identitas perkalian maka ring tersebut dikatakan ring dengan unsur
kesatuan (Wicaksono & Soleha, 2013). Misalkan n merupakan bilangan bulat
positif, dengan n > 1, dan a, b adalah bilangan bulat, Jika n membagi a — b, maka
dapat dikatakan a kongruen b modulo n atau dapat dinotasikan a = b(mod n)
(Henky, Hijriyah, & Habibi, 2014).

Dahulu pada awal mula penyebab munculnya ilmu teori graf disebabkan
perihal permasalahan yang terjadi pada jembatan di kota Konigsberg (sebelah timur
negara bagian Prussia, Jerman) atau yang sekarang bernama kota Kaliningrad. Di
kota tersebut terdapat tujuh jembatan yang menghubungkan empat daratan yang
dibelah oleh sungai Pregal yang mengitari pulau Kneiphof, permasalahannya
adalah apakah mungkin ke tujuh jembatan tersebut dapat dilalui tepat satu kali dan
kembali ke tempat awal pemberangkatan. Ilmu teori graf pertama kali muncul
ketika seorang matematikawan swiss Leonhard Euler pada tahun 1736 mencoba
menyelesaikan masalah tersebut dengan memodelkannya ke dalam graf dengan
menyatakan daratan sebagai titik V (vertex) dan jembatan sebagai sisi E (edge)
(Munir, 2010). Graf adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda
di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik dan sisi di G masing-masing

dinotasikan dengan V(G) dan E(G) (Chartrand & Lesniak, 1986)



Indeks eksentrisitas Zagreb pertama didefinisikan sebagai E;(G) =
Yuev(c) e()?. Indeks eksentrisitas Zagreb kedua didefinisikan sebagai E,(G) =
Yuwver) e(e(v). Penelitian terkait indeks Zagreb pertama dan kedua telah

dilakukan oleh Gutman (2015) dengan jurnal berjudul On Zagreb Indices and
Coindices yang membahas tentang suatu himpunan yang dibagun oleh indeks
Zagreb dan koindeks dari graf beserta komplemennya.

Materi mengenai koindeks Zagreb pertama dan kedua merupakan materi
pelengkap dalam penelitian ini. Untuk koindeks Zagreb pertama memiliki bentuk
umum E;(G)= Yyvers)le(u) + e(v)]. Koindeks Zagreb kedua memiliki bentuk
umum E,(G)= Xyver) e(we(v) (Ashrafi, Hamzeh, & T.Doslic, 2010).

Perbedaan penelitian ini dengan beberapa penelitian sebelumnya adalah
penelitian ini membahas mengenai eksentrisitas yang merupakan jarak (distance)
terjauh yang diterapkan pada rumus indeks Zagreb, sehingga pembahasannya tidak
menggunakan derajat (degree). Selain itu adanya penambahan materi koindeks juga
menjadi pembeda tersendiri dibandingkan penelitian sebelumnya. Hal ini
memotivasi penulis melakukan penelitian dengan judul “Indeks dan Koindeks
Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Total dari Ring Bilangan Bulat

Modulo 2p”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan di atas, maka rumusan
masalah penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana bentuk umum indeks dan koindeks eksentrisitas Zagreb pertama

pada graf total dari ring bilangan bulat modulo 2 p dengan p prima?



2. Bagaimana bentuk umum indeks dan koindeks eksentrisitas Zagreb kedua

pada graf total dari ring bilangan bulat modulo 2p dengan p prima?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penulisan skripsi ini sebagai
berikut:
1. Mengetahui bentuk umum dari indeks dan koindeks eksentrisitas Zagreb
pertama pada graf total dari ring bilangan bulat modulo 2p dengan p prima.
2. Mengetahui bentuk umum dari indeks dan koindeks eksentrisitas Zagreb kedua

pada graf total dari ring bilangan bulat modulo 2 p dengan p prima.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan membawa manfaat sebagai berikut:

1. Bagi penulis yaitu dapat mengetahui proses pembuktian mengenai pola bentuk
umum dari indeks dan koindeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada

graf total dari ring bilangan bulat modulo 2p dengan p prima.

2. Bagi peneliti selanjutnya yaitu dapat dijadikan rujukan penelitian bidang
Matematika khususnya mengenai topik yang berhubungan dengan teori graf
contohnya menemukan solusi untuk menentukan rute perjalanan terpendek

yang menerapkan konsep indeks dan koindeks Zagreb pertama dan kedua.



1.5 Batasan Masalah

Pada penelitian ini, permasalahan dibatasi dengan hanya menggunakan
p = 3, dengan p merupakan bilangan prima. Pada penelitian ini nilai p tidak
dimulai dari 2 dikarenakan pada graf total memiliki syarat antar titik harus
terhubung dengan titik lain, sedangkan apabila p bernilai 2 memiliki bentuk graf
yang memuat 2 titik yang tidak saling terhubung. Penelitian ini hanya berfokus pada
ring komutatif Zg Z,4, Z14, Z,, dikarenakan sampai Z,, telah dapat diketahui pola
bentuk umum dari indeks dan koindeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua dari

ring bilangan bulat modulo 2p dengan p merupakan bilangan prima.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Teori Pendukung
2.1.1 Grup
Grup yang merupakan suatu himpunan yang tidak kosong dan suatu
operasi biner dengan memenuhi beberapa. Misalkan ¢ melambangkan himpunan
yang tak kosong dan operasi + pada & adalah suatu operasi biner. Jika (G, +)
suatu monoid yang setiap unsurnya mempunyai invers dalam G, maka barulah
(G, +) dapat disebut sebagai grup (Sukirman, 2005).
Definisi Grup
Himpunan merupakan himpunan tak kosong dengan operasi biner + dapat
dinotasikan (G, +) adalah suatu grup, jika memenuhi aksioma berikut:
(i) Bersifat asosiatif, yaitu untuk semua a, b,c € G maka
(a+b)+c=a+ (b+c), operasi + asosiatif di G
(1) Memiliki identitas terhadap operasi + di G , identitas dimisalkan e .
Sehingga berlakua + e =e+a=a, Va€Gga.
(i) Setiap unsur pada G memiliki invers terhadap operasi +
Untuk setiap a € G terdapat a=! € G, a~ merupakan invers dari a,
Sehingga a + a™! = a™! + a = e. Dengan e adalah identitas
(Raisinghania & Aggarwal, 1980)
Contoh Grup
Misalkan (Z,+) merupakan grup, dengan Z adalah himpunan bilangan

bulat dan + adalah operasi penjumlahan. Karena (Z , +) memenuhi



(i) Ambila,b,c € Z,maka(a+ b) +c=a+ (b + ).
Jadi operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z.
(i) Terdapat 0 € Z sehinggaa+0=04+a=a, Va€eZ
Jadi 0 adalah identitas penjumlahan.
(ili) Untuk a € Z ada (—a) € Z, sehingga a + (—a) = (—a) + a = 0.
Jadi invers dari a adalah (—a)
Jadi (Z , +) merupakan grup.
Definisi Grup Komutatif
Suatu grup (G, +) dengan operasi biner + memenuhi sifat komutatif yaitu
a+b=>b+a, dengan a,b € G maka (G,+) disebut grup komutatif atau grup
abelian (Raisinghania & Aggarwal, 1980).
Contoh Grup Komutatif
Misalkan (Z,+) merupakan grup, dengan Z adalah himpunan bilangan
bulat dan + adalah operasi penjumlahan. Selanjutnya (Z , +) merupakan grup
komutatif, karena (Z,+) adalah grup dan V x,y € Z berlaku
x+y=y+x.
Jadi (Z, +) merupakan grup komutatif
2.1.2 Ring
Ring dinotasikan dengan R merupakan suatu himpunan dengan dua macam
operasi, yakni penjumlahan (+) dan juga perkalian (x) biner dengan syarat

memenuhi beberapa aksioma ring (Dewi, 2011).



Definisi Ring

a. Suatu ring (R,+,X) merupakan suatu himpunan dinotasikan dengan R
dengan operasi biner penjumlahan (+) dan juga perkalian (x), yang
didefinisikan pada R sedemikian sehingga memenuhi aksioma berikut:

1. (R, +) adalah grup abelian.
2. Memiliki sifat asosiatif terhadap perkalian.

Untuk semua a, b,c € R, maka berlaku a x (b x¢) = (a x b) x c.
3. Memiliki sifat distributif

Untuk semua a,b,c € Z, maka memenuhi hukum :

Distributif kiri a x (b + ¢) = (a xb) + (a x ¢) , dan

Distributif kanan (a + b) x ¢ = (a xc¢) + (b x ¢)

b. Ring komutatif adalah suatu ring yang bersifat komutatif terhadap operasi
perkalian. Ring dikatakan komutatif jika untuk semua a, b € R maka
bxa=axhbh.

c. Ring dengan kesatuan adalah suatu ring R dengan suatu identitas perkalian 1
sedemikian hinggax X 1 = 1 X x = x untuk semua x € R.

d. Jika n adalah bilangan bulat dengan n > 1, maka (Z,, +,x) adalah ring
komutatif dengan unsur kesatuan 1 € 7Z, (Buchmann, 2004)

Contoh Ring

Buktikan bahwa (Z,+,x) dengan Z adalah himpunan beranggotakan
bilangan bulat, dengan + merupakan operasi penjumlahan dan X merupakan
operasi perkalian adalah ring!

Akan dibuktikan jika (Z, +,%x) merupakan ring



1. Pada contoh 2.1.1.1 telah dibuktikan bahwa (Z,+) merupakan grup
abelian.

2. Operasi X bersifat asosiatif di Z.
Untuk semua a, b,c € Z, maka berlaku a x (b x ¢) = (a x b) x c.

3. Operasi perkalian (x) bersifat distributif terhadap (+)

Distributif kanan :

ax(b+c)=(axb)+ (axc),untuksemuaa,b,c € Z

Distributif Kiri :

(a+b)xc=(axc)+ (bxc),untuk semuaa,b,c € Z
Jadi, terbukti (Z, +,x) merupakan suatu ring.

Diketahui (Z, +,x) merupakan ring, karena operasi kedua (x) bersifat
komutatif di Z, yakni berlaku a X b = b X a, untuk setiap a,b € Z, maka
(Z,+,x) merupakan suatu ring komutatif. Karena terdapat unsur identitas
perkalian di Z terhadap operasi kedua (x), sehingga untuk setiap a € Z berlaku
axl=1Xxa=a,dengan 1 € Z , maka (Z, +,x) adalah ring dengan unsur
kesatuan.

2.1.3 Kongruensi Modulo n

Misalkan n merupakan bilangan bulat positif, dengan n > 1, dan a, b
adalah bilangan bulat. Jika n membagi a — b, maka dapat dikatakan a kongruen
b modulo n atau dapat dinotasikan a = b(mod n). Dikatakan a tidak kongruen
dengan b modulo n iikan tidak membagi a — b, atau dinotasikan a # b(mod n).
Misalkan 0 <r <nmaka a = r(modn) dapat dinotasikan r = amodn

(Henky, Hijriyah, & Habibi, 2014).
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Contoh
27 = 3(mod 4) karena (27 — 3) terbagi oleh 4.
30 £ 7(mod 14) karena (30 — 7) tidak terbagi oleh 14.
2.1.4 Pembagi Nol

Suatu elemen x dari ring komutatif R disebut pembagi nol apabila terdapat
elemen tak nol y € R sedemikian hingga x X y = 0 atau y X x = 0. Himpunan
pembagi nol dari ring R dinotasikan dengan Z(R) (Joshi, 2014).
Pembagi nol dapat dicontohkan sebagai berikut:
Misalkan terdapat sebuah ring bilangan bulat modulo 6 yang dinotasikan dengan
2.1.5 Graf

Graf G merupakan pasangan himpunan yang terdiri atas himpunan
tidak kosong serta berhingga V() dariobyek disebut vertex yang dapat diartikan
sebagai titik dan himpunan (mungkin kosong) E£(G) dari pasangan titik
yang disebut edge atau dapat diartikan sebagai sisi. Banyaknya titik pada G
disebut order dinotasikan dengan p(G) sedangkan banyaknya sisi pada G disebut
ukuran dinotasikan dengan ¢(G) (Chartrand & Lesniak, 1986)

Graf dicontohkan sebagai berikut

7 =1 g

Gambar 2.1 Contoh Graf

Pada gambar 2.1 diperoleh bahwa himpunan V(G) dan E(G) pada graf G adalah
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sebagai berikut:
V(G) = {v1,v2,V3,V4, Vs}
E(G) = {eq,ez,€3,€4,€5,€6}
Dengan keterangan sebagai berikut:
e; = (V1,V4) e3 = (V1,v3) es = (V3 Vs)
ey = (V1,v2) ey = (V3,0,) ee = (V2,3)
a. Terhubung dan Terkait Langsung
Misal e, adalah sisi di graf G yang menghubungkan titik « dan v, maka
u dan v disebut terhubung langsung (adjacent). Titik u dan v dihubungkan oleh
sisi e = (u,v), sehingga e dan v serta e dan u disebut terkait langsung
(incident). Sisi e = (u, v) dapat dinotasikan sebagai e = uv (Chartrand &
Lesniak, 1986) .
Perhatikan gambar graf | yang memuat himpunan titik V = {v, v,} dan

himpunan sisi E = {e,}.

=51

Gambar 2.2 Terhubung Langsung dan Terkait Langsung

Pada gambar 2.2 menunjukkan bahwa v1 dan v, disebut terhubung langsung
karena dihubungkan oleh sisi e;.
b. Terhubung langsung

Jika titik u dan v adalah titik di graf G dengan e = uv adalah sisi di G,
maka dapat dikatakan titik u bertetangga dengan titik v (Chartrand & Lesniak,

1986).
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Pengertian terhubung langsung dapat dicontohkan pada gambar berikut:

Gambar 2.3 Graf untuk Menjelaskan Terhubung Langsung

Pada gambar 2.3 diperoleh bahwa v1 bertetangga dengan va, v3 dan vo.
v, bertetangga dengan vi dan vz. vz bertetangga dengan v1, vz, v4 dan vs. v
bertetangga dengan v1 dan vs, sedangkan vs bertetangga dengan vs.
c. Graf Total

Graf total dari ring R dinotasikan dengan r'(R) adalah graf yang titik-
titiknya merupakan semua anggota ring R dan dua titik berbeda x dan y akan
terhubung langsung jika dan hanya jika x + y = Z(R) atau pembagi nol dari
R. (Anderson & Badawi, 2008)
Pembagi nol dapat dicontohkan sebagai berikut:

Misalkan terdapat sebuah ring bilangan bulat modulo 6 yang dinotasikan

memiliki pembagi nol, yakni {2, 3, 4}
d. Jarak

Untuk suatu graf terhubung G, maka jarak (distance) d(u, v) antara dua
titik u dan v di G adalah panjang dari lintasan terpendek yang

menghubungkan u dan v di G (Chartrand & Lesniak, 1986)

Perhatikan graf G sebagai berikut:



13

173 g a

Gambar 2.4 Graf untuk Menjelaskan Jarak

Dari gambar 2.4 diperoleh jarak antar titik sebagai berikut:
d(vy,v2) =1 d(w,v3) =1 dw,vy) =1 d(vy,vg) =2
d(vy,v1) =1 d(wyv3) =1 dwyv) =2 d(vyvg) =2
d(vs,v1) =1 d(vs,v,)=1 d(vsv,)=1 d(vsvs)=1
Ad(y,v1) =1 d(vs,v) =2 dWws,v3) =1 d(v,,vs) =2
d(vs,v1) =2 d(s,v,) =2 d(vs,v3)=1 d(vs,v,) =2
e. Eksentrisitas

Eksentrisitas (eccentricity) e(v) dari suatu titik v pada graf terhubung
G merupakan maksimum d(u, v), u € V(G) (Chartrand & Lesniak, 1986)

Contoh:

Gambar 2.5 Graf untuk Menjelaskan Eksentrisitas

Eksentrisitas titik pada contoh gambar 2.5 adalah:

e(vy) =2, e(vy) =2, e(vy)=1, e(vy) =2, e(vs)=2
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2.1.6 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua

Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama (E;) dapat didefinisikan sebagai

berikut:

E@= ) (@)

ueV(G)

Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua (E,) dapat didefinisikan sebagai berikut:

BE@= ) ewe®

w e E(G)
dengan e(u) merupakan notasi dari nilai eksentrisitas dari titik u, sedangkan
e(v) merupakan notasi dari nilai eksentrisitas dari titik v, yang keduanya
terhubung langsung (Ashrafi, Hamzeh, & T.Doslic, 2010).

Contoh:

Perhatikan graf G sebagai berikut:

Gambar 2.6 Graf ¢ untuk Mencari Indeks

Berdasarkan gambar 2.6 diperoleh :

d(vy,v,) =1 d(w,v3) =1 d(w,vy) =1 d(vy,v5) =2
d(vy,v1)=1 d(vy,v3) =1 d(wy,v) =2 d(vy,vs) =2
d(vz,v1)=1 d(v3,v,)=1 d(vs,v,)=1 d(vsvs)=1
AV, 1) =1 d(Vy, 1) =2 dW,,v3)=1 d(v,,vs) =2

d(ws,v1) =2 d(vs,v2) =2 d(s,v3) =1 d(vs,1,) =2
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Eksentrisitas dari graf G pada gambar 2.6 adalah:
e(vy) =2, e(vy)=2, e(vz)=1, e(vy) =2, e(vs)=2

Nilai Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama sebagai berikut:

E@= ) (@)

ueV(G)

= (e()’ + (eWy) + (e() + (e(wy)” + (e(wy))"
=22 +2%+ 124 2% + 22
=17

Nilai Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua sebagai berikut:

BE@= ) ewe®

w €E(G)
=e(vy) e(vy) + e(vy) - e(v3) + e(vy) -e(vy) + e(vy) - e(vs) +
e(v3) -e(vy) + e(v3) - e(vs)
=2-2+2-1+2-2+2-1+1-2+1-2=16
2.1.7 Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua
Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama E; dapat didefinisikan sebagai

berikut:

E.(G) = w;(a)[e(u) +e()]

Koindeks Eksentrisitas Zagreb Kedua E, dapat didefinisikan sebagai berikut:

B@= )  ewe®

uv € E(G)
dengan e(u) merupakan notasi nilai eksentrisitas dari titik u, sedangkan e(v)
merupakan notasi dari nilai eksentrisitas titik v, yang keduanya tidak

terhubung langsung (Ashrafi, Hamzeh, & T.Doslic, 2010).



Contoh:

Perhatikan graf G sebagai berikut:

Gambar 2.7 Graf untuk Menjelaskan Koindeks

Eksentrisitas dari graf G pada gambar 2.7 adalah:
e(vy) =2, e(vy) =2, e(vy)=1, e(vy) =2, e(vs)=2

Nilai Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama sebagai berikut:

E@= ) le+ew)
uv ¢ V(G)

=[e(vy) + e(s)] + [e(vy) + e(va)] + [e(vy) + e(vs)] +
[e(vs) + e(vs)]

=(2+2)x4

=16

Nilai Koindeks Eksentrisitas Zagreb Kedua sebagai berikut:

E@= ) ewe®
uv € V(G)

= (e(vl) X e(vs)) + (e(vz) X e(v4)) + (e(vz) X e(vs)) +
(e(vy) x e(vs))
=(2%X2) X4

=16

16
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2.2 Kajian Agama

Al-Qur’an memiliki begitu banyak keistimewaan. Salah satunya adalah
ayat-ayat dalam Al-Qur’an memiliki keterhubungan erat dengan alam semesta ini
beserta isinya tanpa terkecuali dalam bidang ilmu pengetahuan seperti matematika.
Tak jarang dilakukan penelitian guna mengetahui makna sesungguhnya yang
sebelumnya tersirat dalam ayat-ayat Al-Qur’an.

Pada penelitian ini, penulis mengambil tema terkait dengan Teori Graf. Graf
didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong yang memuat objek-objek yang
disebut titik dan suatu pasangan tak berurutan dari titik-titk berbeda yang disebut
sisi. Di dalam Al-Qur’an, terdapat firman Allah SWT yang dapat direpresentasikan
ke dalam bentuk graf. Berikut adalah salah satu contoh ayat yang dapat dijadikan
kajian agama perihal graf, yakni surat Al-Hujurat ayat 10 yang artinya:
“Orang-orang yang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu damaikanlah
(perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah terhadap Allah,

supaya kamu mendapat rahmat.”(QS.Al-Hujurat:10)

Pada ayat di atas memiliki makna bahwa sesama muslim itu sesungguhnya
bersaudara dalam naungan rahmat Allah Swt sehingga hendaknya menyembah
kepada-Nya. Apabila digambarkan dalam graf, titik pada graf dipresentasikan oleh
orang mukmin dan juga saudaranya. Sedangkan hubungan antara kaum mukmin
dengan saudaranya tersebut digambarkan sebagai garis yang menghubungkan dua

titik atau lebih sehingga terciptalah suatu graf dari ayat tersebut.

Fulan Fulani
& &

Hubungan

Gambar 2.8 Kajian Agama dalam Graf
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Dalam kehidupan sehari-hari faktanya tak jarang harus menghadapi
permasalahan yang apabila tak kunjung diselesaikan, maka akan dapat berakhir
dengan perselisihan antar sesama saudara. Oleh karena itu dalam surat Al-Hujurat
ayat 10 diperintahkan agar dapat menjalin perbaikan hubungan dengan saudara
yang berselisih tersebut, sehingga melahirkan perdamaian dan tidak menimbulkan

perpecahan di antara kaum mukmin.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Teori utama yang akan dibahas ialah mengenai Indeks dan Koindeks Zagreb
pertama maupun kedua yang didapat melalui Graf total dengan ring komutatif Z,,,
Dalam penelitian ini penulis ingin menggunakan data ring komutatif Z,, yang
nantinya akan memiliki batasan masalah yakni untuk p haruslah bilangan prima
dengan ketentuan p > 3. Penelitian ini menggunakan Ze,Z1g, Z14, Z,,. Setelah
mendapatkan gambar dari graf total, maka diharuskan mendata nilai dari jarak atau
distance yang kemudian dapat dicari nilai eksentrisitasnya sehingga dapat
dimasukkan ke dalam rumusan indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua.

Rumus umum dari Indeks Zagreb pertama yaitu:

E@= ) (ew)

ueV(G)
yang mana merupakan hasil penjumlahan dari nilai eksentrisitas yang telah

dikuadratkan dari masing-masing titik dari graf total ring komutatif Z,,,

Rumusan umum dari Indeks Zagreb kedua yaitu:

B@= ) ee®

uv € E(G)
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Yang merupakan hasil perkalian dari nilai eksentrisitas dua titik yang saling
terhubung langsung dari titik dari graf total ring komutatif Z,,,

Rumus umum dari Koindeks Zagreb pertama yaitu:

E@= ) lew+e)]

uv ¢ E(G)
yang merupakan hasil penjumlahan dari nilai eksentrisitas yang telah dijumlahkan

dari dua titik yang tidak terhubung langsung dari graf total ring komutatif Z,,,.

Rumus umum dari Indeks Zagreb kedua yaitu:

BE@= ) ewe®

uv ¢E (G)
yang merupakan hasil perkalian dari nilai eksentrisitas dua titik yang tidak

terhubung langsung dari graf total ring komutatif Z,,,.
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METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka atau studi
literatur, vyaitu kegiatan untuk memperoleh informasi yang sesuai lalu
mempelajarinya lalu mengaitkannya dengan topik yang dipilih. Penelitian seperti
ini dapat mengambil sumber penelitian dari buku maupun jurnal ilmiah yang
berkaitan.

Adapun beberapa tahapan yang akan dilakukan peneliti di antaranya
mencari topik penelitian, kemudian mencari teori pendukung yang dibutuhkan,
selanjutnya memulai penelitian dengan menentukan objek data yang akan
digunakan dalam penelitian, dan tahap terakhir adalah melakukan penelitian hingga
akhir. Dalam mencari topik penelitian sebaiknya mencari topik yang masih jarang
untuk diteliti. Selain itu, mencari topik yang pembahasannya berguna atau bahkan
dapat diterapkan dalam kehidupan di masa Kini.

Selanjutnya untuk teori pendukung, sebaiknya mencari dari sumber literarur
yang terpercaya seperti buku, jurnal ilmiah, ataupun berpedoman pada naskah
peneliti sebelumnya. Teori pendukung yang baik adalah teori yang mampu
menjelaskan kepada pembaca perihal bagaimana dasar-dasar teori penelitian
tersebut.

Kemudian dalam mencari data yang akan digunakan sebagai obyek
penelitian, sebaiknya menggunakan data yang sesuai dengan topik yang dibahas.
Dalam hal ini perlu ditentukan batasan masalah yang diambil, sehingga nantinya

pembahasan tidak melebihi batas topik yang diangkat.

20
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Ketika sudah melakukan tahapan penelitian, di sinilah tahapan yang
menentukan keberhasilan penelitian. Hasil akhir yang diangkat akan sangat
berpengaruh terhadap penilaian pembaca terhadap Kkinerja penulis. Untuk
menghindari terjadinya kesalahan yang tidak diinginkan, maka sebaiknya penulis

meneliti kembali naskah sebelum dipublikasikan kepada umum.

3.2 Pra Penelitian

Penelitian yang dipilih penulis adalah mengenai indeks dan koindeks
eksintrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf total dari ring bilangan bulat
modulo 2p. Penulis terlebih dahulu mencari sumber referensi yang relevan dengan
penelitian yang diambil. Pengambilan refrensi dilakukan dari beberapa sumber,
diantaranya : mencari melalui buku teori graf yang terdapat pada perpustakaan
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang, hingga melalui jurnal
ilmiah internasional yang berkaitan dengan penelitian yang diangkat.

Dalam penelitian ini penulis ingin menggunakan data ring bilangan bulat
modulo 2p yang nantinya akan memiliki batasan masalah yakni untuk p haruslah

bilangan prima dengan ketentuan p > 3.

3.3 Tahapan Penelitian
Berikut prosedur penelitian yang dilakukan untuk menentukan indeks dan
koindeks eksintrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf total dari ring bilangan

bulat modulo 2p:
1. Menentukan komponen Z,,, p = 3,5,7,11 sehingga didapatkan Zg, Z,,

Z14' ZZZ-
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Mencari graf total dari ring komutatif Ze, Z1¢, Z4, Z,,. menggunakan tabel
Cayley untuk menentukan titik yang terhubung langsung pada graf.
Menggambar graf total dari ring komutatif Zg, Z1, Z14, Z5.

Menghitung nilai jarak d(u, v) dan nilai eksentrisitas e(v) titik pada graf
total ring bilangan bulat modulo 2p.

Menghitung indeks dan koindeks eksintrisitas Zagreb pertama pada graf
total dari bilangan bulat modulo 2p.

Menghitung indeks dan koindeks eksintrisitas Zagreb kedua pada graf
total dari Ze, Z19, Z14, Z,5.

Mencari pola bentuk umum indeks dan koindeks eksintrisitas Zagreb
pertama dan kedua pada graf total ring bilangan bulat modulo 2p.
Melakukan pembuktian dari pola bentuk umum indeks dan koindeks
eksintrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf total dari ring bilangan

bulat modulo 2p.



BAB IV

PEMBAHASAN

Pada bab berikut akan disajikan pembahasan mengenai indeks dan koindeks
eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf total dari ring bilangan bulat
modulo 2p dengan p > 3, p adalah bilangan prima.

4.1 Graf Total dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,,
Graf total dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, terdiri atas ring
komutatif Zg, Z,,, Z14, Z,, yang akan dibahas sebagai berikut:
4.1.1 Graf Total Ring Komutatif Z
Ring bilangan bulat modulo 6 atau yang biasa dinotasikan dengan Z,
dioperasikan satu sama lain dengan operasi perkalian maka akan diperoleh tabel
dari operasi perkalian tersebut sebagai berikut:

Tabel 4.1 Tabel Perkalian Zg

ull| Wl WIf NI I SIf X
Ql| Ql| Al QI Ql| <al| <l
Ull| 1| WI| NI = OIf =
B NI Ol S NI Ol NI
WI| Olf WI| Olf WI| OI| Wi
NI &I Ol NI | Ol B
=1 NI WI| I U1l Ol Uil

Berdasarkan tabel tersebut diperoleh Z(Z ) = {2, 3, 4}. Graf total dari Zg
adalah graf yang himpunan titiknya adalah anggota Z, serta titik x dan y akan
terhubung langsung jika dan hanya jika x,y € Z¢ dengan x + y = Z(Z¢). Maka

didapatkan tabel Cayley dengan operasi penjumlahan sebagai berikut:

23
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Tabel 4.2 Tabel Penjumlahan Zg

ull| BIf Wil NI I oI 4+
Uil I WI| NI =1 Ol I
Ol U] oI WI| DI =] =]
= Ol Gl I Wl NI NI
NI I DI Ul 1| WI| WI
WI| NI = DI Ul 1| ]
B W NI =l Ol Gl Gl

Akibatnya akan didapatkan gambar dari I'(Z¢) sebagai berikut:

2 1

Gambar 4.1 Graf Total Zg

Dari gambar tersebut juga diperoleh jarak tiap pasang titik pada I'(Z,) adalah:

d0,1)=2, d@,0=2 d@20)=1  dG30) =1 d@E0) =1,
d0,2)=1, d@,2)=1, d@ZD=1 d3GID=1  d@E1) =2
d0,3)=1, d@,3) =1, d@Z3)=2 dG3G2)=2 d@E2)=1

A0, =1, d@d,H=2 d2ZH=1 dGH=2  d@E3) =2

d©,5 =2, d@,5 =1 d25 =2 d@3B5=1 d45) =1,
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d5,1)=1, dG,2)=2, d(3)=1 dG4H=1 dG,0) =2,
Sehingga diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada I'(Z¢)yaitu:
e(0) =2, e1) =2, e =2, eB) =2, ed) =2, e(5) =2
4.1.2 Graf Total Ring Komutatif Z4

Ring bilangan bulat modulo 10 atau yang biasa dinotasikan dengan Z,
memiliki elemen vyaitu 0,1,2,3,4,5,6,7,8dan9. Apabila elemen-elemen
tersebut dioperasikan satu sama lain dengan operasi perkalian maka akan

diperoleh tabel dari operasi perkalian tersebut sebagai berikut:

Tabel 4.3 Tabel Perkalian Zq

Ol| O0I[ I Ol Uil| Bl WI| NI =1 Sl X
Ql|l Ol Ol Cl| Q| QI <Ol <l <l <l &l
Ol Ol I| OI| Ul Wlf WI| NI =1 DI I
COI| QN[ | NI DI Q| OV oI NI DI NI
NI 1 I OOl Ul NI Ol OV WI| Ol Wl
OM| NI QI 1| DI O NI| QI I DI ol
ull| Ol Uil Olf Ulf Ol Llf Ol U1l| Ol Ul
B[ 00l NI O DI I 00l NI O DI O
WI| OM| OI| NI| Ul| QI I I NI Ol I
NI 1| ON| COI| DI NI &I OV I DI QI
= NI WI 1 U1l OV | ool Ol Ol Ol

Berdasarkan tabel tersebut diperoleh Z(Z,, ) = {2,4,5, 6, 8}. Graf total
dari Z4¢ adalah graf yang himpunan titiknya adalah anggota Z,, serta titik x dan
y akan terhubung langsung jika dan hanya jika x,y € Z;, dengan x +y =
Z(Z4y). Maka didapatkan tabel Cayley dengan operasi penjumlahan sebagai

berikut
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Tabel 4.4 Tabel Penjumlahan Z4

QOl| ool I oN| U1l 1| WI| NI| I oI +
Ol COIf JI| O| U] 1| WIf NI =] Ol Sl
Ol Ol Ol I| O G| W1| WI| DI =1 =
| Ol Ol QI | S| U] I WI| DI NI
NI 1| DI Ol QI NI O| Ull| 1| WI| WI
WI| NI = DI Ol QI NI O U] 1| oI
B I NI = I Ol Coll 1| O | Uil Gl
Ul 1 WL NI = I oI Colf 1| Ol O
QM| Ul 1| WI| NI =1 I Ol Col| NI I
NI OV Ul I W NI =] DI oI Col| o2l
QI NI Ol Ul| I WI| NI =] I Ol Ol

Akibatnya akan didapatkan gambar dari I'(Z,,) sebagai berikut:

3 2

PAS iy
A

Gambar 4.2 Graf Total Z4g
Dari gambar tersebut juga diperoleh jarak terdekat tiap pasang titik pada I'(Z,)
adalah:

d0,1) =2, d(1,00=2, d(2,0 =1, d@3,0 =2 d(40) =1,



d(0,2) =
d(0,3) =
d(0,4) =
d(0,5) =
d(0,6) =
d(,7) =
d(0,8) =
d(0,9) = 2,
d(5,0) =1,
d(5,1) =1,
d(5,2) = 2,
d(5,3) =1,
d(5,4) = 2,
d(5,6) = 2,
d(5,7) =1,
d(5,8) = 2,
d(5,9) =1,

d(1,2) =2
d(1,3) =
d(1,4) =1
d(1,5) =
d(1,6) =
d(1,7) =
d(1,8) =
d(1,9) =1
d(6,0) =1
d(6,1) =2
d6,2) =1
d(6,3) =2
d6,4) =1
d(6,5) =
d(6,7) =
d(6,8) =
d(6,9) =

27

Sehingga diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada I'(Z,,) yaitu:

e(0) = 2,

e(5) = 2,

e(l) = 2,

e(6) = 2,

e(2) = 2,

e(7) = 2,

e(3) = 2,

e(8) = 2,

e(4) = 2,

e(9) = 2,
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4.1.3 Graf Total Ring Komutatif Z4

Ring bilangan bulat modulo 14 atau yang biasa dinotasikan dengan z,,
elemen tersebut dioperasikan satu sama lain dengan operasi perkalian maka akan
diperoleh tabel dari operasi perkalian tersebut sebagai berikut:

Tabel 4.5 Tabel Perkalian Z14

x|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9 |10|11|12|13
o/ 0|{0|O0O|O|O0O|O0O|O|0O|O|O]O|O0O| 0|0
i1(0(1|2|3|4|5|6|7|8]|9|10|11|12]|13
2 |0|2|4|6|8|10/12|0| 2|4 |6 |8 ]|10]12
3|03 |6|9|12|1 |4 |7|10|13| 2 |5 ]| 8|11
4 10| 4|8 (12| 2|6 |10(0| 4|8 |12|2 | 6|10
5 /0|5 |10(1 |6 |11| 2 |7|12|3 |8 |[13| 4 | 9
6 |0| 6 12| 4 |10| 2 | 8 |0| 6 |12| 4 |10| 2 | 8
7|07 (07|07 |0||7|0|7|0|7]0]7
8 |0|8 |2 |10 4|12 6 |0| 8|2 |10| 4 |12 6
9 |0 9|4 13| 8|3 |12|7|2|11|6|1|10]|5
10/ 0|10| 6 | 2 |12 | 8 | 4 |0 |10| 6 | 2 |12 | 8 | 4
11 (0 (11| 8 | 5| 2 (13|10|7| 4 |1 |12| 9 | 6 | 3
12| 0|12|10| 8 | 6 | 4 | 2 |0|12|10| 8 | 6 | 4 | 2
13(0 (13|12 |11|10( 9 |8 |7|6 |5 |4 |3 |2]|1

total dari Z,, adalah graf yang himpunan titiknya adalah anggota Z, , serta titik x
dan y akan terhubung langsung jika dan hanya jika x,y € Z,, dengan x + y =
Z(Z.,). Maka didapatkan tabel Cayley dengan operasi penjumlahan sebagai

berikut:
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Tabel 4.6 Tabel Penjumlahan Zq4

(Rl

o™
i

N

(e)
i

i
i

N
i

Akibatnya akan didapatkan gambar dari I'(Z,,) sebagai berikut:

12

11

10

Gambar 4.3 Graf Total Z44
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Dari gambar tersebut juga diperoleh jarak terdekat tiap pasang titik pada

I'(Z,,) adalah:

d(,1) =

d(0,2) =

d(0,3) =

d(0,4) =

d(0,5) =2
d(,6) =1
d©,7) =1
d(,8) =1
d(0,9) =2
d(0,10) =1
d(0,11) =2
d(0,12) =1
d(0,13) =2
d(5,0) =2
d(51)=1
d(5,2)=1
d(5,3)=1
d(5,4) =2
d(5,6) =2
d(5,7)=1
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d(59)=1 d(9=2 d79H=1 dBIH=2  dE8) =2
d(5,10) =2, d(6,10)=1, d(7,10)=2, d(810)=1, d(9,10) =2,

d(511) =1, d(6,1D =2, d(7, 1D =1 d@B 1D =2, dO11) =1,

d(5,13) =1, d(6,13) =2, d(7,13)=1, d(8,13)=1, d(9,13) =1,

QU
~
—_
—_
—/
Il
N~
U
~
—_

,13) =1, d(12,13) =2, d(13,12) =2,
Sehingga diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada I'(Z,,):
e(0) = 2, e(l) = 2, e(2) = 2, e(3) = 2, e(4) = 2,
e(5) = 2, e(6) = 2, e(7) = 2, e(8) = 2, e(9) = 2,

e(10) = 2, e(11)= 2, e(12)= 2, e(13)= 2,
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4.1.4 Graf Total Ring Komutatif Z,,

Ring modulo 22 atau yang biasa dinotasikan dengan z,, memiliki elemen
yaitu 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20 dan 21.
Apabila elemen-elemen tersebut dioperasikan satu sama lain dengan operasi
perkalian maka akan diperoleh tabel dari operasi perkalian tersebut sebagali

berikut:

Tabel 4.7 Tabel Perkalian Z,,

X| 0|1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8|9|10|11|12|13|14| 15|16 | 17| 18| 19 | 20 | 21
o|o0o|o0o|o0|0|O0|0O|O|O|O|O0O|O|O|O|O|O|O|O|O|O0O|O0|O]|O
1|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10(11|12|13|14|15|16| 17| 18| 19| 20| 21
2| 0|2 |4|6|8|10|12|14|16|18|20| 0| 2| 4 |6 |8 |10|12|14| 16| 18| 20
3| 0|3 |6|9|12|15|18|21| 2 |5 |8 |11|14|17|20| 1| 4|7 |10|13|16| 19
4| 0|4|8|12|16|20| 2| 6 |10|14|18| 0| 4| 8 |12|16|20| 2 | 6 | 10| 14| 18
5| 0|5 |170|15|20| 3|8 |13|18| 1|6 |11|16|21| 4 |9 |14|19| 2 |7 |12|17
6 | 0|6 |12|18| 2 | 8 |14|20| 4 |T0|16| 0 | 6 |12 |18| 2 | 8 |14| 20| 4 | 10| 16
7| 0|7 |14|21| 6 |13|20| 5 |12|19| 4 |(11|18| 3 |T0|17| 2 | 9 |16| 1 | 8 |15
8 | 0|8 |16|2|10|18| 4 |12|20| 6 |14| 0 | 8 |16| 2 |T0|18| 4 |12|20| 6 | 14
9| 0|9 |18|5|14| 1 |10|19| 6 |15| 2 |11|20| 7 |16| 3 |12|21| 8 |17 | 4 | 13
0|0 |10|20| 8 |18| 6 | 16| 4 | 14| 2 |12| 0 |10| 20| 8 |18| 6 |16 | 4 |14 | 2 | 12
1|0 |11| 0 |T1| 0 |11| 0 |11| 0 |T1| 0 |T1| O |TT| 0 |T1| O |TT| 0 |11 | O | 1T
12| 0 |12| 2 |14| 4 |16| 6 |18| 8 |20| 10| 0 |12| 2 | 14| 4 |16 | 6 | 18| 8 | 20 | 10
3|0 |13| 4 |17| 8 |21|12| 3 |16| 7 |20| 11| 2 |15| 6 |19|T0| 1 |14| 5 |18 9
14| 0 |14| 6 |20|12| 4 |18|10| 2 |16| 8 | 0 | 14| 6 | 20| 12| 4 |18 | 10| 2 | 16| 8
5|0 |15| 8 | 1 |16| 9| 2 |17|10| 3 |18| 11| 4 |19|12| 5 |20 |13 | 6 |21 |14 | 7
16| 0 |16 | 10| 4 |20| 14| 8 | 2 |18|12| 6 | 0 |16 | 10| 4 |20| 14| 8 | 2 | 18| 12| &
7|0 |17 | 12 2 |19|14|9 | 4 |21|16|11| 6| 1 |18|13| 8|3 |20|15|10] 5
18| 0 |18|14|10| 6 | 2 |20|16|12| 8 | 4 | 0 |18|1T4|10| 6 | 2 |20| 16| 12| 8 | 4
9(0|19|16|13|10| 7| 4|1 |20|17|14|11| 8 |5 | 2 |21|18|15|12| 5 |6 | 3
20( 0 |20|18|16|14|12|10| 8 | 6 | 4| 2| 0 |20|18|16|14|12|T0| 8 | 6 | 4 | 2
21| 0 |21|20|19|18|17|16|15|14|13|12|11|T0| 9 | 8| 7 |6 |5 |4 |3 |2|1

Berdasarkan tabel diperoleh Z(Z,,) ={2,4,6,8,10,11,12,14,16,

18,20}. Graf total dari Z,, adalah graf yang himpunan titiknya adalah anggota

Z,, serta titik x dan y akan terhubung langsung jika dan hanya jika x,y € Z,,
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dengan x +y =7Z(Z,,). Maka didapatkan tabel Cayley dengan operasi

penjumlahan sebagai berikut:

Tabel 4.8 Tabel Penjumlahan Z,,




Akibatnya akan didapatkan gambar dari I'(Z,,) sebagai berikut:

)]

7 4

21

20

14 19

15 18
6 17

—_

Gambar 4.4 Graf Total Z,,

Dari gambar tersebut diperoleh jarak tiap pasang titik pada I'(Z,,) adalah:

d0,6)=1, d(1,6)=2, d2,6) =1 d3B6) =2 d46)=1,
d0,7)=2, dA,7)=1, d@27) =2 d3B7N=1 d@&7) =1,
d©0,8)=1, d(1,8) =2 d@28=1 d3B8=1 d&8 =1,
d0,9) =2, d1,9=1 d29=1 dB9=1 d49 =

d(0,10) =1, d(1,10) =1, d(2,10) =1, d(3,10) =2, d(4,10) =1,
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15) =2, d(3,15) =1,

d@,11) =1
d(3,12) =2
d(3,13) =1
d(3,14) =2
d(3,16) =2
d(3,17) =1
d(3,18) =2
d(3,19) =1
, d(3,20) = 2,
, d(3,21) =1,
d(8,0) =1
d@,1) =
d(8,2) =
d@,3)=1
d(8,4) =
d(8,5) =
d(8,6) =
d(8,7) =
d(8,9) =2

, d(7,10) = 2, d(8,10) =1,

, d(4,11) =1,

, d(4,12) =1,
d(4,13) =2
(4,14) =
d(4,15) = 2
d(4,16) =1
d(4,17) =2
d(4,18) =1
d(4,19) =2
d(4,20) =1
d(4,21) =2
d(9,0) =2
d(9,1) =
d9,2) =
d9,3)=1
d(9,4) =
d(9,5) =
d(9,6) =
d©9,7) =
d(9,8) =2
d(9,10) =2



d(511) =1,
d(5,12) = 2,
d(5,13) = 1,
d(5,14) = 2,
d(5,15) =1,
d(5,16) = 2,
d(5,17) =1,
d(5,18) = 2,
d(5,19) =1,
d(5,20) = 2,
d(5,21) =1,
d(10,0) =1,
d(10,1) =1,
d(10,2) =1,
d(10,3) = 2,
d(10,4) =1,
d(10,5) = 2,
d(10,6) =1,
d(10,7) = 2,
d(10,8) =1,

QU QU Q
~ ~ ~
ol o o
H| H| =
w [\ —
—/ —/ \—/
Il Il Il

N = N

QU
~
o
=]
N
—/
Il
=

d(6,15) = 2,

SR Y Q
N\ N\ N\ N\
o o o o
o = I 3
O 3 ~ o
p— p— p— —/
I I Il Il

o = o -

Q
N\
o
S|
S
p—
I
_}—\

d7,11) =1, d@B,11) =2, d(O,11) =1,
d(7,12) =2, d(8,12) =1, d(9,12) =2,
d(7,13) =1, d(8,13) =2, d(9,13) =1,
d(7,174) =2, d(8,14) =1, d(9,14) = 2,
d(7,15) =1, d(8,15) =2, d(9,15) =1,
d(7,16) =2, d(8,16) =1, d(9,16) =2,
d(7,17) =1, d(8,17) =2, d(9,17) =1,
d(7,18) =2, d(8,18) =1, d(9,18) =2,
d(7,19) =1, d(8,19) =2, d(O,19) =1,
d(7,20) =2, d(8,20) =1, d(9,20) =2,
d(7,21) =1, d(8,21) =2, d(9,21) =1,
1, d(12,0) =1, d(13,0) = 2,
1, d(12,1) = 2, d(13,1) =1,
2, d(12,2) =1, d(13,2) = 2,
1, d(12,3) = 2, d(13,3) =1,
2, d(12,3) =1, d(13,4) = 2,

, d(12,5) = 2, d(13,5) =1,
2, d(12,6) =1, d(13,6) = 2,
1, d(12,7) = 2, d(13,7) =1,
2, d(12,8) =1, d(13,8) = 2,

1 d(12,9) =2 d(13,9) =1,
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d(10,11) = 2,
d(10,12) =1,
d(10,13) = 2,
d(10,14) =1,
d(10,15) = 2,
d(10,16) = 1,
d(10,17) = 2,
d(10,18) =1,
d(10,19) = 2,
d(10,20) = 1,
d(10,21) = 2,
d(14,0) =1,
d(14,1) = 2,
d(14,2) =1,
d(14,3) = 2,
d(14,4) =1,
d(14,5) = 2,
d(14,6) =1,
d(14,7) = 2,
d(14,8) =1,
d(14,9) = 2,

d(11,10) = 2,
d(11,12) = 1,
d(11,13) =1,
d(11,14) = 2,
d(11,15) =1,
d(11,16) = 2,
d(11,17) = 1,
d(11,18) = 2,
d(11,19) = 1,
d(11,20) = 2,
d(11,21) = 1,
d(15,0) = 2,
d(15,1) =1,
d(15,2) = 2,
d(15,3) =1,
d(15,4) = 2,
d(15,5) =1,
d(15,6) =1,
d(15,7) = 1,
d(15,8) = 2,
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d(13,10) = 2,
d(13,11) = 1,
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1,
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d( 1,

37



d(15,21) =1,

U U U U
~ ~ ~ ~
of & S S
o oh ol o
Wl N | =]
— — — —
Il Il Il I

= b = B

QU
~
Sl
0
|
~—
Il
N

d(19,5

QU QU QU

~ ~ ~

o S Sl
Yool 0 S
(o] | (@) Ul
N — N Nl
Il Il Il I
N = b

QU
~
Sl
0
O
—
I
=

U U U QU
~ ~ ~ ~
Y NN
S o &
o & 2 @
w \S) —_ (=]
— (7 (\ —
I I I I

N - N -

QU
B
o
—_
N
N/
1
'b—\

d(16,15) = 2,

QU QU QU QU
(SN TN T A N
S =Y =N =Y
\®) [N [ [N
S o & g
—/ —/ —/ —/
Il Il Il Il

I N I =

U
~
o
o
=
—_
—
I
N

U U U U
~ ~ ~ ~
SRS SIS
N e
Wi N | =]
— —~ ~ —
Il Il Il I

b = b =

U
~
S
=
o
—~
Il
=
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d(18,10) = 1,
d(18,11) = 2,
d(18,12) =1,
d(18,13) = 2,
d(18,14) = 1,
d(18,15) = 1,
d(18,16) = 1,
d(18,17) = 2,
d(18,19) = 2,
d(18,20) = 1,
d(18,21) = 2,

d(19,10) = 2,
d(19,11) = 1,
d(19,12) = 2,
d(19,13) = 1,
d(19,14) =1,
d(19,15) =1,
d(19,16) = 2,
d(19,17) =1,
d(19,18) = 2,
d(19,20) = 2,
d(19,21) =1,

d(20,10) = 1,
d(20,11) = 2,
d(20,12) = 1,
d(20,13) = 1,
d(20,14) = 1,
d(20,15) = 2,
d(20,16) = 1,
d(20,17) = 2,
d(20,18) =1,
d(20,19) = 2,
d(20,21) = 2,

d(21,10) = 2,
d(21,11) = 1,
d(21,12) = 1,
d(21,13) =1,
d(21,14) = 2,
d(21,15) = 1,
d(21,16) = 2,
d(21,17) = 1,
d(21,18) = 2,
d(21,19) =1,
d(21,20) = 2,
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Sehingga diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada I'(Z,,) yaitu:

e(0) = 2,

e(1) = 2,

e(2) = 2,
e(6) = 2, e(7) = 2, e(8) = 2,
e(I) =2, e(12)= 2, 13
e(16) = 2, e(I7) =2, e(18)
e(21) = 2,

e(3) = 2,

e(4) = 2,
e(9) = 2,
e(14) =
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Berdasarkan uraian di atas, diperoleh tabel berikut

Tabel 4.9 Tabel I'(Zy,)

I(Z,,) p p(G) q(G) e(v)

I'(Z) 3 6 9 2

I'(Zyo) 5 10 25 2

['(Zy,) 7 14 49 2

['(Z,5) 11 22 121 2

F(ZZP) p 2p p? 2
Lemma4.1.1

Misalkan p adalah bilangan prima dan p > 3. Himpunan pembagi nol dari ring
bilangan bulat modulo 2p adalah
Z(Z,,) = Py U {2k|k = 0,1,2, ..., (p — 1)}

Bukti:
Misalkan u € Z,,,u # 0. Dengan 0 € Z(Z,,)
U € Zy, © ux = 0 (mod 2p) memiliki solusi tak nol

S (u,2p) > 1.

S (u,2p) = 2 atau (u, 2p) = p, karenau # 2p.

& 2|uatau plu

Jadi terbukti jika pembagi nol dari ring bilangan bulat modulo 2p adalah

Z(Z,,) = (pY U {2k|k = 0,1,2, ..., (p — 1)}
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Lemma4.1.2
Misalkan I'(Z,, ) adalah graf total dari Z,,,, dengan p prima dan p > 3,

vV, = {0,2,4,..,2p — 1}, dan

v,={1,3..,p—1, p+1,..2p-2}

Maka:

1.0 terhubung langsung dengan p dan v, Vv € V,,

2. p terhubung langsung dengan w, vw € 1/,

3.u terhubung langsung v, untuk setiap u,v € V,, u # v, dan

4.u terhubung langsung v, untuk setiap u, v € V;,u # v.

Bukti.

Karena 0 + p = p € Z(Z,, ), maka 0 bertetangga dengan p.

Karena v + 0 = v € Z(Z,, ), maka 0 bertetangga dengan v, Vv € V.,

Misal p = 2r — 1 untuk suatur € Z dan w = 2s — 1 untuk suatu s € {1,2, ...p}.

Maka:

p+tw=2r—1+2s-1
=2( +s—1) € Z(Z,,).

Dengan demikian p terhubung langsung dengan w,vw € V.
Misal u = 2x dan v = 2y untuk suatu x,y € {0,1, ...,p — 1} dan x # y. Maka

u+v=2x+2y
=2(x+y) € Z(Zy).

Dengan demikian u terhubung langsung dengan v, untuk setiap u, v € V,,u # v.
Misal u = 2x — 1 dan v = 2y — 1 untuk suatu x,y € {1,2, ...,p} dan x # y.
Maka

ut+tv=2x—-1+2y-1
= 2(x+y—1)€Z(Zzp).
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Dengan demikian u terhubung langsung dengan v, untuk setiap u, v € V;,u # v
Akibat 4.1.2

Dari Lemma 4.1.2 diperoleh

1. Nr(zzp)(ﬁ) ={p} U 2\ {0},

2. Npg,,)® =V 0{0},

3. Nr(zzp)(u) =VL\{u}U{p —u},vu €V, dan

4. Nr(zzp)(u) =V\{uju{p—u}vuev.
Dengan demikian deg(v) = p,Vv € V (F(ZZP))'

sehingga |E (I(Zs,) )| = 222 = p?
dan banyaknya pasangan titik yang tidak terhubung langsung adalah:

(210) o, @pr
2 “Gp-2r2t P
_2p-@2p-1
=2p* —p —p?
=p*-p
=plp - 1.
Bukti.
Dari Lemma 4.1.1 didapatkan:
1. 0 terhubung langsung dengan p dan v, Vv € V,. Namun 0 tidak terhubung
langsung dengan w, Vw € V.
2. pterhubung langsung dengan 0 dan w, Yw € V.

3. wu terhubung langsung v, untuk setiap u, v € V,,u # v,

4. wu terhubung langsung v, untuk setiap u,v € V;,u # v.
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Lemma 4.1.3
Misal B > 3 suatu bilangan prima. Eksentrisitas titik v € V (F(Zzp)) adalah

e(v) = 2.

Bukti.
Misal v € V (r(zzp)). Makav €V, = 2n—1ln = 1,2, ..., p\{p}

atauv €V, = {2n|ln=10,1,2,...,p — 1} atau v = p.

Kasusl,v eV,
Karena v+ 0=v ¢ Z(Z,,), maka v tidak terhubung langsung dengan O.
Sehingga:

e(v) = 2. (i)
Dari Lemma 4.1.1, karena v terhubung langsung dengan p dan w, Yw € V;, maka
d(v,p) = d(v,w) = 1,Vw € V;. Karena v terhubung langsung dengan 0, dan 0
terhubung langsung dengan semua unsur V,, maka d(v,w) = 2,Vw €V,.
Sehingga:

e(v) < 2. (i)

Dari (i) dan (ii) diperoleh e(v) = 2,Ve € V;.

Kasus 2, v € V,
Karena v+ 1¢ 7 (Zzp), maka v tidak terhubung langsung dengan 1. Dengan
demikian:

e(v) = 2. (iii)
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Dari Lemma 4.1.1, karena v terhubung langsung dengan w,vw € V,, maka
d(v,w) = 1,vw € V,. Karena v terhubung langsung denganp — v € V;, danp —
v terhubung langsung dengan semua unsur V; dan p,
maka d(v,p) = d(v,w) = 2,Vw € V/,.
Sehingga:
e(v) < 2. (iv)
Dari (iii) dan (iv) diperoleh e(v) = 2,Vv € V,.
Kasus3,v=p
Karena v + 2 & Z(Z,,), maka v tidak terhubung langsung dengan 2. Dengan
demikian:
e(v) = 2. (v)
Dari Lemma 4.1.1, karena v terhubung langsung dengan w,vw € V;, maka
d(v,w) =1,V w € V,. Karena p terhubung langsung dengan 0, dan 0 terhubung
langsung dengan semua unsur V,, maka d (v, w) = 2,Vw € V,. Dengan demikian:
e(v) <2. (vi)

Dari (v) dan (vi) diperoleh e(v) = e(p) = 2

Dari ketiga kasus tersebut disimpulkan bahwa e(v) = 2,vv € V (F(Zzp)).

4.2 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua

Bentuk umum dari Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua dari ring
komutatif Z,, dapat diketahui dengan mensubstitusikan data hasil pengamatan
berupa nilai eksentrisitas e(u), e(v) yang saling terhubung langsung pada graf
total. Sehingga didapatkan nilai eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua dari ring

bilangan bulat modulo 2p.
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4.2.1 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Z)
Dari Gambar 4.1 T'(Z) diperoleh nilai eksentrisitas yaitu:
e(0) =2, e1) =2, e =2, eB) =2, e(d) =2, e =2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z) yaitu :

E= ) ()
ueV(T(Zg))

= e(0)? +e(1)? +e(2)? +e(3)? +e(4)? +e(5)?
=(2)?x6
=24

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Z,) yaitu:

E, = z e(we(v)
uv € E(T(Ze))

=(e(0) x e(2)) +(e(0) x e(3)) +(e(0) x e(4)) +(e(1) x e(2))
+(e(D) x e(3)) +(e(1) x e(5)) +(e(2) x e(®)) +(e(3) x e(5))
+(e(® x e(5))

=(2x2)x9

=36

4.2.2 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Zy)
Dari Gambar 4.2 T(Z,,) diperoleh nilai eksentrisitas yaitu:
e@® =2, e =2, e =2, eB) =2, e@ =2,

e5) =2, e6) =2, e =2, eB® =2, e0O =2,



Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z;,) yaitu

E= ) ()
u eV(I'(Z10))

= e(0)? +e(1)? +e(2)? +e(3)? +e(@) )2 +¢(5)” +e(6)? +e(7)?
+e(8)? +e(9)?

= (2)? x 10

= 40

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Z,,) yaitu :

E, = Z e(we(v)
uv €E(T'(Z1))

=(e(0) x e(2)) +(e(0) x e(®)) +(e(0) x &(5)) +(e(0) x e(5))
+(e(0) x e(8)) +(e(1) x e(3)) +(e(1) x e(®)) +(e(1) x e(5))

+(e(1) x (7)) +(e(1) x e(9)) +(e(2) x e(3)) +(e(2) x e(d))

+(e(2) x e(6)) +(e(2) x e(8)) +(e(3) x e(5)) +(e(3) x (7))

+(e(3) x e(9)) +(e(%) x e(6)) +(e(4) x e(8)) +(e(5) x e(7))

+(e(5) x e(9)) +(e(6) x e(8)) +(e(6) x e(9)) +(e(7) x e(8))

+(e(7) x e(9)

=(2x2)x25

=100
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4.2.3 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Z44)
Dari Gambar 4.3 T'(Z,,) diperoleh nilai eksentrisitas yaitu:

e(=2 eM=2 e@=2 eB) =2 e@=2

e(5) = 2, e(6) = 2, e(7) = 2, e(8) = 2, e(9) = 2,
e(10) = 2, e(11) = 2, e(12) = 2, e(13) = 2,

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z,,) yaitu

E= ) ()
ueV([(Z14))

=e(0)? +e(1)? +e(2)? +e(3)? +e(4)? +e(5)? +e(6)? +e(7)?
+e(8)? +e(9)? +e(10)? +e(11)? +e(12)? +e(13)?

=(2)* x 14

=56

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Z,,) yaitu :

E, = Z e(we(v)
uv € E(T'(Z14))

= (e(0) x e(2)) +(e(0) x e(4)) +(e(0) x e(6)) +(e(0) x e(7))
+ (e(0) x e(8)) +(e(0) x e(10)) +(e(0) x e(12)) +(e(1) x &(3))
+(e(1) x e(5)) +(e(1) x e(8)) +(e(1) x e(7)) +(e(1) x e(9))
+(e(T) x e(AD)) +(e(D) x e(T3)) +(e(2) x (%)) +(e(2) x e(5))
+ (e(2) x e(8)) +(e(2) x e(8)) +(e(2) x e(10)) +(e(2) x e(12))
+ (e(3) x e(4)) +(e(§) X e(g)) +(e(3) x e(7)) +(e(3) x e(9))
+(e(3) x e(ID)) +(e(3) x e(13)) +(e(®) x e(8)) +(e(%) x e(8))

+(e(4) x e(10)) +(e(4) x e(12)) +(e(5) x e(7)) +(e(5) x e(9))
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+(e(5) x e(1D) +(e(5) x e(13)) +(e(6) x e(8)) +(e(6) x e(10))
+(e(6) x e(12)) +(e(7) x e(9)) +(e(7) x e(11)) +(e(7) x e(13))
+(e(8) x e(10)) +(e(8) x e(12)) +(e(8) x e(13)) +(e(9) x e(11))
+(e(9) x e(12)) +(e(9) x e(13)) +(e(10) x e(11))
+(e(10) x e(12)) +(e(11) x e(13))
= (2% 2) X 49
=196
4.2.4 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Z,;)
Dari Gambar 4.4 I'(Z,,) diperoleh nilai eksentrisitas yaitu:
e(0) = 2, e(1) = 2, e(2) = 2, e(3) = 2, e(4) = 2,
e(5) = 2, e(6) = 2, e(7) = 2, e(8) = 2, e(9) = 2,
e(10)=2, eI =2 e(12)=2 e(d3) =2 (14 =2
e(15)=2, e(16)=2, e(17)=2, e(18) =2 e(19) = 2,
e(20) = 2, e(21) = 2,

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z,,) yaitu:

BE= ) ()
ueV(T(Z22))

=e(0)? +e(1)? +e(2)? +e(3)? +e(4)? +e(5)? +e(6)? +e(7)? +e(8)?
+e(9)? +e(10)? +e(11)? +e(12)? +e(13)? +e(14)? +e(15)?
+e(16)? +e(17)? +e(18)2 +e(19)? +e(20)? +e(21)?

=(2)? x 22

= 88
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Z,,) yaitu :

E, = Z e(we(v)
uv € E(T(Zz2))

= (e(0) x e(2)) +(e(0) x e(4)) +(e(0) x e(6)) +(e(0) x e(8))
+(e(0) x e(10)) +(e(0) x e(11)) +(e(0) x e(12)) +(e(0) x e(14))
+(e(0) x e(16)) +(e(0) x e(18)) +(e(0) x e(20)) +(e(1) x e(3))
+(e(@) x e(5)) +(e(1) x e(7)) +(e(1) x e(9)) +(e(1) x e(10))
+(e(1) x e(11)) +(e(1) x e(14)) +(e(1) x e(15)) +(e(1) x e(17))
+(e(1) x e(19)) +(e(1) x e(21)) +(e(2) x e(4)) +(e(2) x e(6))
+(e(2) x e(8)) +(e(2) x e(9)) +(e(2) x e(10)) +(e(2) x e(12))
+(e(2) x e(18)) +(e(2) x e(16)) +(e(2) x e(18)) +(e(2) x e(20))
+(e(3) x e(5)) +(e(3) x e(7)) +(e(3) x e(8)) +(e(3) x e(9))
+(e(3) x e(11)) +(e(3) x e(13)) +(e(3) x e(15)) +(e(3) x e(17))
+(e(3) x e(19)) +(e(3) x e(21)) +(e(@) x e(6)) +(e(%) x e(7))
+(e (%) x e(8)) +(e(@) x e(10)) +(e(%) x e(12)) +(e(4) x e(14))
+(e(4) x e(16)) +(e(4) x e(18)) +(e(4) x e(20)) +(e(5) x e(6))
+(e(5) x (7)) +(e(5) x e(9)) +(e(5) x e(11)) +(e(5) x e(13))
+(e(5) x e(15)) +(e(5) x e(17)) +(e(5) x (19)) +(e(5) x e(21))
+(e(6) x e(8)) +(e(6) x e(10)) +(e(6) x e(12)) +(e(6) x e(14))
+(e(6) x e(16)) +(e(6) x e(18)) +(e(6) x e(20)) +(e(7) x e(9))
+(e(7) x e(11)) +(e(7) x e(13)) +(e(7) x e(15)) +(e(7) x e(17))

+(e(7) x e(19)) +(e(7) x e(21)) +(e(8) x e(10)) +(e(8) x e(12))
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+(e(8) x e(14)) +(e(8) x e(16)) +(e(8) x e(18)) +(e(8) x e(20))
+(e(9) x e(11)) +(e(9) x e(13)) +(e(9) x e(15)) +(e(9) x e(17))
+(e(9) x e(19)) +(e(9) x e(21)) +(e(10) x e(12))
+(e(10) x e(14)) +(e(10) x e(16)) +(e(10) x e(18))
+(e(10) x e(20)) +(e(11) x e(13)) +(e(11) x e(15))
+(e(11) x e(17)) +(e(T1) x e(19)) +(e(11) x e(21))
+(e(12) x e(14)) +(e(12) x e(16)) +(e(12) x e(18))
+(e(12) x e(20)) +(e(12) x e(21)) +(e(13) x e(15))
+(e(13) x e(17)) +(e(13) x e(19)) +(e(13) x e(20))
+(e(13) x e(21)) +(e(14) x e(16)) +(e(14) x e(18))
+(e(14) x e(19)) +(e(14) x e(20)) +(e(15) x e(17))
+(e(15) x e(18)) +(e(15) x e(19)) +(e(15) x e(21))
+(e(16) x e(17)) +(e(16) x e(18)) +(e(16) x e(20))
+(e(17) x e(19)) +(e(17) x e(21)) +(e(18) x e(20))
+(e(19) x e(21))
=(2x2) x 121 =484

Tabel 4.10 Tabulasi Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua

Ty E, E,
Toc)= T 24 = 4x2(3) 36 = (2 x 3)2
Zacs)= Lo 40 = 4x2(5) 100 = (2 x 5)2
Tocry= Tys 56 = 4 x 2(3) 196 = (2 x 7)2
Zoany= Ly 24 = 4x2(3) 484 = (2 x 11)2
Lyp)= Ly 4 X 2p 4p?




o1

Dari tabulasi di atas, didapatkan lemma sebagai berikut:
Lemma 4.3.1

Misal B > 3 suatu bilangan prima. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari

I'(Z,,) adalah

Ey (N(2Zp)) = 4% 2p.

Indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari I'(Z,, ) adalah

E, (T(Z2)) = 4p°.
Bukti.

Dari Akibat 4.1.1, diketahui bahwa |E (F(Zzp))| = p2, sehingga

B(r(m)= ), e

uev (T (Zzp))

E, (F(Zzp)) = Z e(we(v)
uveE(l"(Zzp))
=p?-2-2
= 4p?2.

4.3 Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua
Bentuk umum dari Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua dari

Ring Komutatif Z,, dapat diketahui dengan mensubstitusikan data hasil

pengamatan berupa nilai eksentrisitas e(u), e(v) yang tidak terhubung langsung
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pada graf total dalam bab sebelumnya. Sehingga didapatkan nilai eksentrisitas
Zagreb pertama dan kedua dari ring bilangan bulat modulo 2p sebagai berikut:
4.3.1 Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Zg)

Koindeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z) yaitu :

B= ) [e@+e®)
uvgE(T(Zg))

=[e(0) + e(D] +[e(D) + e(3)] +[e(D) + @] +[e(2) + e(3)]
+He@) +e(5)] +e(3) +e(®)]

=(2+2)x6

=24

Koindeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Zg) yaitu :

E, = z e(we(v)
uveE(T(Zg))

=[e(0) x e(1)] +[e(0) x e(5)] +[e(1) x e(H)] +[e(2) x e(3)]
+[e(2) x e(5)] +[e(3) x e(d)]
=(2x2)x6
=24
4.3.2 Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Zyo)

Koindeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z,,) Yaitu :

B= ) le+ew)
uvgE(T(Z10))

=[e(0) + e(D)] +[e(0) + e(3)] +[e(0) + e(7)] +[e(0) + e(9)]

+[e(@) + e(2)] +[e(1) + e(6)] +[e(1) + e(8)] +[e(2) + e(5)]



+[e(2) + e(D)] +[e(2) +e(D] +[e(3) + e(®)] +[e(3) + e(6)]
+[e(3) + e(8)] +[e(@) + e(5)] +[e(d) + e(7)] +[e(4) + e(9)]
+e(5) + e(6)] +[e(5) + e(8)] +[e(6) + e(7)] +[e(8) + e(9)]
=(2+2)x20

=80

Koindeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Z,,) yaitu :

E, = Z e(we(v)
uvgE(T(Z10))

=[e(0) x e(1)] +[e(0) x e(3)] +[e(0) x e(7)] +[e(0) x e(9)]
+[e(1) x e(2)] +[e(1) x e(6)] +[e(T) x e(8)] +[e(2) x e(5)]
+[e(2) x e(7)] +[e(2) x e(9)] +[e(3) x e(4)] +[e(3) x e(6)]
+[e(3) x e(8)] +[e(@) x e(5)] +[e(@) x e(7)] +[e(%) x e(9)]
+[e(5) x e(6)] +[e(5) x e(®)] +[e(6) x e(7)] +[e(8) x e(9)]
=(2x2)x20
=80

4.3.3 Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Zy4)

Koindeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z,,) Yaitu :

B= ) le+ew)
uvgE(T(Z14))

=[e(0) + e(1)] +[e(0) + e(3)] +[e(0) + e(5)] +[e(0) + e(9)]

+[e(0) + e(11)] +[e(0) + e(13)] +[e(1) + e(2)] +[e(1) + e(4)]
+le(1) + e(8)] +[e(1) + e(10)] +[e(1) + e(12)] +[e(2) + e(3)]
+le(2) + e(7)] +[e(2) + e(9)] +[e(2) + e(11)] +[e(2) + e(13)]

+[e(3) + e(6)] +[e(3) + e(8)] +[e(3) + e(10)] +[e(3) + e(12)]
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+[e(@) + e(5)] +[e(@) + e(D] +[e(@) + e(D)] +[e(D) + e(AD)]
+[e(@) + e(13)] +[e(5) + e(8)] +[e(5) + e(8)] +[e(5) + e(10)]
+ [e(5) + e(I2)] +[e(6) + e(D)] +[e(6) + e(9)] +[e(6) + e(11)]
+[e(6) + e(13)] +[e(7) + e(8)] +[e(7) + e(10)] +[e(7) + e(12)]
+[e(8) + e(9)] +[e(8) + e(ID)] +[e(9) + e(10)] +[e(10) + e(13)]
+[e(9) + e(10)] +[e(10) + e(13)]

=(2+2) x 42

=168

Koindeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Z,,) yaitu :

E, = Z e(we(v)
uv@E(T(Z14))

=[e(0) x e(D)] +[e(0) x e(3)] +[e(D) x e(5)] +[e(0) x ()]
+[e(0) x e(ID)] +[e(0) x e(13)] +[e(1) x e(2)] +[e(1) x e(4)]
+ [e(1) x e(8)] +[e(1) x e(10)] +[e(1) x e(12)] +[e(2) x e(3)]
+[e(2) x e(7)] +[e(2) x e(9)] +[e(2) x e(11)] +[e(2) x e(13)]
+[e(3) x e(6)] +[e(3) x e(8)] +[e(3) x e(10)] +[e(3) x e(12)]
+[e(@) x e(5)] +[e(4) x e(7)] +[e(d) x e(9)] +[e(4) x e(11)]
+[e(@) x e(13)] +[e(5) x e(®)] +[e(5) x e(®)] +[e(5) x e(10)]
+[e(5) x e(12)] +[e(6) x e(7)] +[e(6) x e(9)] +[e(6) x e(11)]
+[e(6) x e(13)] +[e(7) x e(8)] +[e(7) x e(10)] +[e(7) x e(12)]
+[e(8) x e(9)] +[e(8) x e(11)] +[e(9) x e(10)] +[e(10) x e(13)]
+[e(3) x e(T0)] +[e(T0) X e(T3)]

=(2x2)x42
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=168
4.3.4 Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada I'(Z,,)

Coindeks eksentrisitas Zagreb pertama pada I'(Z,,) yaitu :

B= ) [e@+ew)
uvgE(T(Z22))

=[e(0) + e(1)] +[e(0) + e(3)] +[e(0) + e(5)] +[e(0) + e(7)]

+ [e(0) + e(9)] +[e(0) + e(13)] +[e(0) + e(15)] +[e(0) + e(17)]
+[e(0) + e(19)] +[e(0) + e(21)] +[e(D) + e(2)] +[e(1) + e(6)]
+e(D) + e(®)] +[e(1) + e(12)] +[e(1) + e(14)] +[e(1) + e(16)]
+[e(1) + e(18)] +[e(1) + e(20)] +[e(2) + e(3)] +[e(2) + e(5)]

+ [e(2) + e(D] +[e(2) + e(TD)] +[e(2) + e(13)] +[e(2) + e(15)]
+le(2) +e(17)] +[e(2) + e(19)] +[e(2) + e(2D)] +[e(3) + e(4)]
+[e(3) + e(6)] +[e(3) + e(10)] +[e(3) + e(12)] +[e(3) + e(14)]
+[e(3) + e(16)] +[e(3) + e(A8)] +[e(3) + e(20)] +[e(4) + e(5)]
+[e(@) + e(9)] +[e(@) + e(I3)] +[e(@) + e(15)] +[e(@) + e(A7)]
+[e(@) + e(19)] +[e(®) + e(2D)] +[e(5) + e(8)] +[e(5) + e(10)]
+[e(5) + e(@2)] +[e(5) + e(@D)] +[e(5) + e(16)] +[e(5) + (18)]
+ [e(5) + e(20)] +[e(6) + e(7)] +[e(6) + e(9)] +[e(6) + e(11)]
+ [e(6) + e(13)] +[e(6) + e(15)] +[e(6) + e(A17)] +[e(6) + e(19)]
+[e(6) + e(21D)] +[e(7) + e(8)] +[e(7) + e(10)] +[e(7) + e(12)]
+le(7) + e(14)] +[e(7) + e(16)] +[e(7) + e(18)] +[e(7) + e(20)]

+[e(8) + e(9)] +[e(8) + e(ID)] +[e(8) + e(13)] +[e(8) + e(15)]
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+[e(8) + e(17)] +[e(8) + e(19)] +[e(8) + e(2D)] +[e(9) + e(10)]

+[e(9) + e(12)] +[e(9) + e(14)] +[e(9) + e(16)] +[e(9) + e(18)]
+[e(9) + e(20)] +[e(10) + e(11)] +[e(10) + e(13)] + [e(10) + e(15)]
+[e(10) + e(17)] +[e(10) + e(19)] +[e(10) + e(21)] +[e(11) + e(12)]
+[e(10) + e(17)] +[e(10) + e(19)] +[e(10) + e(21)] +[e(11) + e(12)]
+le(11) + e(14)] +[e(11) + e(16)] +[e(11) + e(18)] +[e(11) + €(20)]
+[e(12) + e(13)] +[e(12) + e(15)] +[e(12) + e(T7)] +[e(12) + e(19)]
+[e(T3) + e(AB)] +[e(13) + e(16)] +[e(13) + e(18)] +[e(1%) + (15)]
+[e(14) + e(A7)] +[e(14) + e(21)] +[e(15) + e(16)] +[e(15) + e(20)]
+ [e(16) + e(19)] +[e(16) + e(21)] +[e(17) + e(18)] +[e(17) + €(20)]
+ [e(18) + e(19)] +[e(18) + e(21)] + [e(19) + e(20)] +[e(20) + e(21)]

=(2+42)x 110

=440

Koindeks eksentrisitas Zagreb kedua pada I'(Z,,) vyaitu :

E, = Z e(we(v)
uvgE (T(Zz2))

=[e(0) x e(D)] +[e(0) x e(3)] +[e(0) x e(5)] +[e(0) x e(7)]
+[e(0) x e(3)] +[e(0) x e(13)] +[e(0) x e(15)] +[e(0) x e(17)]
+[e(0) x e(19)] +[e(0) x e(2D)] +[e(1) x e(2)] +[e(1) x e(6)]
+le(@) x e(B)] +[e(T) x e(TD)] +[e(1) x e(T8)] +[e(1) x e(16)]
+le(@) x e(18)] +[e(T) x e(Z0)] +[e(2) x e(3)] +[e(@) x e(5)]
+[e@) x e(D)] +[e(Z) x e(AD)] +[e(2) x e(13)] +[e(2) x e(15)]

+ [e(2) x e(17)] +[e(2) x e(19)] +[e(2) x e(21)] +[e(3) x e(4)]
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+[e(3) x e(6)] +[e(3) x e(10)] +[e(3) x e(12)] +[e(3) x e(14)]
+[e(3) x e(16)] +[e(3) x e(18)] +[e(3) x e(20)] +[e(3) x &(5)]
+[e(@) x e(@)] +[e(@) x e(13)] +[e(@) x e(T5)] +[e(@) x e(17)]
+e(@) x e(19)] +[e(@) x eZD] +[e(5) x e(®)] +[e(5) x e(10)]
+[e(5) x e(12)] +[e(5) x e(14)] +[e(5) x e(16)] +[e(5) x e(18)]
+ [e(5) x e(20)] +[e(8) x e(7)] +[e(6) x e(@)] +[e(6) x e(11)]
+ [e(8) x e(13)] +[e(6) x e(T5)] +[e(6) x e(I7)] +[e(6) x e(19)]
+[e(6) x e(21)] +[e(7) x e(8)] +[e(7) x e(10)] +[e(7) x e(12)]
+[e(7) x e(AB)] +[e(7) x e(16)] +[e(7) x e(18)] +[e(7) x e(20)]
+[e(8) x e(@)] +[e(8) x e(ID)] +[e(8) x e(13)] +[e(8) x (15)]
+[e(8) x e(17)] +[e(8) x e(19)] +[e(8) x e(ZD)] +[e(9) x e(10)]
+[e(®) x e(12)] +[e(9) x e(18)] +[e(9) x e(16)] +[e(9) x e(18)]
+[e(®) x e(20)] +[e(T0) x e(TT)] +[e(10) x e(13)] +[e(10) x e(15)]
+[e(10) x e(17)] +[e(10) x e(19)] +[e(T0) x e(ZD)] +[e(1T) x e(12)]
+[e(10) x e(17)] +[e(10) x e(19)] + [e(10) x e(2D)] +[e(T1T) X e(12)]
+[e(ID) x e(AD)] +[e(1T) X e(16)] +[e(TT) X e(18)] +[e(11) x e(20)]
+[e(12) x e(13)] +[e(12) x e(15)] +[e(12) x e(17)] +[e(12) X e(19)]
+[e(13) x e(AD)] +[e(13) x e(16)] +[e(13) x e(18)] +[e(1) x e(15)]
+[e(18) x e(A7)] +[e(1%) x e(ZT)] +[e(T5) x e(16)] +[e(T5) x e(20)]
+ [e(T6) x e(19)] +[e(16) x e(ZD)] + [e(17) x e(18)] +[e(17) x (20)]
+ [e(18) x e(19)] +[e(T8) x e(ZD)] + [e(19) x e(20)] +[e(20) x e(21)]
=(2x2)x110

=440
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Tabel 4.11 Tabulasi Koindeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua

Loy p(G) q(G) E; E,
a3 6 6 12 12
=Ze =4 X6 =4 X6
=4x(33-1)) =4x(33-1)
Zos) 10 20 |80 80
=7, =4 %20 =4 %20
=4x(565-1) |=4x(5(5-1)
Loy 14 42 168 168
=714 =4 x 42 =4 x 42
=4x(7(7-1) |=4x(7(7-1)
Za(11) 22 110 | 440 440
=7, = 4 x 110 = 4 x 110
=4x(11(11-1)) | =4 x (11(11 - 1))
Zap) 2p |p@-1 4(p(p - 1)) 4(p(p - 1))

Dari tabel di atas, didapatkan lemma sebagai berikut:

Lemma4.4.1

Misal @ > 3 suatu bilangan prima. Koindeks eksentrisitas Zagreb pertama dari

I(Z,,) adalah

E; (I(25)) = 4(p(0 — 1))

Indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari I'(Z,, ) adalah

E, (T(Zz,)) = 4(p@ - 1)
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Bukti.
Dari Akibat 4.1.1, diketahui bahwa banyaknya pasangan titik yang tidak saling

terhubung adalah p(p — 1), sehingga:

E (r(2)) = [e(w) + e(v)]
uvgE (T (Zzp))
= (p(o - D)2 +2]
=4(p(p—-1)
5(r@,)= Y ewew
uveE (T (Zyp) )

=(pp-1)-2-2
=4(p(p — 1)).



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Setelah melakukan analisis dan pembahasan, pada penelitian ini penulis
memperoleh rumus untuk mencari nilai indeks dan koindeks Zagreb pertama dan

kedua pada graf total dari ring komutatif Z,,, p = 3 dengan p merupakan bilangan

prima sebagai berikut:

1. Indeks Zagreb Pertama pada graf total ring komutatif Z,,, dengan p adalah

bilangan prima dan p > 3 adalah:

Ey (N(2Z5)) = 4% 2p
Koindeks Zagreb Pertama pada graf total ring komutatif Z,, dengan p

adalah bilangan prima dan p > 3 adalah:

E; (T (Z3)) = 4% (00— 1)
2. Indeks Zagreb Kedua pada graf total ring komutatif Z,,, dengan p adalah

bilangan prima dan p > 3 adalah:

E, (T(2s,)) = 4p?
Koindeks Zagreb Kedua pada graf total ring komutatif Z,,, dengan p adalah

bilangan prima dan p > 3 adalah:

E; (N(2Z2)) = 4% (p(@ - 1))
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5.2 Saran
Dalam naskah ini peneliti hanya meneliti mengenai indeks dan koindeks

Zagreb pertama dan kedua pada graf total dari ring komutatif Z,,. Bagi peneliti

selanjutnya diharapkan mengangkat penelitian dengan memilih graf yang lain.
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