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ABSTRAK

Khusnah, Ani Afidatul. 2016. Penentuan Selesaian Kongruensi Polinomial.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) H. Wahyu
Henky Irawan, M.Pd. (Il) Fachrur Rozi, M.Si.

Kata Kunci : selesaian, kongruensi polinomial, kongruensi linier, kongruensi
linier simultan, teorema sisa China.

Polinomial merupakan pernyataan matematika yang melibatkan
penjumlahan, perkalian dan pangkat dalam satu atau lebih variabel dengan
koefisien. Suatu polinomial dalam satu variabel dengan koefisien konstan memiliki
bentuk seperti berikut:

f(x) =ax™ +ap_x™ 1+ +a;x+ay,dimanaa;, x € Z

Kongruensi polinomial berbeda dengan persamaan linier satu variabel yang
tidak bisa digabung dengan persamaan linier satu variabel yang lain. Kongruensi
polinomial dapat menghasilkan dua atau lebih kongruensi linier, dan dari dua atau
lebih kongruensi linier tersebut dapat digabung dan gabungannya disebut
kongruensi linier simultan. Kongruensi linier simultan terdiri dari beberapa
kongruensi linier satu variabel dan dengan nilai modulo yang berbeda. Kongruensi
linier dalam penggunaannya dapat diselesaikan dengan berbagai cara, salah satunya
ialah teorema sisa China. Adapun bentuk umum dari kongruensi linier simultan
adalah sebagai berikut:

f(x) = a; (mod P™)
f(x) = ay(mod P,?)
f(x) = az(mod ;)

flx) = ar.(mod P

dimana Py, P,, ..., B. adalah bilangan prima yang berbeda, dan a4, @5, ..., a,- adalah
bilangan bulat positif.

Metode yang dilakukan dalam penulisan skripsi ini adalah metode
kepustakaan, yaitu metode yang dilakukan dengan mempelajari buku-buku yang
berkaitan dengan masalah penulisan skripsi.

Hasil penelitian menunjukkan bahwa kongruensi polinomial memiliki lebih
dari satu selesaian, sehingga dilakukan secara simultan dengan menerapkan
teorema sisa China (Chinese Remainder Theorem) untuk mendapatkan selesaian
yang tunggal.
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ABSTRACT

Khusnah, Ani Afidatul. 2016. Solving of Congruence Polynomial. Thesis.
Department of Mathematic, Faculty of Science and Technologi, State
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) H.
Wahyu Henky Irawan, M.Pd. (I1) Fachrur Rozi, M.Si.

Keywords: determination, polynomial congruence, linear congruence, linear
simultaneous congruence, Chinese remainder theorem.

Polynomial is a mathematical statement involving The multiplication of the
rank of summing in one or more variables with the coefficients. A polynomial in
one variable with the coefficients constant having the form of like the following:

f(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx + ag, Where a;, x € Z

Polynomial congruence different from linear equation one variable that
cannot be combined with another linear equation one variable, congruence a
polynomial can produce two or more linear congruence, and two or more linear
congruence can be combined and the combined called congruence linear
simultaneous. Congruence linear simultaneous is a system consisting of several
congruence linear one variable and with different value modulo. Congruence linear
in te use of congruence linear simultaneous can be settled by various ways, one of
them is a chinese remainder theorem. As for common form of congruence linear
simultaneous is as follows:

f(x) = a; (mod P™)
f(x) = ay(mod P,?)
f(x) = az(mod ;)

f(x) = a,(mod B)
where Py, P,, ..., B. is a different prime number, and a4, a5, ..., @, is positive integer
The method done in writing this thesis is the method of literature by studying
books pertaining to the matter at writing thesis.
The result of the study indicate the congruence polynomial has more than
one solution. Than conducted simultaneously by appliying the chinese remainder
theorem to obtain a single solution.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan suatu disiplin ilmu yang selalu mengalami
perkembangan. Matematika tidak hanya merupakan ilmu hitung yang selama ini
dikenal banyak orang. Matematika mempunyai beberapa cabang keilmuan dalam
perkembangannya, penerapan ilmu matematika ini dapat memberikan suatu solusi
dalam penyelesaian suatu permasalahan. Salah satu cabang matematika yang sering
digunakan adalah aljabar, dan kajian ilmu matematika adalah bilangan bulat.
Membahas tentang bilangan bulat ini tidak lepas dari masalah kongruensi.
Kongruensi merupakan cara lain untuk mengkaji keterbagian dalam himpunan
bilangan bulat (Irawan, dkk, 2014:63).

Kongruensi mempunyai sifat-sifat yang sama dengan persamaan dalam
aljabar. Aljabar merupakan salah satu cabang matematika yang mempelajari
penyederhanaan serta pemecahan masalah yang menjadi pengganti konstanta atau
variabel. Menurut Muhsetyo (1997:159) dalam aljabar dapat ditentukan akar-akar
persamaan yang dinyatakan dengan f(x) =0, dimana f(x) adalah fungsi
polinomial yang koefisien-koefisiennya konstan, nilai-nilai x memenuhi persamaan
f(x) =0 disebut akar, penyelesaian atau jawaban dari persamaan f(x) = 0.
Sedangkan polinomial sendiri merupakan pernyataan matematika yang melibatkan
penjumlahan perkalian pangkat dalam satu atau lebih variabel dengan koefisien.

Dewasa ini semakin banyak muncul penggunaan model matematika
maupun penalaran matematika sebagai alat bantu dalam menyelesaikan

permasalahan yang dihadapi dalam berbagai disiplin ilmu. Teori bilangan



2
merupakan salah satu cabang matematika yang penting dan banyak manfaatnya
karena teori-teorinya dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari, bilangan bulat
dipelajari tanpa menggunakan teknik dari area matematika lainnya. Dalam teori
bilangan, kongruensi yang paling sederhana adalah kongruensi yang berderajat
satu, dan disebut dengan kongruensi linier yang mempunyai bentuk ax =
b (mod m),V a # 0 (Muhsetyo, 1997:161). Teori bilangan membahas dasar-
dasarnya yaitu salah satunya termasuk membahas teorema sisa China (chinese
remainder theorem) yang akan diterapkan pada penulisan skripsi ini.

Modulo adalah sebuah operasi bilangan yang menghasilkan sisa
pembagian dari suatu bilangan terhadap bilangan lainnya, jadi modulo merupakan
suatu operasi untuk mencari sisa dari pembagian suatu bilangan.

Dalam penulisan skripsi ini mengetengahkan bahasan yang mempunyai
analogi dengan permasalahan pada persamaan polinomial (pada aljabar), yaitu
menentukan selesaian dari masalah kongruensi polinomial.

Bentuk umum dari kongruensi polinomial adalah sebagai berikut:

f(x) =apx™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + ag = b (mod m)
a, # 0,a,, a,_q, ..., ay, a; dinamakan koefisien, ,x™~1,x"72, ..., x%, x dinamakan
variabel pangkat, n,n — 1, ...,2,1 dinamakan pangkat dan a, dinamakan suku
tetap, dengan a,,, a,,_1, ..., a,, a; € Z.Permasalahan adalah menentukan harga pada
x yang memenuhi kongruensi polinomial tersebut.

Pada penelitian sebelumnya dari Madinatuz Zuhroh (2011) membahas
tentang cara menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel, pada hasil
penelitiannya membahas mengenai cara menyelesaikan kongruensi linier simultan

dengan menggunakan dua metode yaitu dengan cara rekursif dan dengan cara
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menerapkan teorema sisa China, dalam penulisan tersebut menggunakan modulo
yang relatif prima. Maka pada skripsi ini mengembangkan penelitian sebelumnya
yaitu menentukan selesaian persekutuan tunggal dari kongruensi polinomial dengan
modulo yang bukan relatif prima dan menerapkan teorema sisa China untuk
mendapatkan selesaian yang tunggal.

Membahas tentang masalah kongruensi membutuhkan penyelesaian yang
tidak mudah, meski demikian masalah kongruensi tetap ada selesaiannya. Hal ini

dijelaskan dalam al-Quran surat at-Thaha/20:2-3 yaitu:

-

29 i o d 5e=35 N 3 a8 Gl e WG

“Kami tidak menurunkan al-Quran ini kepadamu agar kamu menjadi susah. Tetapi
ge):bagai peringatan bagi orang yang takut (kepada Allah)” (Q.S. At-Thaha/20:2-
Dalam tafsir Ibnu Katsir (2007:369) tentang ayat di atas, Allah berfirman:

“Kami tidak menurunkan al-Quran ini kepadamu agar kamu menjadi susah.”
Juwaibir meriwayatkan dari adh-Dhahhak, setelah Allah menurunkan al-Quran
kepada Rasul-Nya, maka beliau dan juga para Sahabatnya melaksanakannya, lalu
orang-orang musyrik dari kaum Quraisy berkata: “al-Quran ini tidak diturunkan
kepada Muhammad agar dia menjadi susah.” Maka Allah Ta’ala menurunkan ayat
ini: Kami tidak menurunkan al-Quran ini kepadamu agar kamu menjadi susah,
tetapi sebagai peringatan bagi orang yang takut (kepada Allah).” Kenyataan yang
terjadi tidak seperti yang dilakukan oleh orang-orang sesat itu, tetapi barang siapa
yang diberi ilmu oleh Allah, berarti Dia telah menghendaki kebaikan yang banyak
darinya, sebagaimana yang ditegaskan di dalam Kkitab ash-shahihain dari

Mu’awiyah, di mana dia bercerita, Rasulullah bersabda, “Apabila Allah

menghendaki kebaikan baginya, maka Dia akan memahamkan ilmu agama
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kepadanya.” (HR. Al-Bukhari dan Muslim). Mengenai firman-Nya: Kami tidak
menurunkan al-Quran ini kepadamu agar kamu menjadi susah,” Qatadah
mengemukakan: “Tidak. Demi Allah, Allah tidak menjadikannya sebagai suatu
yang menyusahkan, tetapi justru Dia menjadikannya sebagai rahmat, cahaya, dan
petunjuk menuju ke Surga.” “Tetapi sebagai peringatan bagi orang yang takut
(kepada Allah).” Sesungguhnya Allah menurunkan Kitab-Nya dan mengutus
Rasul-Nya sebagai rahmat yang dilimpahkan kepada para hamba-Nya agar orang
yang ingat semakin ingat, dan orang yang mendengar bisa mengambil manfaat dari
apa yang didengarnya dari Kitab Allah, al-Quran merupakan peringatan yang
diturunkan oleh Allah yang memuat ketetapan halal dan haramnya.

Berdasarkan ayat di atas dapat disimpulkan bahwa Allah tidaklah
membuat kesusahan dengan diturunkannya al-Quran, tetapi Allah menurunkan al-
Quran sebagai kemudahan untuk memberi peringatan kepada manusia. Allah juga
tidak memberikan suatu masalah atau ujian sebagaimana melebihi kemampuan
umatnya. Setiap ujian atau masalah yang telah diberikan kepadanya, Allah telah
memberikan petunjuk kepada umatnya untuk menyelesaikannya. Seperti halnya
masalah kongruensi pada bilangan bulat ini yang membutuhkan selesaian khusus

agar didapatkan solusi yang unik (tunggal).

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, masalah yang dibahas dalam penulisan

skripsi ini adalah bagaimana cara menentukan selesaian kongruensi polinomial?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penelitian ini adalah untuk

menjelaskan bagaimana cara menentukan selesaian kongruensi polinomial.

1.4 Batasan Masalah

Masalah yang diangkat dalam skripsi ini terlalu luas jika diteliti secara
menyeluruh, Agar penelitian lebih fokus dan tidak meluas dari pembahasan yang
dimaksud, penulis hanya membahas kongruensi polinomial dengan modulo
bilangan yang komposit atau perkalian prima, dan menggunakan kongruensi linier
simultan sehingga dapat diterapkan dengan teorema sisa China untuk mendapatkan

selesaian tunggal.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat penulisan skripsi ini adalah:
1. Bagi Penulis
Menambah wawasan penulis untuk mengetahui bagaimana menentukan
selesaian suatu kongruensi polinomial.
2. Bagi Lembaga UIN Maulana Malik Ibrahim Malang
Sebagai tambahan informasi pembelajaran mata kuliah yang berhubungan
dengan kongruensi polinomial. Juga sebagai tambahan bahan kepustakaan.
3. Bagi Mahasiswa

Menambah pengetahuan keilmuan mengenai kongruensi polinomial.



1.6 Sistematika Penulisan

Agar penelitian ini mudah dipahami, maka dalam sistematika penulisannya

dibentuk bab-bab yang di dalamnya terdapat beberapa subbab dengan rumusan

sebagai berikut:

Bab I

Bab 11

Bab 111

Bab IV

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan masalah, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka meliputi teori-teori yang mendukung pembahasan. Teori-
teori tersebut berupa definisi dan teorema yang meliputi keterbagian,
algoritma pembagian, keprimaan, kongruensi, kongruensi linier,
kongruensi linier simultan, teorema sisa China dan kajian Islam dalam
menyelesaikan masalah.

Metode Penelitian

Pada bab ini berisi tentang jenis dan pendekatan penelitian, data dan
sumber data, pengumpulan data, dan prosedur penelitian.

Pembahasan

Pada bab ini berisi tentang pembahasan kongruensi polinomial dengan
menggunakan theorema sisa China (chinese remainder theorem) untuk
mencari selesaian tunggalnya, serta kajian agama mengenai keyakinan
untuk menyelesaikan masalah dalam Islam.

Penutup

Penutup berisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan saran sebagai

acuan bagi peneliti selanjutnya.



BAB I1
KAJIAN PUSTAKA
2.1 Keterbagian

Sifat-sifat yang berkaitan dengan keterbagian (divisibility) merupakan dasar
pengembangan teori bilangan, jika suatu bilangan bulat dibagi oleh suatu bilangan
bulat yang lain, maka hasil pembagiannya adalah bilangan bulat atau bukan
bilangan bulat. Misalnya jika 30 dibagi 5 maka hasil baginya adalah bilangan bulat
6, tetapi jika 30 dibagi 4 maka hasil baginya adalah 7,5 bukan bilangan bulat.
Keadaan inilah yang mendasari definisi keterbagian (Muhsetyo, 1997:43).
Definisi 2.1
Misalkan a, b € Z, dengan a # 0. a dikatakan pembagi b, ditulis a | b, jika a =
bx, untuk suatu x € Z (Abdussakir, 2009:114).

Berdasarkan Definisi 2.1, maka suatu bilangan bulat a,a # 0, membagi
bilangan bulat b jika terdapat suatu bilangan bulat x sehingga b = ax. Notasi a | b
dapat dibaca dengan “a habis membagi b”, “b habis dibagi a”, “a pembagi b”, “a
faktor dari b”, atau “b kelipatan dari a”. Jika a tidak membagi b, maka ditulis a +
b (Abdussakir, 2009:114).

Perhatikan contoh 2.1 berikut.
Contoh 2.1
1. 3|9, karena ada 3 € Z sehingga 9 = 3 x 3.
2. 7| 35, karenaada 5 € Z sehingga 35 = 7 X 5.
3. 2+ 7, karena tidak ada x € Z sehingga 7 = 2x.
Jika a | b dan 0 < a < b, maka a disebut pembagi sejati dari b. Sebagai

contoh, karena 2 | 6 dan 0 < 2 < 6, maka 2 dikatakan pembagi sejati dari 6. Untuk
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selanjutnya, notasi a | b sudah memuat pengertian bahwa a # 0 (Abdussakir,
2009:115).

Teorema 2.1
Untuk bilangan bulat a, b, dan ¢ berlaku:
1. a | b, maka a | bx untuk setiap bilangan bulat x
2. a|bdanb|c,makaa|c
3. a|bdana|c, maka a | (bx + cy) untuk setiap bilangan bulat x dan y
4. a|bdanb|a, makaa = +b
5.a|b,a>0,danb >0, makaa < b
6. Untuk setiap bilangan bulat m # 0, a|b jika dan hanya jika ma | mb
(Abdussakir, 2009:115).
Bukti:
1. a|b,makaaday € Z sehingga b = ay.
Akibatnya berlaku pula bahwa bx = (ay)x = a(yx) untuk setiap bilangan
bulat x. Karena pada bilangan bulat berlaku sifat tertutup pada perkalian, maka
berarti terdapatlah bilangan bulat p = yx sehingga berlaku bc = ap.
Jadi a | bc.
2. Karenaa | b, maka b = ax untuk suatu x € Z.
Karena b | ¢, maka ¢ = by untuk suatu y € Z.
Diperoleh ¢ = by = (ax)y = a(xy), untuk suatu xy € Z.
Jadia | c.
3. Karenaa | b, maka b = ak; untuk suatu k, € Z.

Karena a | ¢, maka ¢ = ak, untuk suatu k, € Z.
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Akibatnya berlaku bx = (ak,)x untuk setiap x € Z dan cy = (ak,)y untuk
setiap y € Z. Diperoleh bx + cy = (ak,)x + (ak,)y = a(k,x + k,y), untuk
suatu k,x + k,y € Z.
Jadi a | (bx + cy).
Karena a | b, maka b = ax untuk suatu x € Z.
Karena b | a, maka a = by untuk suatu y € Z.
Diperoleh
b =ax = (by)x = b(yx)
b—b(yx)=b(1—yx)=0.
Karena b # 0, maka 1 — yx = 0 atau xy = 1.
Persamaan terakhir dipenuhiuntuk x =y = lataux =y = —1.
Sehingga didapatkan a = +b.
Karena a | b, maka b = ax untuk suatu x € Z.
Karenaa > 0,b > 0 dan b = ax, maka x > 0.
Untuk x = 1 maka dipenuhi a = b,
Sedangkan untuk x > 1 maka b > a.
Jadia < b.
Jika a | b, maka b = ax untuk suatu x € Z. Akibatnya untuk m € Z dan m #
0 maka berlaku mb = m(ax) = (ma)x.
Jadi ma | mb.
Jika ma | mb dan m # 0, maka mb = (ma)x untuk suatu x € Z.
mb = (ma)x = m(ax) atau mb — m(ax) = m(b —ax) = 0.
Karenam # 0, maka b — ax = 0 atau b = ax untuk suatu x € Z.

Jadia | b.
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2.2 Algoritma Pembagian
Teorema 2.2
Misalkan a dan b adalah bilangan bulat dengan a > 0. Maka terdapat bilangan
bulat ¢ dan r yang masing-masing tunggal sehingga b =qa+1r,0<r<a
(Abdussakir, 2009:117).
Bukti:
Diketahui a dan b adalah bilangan bulat dengan a > 0. Perhatikan barisan
aritmatika berikut:
..,b—3a,b—2a,b—a,b,b+a,b+ 2a,b+ 3a,...
Barisan ini mempunyai bentuk umum b — qa, dengan q € Z.
Barisan bilangan ini dapat ditulis sebagai himpunan
S={b—qalq€Z}
Selanjutnya ambil himpunan P yang semua anggotanya adalah anggota himpunan
S yang tidak negatif, yaitu:
P={b—qa|b—qa=>0,q€Z}

Maka P # @, sebab
(1) Jikab>0dang =0, makab —qa =b—0a =b € P.
(2) Jikab<0danqg =b, makab —qa = b — ba = b(1 — a).

Karenaa > O ataua > 1, maka 1 —a < 0. karena b < 0, maka

b(1—a) = 0.jadi b — ba € P.

Karena P # @ dan P € N, sesuai prinsip urutan pada N, maka P mempunyai

unsur terkecil. Misalkan r adalah unsur terkecil di P.

Karenar € P, makar > 0 danr = b — qa atau b = qa + r, untuk suatu q €

Z.
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa r < a.
Andaikan r > a.
Maka0 <r—adanr—a=(b—qa)—a=b—(q+ 1a.
Jadir —a € P.
Karenaa > 0, makar —a <.
Jadi ada elemen (r — a) di P yang kurang dari r. Hal ini bertentangan dengan
pernyataan bahwa r adalah unsur terkecil di P.
Dengan demikian, maka haruslah r < a.Darir > 0danr < a,maka0 <r <
a.Sehingga b = gqa + r,untuk 0 <r < a.
Berikutnya akan ditunjukkan bahwa g dan r masing-masing tunggal.
Andaikan ada q; dan g, dengan q; # g, dan ada r; dan r, dengan r; # 1,
sehingga
b=qa+nr,0<rn<a
dan
b=qga+1,0<n<a
Maka g,a + 1, = g,a+r, ataur, —ry = a(q; — q2)-
Berarti a | (r, — ry) atau (r, — ;) adalah kelipatan dari a.
Di sisi lain, karena0 <, <adan0<r, <amaka—a < (rp, — ) < a.
Satu-satunya kelipatan dari a yang terletak diantara —a dan a adalah 0.
Sehingga diperoleh r, — r; = 0 atau r, = 17,
Karenar, —r, = a(q, — q;) makaa(q; —q;) =0
Karena a > 0 maka q; — g, = 0 atau q, = g, jadi g dan r masing-masing

adalah tunggal (Abdussakir, 2009:117-118).



13

2.3 Keprimaan
Definisi 2.2
Misalkan p € Z,p > 1. p disebut bilangan prima jika pembagi positif dari p adalah
1 dan p itu sendiri (Abdussakir, 2009:130).

Bilangan prima terkecil adalah 2, dan 2 merupakan satu-satunya bilangan
prima genap. Berikut ini merupakan contoh bilangan prima

2,3,5,7,11,13,17,23, 29,31, ...
Tentunya masih banyak bilangan prima lainnya. Bilangan bulat positif lebih dari 1
yang tidak prima disebut bilangan komposit. Jadi bilangan komposit mempunyai
pembagi positif selain 1 dan bilangan itu sendiri. Sebagai contoh, 4 adalah komposit
karena pembagi positif dari 4 adalah 1,2,dan 4. Bilangan komposit lainnya
misalnya
4,6,8,9,10,12,14,16,18, 20, ...

Masih banyak lagi bilangan komposit lainnya. Berdasarkan definisi bilangan prima
dan bilangan komposit, maka bilangan 1 tidak termasuk bilangan prima dan juga
bukan bilangan komposit, setiap bilangan komposit dapat dinyatakan sebagai hasil
perkalian bilangan-bilangan prima. Menyatakan bilangan komposit sebagai
perkalian dari bilangan-bilangan prima disebut faktorisasi prima (Abdussakir,
2009:131).
Contoh 2.2

20=2-2-5=22%-5

175=5-5-7=52-7

105=3-5-7

4725=3-3-3-5-5-7=3%-5%2-7
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Secara lebih umum, dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 2.3
Setiap bilangan bulat n > 1 dapat dinyatakan sebagai perkalian bilangan-bilangan
prima (dimungkinkan hanya mempunyai satu faktor) (Abdussakir, 2009:131).
Bukti:
Karena n > 1 maka ada dua kemungkinan, yaitu n bilangan prima atau n bilangan
komposit.
Jika n bilangan prima maka n adalah faktor prima bagi dirinya sendiri.
Jika n bilangan komposit, maka dapat difaktorkan.
Misalkan n = n;n,. Jika n; dan n, adalah bilangan prima, berarti n merupakan
perkalian bilangan-bilangan prima.
Jika n; bukan prima, n,; difaktorkan, misalkan n; = nsn,, dengan 1 < n; < n, <
n,. Jika n, juga bukan prima, maka n, juga difaktorkan dengan cara yang sama,
misalkan n, = ngng dengan 1 < ns < ng < n,.
Jadi, n = nynynsn,. Jika ns, ny, ng, ng adalah bilangan-bilangan prima, maka
terbukti.
Jika tidak, lakukanlah proses yang sama sehingga faktor-faktornya makin kecil.
Karena faktor-faktornya adalah bilangan bulat yang lebih dari 1, maka faktor-
faktornya menjadi bilangan-bilangan prima.
Jadi n dapat menuliskan sebagai perkalian bilangan-bilangan prima.
Karena faktor-faktor prima tersebut tidak harus berbeda, maka hasilnya dapat

ditulis dalam bentuk

— %1, 02 QA3 an
n—pl p2 p3 pn
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dimana pq,p2 ps, ..., P, adalah bilangan-bilangan prima yang berbeda, dan
aq, g, a3, ..., &, adalah bilangan bulat positif.

Teorema 2.4
Misalkan a,b € Z. Jika p|ab, p bilangan prima, maka p|a atau p|b
(Abdussakir, 2009:133).
Bukti:
Misalkan p + a. Akan ditunjukkan bahwa p | b.
Karena p bilangan prima, maka p mempunyai tepat dua faktor positif, yaitu 1 dan
p. Karena p t a, maka (p,a) = 1. sehingga p | b.
Teorema 2.5
Banyaknya bilangan prima adalah tak berhingga.
Bukti:
Andaikan banyak bilangan prima adalah berhingga, yaitu
P1, P2, P3:P4s -»Pn
Misalkan P = (p1p,p3ps4 - Pn) + 1.

Karena P > 1, maka P dapat dinyatakan sebagai perkalian bilangan-bilangan

prima.

(i) Jika P prima, maka P bukan salah satu dari p;,i =1,2,3,...,n. Jadi ada
bilangan prima lain selain py, p2, D3, P4y -+ » Pn-

(if) Jika P komposit, maka P dapat dinyatakan sebagai perkalian bilangan-bilangan
prima.

Andaikan p; | (p1p2P3P4 --Pn) dan p; | (p1p203P4 ---Pn) + 1 maka diperoleh

bahwa p; | 1.
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Berarti p; = 1. Hal ini tidak mungkin karena p; adalah bilangan prima. Jadi faktor
prima dari P adalah selain py, p2, p3, P4, ---, P Jadi ada bilangan prima lain selain
P1,P2,P3: P4 ++» Pn-
Dari (i) dan (ii) disimpulkan bahwa ada bilangan prima lain selain
P1, P2, P3, Pa, -, Pn- Hal ini kontradiksi dengan pengandaian bahwa bilangan prima
hanyalah p, p2, 3, P4, ---, Pn- Dengan demikian, maka terbukti bahwa banyaknya

bilangan prima adalah tak hingga (Abdussakir, 2009:134-135).

2.4 Kongruensi

Kadang-kadang dua bilangan bulat a dan b, mempunyai sisa yang sama jika
dibagi dengan bilangan bulat positif m. Katakan bahwa a dan b kongruen dalam
modulo m, dan dilambangkan sebagai

a = b (mod m)
(notasi ‘=’ dibaca ‘kongruen’)
Jika a tidak kongruen dengan b dalam modulus m, maka ditulis a # b (mod m)
(Munir, 2012:192).
Definisi 2.3
Misalkan a dan b adalah bilangan bulat dan m adalah bilangan bulat positif, maka
a = b (mod m) jika m habis membagi a — b (Munir, 2012:192).
Kekongruenan a = b (mod m) dapat pula dituliskan dalam hubungan a = b + km
yang dalam hal ini sembarang k adalah bilangan bulat. Pembuktiannya adalah
sebagai berikut: menurut Definisi 2.3, a = b (mod m) jika m | (a — b). Jika
m | (a — b), maka terdapat bilangan bulat k sedemikian sehingga a — b = km atau

a = b + km, dapat ditulis a = b (mod m)



17
Sifat-sifat pengerjaan hitung pada aritmatia modulo, khususnya terhadap
operasi perkalian dan penjumlahan, dinyatakan dalam Teorema 2.6 berikut:
Teorema 2.6
Misalkan m adalah bilangan bulat positif.
1. Jikaa = b (mod m) dan c adalah sembarang bilangan bulat maka
i) (a+c)=(b+c)(modm)
i) ac = bc (mod m)
i) a? = b? (mod m) untuk suatu bilangan bulat tak negatif p
2. Jikaa = b (mod m) dan ¢ = d (mod m), maka
i) (a+c)=(b+d)(modm)
i) ac = bd (mod m)
(Munir, 2012:193)
Bukti.
1. a = b (mod m) berarti:

i) (a+c)=(b+c)(modm)

a=b+km (dari persamaan 2.2)
a—b=km
(a=b)+c=c+km (sifat assosiatif)

(a+c)—(b+c)=km
e @a+c)=bB+c)+km (kedua ruas dijumlah dengan c¢)
< (a+b) = (b + c)(modm)
i) ac = bc (mod m)
©a=b+km (dari persamaan 2.2)

Sa—b=km
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< (a—b)c =ckm (kedua ruas dikalikan dengan c)
& ac =bc+ Km (dalam hal ini, K = kc)
& ac = bc (mod m)
iii) a? = bP (mod m)untuk suatu bilangan bulat tak negatif p
Sa=b+km (dari persamaan 2.2)
& a? = (b + km)?P (dengan Binomial Newton)
& Ch(km)P + CJ (km)P~" - b + C3 (km)P~% - b + - 4+ CD (km)° + bP
& m (C(km)P + CY (km)P~2 - b + CH(km)P~2 - b2 + - +
CP(km)°) + bP
a? = bP (mod m)
2. a = b (modm)danc = d (mod m), maka
i) (a+c)=(b+d)(modm)
a=b(modm) &= a=b+km

c=d(modm)=c=d+km +

(a+c)=0b+d)+ (ky + ky)m
(a+c)=(Mb+d)+Km (K =ky +ky)

(a+c) = (b+ d)(modm)

i) ac = bd (mod m)
a=b(modm) &= a=b+km

c=d(modm)e=c=d+k,m X

ac = (b + kym)(d + k,m)
= bd + bkzm + klmd + klm kzm

= bd + (bky + kyd + kik,m)m
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= bd(mod m)
Dalil 2.1
Ditentukan f adalah suatu fungsi polinomial dengan koefisien-koefisien bulat, jika
a = b (mod m) maka f(a) = f(b)(mod m) (Muhsetyo, 1997:141-142)
Bukti.
Ambil polinomial f(x) = B,x™ + P,_;x" 1+ -4+ Pjx+ P, dengan P, € Z (i =
1,2,3,...,n) maka:
f(a) = P,a™ + P,_;a™ '+ -+ Pja + P, dan
f(b) =B,b™ + P,_1b" 1 +---+ P,b + P,
Sehingga:
f(a) — f(b) = P,(a™ — b™) + P_1 (@™t = b )+ -+ Pi(a —b) + P,
Selanjutnya menurut teorema 2.6:
{a = b (mod m) dan a = b (mod m)} - a? = b? (mod m) » m | (a? — b?)
{a = b (mod m) dan a? = b? (mod m)} - a® = b3 (mod m) » m | (a3 — b?)
Demikian seterusnya sehingga diperoleh
m| (a* = b*), m|(a® — b>),m| (a® — b®),..,m| (a™ — b")
Karena:
m| (a™ — b™) » m | B, (a™ — b™)
m| (@t = b" ) > m| Ppq(at = b

ml (an—z — bn—Z) -m | Pn_z(an—z _ bn—z)

m| (a? — b?) » m | P,(a? — b?)
m| (a—b) » m| P;(a—Db)

Jadi m| {P,(a"™ — b™) + P,_;(a™ 1 — b™ 1) + --- + P,(a? — b?) + P,(a — b)}



20

Ataum | {f(a) — f(b)} = f(a) = f(b) (mod m).

2.5 Kongruensi Linier
Di dalam aljabar, masalah utama yang akan dijawab dalam membahas
persamaan adalah mencari akar, penyelesaian, atau jawaban dari persamaan aljabar
yang dinyatakan dalam bentuk:
f(x)=0
dengan f(x) adalah suatu polinomial yang koefisien-koefisiennya konstan. Nilai-
nilai x memenuhi persamaan f(x) = 0 disebut akar, penyelesaian atau jawaban
dari persamaan f(x) = 0 (Muhsetyo, 1997:159).
Serupa dengan persamaan aljabar, masalah utama yang akan dijawab dalam
kongruensi adalah mencari nilai-nilai bilangan bulat x yang memenuhi:
f(x) =0 (modm)
dengan f (x) adalah suatu polinomial yang koefisien-koefisiennya bulat (Muhsetyo,
1997:159).
Contoh 2.4
f(x) =x3+6x%2—11= 0 (mod5)
Dipenuhi oleh x = 3 sebab jika x diganti 3:
f(3)=33+6(3)2—11 =0 (mod5)
=27+ 54 —11=0(mod5)
= 70 = 0 (mod 5)

berarti x = 3 memenuhi kongruensi.
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Nilai x = 3 disebut akar atau penyelesaian kongruensi f(x) = x> + 6x? — 11 =
0 (mod 5), menyelesaikan kongruensi berarti mencari akar atau mencari
penyelesaian kongruensi.
Definisi 2.4
Ditentukan f(x) adalah suatu polinomial dengan koefisien-koefisien bulat, dan
{ay,aq,ay,...,aym_1} adalah suatu sistem residu yang lengkap modulo m,
banyaknya penyelesaian kongruensi f(x) = 0 (mod m) adalah banyaknya a;(a; =
0,1,2,..,m—1) yang memenuhi kongruensi f(a;) =0 (mod m) (Muhsetyo,
1997:159-160).
Contoh 2.4
Diketahui f(x) = 2x — 4 = 0 (mod 6)
Maka banyaknya penyelesaian dari f(x) = 2x —4 = 0 (mod 6), atau (2x — 4) =
0 (mod 6), ditentukan oleh sistem residu yang lengkap modulo 6, yaitu
{0,1,2,3,4,5}
Dari x = a; (a; = 0,1,2,3,4,5), dapat ditentukan bahwa:
f(0)=2-0—4=—4% 0 (mod6)
f(1)=2-1—4=-2%0(mod 6)
f(2)=2-2—4= 0=0(mod6)
f(3)=2-3—4= 2%0(mod6)
f(4)=2-4—4= 4%0(mod6)
f(5)=2-5—-4= 6=0(mod6)
Sehingga nilai-nilai x yang memenuhi (2x — 4) = 0 (mod 6) adalah x = 2 dan
x = 5. Banyaknya penyelesaian kongruensi (2x —4) = 0 (mod 6) adalah dua,

yaitu x = 2 dan x = 5 (Muhsetyo, 1997:160).
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Sekarang, jika x = 2 ditambah dengan 6k (k € Z), maka akan diperoleh barisan
..,—10,—4,2,8, 14, 20, ...
Yang masing-masing suku barisan memenuhi kongruensi (2x — 4) = 0 (mod 6).
Misalnya:
2:(-10)—4=-24=0(mod6)

2:(—4) —4=-12=0(mod6)

2-2 —4= 0=0(modb)
2-8 —4 = 12 =0 (mod 6)
2-14 —4= 24 =0 (mod6)

2:20 —4 = 36=0(modb6)

Demikian pula, jika x =5 ditambah dengan 6k (k € Z) maka akan
diperoleh barisan ...,—7,—1,5,11,17,23,... yang mana masing-masing suku
barisan memenuhi kongruensi (2x — 4) = 0 (mod 6). Meskipun semua nilai dari
x=2+6k dan x =546k (k€Z) memenuhi kongruensi (2x—4)=
0 (mod 6),x = 2 + 6k dipandang sebagai satu penyelesaian, dan x =5 + 6k
dipandang sebagai satu penyelesaian yang lain (Muhsetyo, 1997:160-161).

Kongruensi yang paling sederhana adalah kongruensi yang berderajat satu,
dan disebut dengan kongruensi linier. Di dalam aljabar dikenal persamaan linier
yang bentuknya ax = b (a # 0), maka di dalam teori bilangan dikenal kongruensi
linier yang mempunyai bentuk ax = b (mod m) (Muhsetyo, 1997:161).
Kekongruenan linier adalah kongruen yang berbentuk ax = b (mod m) dengan
a,b,m € Z, a # 0 dan m > 0 dan x adalah peubah. Bentuk kongruen linier berarti
menentukan nilai-nilai x yang memenuhi kekongruenan tersebut. Metode yang

sederhana untuk mencari nilai-nilai x tersebut adalah dengan menggunakan



23
persamaan ax = b + km yang dapat disusun menjadi x = # dengan k € Z

(Munir, 2012:197).

2.6 Kongruensi Linier Simultan

Seringkali dilakukan secara simultan untuk mencari suatu selesaian yang
memenuhi sejumlah kongruensi linier. Ini berarti, dari beberapa kongruensi linier
akan dicari selesaian yang memenuhi masing-masing kongruensi linier tersebut.
Teorema 2.7 Kongruensi simultan x =a (modm), x = b (mod n) dapat
diselesaikan hanya jika a = b (mod (m, n)), dan memiliki selesaian tunggal yaitu
X = xo (mod (m, n)) (Irawan, dkk, 2014:88-89).
Bukti.
Diketahui kongruensi x = a (mod m), x = b (mod n).
Kongruensi pertama: x = a (mod m) = x = a + mk; k € Z, kemudian dengan
kongruensi kedua harus memenuhi: a + mk = b (modn), atau mk =b —
a (mod n).
mk = b — a (mod n) dapat diselesaikan jika d | b — a; d = (m, n), atau dengan
kata lain kondisi a = b (mod (m,n)) harus dipenuhi. d = (m,n) - d | m dan
d|n.

m n (b—a)

—,=, € Z.
da’d’ d

Jikad | m,d|ndand | b — a maka

,g, (b;a) € Z dan mk = b — a (mod n) mengakibatkan mTk = -0

(mod g).

Jikad = (m,n) maka (7,7 = 1.

(%,g) =1 dan mTk = % (modg) - mTk = (b;a) (modg) mempunyai satu

penyelesaian.
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Misalkan penyelesaian adalah k = k sehingga selesaiannya adalah
k =k, (mod Z) atau
k =k +§-r;r EZ
Karena x = a + mk dan k = k, +g-r
Maka:
X =a+mk
= a+m(k0+g-r)
= (a+mk0)+%-r
= (a + mkgy) + (m,n).r; sebab (m,n)[m,n] = mn

= xo + (m,n).r; sebab x, = a + mk, sehingga x = x, (mod (m, n)).

2.7 Teorema Sisa China (Chinese Remainder Theorem)

Teorema 2.8

Teorema sisa China menyebutkan:

Misalkan m,,m,,...,m,. adalah bilangan bulat positif sedemikian sehingga
FPB(m;m;) =1 untuk i#j. Maka sistem kongruensi simultan x =

a, (mod my),x = a, (mod m,), ..., x = a,, (mod m,) mempunyai satu selesaian

X = Za bja; (mod m)
j=1 7
(Irawan, dkk, 2014:91-93)
Bukti.

Misal m = mym, ...m,.

% (j = 1,2, ...,r) adalah bilangan bulat yang tidak memuat m;.
]
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Jika (mﬂ) = 1 maka terdapat bilangan bulat b; sedemikian sehingga:
]

(3) b; = 1 (mod m;) yang mempunyai satu penyelesaian.

mj
Karena — masih memuat m;, maka untuk i = j berlaku: =) b; = 0 (mod m,).
mJ mJ J

Dengan mengambil

r
¥t

0 Lm; 177
j=1

Maka
m m m m
xo —_ m_1 b1a1 + m_2 bzaz + + E bl’ai + R + m_r brar
Dalam modulo m; (i = 1,2, ..., 1), x, dapat dinyatakan dengan:
m m m m
xO b m_1 b1a1 + m_2 bzaz + + E biai + +Tfl_r brar
m m m
X9 = — bya; (mod m;) + — bya, (mod m;) + -+ + — b;a;(mod m;) + -+ +
mq my m;
m
x b,a, (mod m;)

Karenamﬂj b; = 1 (mod m;) dan untuk i = j berlaku mﬂ] b

Maka:

mﬁl b; = 0 (mod ml-),mﬂ2 b, = 0 (mod m;), % b, =1 (mod m,), ..., mlr b,

1 (mod m;), sehingga:

mﬂl bia; = 0 (mod mi),mﬂ2 b,a, = 0 (mod m;), ,% b;a; = a; (mod m;), ...,
mﬂr b,a, = 0 (mod m;)

Jadi x; = 0 (mod m;) + 0 (mod m;) + -+ + a; (mod m;) + ---+ 0 (mod m;)

= a; (mod m;)



Karena i=1,2,..,r, maka x, =a; (modm,),x, = a, (modm,), ..., x,
a,(mod m,.).

Berarti x, memenuhi semua kongruensi x = a; (mod m;) atau x, merupakan
penyelesaian persekutuan dari semua kongruensi x = a; (mod m;)

Karena (m;,m;) = L untuk i = j,

Maka x, = a; (mod [m,, m,, ..., m,.]), sebab

[my, m,, ...,m,] = my,m,, ..., m,, = m sehingga x, = a; (mod m).

Jadi selesaian persekutuan kongruensi linier simultan adalah:

r

/ m
x = ZE bja; (mod m); xo = x

j=1
Pada abad pertama, seorang matematikawan China yang bernama Sun Tse
mengajukan pertanyaan sebagai berikut:
Tentukan satu bilangan bulat yang bila dibagi dengan 5 menyisakan 3, bila

dibagi 7 menyisakan 5, dan bila dibagi 11 menyisakan 7.

Pernyataan Sun Tse dapat dirumuskan ke dalam sistem kongruen linier:

x = 3 (mod 5)
x =5 (mod 7)
x =7 (mod 11)

Tentukan solusi dari pernyataan Sun Tse di atas.

Kongruensi pertama, x = 3 (mod 5), memberikan x = 3 + 5k; untuk beberapa
nilai k. Substitusikan ini ke dalam kongruensi kedua menjadi 3 + 5k, =
5 (mod 7), dari sini akan diperoleh k; = 6 (mod 7), atau k; = 6 + 7k, untuk
beberapa nilai k,. Maka didapatkan x = 3 + 5k; = 3+ 5(6 + 7k,) = 33 + 35k,

yang mana memenuhi dua kongruensi pertama. Jika x memenuhi kongruensi yang
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ketig, sehingga harus mempunyai 33 + 35k, = 7(mod 11), yang mengakibatkan
k, =9 (mod 11) atau k, = 9 + 11k;. Substitusikan k, ini kedalam kongruensi
yang ketiga menghasilkan x = 33 + 35(9 + 11k3) = 348 + 385k;(mod 11).
Dengan demikian, x = 348 (mod 385) yang memenuhi ketiga kongruensi
tersebut. Dengan kata lain, 348 adalah solusi unik modulo 385. Catatlah bahwa
385=5.7.11.

Solusi unik ini mudah dibuktikan sebagai berikut. Solusi tersebut modulo m =
my;.m,.my=5.7.11=5.7=11.35, karena 77.3 =1 (mod5), 55.6 =
1 (mod 7), dan 35.6 = 1 (mod 11), solusi unik dari sistem kongruensi tersebut
adalah
x=3.77.3+5.55.6+7.35.6 (mod 385)

= 3.813 (mod 385) = 348 (mod 385)

(Munir, 2012:199)

2.8 Kajian Islam dalam Menyelesaikan Masalah

&

€ P v
> . .22 " > . - Z - -7 P G 5/}¢‘d}.//‘ 7
Samm? A & £ P

0

“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. la
mendapat pahala (dari kebaikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari
kejahatannya) yang dikerjakannya...”(QS. Al-Bagarah/2:286)

Menurut tafsir Fi Zhilalil Quran (2000:402-403) demikianlah seorang
muslim menggambarkan rahmat Tuhannya dan keadilan-Nya dalam tugas-tugas
yang diwajibkan-Nya dalam mengemban kekhalifahannya di muka bumi, dalam
mengujinya ditengah-tengah pengembanan khalifah itu, dan dalam memberikan

balasan atas amalnya setelah tugasnya selesai. la merasa tenang dan tenteram

terhadap rahmat Allah dan keadilan-Nya dalam semua ini. Karenanya, ia tidak
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merasa bosan dengan tugas-tugasnya, tidak sempit dadanya untuk mengembannya,
dan tidak merasa keberatan dalam melaksanakannya. la percaya bahwa Allah yang
telah menugaskan kewajiban atasnya itu lebih mengetahui hakikat kemampuannya.
Seandainya tugas-tugas itu di luar kemampuannya niscaya Allah tidak akan
memfardhukannya atas dirinya. Dengan gambaran bahwa orang yang beriman
dapat menghimpun semangat untuk melaksanakan tugas-tugasnya. Dan apabila
tidak berada dalam batas kemampuannya, niscaya Allah tidak akan mewajibkannya
atas dirinya. Apabila sekali tempo ia merasa lemah, lelah, atau merasa bebannya
berat, maka ia menyadari bahwa itu adalah kelemahan dirinya, bukan bebannya
yang terlalu berat. Lalu terhimpunlah kembali semangatnya, hilanglah
kelemahannya dari dirinya, dan timbullah semangatnya yang baru untuk
menunaikan tugas-tugasnya itu, selama tugas itu masih dalam batas
kemampuannya. Ini merupakan pengarahan yang sangat bagus untuk
membangkitkan kembali himmah ‘hasrat dan semangat’ ketika melemah karena
panjangnya perjalanan. Sedangkan dalam tafsir Nurul Quran (2006:112) pada
permulaannya, ayat di atas menyatakan bahwa keseluruhan ketentuan dalam Islam,
dari sudut pandang kesanggupan dan kemampuan manusia, bersandar dan
bergantung pada ayat ini. Lantas, ditambahkan bahwa kebaikan atau keburukan
apapun yang dilakukan seseorang akan kembali kepadanya.

Menurut tafsir Fi Zhilalil Quran (2000:403) seseorang tidak akan
mendapatkan pahala kecuali dari apa yang diusahakannya sendiri, dan seseorang
tidak akan memikul dosa kecuali dari apa yang dikerjakannya. Setiap orang akan
kembali kepada Tuhannya dengan lembaran khususnya, dengan segala pahala atau

dosanya. Maka ia tidak dapat melindungi seseorang dan tidak meminta pertolongan
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kepada seseorang. Setiap orang harus berani membela dirinya dan hak-hak Allah
terhadap dirinya, selama dia masih merasa bahwa dia kelak akan menerima
pembalasan Allah secara personal, sendiri-sendiri, dan tidak ada orang lain yang
dapat menakut-nakuti dalam pertanggungjawaban pribadi ini. Maka, di antara
konsekuensi iman ialah bersemangatnya setiap anggota jamaah untuk menunaikan
hak-hak jamaah (orang banyak), karena itu termasuk hak Allah juga atas dirinya.
Lalu ia diperintahkan bersama jamaah untuk bersikap setia dalam urusan harta dan
usaha, berjuang dan memberi nasihat, menegakkan kebenaran dalam masyarakat
dan menumpas kebatilan, dan kebajikan, serta memberantas kejahatan dan
kemungkaran. Semua itu akan diperhitungkan untuknya, mana yang baik dan mana
yang buruk, pahala atau dosa, dalam lembaran catatannya pada hari ketika dia
menghadap Allah seorang diri, dan selanjutnya akan menerima pembalan-Nya.
Sedangkan menurut tafsir Ibnu Katsir (2000:245-246) Allah adalah pelindung dan
penolong hamba-Nya, hanya kepada Allah lah umat manusia bertawakkal, dan
Allah lah yang dimintai pertolongan, dan hanya kepada Allah lah berserah diri, tiada
daya dan tiada kekuatan bagi hamba-Nya kecuali dengan pertolongan Allah. Orang-
orang yang ingkar kepada agama-Nya, ingkar kepada keesaan-Nya dan risalah
Nabi-Nya, dan mereka menyembah selain Allah serta mempersekutukan Allah
dengan seseorang di antara hamba-hamba Allah. Tolonglah umat manusia dari
orang-orang yang kafir, dan jadikanlah akibat yang terpuji bagi umat manusia atas

orang-orang yang ingkar di dunia dan di akhirat.



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis dan Pendekatan Penelitian

Ditinjau dari jenis datanya, jenis penelitian ini merupakan jenis penelitian
kualitatif. Penelitian kualitatif adalah penelitian yang bermaksud untuk memahami
fenomena tentang apa yang dialami oleh subjek penelitian secara utuh dan dengan
cara deskripsi dalam bentuk kata-kata dan bahasa pada suatu konteks khusus yang
alamiah, serta dengan memanfaatkan berbagai metode alamiah yang salah satunya bermanfaat
untuk keperluan meneliti dari segi prosesnya. Untuk pendekatan penelitian,
peneliti menggunakan metode kepustakaan. Library research (penelitian
kepustakaan), yaitu penelitian yang dilaksanakan dengan menggunakan literatur
(kepustakaan), baik berupa buku, catatan, maupun laporan hasil penelitian dari

penelitian terdahulu.

3.2 Data dan Sumber Data

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data kualitatif. Pada
penelitian ini, data tersebut berupa definisi-definisi dan teorema seperti definisi
keterbagian, definisi keprimaan, definisi kongruensi, dan beserta teorema
teoremanya.

Sementara itu, sumber data yang digunakan dalam penelitian ini adalah
sumber data sekunder, yakni data yang berupa dokumen-dokumen yang telah
tersedia. Peneliti membaca literatur-literatur yang dapat menunjang penelitian,

yaitu literatur-literatur yang berhubungan dengan penelitian ini.

31
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3.3 Pengumpulan Data
Teknik pengumpulan data merupakan langkah yang paling strategis dalam
penelitian, karena tujuan utama dari penelitian adalah mendapatkan data. Dalam
kegiatan pengumpulan data untuk penelitian ini digunakan metode pengumpulan
studi pustaka atau metode dokumentasi. Dengan cara mencari data yang berupa
buku-buku seperti buku teori bilangan, matematika diskrit, jurnal kongruensi

polinomial, maupun internet yang berhubungan dengan penelitian ini.

3.4 Prosedur Penelitian
Prosedur penelitian adalah langkah-langkah atau urutan-urutan yang harus
dilalui atau dikerjakan dalam suatu penelitian, sehingga mampu menjawab rumusan
masalah dan tujuan penelitian. Tahapan prosedur pada penelitian ini adalah:
1. Merumuskan Masalah.
Sebelum peneliti melakukan penelitian, peneliti mempersiapkan suatu
permasalahan yang akan dibahas pada penelitian ini, karena jika tidak ada
masalah maka penelitian ini tidak akan berjalan. Rumusan masalah pada
penelitian ini adalah bagaimana cara menentukan selesaian kongruensi
polinomial.
2. Mengumpulkan Data.
Sebelum peneliti memperoleh data, peneliti mempersiapkan suatu permasalahan
yang akan dianalisa kemudian mengidentifikasi permasalahan tersebut. Maka
dari permasalahan tersebut pengumpulan data dapat diperoleh dan peneliti
mencari literatur yang berhubungan dengan penelitian ini. Setelah peneliti

mendapatkan literatur yang berhubungan dengan penelitian ini, maka diperoleh
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hasilnya seperti definisi-definisi dan teoreme-teorema yang valid.
. Menganalisis Data.
Sebelum menganalisa data, peneliti mempersiapkan data yang telah diperoleh
dari pengumpulan data, data tersebut berupa kata-kata atau teks. Seperti
definisi-definisi, teorema-teorema, dan lain-lain. Setelah data telah
dipersiapkan, maka tugas peneliti selanjutnya yaitu membaca, mempelajari,
dan menganalisa dengan langkah-langkah yang telah dijelaskan sebelumnya.
Dalam penelitian ini, analisis dilakukan dengan cara:
a. Mengambil fungsi polinomial;
b. Menentukan kongruensi polinomial,
c. Menentukan akar-akar persamaan/selesaian dari kongruensi polinomial

yang telah di ambil;
d. Menentukan kongruensi linier simultan;
e. Menyelesaikan kongruensi linier simultan dengan menerapkan teorema sisa
China untuk mendapatkan selesaian tunggal.

. Membuat Kesimpulan.
Setelah peneliti melakukan analisa data, langkah yang terakhir adalah peneliti
membuat kesimpulan. Kesimpulannya adalah mengetahui tujuan dari penelitian
ini yaitu menjelaskan bagaimara cara menentukan selesaian kongruensi

polinomial.
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Flowchart alur pembahasan untuk menentukan selesaian kongruensi polinomial

Fungsi Polinomial
fx) =ax™+a,_x" 1+ +a;x +ag

v

Kongruensi Polinomial
f(x) = b (mod m)

>y

Input nilai x, Vx €Z

tidak

f(x)#0

va

Kongruensi Linier
ax = b (mod P)

¢<

Kongruensi Linier Simultan
x = a (mod P,).x = b (mod P,)

Teorema Sisa China
(P1 B P’)) =1

(P, P)#1

Solusi Tunggal
T

P
X = Z—biai(mod P;)
i=1 Pi

Keterangan:

Terminator, Permulaan atau akhir program

Predefined Process, Pemberian nilai awal

Process, Tindakan yang dilakukan

it

Decision, Kondisi yang akan menghasilkan dua kemungkinan
ya/tidak




BAB IV
PEMBAHASAN
4.1 Kongruensi Polinomial

Kongruensi mempunyai sifat-sifat yang sama dengan persamaan dalam
aljabar. Dalam aljabar akan ditentukan akar-akar persamaan yang dinyatakan
dengan f(x) =0, dimana f(x) adalah polinomial. Demikian halnya dengan
kongruensi, masalahnya adalah menentukan bilangan bulat x sehingga memenuhi
kongruensi f(x) = 0 (mod m), dimana f(x) adalah polinomial dengan koefisien
bilangan bulat.

Ambil sebuah kasus dan buktikan bahwa kongruensi polinomial berikut memiliki
selesaian, Misalkan:

f(x) = a (mod P) VX EL
Misalkan P = {P"* - P, - .- P""}. dimana Py, P,, ..., . adalah bilangan prima
yang berbeda, dan a4, a5, ..., @, adalah bilangan bulat positif.

Menurut Teorema 2.3 dinyatakankan bahwa “Setiap bilangan bulat n > 1
dapat dinyatakan sebagai perkalian bilangan-bilangan prima (dimungkinkan hanya
mempunyai satu faktor)” (Abdussakir, 2009:131).

Karena kongruensi di atas merupakan bilangan bulat positif maka terdapat
dua kemungkinan, yaitu apakah P termasuk bilangan prima ataukah P merupakan
bilangan komposit, apabila P merupakan bilangan prima maka P adalah faktor
prima bagi dirinya sendiri, dan sistem residu lengkap modulo P adalah x =
{0,1,2,3,..., P — 1}, sedangkan jika P merupakan bilangan komposit maka dapat

difaktorkan. cari terlebih dahulu faktorisasi prima dari P, misalkan P = {Pl"‘l-
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P2 ...+ P}, dimana P, P,, ..., B adalah bilangan prima yang berbeda, dan
aq, g, ..., @, adalah bilangan bulat positif.
Maka untuk mencari selesaian dari kongruensi f(x) = a (mod P), dengan
diketahui bahwa P merupakan bilangan komposit, maka faktorisasi prima dari P
adalah P = {P"* - P2 - P/ - .- B™}, Menurut definisi 2.4 Bahwa f(x) adalah
suatu polinomial dengan koefisien bilangan bulat, dan {P"* - P, - ...- B} adalah
suatu sistem residu yang lengkap modulo P, maka banyaknya penyelesaian
kongruensi f(x) = a (mod P) adalah banyaknya a;(a; = 0,1,2,...,P — 1) yang
memenuhi kongruensi f(a;) = 0 (mod P).
maka kongruensi linier simultannya adalah sebagai berikut:

f(x) = a; (mod ™)

f(x) = ay(mod P,?)

f(x) = az(mod A;)

f(x) = a,(mod B")
dimana a4, a,, as, ... a,- adalah sembarang r € Z
Kongruensi pertama:
f(x) =a;(mod ™) - P™ ={0,1,2,..,P"™ — 1}.
Kongruensi kedua:
f(x) = az(mod B2 ) - P2 ={0,1,2,.., P2 — 1}.
Kongruensi ketiga:

f(x) = az(mod B®) - P* =1{0,1,2,..,R" — 1}.
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Kongruensi ke— r:
f(x) =a,(mod B") » P ={0,1,2,.., B'" —1}.

Untuk menentukan bahwa kongruensi linier simultan tersebut masing-
masing mempunyai selesaian maka terapkan Teorema Sisa China (Chinese
Remainder Theorem) untuk membuktikannya.

Contoh
Buktikan bahwa kongruensi polinomial berikut memiliki selesaian:
f(x) =x3+3x* — 4 =0 (mod 175)
Jawab
Diketahui f(x) = x* + 3x? — 4 = 0 (mod 175)
Dengan catatan bahwa faktorisasi dari 175 = 5% - 7 maka, (i) x> +3x2 —4 =
0 (mod 5) dan (ii) x3 + 3x? —4 = 0 (mod 7).
(i) x3+ 3x% —4 = 0 (mod 5) sistem residu lengkap modulo 5, yaitu
x = {0,1,2,3,4}, dapat ditentukan bahwa:
f(x) = x>+ 3x%> —4 =0 (mod5)
f(0) =(0)3+3:(0)>—4=—4 %0 (mod 25)
(1) =(1)3+3-(1)>—-4 =0 (mod 25)
=1 + 3 —4=0(mod25)
= 0 = 0 (mod 25)
f(2) =(2)*+3-(2)> =4 % 0 (mod 25)
= 8 + 12 —4 %0 (mod25)

= 16 # 0 (mod 25)

f(3) =) +3-(3)2 -4 =0 (mod 25)

=27 + 27 —4=0(mod25)
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= 50 = 0 (mod 25)
f(4) = (4)3+3-(4)%2 —4 % 0 (mod 25)
= 64 + 48 —4 % 0(mod 25)
= 108 # 0 (mod 25)
Kekongruenan a = b (mod m) dapat pula dituliskan dalam hubungan a =
b + km, Untuk sembarang k € Z.

Meskipun semua nilai dari x =145k dan x =3+ 5k (k € Z)
memenuhi kongruensi x3 + 3x? —4 = 0 (mod 5), x = 1 + 5k dipandang
sebagai satu solusi, dan x = 3 + 5k dipandang sebagai satu solusi yang lain.
Maka dapat ditentukam suku barisan yang memenuhi kongruensi f(x) = x3 +
3x% — 4 = 0 (mod 25). Jika x = 3 ditambah dengan 5k (k € Z), maka akan
diperoleh barisan x = 3,8,13,18,23, yang mana masing-masing suku barisan
memenuhi kongruensi x3 + 3x%? — 4 = 0 (mod 25). Misalnya:

f(8) =(8)*+3-(8)>—4 =0 (mod 25)

=512 + 192 -4 =0 (mod 25)

= 700 = 0 (mod 25)
f(13) = (13)3 +3-(13)2 —4 = 0 (mod 25)
=2197 + 507 —4 =0 (mod?25)

= 2.700 = 0 (mod 25)
f(18) = (18)3 +3-(18)2 —4 = 0 (mod 25)

=5832 + 972 —4=0(mod?25)

= 6.800 = 0 (mod 25)
£(23) = (23)3+3-(23)2 —4 = 0 (mod 25)

=12.167+ 1.587 —4 =0 (mod 25)



= 13.750 = 0 (mod 25)
(i) x3+ 3x% —4 = 0 (mod 7) sistem residu lengkap modulo 7,
x ={0,1,2,3,4,5,6} dapat ditentukan bahwa:
f(x) =x3+3x%>—4=0(mod7)
f(0)=(0)3+3-(0)>—4=—-4%0(mod?7)
F(1) = (1)%+3-(1)>—4 =0 (mod7)
=1 + 3 —4 =0 (mod 7)

= 0 = 0 (mod 7)

f(2)=(2)3+3-(2)*-4%#0(mod?7)

8 + 12 —4%0(mod7)
= 16 % 0 (mod 7)
f(3)=(3)%+3-(3)?—4% 0 (mod?7)
=27 + 27 —4%0(mod?7)
= 50 % 0 (mod 7)
f(4) = (4)3+3-(4)>—4 % 0 (mod 7)
=64 + 48 —4%0(mod?7)
3 108 % 0 (mod 7)
f(5)=(5)*+3-(5)?*—=4=0(mod7)
=125+ 75 —4=0(mod7)

= 196 =0 (mod 7)

f(6) =(6)>+3-(6)2—4 % 0(mod7)
=216+ 108 —4 %0 (mod7)

= 320 Z# 0 (mod 7)
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Sehingga nilai-nilai x yang memenuhi f(x) =x3+3x%2—-4=

0 (mod 7) adalah x = 1 dan x = 5 maka banyaknya solusi kongruensi x3 +
3x2—4=0(mod7)ada2 yaitux =1+ 7tdanx =5 + 7t.

Jadi masing-masing dari solusi yang telah didapat dipasangkan satu persatu
sehingga menjadi kongruensi linear simultan, dan memenuhi syarat untuk
diselesaikan dengan Teorema Sisa China karena (P, P,) = 1
a) x =1 (mod5?)

x =1 (mod 7)
b) x =3 (mod 52)
x =1 (mod 7)
c) x =8 (mod 52)
x =1 (mod 7)
d) x =13 (mod 5?%)
x =1 (mod 7)
e) x = 18 (mod 5?%)
x =1 (mod 7)
f) x =23 (mod 52?)
x =1 (mod 7)
g) x =1 (mod5?)
x =5 (mod 7)
h) x =3 (mod 52)
x =5 (mod 7)
i) x =8 (mod5?)

x =5 (mod 7)
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j) x =13 (mod5?%)
x =5 (mod 7)
k) x = 18 (mod 52%)
x =5 (mod 7)
) x =23 (mod5?)

x =5 (mod 7)

4.2 Cara Menentukan Selesaian Kongruensi Polinomial Menggunakan

Teorema Sisa China (Chinese Remainder Theorem)
Misalkan P"*,P,2, Py, ..., B"" adalah bilangan bulat positif sedemikian
sehingga (Pi,Pj) =1 untuk i # j. Maka sistem kongruensi simultan di atas

mempunyai selesaian persekutuan tunggal sebagai berikut:

T
ot N
=E 1 2 ; " b;a;(mod [PT P2 R ... B*Y)
i

= T
i=1

Diketahui: P = {P™ - P2 - Pj* - .- B"}

Karena Lai (i =1,2,3,...,r) adalah bilangan bulat yang tidak memuat PL.“". Serta
P;

(%) = 1 maka terdapat bilangan bulat b;, serta (P;, Pj) = 1 untuk i # j maka

2

%,Pi“i) = 1 sedemikian sehingga (%) b; =

i i

(Pia) b, = 1. Menurut dalil jika (

1 (mod P;) mempunyai satu selesaian.

Jika % masih memuat Pi“", maka untuk i # j berlaku (%) b; = 0 (mod P,).

Dengan mengambil
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P
Xg = Fibial
=1
Maka
P b + b + P b + il b
Xg = —— a —_— a —_— a Xy —_— a
0 P1a1 1%1 Pzaz 2%2 P3a3 3%3 Prar rir

Dalam modulo P; (i = 1,2,3, ..., 1), x, dapat dinyatakan dengan
Xo = ( @ bia; + az ba; + - vt e - bia; + -+ =z ar ar> (mod P;)
Xo = a1 b,a;(mod P;) + az b,a,(mod P;) + - 477 4y ba(modP)+ -+
P
& bra,(mod P;)

Karena ( )b = 1 (mod P;) dan untuk i # j berlaku ( )b = 0 (mod P;) maka

diperoleh:

Pl%bl = 0 (mod P,)
P —
PZTZbZ =0 (mod Pi)
P —
PST3b3 = 0 (mod P;)

P%bi = 0 (mod P,)

i

—zb, = 0 (mod P,)

Sehingga

P%blal = 0 (mod P;)
1

—e bya, = 0 (mod P)
2
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——bsaz; = 0 (mod P,)
P3

P
PTibiai =aq; (mOd Pl)

P%brar = 0 (mod P;)

Jadi x, = 0 (mod P;) + 0 (mod P;) + -+ + a; (mod P;) + -+ 0 (mod P;)
X9 = a;(mod P;)
Karenai = (1,2,3, ...,7) maka
xo = a; (mod P"*)
xo = a, (mod P,'?)

xo = az (mod P;?)

Xo = a, (mod P’")

Hal ini berarti x, memenuhi semua kongruensi x = a; (mod P;). Dengan
kata lain x, merupakan selesaian persekutuan dari semua kongruensi linier simultan
tersebut.

Maka selesaian dari masing-masing kongruensi simultannya adalah sebagai

berikut:

Contoh
a) f(x) =1 (mod5?)

f(x) =1 (mod7)
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P1 = 52,P2 = 7

P=5%-7=175

(53,7)=1

Kemudian
P_175_762
P, 25
P—175—25ez
P, CL\

P 175
Karena (—,Pl) = (—
Py 25

,25) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

(P%, Pl) = b; (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175 by =1 d 25
25 1 — (mo )

7+ by =1 (mod 25)
b1:18

P 175 4
Karena (P— Pz) = (%7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

, )
(P%, PZ) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
— b, =1 (mod 7)

bz = 2
Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P 175

P_lblalzfl:lB.l

=7-18-1



45
=126 =1 (mod 25)

P 175
P_2b2a2 5721

=25-2-1

=50 = 0 (mod 25)
P P

Xy = —b,a; (mod 25) + —b,a, (mod 25)
Py P,

= 1 (mod 25) + 0 (mod 25)

1 (mod 25)

= a, (mod P;)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P 15 o
Pyt~ 25
=7-18-1

=126 =0 (mod 7)

P 175

P_2b2a2 5721
=25:-2-1
=50 =1 (mod7)

P y 2
Xy = P—1b1a1 (mod 7) + P—zbzaz (mod 7)

=0 (mod7)+ 1 (mod?7)
=1 (mod 7)
= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan

selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.



Maka:

P P
X = <P_1 bia; + P—2b2a2> (mod 175)

= (175 18 1+175 2 1) d175
¥ =\25 7 (mo )
Xg=7-18-1+25-2-1(mod 175)
Xo = 126 + 50 (mod 175)
Xo = 176 (mod 175)
X9 = 1 (mod 175)

b) f(x) =3 (mod 52)

f(x) =1 (mod 7)
Diketahui: a; = 3,a, =1

P1:52,P2:7

P=5%2.7=175

(52, 7)) =10l
Kemudian
P 175 Sy
P25

P_175_ZSEZ
P, 7

P 175 .
Karena (p_'Pl) = (% 25) = (7,25) = 1 maka ada b; € Z sehingga

1
(P%, Pl) = b; (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175 by=1 d 25

7+ b; =1 (mod 25)

b1:18
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5 .
Karena (Pi PZ) = (%7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

., )
(P%, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
7 b2 =1 (mod 7)

25+ b, =1 (mod 7)
b2=2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

Pb _175 " 2
Sy T
=7-18-3

= 378 = 3 (mod 25)

P 175
P_2b2a2 5721
=25-2-1

=50 = 0 (mod 25)
P P

X9 = —b,a; (mod 25) + — b,a, (mod 25)
Py P,

= 3 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 3 (mod 25)
= a, (mod P;)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P, _175
p, 1" =5
=7-18-3

=378 =0 (mod 7)
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P, _115 .
p, 2% =77
=25-2-1
=50 =1 (mod?7)

P P
Xog = P—lbla1 (mod 7) + P—szaz (mod 7)

=0 (mod7)+ 1 (mod?7)

=1 (mod 7)

= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

P P
Xg = (P—1b1a1 + P—szaz) (mod 175)

—(175 18-34 75, 1) d175
%o =175 7 Ll gz

Xg=7-18-3+25-2-1(mod 175)
Xo = 378 + 50 (mod 175)
Xo = 428 (mod 175)
Xo = 78 (mod 175)
¢) f(x) =8 (mod5?)

f(x) =1 (mod?7)
Diketahui: a; = 8,a, =1

P1=52,P2=7
P=5%-7=175

(52,7) =1



Kemudian

P 175

—=——=7€Z
P, 25
P—175—25€Z
P, 7

P 175 .
Karena (P— Pl) = (E 25) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

)
1

(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175b =1 d 25

-5 b1 = (mod 25)

7+ b; =1 (mod 25)
b1=18

P 175 o
Karena (P— PZ) — (T 7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

, )
(:;2, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
T b2 =1 (mod 7)

25+ b, =1 (mod 7)

b2:2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P15
p, 1M =5
=7-18-8

= 1.008 = 8 (mod 25)

P 175
P—zbzaz 5721

=25-2-1

49
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=50 = 0 (mod 25)
P P

Xy = —b,a; (mod 25) + —b,a, (mod 25)
P, P,

= 8 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 8 (mod 25)
= a, (mod P,)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P A5 <]
P %= 25
=7-18-8

= 1.008 = 0 (mod 7)

P 175

P_2b2a2 5721
=25:2-1
=50 =1 (mod?7)

P P
XO = P_1b1a1 (mOd 7) + P_szaz (mOd 7)

=0 (mod7) + 1 (mod 7)
=1 (mod 7)
= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan

selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:
P P
Xo = (P_lblal + P_2b2a2> (mod 175)
= (175 18-84+22.2 1) d175
*o=1\725 7 (mo )



Xg=7-18-8+25-2-1(mod 175)
Xo = 1008 + 50 (mod 175)
Xo = 1058 (mod 175)

Xo = 8 (mod 175)

d) f(x) =13 (mod 5?%)

f(x) =1 (mod?7)
Diketahui: a; = 13,a, =1

P1=52,P2=7

B3 597 =78

(53,7) =1
Kemudian

P _175_7EZ

P, 25

P —175—ZSEZ

P, 7

P _ (175 | 8 B v
Karena (P— Pl) — (25 ,25) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

) )
(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175
——— b; =1 (mod 25)

7+ by =1 (mod 25)
b1=18

P 175 .
Karena (P— Pz) = (%7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

., )
(P%, PZ) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
T bz =1 (mod 7)

o1
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25+ b, =1 (mod 7)
b2 =2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

Pb _175 18-13
p, 1% =5
=7-18-13

= 1.638 = 13 (mod 25)

P 175
P_zbzaz 5721

=5\

=50 = 0 (mod 25)
P P

X9 = —b,a; (mod 25) + — b,a, (mod 25)
Py P,

= 13 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 13 (mod 25)
= a, (mod P;)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P oy =2 1513
P, NS 25
=7-18-13

= 1.638 = 0 (mod 7)

P 175
P—2b2a2 5721

=25-2-1

=50 =1 (mod?7)

P P
Xy = P—1b1a1 (mod 7) + P—zbzaz (mod 7)
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=0 (mod7)+ 1 (mod7)
=1 (mod 7)
= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

P P
X = <P_1 bia, + P—2b2a2> (mod 175)

175 175
Xg = (E.18.13+T.2.1) (mod 175)

Xg=7:18-13+25-2-1 (mod 175)
Xo = 1638 + 50 (mod 175)
Xo = 1688 (mod 175)
Xo = 113 (mod 175)
e) f(x) =18 (mod5?)

f(x) =1 (mod 7)
Diketahui: a; = 18,a, =1

P,=5%pP,=7

P=52.7=175

(52,7) =1
Kemudian
LA
P, 25
P 175

—=""=25€Z
P, 7



Karena (Pi Pl) = (175

, E,ZS) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175 b =1 d 25
7+ b; =1 (mod 25)
b1 = 18

P 175 .
Karena (P— PZ) = (T 7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

2 )
(P%, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
T bz =1 (mod 7)

25- b, =1 (mod 7)

b2=2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P o, =22 1818
p, 1% =5
=7-18-18

= 2.268 = 18 (mod 25)

P 175
P—2b2a2 5721

=25-2-1

=50 =0 (mod 25)
P P

X9 = —b,a,; (mod 25) + —b,a, (mod 25)
Py P,

= 18 (mod 25) + 0 (mod 25)

= 18 (mod 25)

54
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= a, (mod P,)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P oy, =22 1818
p, 1% =5
=7-18-18

= 2.268 = 0 (mod 7)

P, _115
p, 22 =77
=25:2-1
=50 =1 (mod?7)

P P
Xo = P—b1a1 (mod 7) + P—b2a2 (mod 7)
1 2

=0 (mod 7) + 1 (mod 7)

=1 (mod 7)

= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

p p
xo = <P—1b1a1 + P—szaz) (mod 175)

175 175
Xo = (E-18-18+T-2-1) (mod 175)

Xg=7-18-18+25-2-1 (mod 175)
Xo = 2268 + 50 (mod 175)
Xo = 2318 (mod 175)

Xo = 43 (mod 175)



f)

f(x) = 23 (mod 52)

f(x) =1 (mod?7)

Diketahui: a; = 23,a, =1
P,=5%P,=7

P=52-7=175

(53,7)=1
Kemudian
5 = 1—75 =7€l
P) /25
P 175

—=——=25€7Z
P, 7

P 175 .
Karena (P_l’Pl) = (% 25) = (7,25) = 1 maka ada b; € Z sehingga

(P%, Pl) = b; (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175 by =1 d 25
25 1 — (mo )

7+ by =1 (mod 25)
b1:18

P 175 .
Karena (P— Pz) = (%7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

., )
(P%, PZ) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
— b, =1 (mod 7)

b2=2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

56



P oy =2 15.23
p, 1% =5

=7-18-23

= 2.898 = 23 (mod 25)

P 175
P—2b2a2 :TZ].
=25-2-1

=50 = 0 (mod 25)
P P

X9 = —bya; (mod 25) + — b,a, (mod 25)
Py P,

= 23 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 23 (mod 25)
= a, (mod P,)
Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P o =22 1823
p, 1% =5

=7-18-23

= 2.898 = 0 (mod 7)

P 175

P—2b2a2 5721
=25-2-1
=50 =1 (mod?7)

P P
X = P_blal (mod 7) + P—bzaz (mod 7)
1 2

=0 (mod7)+ 1 (mod7)
=1 (mod 7)

= a, (mod P,)
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Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan

selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

P P
X = <P_1 bia, + P—2b2a2> (mod 175)

175 175
xoE(E-18-23+T-2-1)(m0d175)

Xg=7-18-23+25-2-1(mod 175)
Xo = 2898 + 50 (mod 175)
Xo = 2948 (mod 175)
Xo = 148 (mod 175)
9) f(x) =1 (mod5?)
f(x) =5 (mod 7)
Diketahui: a; = 1,a, =5
P,=5%P,=7

R)=52:7 =175

(5%4,7)=1
Kemudian
P _ 175 —aei
P, 25

P_175_ZSEZ
P, 7

P 175 .
Karena (p_'Pl) = (% 25) = (7,25) = 1 maka ada b; € Z sehingga

1
(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175 by=1 d 25
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7+ b; =1 (mod 25)
b, = 18
175

Karena (Pi Pz) = (77) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

) )
(:;2, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
T b2 =1 (mod 7)

25+ b, =1 (mod 7)
b2:2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P15
p, &3 <JE
=7-18-1

=126 =1 (mod 25)

P 175
p, 292 =7
=25-2-5

= 250 = 0 (mod 25)
P P
X9 = =—bya, (mod 25) + —b,a, (mod 25)
Py P,

= 1 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 1 (mod 25)
= a, (mod P,)
Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P 175

P_lblalzfl:lB.l

=7-18-1
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=126 =0 (mod 7)

P 175
P_ZbZClz 5725

=25:-2-5

= 250 =5 (mod 7)
P P
Xo = —b,a; (mod 7) + —b,a, (mod 7)
Py P,

=0 (mod7) + 5 (mod 7)

= 5 (mod 7)

= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

P P
Xg = (P—1b1a1 + P—szaz) (mod 175)

= (175 18 1+175 2 5) d175
Y =\25 7 (mod 175)
Xg=7-18-1+25-2-5(mod 175)
Xo = 126 + 250 (mod 175)
Xo = 376 (mod 175)
Xo = 26 (mod 175)

h) f(x) =3 (mod 52)

f(x) =5 (mod 7)
Diketahui: a; = 3,a, =5

P, =5%P, =7

P=52-7=175



(55,7) =1
Kemudian
P—175—7EZ
P, 25
P 175
—=—=25€7Z
> 7

P 175 .
Karena (p_'Pl) = (E 25) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

1

(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

1/ b=\ d 25
25 - (mo )

7+ by =1 (mod 25)

b1=18

P 175 .
Karena (P— Pz) - (%7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

5 )
(:;2, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
— b, =1 (mod 7)

b2:2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P15
p, 1M =5
=7-18-3

= 378 = 3 (mod 25)

P 175

P_Z ZaZET 25
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=25:-2-5

= 250 = 0 (mod 25)
P P
Xy = —b,a; (mod 25) + —b,a, (mod 25)
Py P,

= 3 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 3 (mod 25)
= a, (mod P,)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

Pl A0
s AT
=7.18-3

=378 =0 (mod 7)

2
p, 22 =77
=25-2-5

= 250 =5 (mod 7)
P P
XO = _b1a1 (mOd 7) + _bzaz (mOd 7)
P, P,

=0 (mod 7) + 5 (mod 7)

=5 (mod 7)

= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

p p
xo = (P—1b1a1 + P—zbzaz) (mod 175)
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—(175 18-34 75, 5) d175
Yo =175 7 (mod 175)

Xg=7-18-3+25-2-5(mod 175)
Xo = 378 + 250 (mod 175)
Xo = 628 (mod 175)
Xo = 103 (mod 175)
i) f(x) =8 (mod5?)

f(x) =5 (mod 7)
Diketahui: a; = 8,a, =5

P1=52,P2=7

P=5%.7=175

(52,7) =1
Kemudian

P _175_7EZ

P, 25

P _175_ZSEZ

n), 7

P ) 4175 _ _ .
Karena (P— Pl) — (25 ,25) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

N )
(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175 by =1 d 25
25 1 — (mo )

7+ by =1 (mod 25)

b1:18

P 5 .
Karena (p_'PZ) = (%7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

2

(P%, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu
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T b2 =1 (mod 7)

25+ b, =1 (mod 7)
b2:2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P 175
p, 1% =5
=7-18-8

= 1.008 = 8 (mod 25)

o 22875 N
p, 2%/ 7
=25:-2-5

= 250 = 0 (mod 25)
P P
X9 = —b,a,; (mod 25) + — b,a, (mod 25)
Py P,

= 8 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 8 (mod 25)
= a, (mod P;)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P, 15
p, 1% =5
=7-18-8

= 1.008 = 0 (mod 7)

P, _175
p, 2% =77
=25-2-5

= 250 =5 (mod 7)

64



65
P P
Xy = P_lblal (mod 7) + P—zbzaz (mod 7)

=0 (mod 7) 4+ 5 (mod 7)

=5 (mod 7)

= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

P P
Xf= (P—1b1a1 + P—2b2a2> (mod 175)

175 175
X = <E-18-8+T-2-5>(m0d 175)
Xg=7-18-8+25-2-5 (mod 175)

Xo = 1008 + 250 (mod 175)
Xo = 1258 (mod 175)
Xo = 33 (mod 175)

i) f(x) =13 (mod 52)

f(x) =5 (mod 7)
Diketahui: a; = 13,a, = 5

P1=52,P2=7

P=52-7=175

(5%3,7) =1
Kemudian
P _ 175 7 e
P, 25
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P 175
Karena (—,Pl) = (—
Py 25

,25) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

17Sb =1 d 25

S5 b= (mod 25)

7+ b; =1 (mod 25)
b1:18

P 175 .
Karena (p_'PZ) = (T 7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

2
(P%, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
T b2 = (mod 7)

25+ b, =1 (mod 7)
b2=2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P o =22 1813
p, 1% =5
< 771813

= 1.638 = 13 (mod 25)

P 175
_b2a2 5_25

P, 7
=25:2-5

= 250 = 0 (mod 25)
P P
X9 = —b,a,; (mod 25) + —b,a, (mod 25)
Py P,

= 13 (mod 25) + 0 (mod 25)

= 13 (mod 25)
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= a, (mod P;)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P o =22 1813
p, 1% =5
=7-18-13

= 1.638 = 0 (mod 7)

P 175
p, 2% =77
=25-2-5

= 250 =5 (mod 7)
P P
X9 = =—bya; (mod 7) + — b,a, (mod 7)
Py P,

=0 (mod 7) + 5 (mod 7)

=5 (mod 7)

= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

p p
xo = <P—1b1a1 + P—szaz) (mod 175)

175 175
xoE(E-18-13+T-2-5)(m0d175)

Xg=7-18-13+25-2-5(mod 175)
Xo = 1.638 + 250 (mod 175)
Xo = 1.888 (mod 175)

Xo = 138 (mod 175)



k) f(x) = 18 (mod 52)

f(x) =5 (mod 7)
Diketahui: a; = 18,a, =5

P1=52,P2=7

P=5%-7=175

(55,7) =1
Kemudian
P _ 175 <
P, 25

P 175
—=—=25€Z
> 7
Karena (P%,Pl) = (% 25) = (7,25) = 1 maka ada b, € Z sehingga

(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

L by =1 d 25
25 1 — (mo )

7+ by =1 (mod 25)
b1=18

P 175 .
Karena (P—Z,Pz) = (% 7) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

(I%, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
T bz =1 (rnod 7)

b2:2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P oy =2 1818
p, 1M =5
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=7-18-18

= 2.268 = 18 (mod 25)

P 175
P—2b2a2 :TZS
=25-2-5

= 250 = 0 (mod 25)
P P
Xy = —bya; (mod 25) + —b,a, (mod 25)
Py P,

= 18 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 18 (mod 25)
= a, (mod P;)

Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P oy =2 1818
T
=7-18-18

= 2.268 = 0 (mod 7)

P 175
P_2b2a2 5725
=25-2-5

= 250 =5 (mod 7)
P P
X9 = —bya, (mod 7) + — b,a, (mod 7)
Py P,

=0 (mod 7) + 5 (mod 7)
=5 (mod 7)

= a, (mod P,)
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Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan

selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

P P
X = <P_1 bia, + P—2b2a2> (mod 175)

175 175
xo=(E-18-18+T-2-5)(m0d175)

Xog=7-18-18+25-2-5 (mod 175)
Xo = 2.268 + 250 (mod 175)
Xo = 2.518 (mod 175)
Xo = 68 (mod 175)
f(x) = 23 (mod 52)
f(x) =5 (mod 7)
Diketahui: a; = 23,a, =5
P,=5%P,=7

R)=52:7 =175

(5%4,7)=1
Kemudian
P - 175 o
P, 25

P—175—25€Z
P, 7

P 175 .
Karena (P— P1) = (% 25) = (7,25) = 1 maka ada b; € Z sehingga

1 )
(P%, Pl) = b, (mod P;) mempunyai satu selesaian yaitu

175 by =1 d 25
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7+ b; =1 (mod 25)
bl = 18

P 175 .
Karena (p_'PZ) = (77) = (25,7) = 1 maka ada b, € Z sehingga

2

(:;2, Pz) = b,(mod P,) mempunyai satu selesaian yaitu

175
T b2 =1 (mod 7)

25+ b, =1 (mod 7)
b2:2

Jika x, dinyatakan dalam modulo P;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P oy, =22 18.23
p, &3 <JE
=7-18-23

= 2.898 = 23 (mod 25)

P 175
P—2b2a2 ETZS

=25:2-5

= 250 = 0 (mod 25)
P P
X9 = =—bya, (mod 25) + —b,a, (mod 25)
Py P,

= 23 (mod 25) + 0 (mod 25)
= 23 (mod 25)
= a, (mod P,)
Jika x, dinyatakan dalam modulo P,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

P opa =22 1823
p, 1% =5

=7-18-23
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= 2.898 = 0 (mod 7)

P 175
P_ZbZClz 5725

=25:-2-5

= 250 =5 (mod 7)
P P
Xo = —b,a; (mod 7) + —b,a, (mod 7)
Py P,

=0 (mod7) + 5 (mod 7)

= 5 (mod 7)

= a, (mod P,)
Karena x, memenuhi kongruensi pertama dan kedua, maka x, merupakan
selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua kongruensi.

Maka:

P P
Xg = (P—1b1a1 + P—szaz) (mod 175)

175 175
xoE(E-18-23+T-2-5)(m0d175)

Xo =7-18:234 2525 (mod 175)

Xy = 2898 + 250 (mod 175)

Xo = 3148 (mod 175)

X9 = 173 (mod 175)
Jadi  selesaian dari f(x) =x3+3x*?—4=0(mod175) adalah x=
3,813,18,23 (mod 25) dan x =1,5(mod7) maka dengan menggunakan
Teorema Sisa China (Chinese Remainder Theorem) dapat diperoleh masing-masing
selesaian tunggalnya sebagai berikut

xo = 1,78,8,113,43,148,26,103,33,138,68,173 (mod 175).
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4.3 Keyakinan untuk Menyelesaikan Masalah dalam Islam
Islam adalah agama yang mengatasi dan melintasi waktu, karena sistem
nilai yang ada di dalamnya adalah mutlak. Kebenaran nilai islam bukan hanya untuk
masa dahulu, tetapi juga untuk masa sekarang bahkan masa yang akan datang,
sehingga nilai-nilai dalam islam berlaku sepanjang masa. Dalam penelitian ini, juga
terdapat beberapa kajian ilmu matematika khususnya ilmu teori bilangan dan
aljabar, yaitu mengenai kajian kongruensi polinomial modulo prima. Berdasarkan
pembahasan, dapat diketahui bahwa terdapat beberapa tahapan atau proses dalam
menyelesaikan kongruensi polinomial modulo prima adalah bertujuan untuk
mempermudah dalam menyelesaikan kongruensi polinomial tersebut. Jika
dikaitkan dengan agama islam, hal ini dapat direlevansikan dengan al-Quran yang
menyebutkan bahwa al-Quran diturunkan untuk mempermudah. Sebagaimana yang

tertera pada surat at Thaha/20:2-3:

2 % A e i8Nl pE ol alle Wit

“Kami tidak menurunkan al-Quran ini kepadamu agar kamu menjadi susah, tetapi
sebagai peringatan bagi orang yang takut (kepada Allah)”’(QS. at-Thaha/20:2-3).

Ayat di atas menceritakan bahwa Allah tidaklah membuat kesusahan
dengan diturunkannya al-Quran, tetapi Allah menurunkan al-Quran sebagai
kemudahan untuk memberi peringatan kepada manusia. Seperti yang telah
dijelaskan dalam bab-bab sebelumnya bahwa dalam menyelesaikan kongruensi
polinomial modulo prima terdapat banyak tahapan. Allah tidak memberikan suatu
masalah atau ujian sebagaimana melebihi kemampuan umatnya. Dan setiap ujian
atau masalah yang telah diberikan kepadanya, Allah telah memberikan petunjuk
kepada umatnya untuk menyelesaikannya.

Dijelaskan pula pada surat Al Bagarah/2:286 sebagai berikut:
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“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. la
mendapat pahala (dari kebaikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari
kejahatannya) yang dikerjakannya...” (QS. Al-Bagarah/2:286)

Dengan kata lain, seseorang tidak dibebani melainkan sebatas
kemampuannya. Hal ini merupakan salah satu dari lemah lembut Allah kepada
makhluk-Nya dan kasih sayang-Nya kepada manusia, serta kebaikan-Nya kepada
manusia. Maka hendaklah perbanyak bersyukur, karena betapa melimpahnya
kenikmatan yang Allah berikan kepada manusia, yang tidak terhingga jumlahnya.
Allah memberikan kehidupan, kesehatan dan begitu banyak nikmat yang lainnya.
Allah tidak pernah memberikan ujian kepada hamba-Nya jika Allah tidak
mengetahui batas kemampuan hamba-Nya tersebut. Allah maha tahu akan segala
ciptaan-Nya, baik itu yang ukurannya besar maupun yang terkecil sekalipun. Tidak
satupun dari itu yang luput dari pandangan dan rencana-Nya. Tidak pernah
sekalipun rencana Allah meleset dari tujuan awalnya. Begitupun dengan manusia,
Allah lebih tahu akan kemampuan dan kapasitas manusia sebagai makhluk ciptaan-
Nya dibandingkan manusia itu sendiri. Maka, jika manusia merasa tidak sanggup
melaksanakan sesuatu atau mendapat tugas dan amanah yang banyak, Allah-lah
tempat mengadu dan yang dapat melapangkan hati manusia, karena Allah yang
lebih mengetahui kapasitas kemampuan manusia dalam menyelesaikan dan
mengerjakan sesuatu.

Allah berfirman dalam surat al-Insyiraah/94:6 sebagai berikut:

DA TS

“Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.” (QS. al-Insyiraah/94:6)
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Bahkan dalam kesulitan itu sendiri ada kemudahan, dan kesulitan akan

terjadi terus menerus, berulang-ulang, kesulitan senantiasa disertai kemudahan,

dalam susah ada mudahnya, dalam sempit ada lapangnya. Bahaya yang mengancam

adalah menjadi sebab akal berjalan, fikiran mencari jalan keluar. Oleh sebab itu

dapatlah diyakini bahwa kesulitan, kesempitan, marabahaya yang mengancam dan

berbagai macam pengalaman hidup yang pahit, dapat menyebabkan manusia
bertambah cerdas menghadapi semuanya.

Jadi dapat disimpulkan bahwa ayat-ayat di atas sangat relevan jika dikaitkan
dengan penentuan selesaian kongruensi polinomial dengan modulo prima, begitu
banyak kesulitan dan rintangan untuk mendapatkan selesaiannya. Begitu juga Allah
yang telah menunjukkan banyak hal untuk memperlihatkan kekuasaan-Nya dan

banyak hal juga untuk menjadikan segalanya menjadi mudah.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab [V, maka dapat diambil
kesimpulan bahwa kongruensi polinomial dari f(x) =a(modP), Vx €Z
dengan P = {P"* - P, - ... P'"}, dimana Py, P,, ..., B, adalah bilangan prima yang
berbeda, dan «a,, a5, ..., @, adalah bilangan bulat positif, dan f(x) adalah suatu
polinomial yang koefisien-koefisiennya konstan dan nilai-nilai x memenuhi
persamaan f(x) = 0 (mod P), ada yang memiliki selesaian dan ada yang tidak
memiliki selesaian, bergantung pada koefisien masing-masing variabel.

Kongruensi yang mempunyai selesaian ada yang memiliki satu selesaian
dan ada yang memiliki lebih dari satu selesaian. Sistem kongruensi yang memiliki
lebih dari satu selesaian seringkali dilakukan secara simultan untuk mencari suatu
selesaian yang memenuhi sejumlah kongruensi linier. ini berarti, dari beberapa
kongruensi linier akan dicari selesaian yang memenuhi masing-masing kongruensi
linier tersebut dengan menerapkan teorema sisa China (Chinese Remainder
Theorem) untuk mendapatkan selesaian yang tunggal.

Kongruensi linier dalam sistem yang simultan dapat diselidiki dan
ditentukan hanya jika (P;, Pj) =1, untuki #j. Maka kongruensi simultan

mempunyai selesaian persekutuan tunggal sebagai berikut:

r
P PP L BT
sz —————bia;(mod [A KR ... B
1

T
i=1
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5.2 Saran
Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan mengenai
penyelesaian kongruensi dari persamaan suatu polinomial dengan menggunakan
modulo yang tidak relatif prima. Maka dari itu, untuk penulisan selanjutnya, penulis
menyarankan untuk mengkaji sistem kongruensi polinomial secara lebih efisien

atau menggunakan pemrograman.
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