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ABSTRAK

Putri, Safira Nur Aulia. 2022. Operator Integral Fraksional yang diperumum pada
Ruang Morrey yang Diperumum. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi,  Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Ach. Nashichuddin,
M.A.

Kata Kunci: Operator Integral Fraksional, Ruang Morrey

Operator integral fraksional atau operator Riesz merupakan operator terbatas dari
ruang Lebesgue. Operator integral fraksional ini memetakan sebarang fungsi
bernilai real ke dalam bentuk integral dari fungsi integral fraksional. Ruang
morrey adalah kumpulan dari fungsi anggota bentuk perumuman dari ruang
Lebesgue. Pada penelitian ini, akan membahas mengenai operator integral fraksional
yang diperumum pada ruang Morrey yang diperumum. Pembuktian tersebut akan
dilakukan dengan menggunakan dipartisi. Dapat disimpulkan bahwa operator integral
fraksional yang diperumum pada ruang Morrey yang diperumum pada teorema 1

q —
ITof Wi, = Coallf e,y danteorema |7,/ GOI" < CMFGOPIFI,,, -



ABSTRACT

Putri, Safira Nur Aulia. 2022. Generaized Fractional Integral Operators on a
Generalized Morrey Space. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of
Science and Technology, ‘Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Supervisor: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (1) Ach. Nashichuddin, M.A.

Keywords: Fractional Integral Operator, Morrey Space.

The fractional integral operator or Riesz operator is a finite operator of the
Lebesgue space. This fractional integral operator maps any real-valued function into the
integral form of the fractional integral function. Morrey space is a collection of general
form member functions of Lebesgue space. In this study, we will discuss the generalized
fractional integral operator on a generalized Morrey space. The proof will be done using
partitioned. It can be concluded that the generalized fractional integral operator on

Morrey space generalized to Theorem 1 ||Tpf||M <Cpq IIfIIMM and Theorems 2
q_¢p/q !

T, f@|" < CMFCOPIFIG,,:
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Operator integral fraksional adalah bagian dari potensial Riesz. Operator
integral fraksional dikenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886. Operator
integral fraksional merupakan operator terbatas dari ruang Lebesgue. Operator
integral fraksional ini memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk
integral dari fungsi integral fraksional.
Pada Penelitian ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional pada
ruang Morrey yang diperumum.
Operator I,f yang memetahkan sebarang fungsi ernilai real ke dalam bentuk
integral dari pembagian fungsi tersebut.

Teorema Hardy-Littlewood-Sobolev telah dibuktikan pada integral fraksional
dalam ukuran ganda (doubling) maupun tak ganda (non-doubling), di mana ruang
tak homogen adalah ruang R™ yang dilengkapi dengan ukuran tak negatif u yang
memenuhi kondisi growth (y € GC(n)). Ukuran u dikatakan memenuhi kondisi
growth apabila terdapat konstanta C > 0 sedemikian sehingga untuk semua bola
B(x, r),,u(B(x, r)) <Cr™".

Operator integral fraksional mengumpamakan sebuah ketaksamaan dalam
proses penyelesaiannya. Apabila syarat keterbatasan operator integral fraksional
sudah terpenuhi, maka akan menghasilkan suatu kesimpulan dari pembuktian
teorema di ruang tertentu. Dalam hal ini mengibaratkan bahwa manusia memiliki

keterbatasan. Keterbatasan tersebut bisa dalam berbagai hal seperti keterbatasan



pada ilmu pengetahuan maupun kelemahan diri. Allah SWT memiliki kemampuan
tak terbatas, sehingga manusia diciptakan penuh dengan keterbatasan. Tujuan
diciptakannya manusia menjadi makhluk yang memiliki Kketerbatasan dan
kelemahan adalah supaya manusia memiliki kesadaran penuh bahwa tidak ada
yang bisa menandingi kekuasaan Allah SWT dan supaya manusia bisa kembali
pada Allah SWT dengan mendekatkan diri kepadanya. Keterbatasan ini dalam
Alqur’an memiliki keterkaitan dengan surat An-Nisa ayat 28:

“Allah  hendak memberikan keringanan kepadamu, karena manusia
diciptakan(bersifat) lemah.”

Ayat di atas menunjukkan bahwasanya manusia diciptakan dengan bersifat
lemah (keterbatasan) dalam melakukan sesuatu hal antara lain seperti
kemampuan, ilmu, dan lain-lainnya. Allah menciptakan sifat lemah (keterbatasan)
karena Allah tidak akan membebani manusia di atas kemapuannya, maka dari itu

Allah akan selalu memberi keringanan atau jalan keluar terhadap hambanya.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang akan
dikaji dalam penelitian ini, yaitu “bagaimana operator fraksional yang diperumum

pada ruang Morrey diperumum?”

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk membuktikan operator fraksional

yang diperumum pada ruang Morrey diperumum.



1.4  Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini yaitu untuk mengetahui operator fraksional

yang diperumum pada ruang Morrey diperumum.

15  Batasan Masalah

Berdasarkan uraian masalah yang disebutkan, penulis merasa perlu untuk
membatasi masalah agar pembahasan tidak menyimpang dan meluas. Adapun
batasan masalahnya yaitu operator fraksional yang diperumum pada ruang Morrey
diperumum.
1.6  Definisi Istilah

Terdapat beberapa definisi istilah operator integral fraksional dan ruang

Morrey yang diperumum. Operator integral fraksional diperkenalkan oleh Marcel
Riesz pada tahun 1886. f adalah fungsi terukur bernilai real pada X,n > 1, dan
misalkan 0 < a < n. Operator I, yang memetakan fungsi f: X - R ke I,f: X —

R dengan

1
Iof (%) ==Jx Wf(X)du(y), x€X

Berikutnya, ruang Morrey yang diperumum Misalkan 1 < p < oo dan ¢ € Gp,

ruang Morrey yang diperumum Mg(Rn) didefinisikan sebagai himpunan semua

fungsi terukur f € R"™ yang memenuhi (Ifronika, 2018).
1

1 14
Il 28] = sup If(x)pdx> <o

aeR,r>0 (]5(7') <|B(a' T')| B(a,r)




BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1  Ruang Lebesgue
Ruang Lebesgue berisi kelas fungsi yang saling ekuivalen sedemikian

sehingga norm fungsi itu terbatas di ruang Lebesgue terbatas.
Definisi 2.1
Ruang Lebesgue LP(R™) termasuk ruang fungsi, misalkan R™ adalah himpunan
terukur dan ada sebarang nilai 1 < p < oo yang dilengkapi dengan norm ||||;»
merupakan ruang bernorma, dengan

1

p

Il = [reowar | <e
R

(Limanta, 2014)
Definisi 2.2
ruang Lebesgue lemah LP (R") didefinisikan sebagai semua fungsi terukur

loc

f:R™ - R yang memenuhi

f F(0)Pdx < oo

Untuk setiap subhimpunan kompak K € R". (Mu’tazili,2019)

2.2 Ruang Lebesgue Lokal

Ruang Lebesgue lokal IF =1P

loc loc

(R™),1 < p < o adalah kumpulan kelas-
kelas ekeuivalen f sedemikian sehingga untuk setiap sub himpunan kompak

s € R™ berlaku [(|f|P < co. (Bartle,1995).



2.3 Ruang Morrey

Ruang Morrey merupakan kumpulan dari fungsi anggota bentuk
perumunan dari ruang Lebesgue.
Definisi 2.3

Misalkan 1 < p < q < co. Ruang Morrey M(g’(R") merupakan himpunan semua

fungsi £ € L7 _(R™) sedemikian sehingga,
1

11 P
”f”]\/[; := sup |B(a,1)|4 P(L( )lf(x)pdx> < ©
ar

aceR,r>0
|B(a,r)| meyatakan bola buka di R™ yang berpusat di a dan berjari-jari r. Jika
p=q, maka M = LP. (Mu’tazili, 2019)

1
||f||M5 — sup |B(a,r)|%_%<f If(x)de>p
B(a,r)

aceR,r>0

SIS

sup |B(a,r)|°< j ( )If(x)pdx>
B(a,r

aceR,r>0

p
- ( f If(x)”dx>
B(a,r)

= Ifllee

|

2.4 Perumum Ruang Morrey

Ruang Morrey yang diperumum dinotasikan sebagai Mg(Rn). Sebelum
membahas mengenai definisi ruang Morrey yang diperumum, terlebih dahulu di
misalkan 1 < p < o dan Gp adalah himpunan semua fungsi ¢: (0, o) — (0, )

sedimikian sehingga ¢ hampir menurun vyaitu terdapat C > 0 sedemikian



sehingga ¢ (1) = Cp(s) untuk setiap 0 < r < s < oo dan r7¢ hampir naik (yaitu

terdapat C > 0 sedemikian sehingga r7¢(r) < CsP¢(s) untuk setiap 0 <7 <

s < o). Perhatian jika ¢ € Gp, maka ¢ memenuhi doubling condition, yang

< ¢

berarti bahwa terdapat C > 0 sedemikian sehingga% =50

< Cketikal<<<2.
Definisi 2.4
Misalkan 1 < p < oo dan ¢ € Gp, ruang Morrey yang diperumum M(;’(IR”)

didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur f € R"™ yang memenuhi

(Ifronika, 2018).

1

1 1 P

IfIl = M£ = sup < If(x)pdx> < oo
a€R,r>0 d)(r) IB(a' T)I B(a’r)

2.5  Operator Integral Fraksional
Operator integral fraksional diperkenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun
1886. Operasi integral fraksional itu sendiri didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.5
Misalkan f adalah fungsi terukur bernilai riil pada X,n > 1, dan misalkan

0 < a < n. Operator I, yang memetakan fungsi f: X - Rke I,f: X — R dengan

1
00 = | gosm ), xex

Adalah operator integral fraksional (Gunawan, H, 2004: 1).



2.6 Operator Maksimal Hardy-L.ittlewood

Pembuktian keterbatasan perumum operator integral fraksional
diperumum membuktikan operator maksimal yang didefinisikan sebagai berikut
Definisi 2.6

Operator maksimal Hardy-Littlewood, dilambangkan M™

M"f(x) :=sup———=
/ Br>o u(B (x, 7‘)) B(x,r)

lf O)ldu(y)
Dalam hal ini B(x, r) adalah bola buka di X yang berpusat di x € X dengan radius

r > 0 dan (B (x,7)) adalah ukuran Lebesgue (Eridani, dkk, 2004).

2.7  Doubling Condition
Salah satu kondisi dalam pengerjaan operator integral fraksional yaitu
kondisi doubling. didefinisikan sebagai berikut:
Definisi 2.7
Misalkan ¢ : (0,0) — (0,0) dan asumsikan ¢ memenuhi syarat berikut yaitu

terdapat C; > 1 sedemikian hingga untuk setiap s, v > 0 berlaku:

1 _ ¢ v
—_— L _
S S C;,untuk s € [2,217]

food’gs) ds < C,p(v)

Maka fungsi ¢ dikatakan memenuhi kondisi doubling. (Menurut Eridani, dkk,

2004).



2.8 Growth Condition
Biarkan p menjadi ukuran Borel positif pada R". Kita katakan bahwa
ruang (R", u) adalah tidak homogen jika ¢ memenuhi kondisi pertumbuhan orde

n dengan 0 < n < d, yaitu konstanta C > 0 sedemikian sehingga
,u(B(a, r)) <Cr"

untuk sembarang bola B(a, r) yang berpusat di a € R™ dengan radius r > 0.

2.9  Ketaksamaan Chybesev

Ketaksamaan yang membahas tentang operator integral fraksional I,
adalah ketaksamaan Chebyshev. Teorema mengenai ketaksamaan Chebyshev
sebagai berikut:
Teorema 2.9 Misalkan u adalah ukuran Borel pada R™ dan E € R" adalah
himpunan yang terukur. Jika f adalah fungsi yang terintegralkan pada E, maka

untuk setiap y > 0 berlaku

W(x € 1fFG] > ) <= [Ireotau
Y Jg

Salah satu yang membahas ketaksamaan ini dalam buku (Royden, 2010).

2.10 Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Qur’an/Hadist

Operator integral fraksional mengumpamakan sebuah keterbatasan dalam
proses penyelesaiannya. Apabila syarat keterbatasan operator integral fraksional
sudah terpenuhi, maka akan menghasilkan suatu kesimpulan dari pembuktian

teorema di ruang tertentu. Dalam hal ini mengibaratkan bahwa manusia memiliki



keterbatasan. Keterbatasan tersebut bisa dalam berbagai hal seperti keterbatasan
pada ilmu pengetahuan maupun kelemahan diri. Allah SWT memiliki kemampuan
tak terbatas, sedangkan manusia diciptakan penuh dengan keterbatasan. Tujuan
diciptakannya manusia menjadi makhluk yang memiliki keterbatsan dan
kelemahan adalah supaya manusia memiliki kesadaran penuh bahwa tidak ada
yang bisa menandingi kekuasaan Allah SWT dan supaya manusia bisa kembali
pada Allah SWT dengan mendekatkan diri kepada-nya. Keterbatasan ini dalam
Alqur’an memiliki keterkaitan dengan surat An-Nisa’ ayat 28:

“Allah  hendak memberikan keringanan kepadamu, karena manusia
diciptakan(bersifat) lemah.”

Avyat di atas menunjukkan bahwasanya manusia diciptakan dengan bersifat
lemah (keterbatasan) dalam melakukan sesuatu hal antara lain seperti
kemampuan, ilmu dan lain-lainnya. Allah menciptakan sifat lemah(keterbatasan)
karena Allah tidak akan membebani manusia di atas kemapuannya, maka dari itu

Allah akan selalu memberi keringanan atau jalan keluar terhadap hambanya.

2.11 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung Al-Qur’an/Hadist
Keterbatasan dalam kamus besar bahasa Indonesia diartikan sebagai
keadaan terbatas, yakni suatu hal yang masih berada dalam suatu batasan yang
memiliki batasan penyelesaiannya. Manusia memiliki keterbatasan dalam
melakukan sesuatu hal, antara lain seperti kemampuan, ilmu pengetahuan dan
lain-lainnya Keterbatasan adalah rahmat Allah SWT yang akan selalu ditemukan

di setiap ciptaanNya.
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Sebagaimana difirmankan dalam Al-Qur’an surat An-nisa ayat 28,
“Allah  hendak memberikan keringanan kepadamu, karena manusia
diciptakan(bersifat) lemah.”

Pada ayat ini berdasarkan tafsir al-mukhtashar menjelaskan bahwa Allah
memberikan keringanan syariat yang sudah ditetapkan untuk manusia. Allah
tidak akan membebani manusia dengan sesuatu yang di luar kemampuan
manusia karena Allah mengetahui sifat kelemahan manusia, baik dalam jasad
maupun akhlaknya (Khalawaih, 2017). Manusia memiliki sifat terbatas dan
lemah, salah satunya yaitu lemah dalam mengendalikan diri dalam melawan
hawa nafsu. Oleh karena itu Allah memperbolehkan kepada mereka yang tidak
sanggup membelanjakan perempuan merdeka untuk menikahi shamba sahaya.
Maka dari itu manusia harus selalu menjaga dirinya dan selalu mendekatkan diri
kepada Allah dan menjauhi larangan tersebut supaya tidak jatuh pada hal yang
buruk seperti berzina dan lain sebagainya. Hal ini untuk membentengi manusia
dari pengaruh setan dan hawa nafsu yang dapat menjerumuskannya. Manusia
perlu membentengi diri dengam iman yang kuat karena manusia penuh dengan
kelemahan.

Berdasarkan tafsir as-Sa’adi bahwa Allah memberikan keringanan pada
hambanya yang memiliki kemampuan terbatas. Seperti halnya ketika manusia
dalam masa kesulitan diperbolehkan memakan makanan yang tidak halal seperti
halnya memakan bangkai bagi orang yang kelaparan, maka hukumnya menjadi
halal. Allah juga memberikan keringanan atas beban yang dipikul oleh manusia

(As-Sa'adi, 2014).
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2.12 Kajian Topik dan Teori Pendukung

Penelitian ini dilakukan dengan cara penelitian kualitatif yang membutuhkan
beberapa penelitian. Terdapat beberapa penelitian terkait topik judul yang telah
diteliti sebelumnya. Salah satunya adalah Hendra Gunawan yang membahas
tentang operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey yang
diperumum. Dalam jurnal tersebut ada beberapa teorema yang digunakan di
antaranya kondisi growth. Kondisi doubling merupakan ruang tak homogen yang
terdefinisi jika p memenuhi kondisi doubling yang di jelaskan pada definisi

Misalkan p dan ¢ memenuhi kondisi doubling. Misalkan bahwa himpunan

kosong surjektif dan memenuhi f:o%t)pdt < Cp(r)? dan

() f @dtm( ) f p(t)td)(t)dt < CHrPh,

Untuk semua r > 0,

Maka terdapat C, , > 0 sedemikian hingga
”Tpf”Mq,(pp/q < Cp,q”f”]\/l'pjd)

Dengan kata lain sebelum memuktikan teorema di atas perhatikan ahwa jika T,

terbatas dari M, 4 ke M, pp/a s untuk 1 <p < q < .

Dengan catatan p memenuhi kondisi doubling maka untuk setiap bilangan bulat k

dan r > 0 didapat

2k+17,.
f pLt) ——dt~p(2Fr).
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Leih jauh lagi, berdasarkan kondisi doubling didapatkan

p(r) < Cf th

0

Untuk semua r > 0,

Selanjutnya akan digunakan O.M.Hardy-Littlewood operator itu didefinisikan

sebagai berikut

Mf(x) = f FO)ldy.

/Bl

Diketahui Operator M bahwa terbatas pada LP untuk 1 <p <o karena

memenuhi kondisi doubling dan
1<p<om, f:owdt < C¢(r)P, untuk semua r > 0,
maka terdapat C, > 0 sedemikian hingga

1MFllse, 5 < Collfllae,

Ini berarti bahwa M terbatas pada M, 4 . pada pembuktian teorema di atas, C
dinotasikan sebagai konstanta positif, yang nilainya bisa berbeda-beda untuk

setiap barisnya.



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1  Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Penelitian
kualitatif adalah peneitian yang bermaksud untuk memahami fenomena tentang
apa yang di alami oleh subjek penelitian misalnya perilaku, persepsi, motivasi,
tindakan, secara holistik, dan dengan cara deskripsi dalam bentuk kata-kata dan
bahasa, pada suatu konteks khusus yang alamiah dan dengan memanfaatkan

berbagi metode alamiah.

3.2 PraPenelitian

Pada saat pra penelitian, langkah awal pada penelitian ini melakukan
beberapa persiapan di antaranya dengan mencari beberapa literatur berupa buku,
jurnal, dan beberapa referensi lainnya yang berkaitan dengan penelitian yang
berkaitan. Kemudian mengajukan judul penelitian beserta pembimbing kepada
program studi sehingga penelitian ini bisa dilakukan dengan arahan dari

pembimbing.
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3.3  Tahapan Penelitian
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Adapun tahapan untuk mencapai tujuan dari penelitian ini adalah sebagai

berikut

\ 4

Penelitian Terlebih Dahulu

\ 4

Studi Pustaka

l

Perumusan Masalah

'

Pembatasan Masalah

l

Analisis Data

'

Kesimpulan dan Saran

l



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bab Il telah dijelaskan mengenai operator integral fraksional yang

diperumum pada ruang Morrey yang diperumum.

4.1 Teoremal
Bukti.

Karena p memenuhi kondisi doubling, maka untuk setiap k,r > 0 didapat

2k+1r

~Lkr

Pl )dt~p(2k r)

Misal

Untuk setiap x € R™ dan R > 0, dapat ditulis

= pUx — 1) /(@-p) p(lx —yb)
Tpf(X) - ]Ix—y|<R lx — y[™ Oy + p (T flx—ylzR |x — y|™
p(lx—yD plx—yD
jlix V=R e =yl Ty IOV z ‘fsz<|x yl<2k+1R Ix y* IFO)lay
2KR
= P ) If)ldy

(sz)n |x—y|<2"+1R

k=—w

<CM
|L(0)] < C”f”]v[p'd)(p(R)p/q

IT,£ ()| < CMFEIGRYP=D/™ + Cp

p(r)d/@-p)

f ww(u < Cp(r)(29)1/2

r

p(r)Q/(q_p) foop(t)d)(t) 5 < Cp(r)
T t B

C

15



16

dt < Cp(r)

P(T)Q/(Q—p) foop(t)(p(t)
C . t

pr(tkb(t) it <o)

t

(LD < f px—yD

|[x—y|=R |x — yln

Sp(r)ZL Pl =) If )|dy
k=0

If)ldy

kR<|x—y|<2k+1R |x — y|n

IfO)ldy

k=0 (ZkR)Tl [x—y|<2k+1

N p(2¥R) 1/p
<C. q/(q—p)z f ]
g £t (2KR)"/P |x_y|<2k+1|f(y)| y

4.2 Teorema 2
Bukti.

Untuk setiap x € R dan R > 0,

T,f (x) =] p(Ix = yI)

lx—y|<R lx — y|™

f(y)dy+J plx =y

—ylzr X = YI" fOdy

= L(x) + L(x).

Selanjutnya,

|1, ()] f oz = y1)
<
|

x—y|<R |x — yI”

If ) ldy

1 pUx—yD
- kzoojz If (Wldy

kR<|x—y|<2k+1R lx — y|n



Sementara itu untuk I, (x)

|1, ()]

17

1
p(2*R)
< @R ), yl<2k+1RIf ()ldy

k=—o

A

<CMf(x) ) p(2R)
kZoo

= CMf(x )] &dt

< CMF(O$(R)P—0/A,

p(lx—yl)
sjl ROy

x-y|=R |x

ijz A o lay
k=0

kRsjx—y|<2k+ip 1%

 p(2KR
S FOldy
=0

|x—y|<2k+1R

p(2*R) P
< CZ (2kR)n/p (Jl‘x—y|<2k+1R|f(y)|pdy>

< Clfllayy Y P RIGEEDSER)
k=0

< cnfuMMZ f

2R b (¢ 0P
= Cllfllae,, f \

<C

P(t)¢(t)
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< ClIfllye,, , (RIP/9.

Tambahkan keduanya, didapat

IT,£ (0| < € [MFGISRYP=D/4 + |If g, , (RIP/4]
Asumsikan bahwa f tidak identik 0 dan bahwa Mf terbatas di mana-mana. karena
¢ surjektif dapat dipilih R > 0 sedemikian hingga ¢(R) =Mf(x).||f||j,[1p’¢,
Karena itu, untuk setiap x € R"™, didapat
T, " < CMFPIFIISY,-
Ketaksamaan yang diinginkan mengikuti dari ini dan operator maksimal terbatas

pada M, 4.



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan dari hasil penelitian di bab sebelumnya, maka penulis dapat

menyimpulkan bahwa operator integral fraksional yang diperumum pada ruang

Morrey yang diperumum pada Teorema 1 ||T,f]| < Cpqllfllae,, dan
M‘l:‘l)p/q ’ .9
q D q-p
Teorema 2 [T, f ()|" < CMf(OPIIfII.”, -

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya yaitu dengan menggunakan
ruang fungsi yang lainnya sebagai contoh ruang Morrey tak homogen yang
diperumum atau ruang grand Morrey atau ruang Banach atau ruang lainnya. Penulis
juga menyarankan ketaksamaan bisa juga ketaksamaan tipe kuat ataupun

ketaksamaan tipe lainnya sebagai bahan penelitian.
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