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ABSTRAK

Azizah, Siti Rohmah. 2022. Ketaksamaan Operator Integral Fraksional yang
Diperumum pada Ruang Morrey Tak Homogen yang Diperumum. SKripsi.
Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II)
Ach. Nashichuddin, M.A.

Kata kunci: Operator Integral Fraksional, Operator Integral Fraksional yang
Diperumum, Ruang Morrey Tak Homogen yang Diperumum

Operator integral fraksional merupakan salah satu operator dalam ilmu analisis.
Operator integral fraksional itu sendiri memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam
bentuk integral dari pembagian fungsi tersebut. Salah satu perkembangan operator integral
fraksional yaitu operator integral fraksional yang diperumum. Ruang Morrey merupakan
perluasan dari ruang Lebesgue. Ruang Morrey merupakan himpunan semua fungsi terukur
Lebesgue, yang normnya berhingga atas ruang Morrey. Penelitian ini, akan membahas
mengenai ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey
tak homogen yang diperumum. Pembuktian ketaksamaan tersebut akan menggunakan
ketaksamaan Chebyshev dan ketaksamaan Holder.



ABSTRACT

Azizah, Siti Rohmah. 2022. The Inequality of Generalized Fractional Integral
Operators on Generalized Non-homogeneous Morrey Spaces. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (I1)
Ach. Nashichuddin, M.A.

Keywords: Fractional Integral Operators, Generalized Fractional Integral Operators,
Generalized Non-homogeneous Morrey Space

A Fractional integral operator is one of the operators in mathematical analysis.
Fractional integral operator itself maps any real-valued function into the integral form of
the division of the at function. One of the expansion of fractional integral operator is
generalized fractional integral operator. Morrey space is an extension of Lebesgue space.
Morrey space is the set of all Lebesgue measurable functions, whose norm is finite over
Morrey space. In this study, we will discuss the inequalities of the generalized fractional
integral operator on a generalized non-homogeneous Morrey space. We proved of this
inequality using the Chebyshev inequality and the Holder inequality.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Operator integral fraksional dikenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886.
Operator integral fraksional ini memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam
bentuk integral dari pembagian fungsi tersebut. Pada tahun 1928, G.H. Hardy dan

J. E. Littlewood menunjukkan keterbatasan 1, di ruang Lebesgue LP (i) ke L(w)

dengan 0 < a < ndan % - i = %dengan menggunakan operator maksimal sebagai

ketaksamaan Hardy-Littlewood. Sedangkan pada tahun 1930, Sergei Sobolev
menyempurnakan keterbatasan I, pada ruang yang sama yaitu ruang Lebesgue juga
menggunakan operator maksimal dengan sebutan ketaksamaan Hardy-Littlewood-
Sobolev. Nakai, (2001) mengembangkan perumuman operator integral fraksional,

disimbolkan I, yang memetakan sebarang fungsi bernilai real f* ke integral dari

fungsi f dikali sebuah fungsi p yang telah ditentukan sebelumnya. Operator
integral fraksional yang diperumum telah diteliti oleh beberapa pihak. Penelitian
yang dilakukan oleh Gunawan, (2003) membahas mengenai perumuman operator
integral fraksional yang terbatas pada perumuman ruang Morrey. Selain itu,
Eridani, dkk, (2004) membuat penelitian mengenai keterbatasan operator integral
fraksional dengan modifikasi ruang Morrey dan ruang Campanato. Selanjutnya,
Sawano, dkk, (2009) meneliti tentang ketaksamaan perumuman operator integral
fraksional pada ruang Morrey yang diperumum. Eridani, dkk, (2014) juga
membahas mengenai karakteristik untuk ketaksamaan operator integral fraksional

yang diperumum pada ruang Morrey. Sementara Gatto, dkk, (2018) sempat



membahas tentang operator integral fraksional yang di ruang metrik yang
memenuhi kondisi growth.

Ruang Morrey sendiri (disebut juga ruang Morrey klasik) diperkenalkan
oleh C. B. Morrey pada tahun 1938. Ruang Morrey adalah himpunan semua fungsi
terukur lebesgue, yang normnya berhingga atas ruang Morrey. Norm dari ruang
Morrey ini sendiri akan dibahas pada bab 2. Terdapat beberapa peneliti yang
mengembangkan ruang Morrey Kklasik. Ruang Morrey tak homogen yang
diperumum merupakan salah satu modifikasi yang ada. Adapun penelitian tentang
ruang Morrey tak homogen yang diperumum dilakukan oleh lvanal, dkk, (2013)
yang membahas pembuktikan ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional
terhadap ruang Morrey tak homogen yang diperumum dengan modifikasi operator
maksimal Hardy-Littlewood dan ketaksamaan Chebyshev.

Berdasarkan penelitian-penelitian di atas tidak ada satupun yang membahas
ketaksamaan operator integral fraksional di ruang Morrey tak homogen yang
diperumum. Oleh karena itu, penulis ingin mengembangkan penelitian tersebut.

Layaknya penelitian mengenai operator integral fraksional, setiap ilmu
selalu berkembang seiring dengan perubahan zaman. Oleh karena itu, Allah SWT
menyuruh manusia untuk senantiasa mengembangkan ilmu pengetahuan seperti

yang terdapat dalam surat Al-An’am ayat 50 :

Tl T T N T sl TrEwi, e s I |
g;gjuﬁ;@w;@m@;;ﬁ‘)yvﬂjw\;.pr“mw\j,é,ugv.ﬁJ,s\‘:luu

o+ oy Yol adly ab¥T g5t 4 6
Artinya: “Katakanlah (Muhammad), “Aku tidak mengatakan kepadamu, bahwa
perbendaharaan Allah ada padaku, dan aku tidak mengetahui yang gaib dan aku
tidak (pula) mengatakan kepadamu bahwa aku malaikat. Akhu hanya mengikuti

apa yang diwahyukan kepadaku.” Katakanlah, “Apakah sama antara orang yang
buta dengan orang yang melihat? Apakah kamu tidak memikirkan(nya)?””



Ayat di atas memerintahkan untuk setiap manusia agar berpikir tentang
sebuah kebenaran. Surat Al-An’am ayat 50 mempunyai tujuan untuk memperbaiki
pendapat kaum Quraisy tentang kenabian, maka dari itu Allah memerintahkan
mereka untuk berpikir kembali.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang diteliti
dalam penelitian ini, yakni “Bagaimana ketaksamaan operator integral fraksional
yang diperumum pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum?”’

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui bentuk
ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak
homogen yang diperumum.

1.4  Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Bagi penulis, dapat menambah wawasan mengenai ketaksamaan operator
integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak homogen yang
diperumum.

2. Bagi pembaca, dapat memberikan wawasan pada bidang operator integral
fraksional.

15  Batasan Masalah

Pada penelitian Kkali ini, topik yang dibahas ketaksamaan operator integral

fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum.

Oleh karena itu, pembahasan kali ini terbatas operator integral fraksional yang



diperumum saja. Sedangkan ruang yang dipakai ruang Morrey tak homogen yang
diperumum.
1.6  Definisi Istilah

Terdapat beberapa definisi istilah operator integral fraksional dan ruang
Morrey tak homogen yang diperumum. Operator integral fraksional pertama kali
dikenalkan oleh Marcell Riesz pada tahun 1886 yaitu misalkan f fungsi bernilai
real pada R™ dengan 0 < a <ndan x € R", operator integral fraksional

didefinisikan sebagai
IofG) =] fOlx—yl*™dy
R"

Berikutnya, ruang Morrey tak homogen yang diperumum misal 1 < p <
oo dan ¢: (0, 00) — (0, 0).Ruang Morrey tak homogen yang diperumum LP® (u) =

LP?(R%, ) didefinisikan sebagai:
1

e 1 (1 P (1
If ||Lp,¢(u>—3§g_r)¢(r)<,,n j (W)v(y)lpdu(y)) <o (2D

untuk ruang fungsi f € LY (1)

loc



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1  Operator Integral Fraksional

Operator integral fraksional diperkenalkan oleh Marcel Riesz. Menurut
Gunawan (2003), operator integral fraksional didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.1. Misalkan f fungsi real di R%, 0 <@ <n < d dan u adalah ukuran
Lebesgue. Operator integral fraksional disimbolkan I, memetakan f : R¢ —» R ke

I,f : R > R sebagai

Lf@= | ) @1)

Saatn = 1, I, menjadi

wﬂ@=f f»)

Rdmd#(ﬁ
2.2  Operator Integral Fraksional yang Diperumum

Operator integral fraksional yang telah dibahas subbab sebelumnya oleh
Nakai, (2001). Nakai mendefinisikan operator integral fraksional yang diperumum
sebagai berikut
Definisi 2.2. Misalkan R*(0,),0<n <d, p : (0,0) - (0, ) dan f sebarang
fungsi R. Operator integral fraksional yang diperumum, disimbolkan sebagai I,

didefinisikan sebagai:

px —yD

Qx=yD" au(y) (2.2)

1J&%=Jf@)
]Rd

Jika p(t) = t% 0 < a <nmakal, = I,. Buktinya adalah sebagai berikut.

Misalkan 1,f(x) = fRdf(Y) plx=yD) du(y). Misalkan (t) = t“ , maka diperoleh

lx=y|™



b = [ o) BESR du)

—yW
ff() )

1
|x —y|™ [x —y|~*

o
- fRd—lx S du0)

di mana telah diketahui bahwa I,f(x) = fR o) du(y). Dengan demikian,

4 |x—y[n-a

- f fO) du(y)
]Rd

terbukti bahwa I, = I,.

2.3  Ruang Lebesgue

Ruang Lebesgue merupakan salah satu ruang fungsi pada analisis
fungsional. Ruang ini merupakan ruang dasar dalam ruang fungsi, sebagaimana
definisinya dituliskan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) dalam bukunya sebagai

berikut.

Definisi 2.3. Untuk R% himpunan terukur, 1 < p < oo, dan suatu fungsi f di R?

didefinisikan sebagai

S

If e = <f If(x)lpdx> < o (2.2)
R

2.4  Ruang Lebesgue Tak Homogen
Menurut Hakim, (2013) ruang Lebesgue tak homogen didefinisikan

sebagai berikut.

Definisi 2.4. untuk 1 < p < oo, kita definisikan ruang Lebesgue tak homogen

dengan LP (i) = LP(R%, u) sedemikian hingga



1
D
fllpg = ( f dlf(x)lpdux> <o (24)
R
2.5 Ruang Lebesgue Lokal
Menurut Bartle (1995) yakni tentang ruang Lebesgue lokal didefinisikan

dengan 1 < p < o disimbolkan L =[P (R%) adalah kumpulan kelas-kelas

loc loc

ekuivalen f sedemikian hingga untuk setiap bab himpunan kompak S € R® berlaku

I fIP < co.

2.6 Ruang Morrey

Ruang Morrey L’Z (R%) merupakan salah satu ruang yang diperoleh dari
modifikasi ruang Lebesgue. Ruang Morrey sendiri diperkenalkan oleh C.B. Morrey
pada tahun 1938. Sawano, dkk (2020) menuliskan definisi ruang Morrey yang
diambil dari definisi C.B. Morrey.
Definisi 2.5. Misalkan 0 < p < q < o. Ruang Morrey merupakan himpunan

semua fungsi f € LV (R%) sedemikian hingga,

loc

|

1 1

Ifllp = sup |B<x,r)|ﬁ<f ( )|f(}’)|pdy>p<oo (25)

xe]Rd,r>0

Ruang Morrey dapat diperoleh dari perluasan ruang Lebesgue. Ketika p = q,

1

11 p
Ifllp = sup |BCxm)IP p(j ( )If(y)l”dy>
B(x,r

x€RE,r>0

1

p
sup |B<x,r)|°<f If(y)l”dy>
x€RE,r>0 B(x,r)

1

( f |f(y)|pdy)p
B(x,r)

= Ifll.e



Fakta bahwa LZ = LP, menunjukkan bahwa ruang Morrey merupakan perluasan

dari ruang Lebesgue.
2.7  Ruang Morrey Tak Homogen yang Diperumum
Menurut Ivanal, (2013) ruang Morrey tak homogen yang diperumum
didefinisikan sebagai berikut
Definisi 2.6. Misal 1 <p <o dan ¢:(0,) = (0,00). Ruang Morrey tak

homogen yang diperumum LP? (1) = LP? (R4, 1) didefinisikan sebagai:

1

1 1 p
IF llupogo = sup oo (rn f (x’r)lf(y)lpdu(y)) <

untuk ruang fungsi f € L (w).

loc

2.8 Operator Maksimal Hardy-L.ittlewood

G.H. Hardy dan J.E. Littlewood memperkenalkan ketaksamaan Hardy-
Littlewood sebagai operator maksimal. Eridani, dkk (2004) mendeskripsikan
operator tersebut dalam ruang tak homogen sebagai berikut.
Definisi 2.7. Ruang tak homogen dalam operator maksimal Hardy-L.ittlewood pada

didefinisikan sebagai

M) = supm ey Bxr)

lf )l duly) (2.7)
dengan B(x, ) sebarang bola berpusat di x € R% dan berjari-jari r > 0.
2.9 Doubling Condition

Salah satu kondisi dalam pengerjaan operator integral fraksional yaitu
kondisi doubling. Menurut Eridani, dkk, (2004) didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.8. Misalkan ¢ : (0,) — (0, ) dan asumsikan ¢ memenuhi syarat

berikut yaitu terdapat C; > 1 sedemikian hingga untuk setiap s, v > 0 berlaku.



1 @ (s) v
o < ) < (C,,untuk s € [E,ZU] dan
o (2.8)
¢(s)

Tds < C1¢(U)

r

maka fungsi ¢ dikatakan memenuhi kondisi doubling.
2.10 Growth Condition

Pembuktian ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum
membutuhkan suatu kondisi yaitu kondisi growth. Menurut Ivanal, (2013)
mendefinisikan sebagai berikut:
Definisi 2.9. Fungsi p : (0,00) — (0,) disebut kondisi growth jika terdapat
konstanta k; dan k, yang memenuhi 0 < 2k; < k, < co dan konstanta C > 0

sedemikian hingga untuk setiap r > 0 berlaku

kar (2.9)
p)
sup p(s) <C Tdt
T
§<SST Kyr

untuk bab berikutnya, akan dinotasikan p*(r) = fkk::@dt untuk setiap r > 0.

2.11 Ketaksamaan Holder
Ketaksamaan Holder adalah salah satu ketaksamaan yang mendasar di

analisis fungsional. Menurut Bartle, (1995) mendefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.10. Jika f € LP, g € L9 dengan p > 1, %4—3 =1 maka fg € L' dan

Ifgll < Iflleellgllpa.

2.12 Ketaksamaan Chebyshev
Ketaksamaan yang membahas tentang operator integral fraksional I,
adalah ketaksamaan Chebyshev. Salah satu yang membahas ketaksamaan ini adalah

Royden (2010). Bunyi ketaksamaan Chebyshev adalah sebagai berikut.
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Teorema 2.11. Misalkan p adalah ukuran Borel pada R¢ dan E € R adalah
himpunan yang terukur. Jika f adalah fungsi yang terintegralkan pada E, maka

untuk setiap y > 0 berlaku

W(x € E 1F Gl > 7)) < % [Ireotau (2.10)

Bukti. Definisikan E, ={x € E : |f(y)| >y}. Pertama misalkan
u(E,) = 0. Misalkan n bilangan asli. Definsikan E, , = E, N [-n,n] dan ¥, =
¥ * xEyn. Maka v, adalah fungsi terukur yang terbatas dari berhingga.

v u(Eyn) = [y dan 0 <, < f di E untuk semua n
Kita simpulkan dari kontinuitas terukur itu

o0 :y-/,t(Ey) =y  lim /,t(Ey,n) = limfl/Jn Sff
n—oo n=®Jg E

Dengan demikian ketidaksamaan (2.10) terjadi karena kedua sisi sama oo. Sekarang
pertimbangan kasusnya u(E,) < co. Definisikan h =y - yE,. Maka h adalah

fungsi terukur yang terbatas dari berhingga dan 0 < h < f di E. Maka dengan

definisi integral dari f atas E, diperoleh

V'M(Ey)=thff

=[5

2.13 Anjuran Berpikir dalam Al-Qur’an

Bab ini akan menjelaskan tentang perintah berpikir dalam Al-Qur’an.
Berpikir untuk mengetahui kebenaran dan tidak tersesat. Perintah berpikir untuk
mengetahui kebenaran terkandung dalam salah satu ayat Al-Qur’an, yakni pada

surat Al-An’am ayat 50

z <

{

LY

C\,

| 1o G ) 4T Al i 2&0 80 5 il 4l W5 i 2T o 20 I 6

O35 bl Joadly (0241 g 44 8
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Artinya: “Katakanlah (Muhammad), “Aku tidak mengatakan kepadamu, bahwa
perbendaharaan Allah ada padaku, dan aku tidak mengetahui yang gaib dan aku
tidak (pula) mengatakan kepadamu bahwa aku malaikat. Aku hanya mengikuti apa
yang diwahyukan kepadaku.” Katakanlah, “Apakah sama antara orang yang buta
dengan orang yang melihat? Apakah kamu tidak memikirkan(nya)?””

Dalam tafsir Al-Mishbah, (2007) menjelaskan tentang ayat ini yaitu
bahwa Nabi Muhammad SAW sama halnya dengan manusia biasanya, yang
membedakan bahwa Nabi Muhammad SAW menerima menerima wahyu, sehingga
Nabi Muhammad SAW dalam petunjuk-Nya. Seperti halnya orang yang melihat,
dan orang yang buta, keduanya tidak sama yang buta mengikuti orang yang melihat,
yang tidak mengetahui arah seharusnya diarahkan oleh yang mengetahui arah.
Maka seharusnya Kita berpikir.

Dalam tafsir Fi Zhilail Qur’an, (2003) menjelaskan berpikir dalam ayat
tersebut bahwa berpikir sesuai dengan petunjuk wahyu dan bukan hanya berpikir
tidak sesuai petunjukNya. Bukan semata-mata berpikir dalam kegelapan tanpa
adanya petunjuk dan kitab suci yang meneranginya

Selanjutnya, oleh Taufik, dkk, (2016) bahwa tujuan berpikir dalam Islam
ada beberapa poin diantaranya untuk mendapatkan sebuah kebenaran,
mengamalkan syariat Islam dan lebih dekat dengan Allah SWT. Surat Al-An’am
ayat 50 merupakan salah satu poin di atas yaitu untuk mendapatkan sebuah
kebenaran. Sedangkan cara berpikir dalam Islam juga terdapat beberapa poin yaitu
berpikir dalam hati bersih, berpikir dengan akal yang benar dan berpikir dengan
luas dan sederhana.

Dalam tafsir Al-Muyassar, (2007) menjelaskan bahwa Nabi Muhammad

SAW tidak mengklaim bahwa beliau memiliki pembendaharaan langit dan bumi

sehingga aku bisa berbuat apa saja di dalamnya dan beliau tidak mengaku
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mengetahui perkara-perkara hal ghaib dan tidak mengaku bahwa beliau adalah
malaikat. Beliau hanyalah seorang utusan yang di utus dari sisi Allah. Beliau
sekedar mengikuti apa yang diwahyukan ke beliau dan kemudian disampaikan
kepada umat manusia. Katakanlah (wahai rasul) kepada orang musyrik itu, “apakah
sama orang kafir yang buta untuk menyaksikan ayat-ayat Allah sehingga dia tidak
mengimaninya dengan orang mukmin yang dapat melihat ayat-ayat Allah lalu
mengimaninya? Apakah kalian tidak mau memikirkan auat-ayat Allah agar dapat
melihat kebenaran dan kemudian mengimaninya?”’
2.14 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Penelitian ini dilakukan dengan cara penelitian kualitatif yang
membutuhkan beberapa penelitian. Terdapat beberapa penelitian terkait topik judul
yang telah diteliti sebelumnya. Salah satunya dibuat oleh Eridani dan kawan-kawan
(2004) dalam artikel On Generalized Fractional Integral Operators yang
membahas tentang operator integral fraksional yang diperumum dengan versi ruang
Morrey dan ruang Campanato dengan menggunakan cara operator maksimal
Hardy-Littlewood dan fungsi Young. Ada teorema yang akan digunakan dalam
pengerjaan yaitu kondisi doubling. Dalam jurnal tersebut jika p memenuhi kondisi

doubling kita mempunyai kondisi berikut :

1 _ 906 v
<5< Cr untuks € [2,21;]

fooqb(s) ds < C,p(v)

S
Selain itu, Denny lvanal Hakim dan Hendra Gunawan (2013) dalam
artikel Weak-(p, q) Inequality for Fractional Integral Operators on Generalized

Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type yang membahas dengan membuktikan
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ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional terhadap ruang Morrey tak
homogen yang diperumum dengan modifikasi operator maksimal Hardy-
Littlewood dan ketaksamaan Chebyshev.

Lema 2.12. Misalkan f € L} .(u) , maka untuk sebarang bola B(x, R) pada R¢
berlaku

f VO du(y) < CREMf (%) (23)

(X,R) lx —y[t-®
Bukti. Dengan dekomposisi bola B(x,R) dipartisi dan berdasarkan definisi

operator maksimal serta fakta bahwa 2‘,];1_00 2/% konvergen, maka untuk sebarang

bola B(x, R) € R berlaku

f()% W)= fw% ()
' f%Rﬁlx—ykR% )
) jlx—y|<%R% k)
' %Rslx—y|<%R% du(y)
' J%Rﬁlx—ykR% )

< Z f |f(3’)1|_a ()
iRslx—y|<2}.—£_1R |x — yl

j=1 2Jj

-1
S O )
j=—w 2JR<|x—y|<2Jt1R |X - }7|
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on
= Z fl epinglr -yl HO)

j=—o0

-1
IO
< Z f Ol s
j=—o (B,21'+1R)|x—y|1—a uy

1 .
= jZmWL(x,zjﬂR)lf(y)l du(y)

-1

1
< ) 0 G| o)l

j=—oo

< 2R*Mf(x) z 2Ja

j:—OO

< CR*Mf(x) ]
Akibat 2.13. Misalkan B(x, R) adalah bola yang berpusat di x € R? dan berjari-

jari R > 0 maka
f o du() < CRC 2.4
B(XR)lx_yll_a H\y) = ( . )

Dan untuk sebarang bola B(a,r) € R® berlaku

XB@ar) ()
f LB@DTZ du(y) < € R™M p(am (*) (2.5)
B(x,R) |X - yl

Bukti. Ambil sebarang bola B(a,r) € R%. Untuk setiap y € B(x, R), definisikan
fiy) =1 dan f,(y) = xp@r)(¥). Kemudian, dengan substitusi f; dan f, ke
ketaksamaan pada lema 2.10

Untuk f; (y) = 1 disubstitusikan ke ketaksamaan lema 2.10

j lf I () < J If(y)l_ ()
B [

(x,R) |x - yll—a x—y|<§R |x - yll @



|
+.f '——EEX%L;
LR<ix-yI<r lx — yl

2

f _f»ml ()
lx-yl<z

du(y)

1p|x — y|i-@
Il

+ du(»)

%R |x— y|<—R|x_y|1 @ Y
If )

" LRSlx—y|<RW d,u(y)

2

sZ] V%ﬂww

FR<|x— y|<
S lf )
y
T ()
J'Zoo fsz5|x—y|<21+1R |x — y|t-@ Hy
lf I
T W)
JZOO f|x —y|<2j+1R |x — y|1—a Uy

-1
If )l
——d
jzz_:oo J15’(x,21’+1R) |x — y|i-@ u(y)

-1
1
j:Z:oo (ZJR)I—aJB(x,ZjHR) n()

IA

IA

AN

< 2/R 1d
< Z( ) sz) B(e27*R) w(y)

]_—OO

< 2R“
< CR®

Untuk f,(y) = xp(ar)(¥) disubstitusikan ke ketaksamaan lema 2.10

If () IfF )]
—  d < _UW
jB(x,R) lx —yli=e H) = Jlx—}’|<%R lx — y[t=* o)



+ L UACOIN

yll—a dlll(y)

SRslx—y|<R |x —

_Rlx—y|1 a

f lf )l VDo
lx-yl<z

|f(y|)1|—oz du(y)

+

1R <|x— y|<_R |x —

* f % du(y)

R<|x—y|<R lx —

=

2

lf I
SZ] Rslx-yl<t lx — y|1- e —yia M)

-1
If ()l
— 2 qu
jZOO ijRSIx—y|<2j+1R |x — y|1—a )

If )
Z f l<aiig I — Y@ du(y)

IA

IA

j=—oo "=

S FOI
jzz—oo J(B,Zj"'lR) |x — yll—a d,l,l(_’y)

AN

<, o
(ZJR) pxziig) TED) n)

< 2R“Myp(ar)(X)

< CR*Mxp(qr)(X)
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BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1  Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Teknik
pengumpulan data diperoleh dengan studi pustaka. Untuk mendapatkan dengan
cara menghimpun data-data yang sesuai dengan penelitian yakni dari buku ataupun
jurnal.

3.2 PraPenelitian

Penelitian ini dilakukan dengan cara menghimpun data yang sesuai dengan
penelitian yang akan dijalani yakni dari buku, jurnal dan artikel. Pada penelitian ini,
peneliti menggunakan beberapa rujukan, berikut beberapa rujukan:

Rujukan pertama dari Eridani, Hendra Gunawan dan Eiichi Nakai pada
tahun 2004 yang berjudul On Generalized Fractional Integral Operators.
Penelitian ini membahas tentang keterbatasan operator integral fraksional yang
diperumum dengan modifikasi pada Ruang Morrey dan Ruang Campanato. Dengan
penyelesaian menggunakan fungsi maksimal Hardy-Littlewood dan fungsi Young.

Rujukan kedua dari Denny lvanal Hakim dan Hendra Gunawan pada tahun
2013 yang berjudul Weak-(p, q) Inequality for Fractional Integrals Operator On
Generalized Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type. Penelitian ini membahas
ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional terhadap perumuman Ruang
Morrey melalui ketaksamaan Chebyshev.

Penelitian selanjutnya adalah penelitian skripsi yang berjudul

“Ketaksamaan Operator Integral Fraksional yang Diperumum pada Ruang Morrey

17
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Tak Homogen yang Diperumum”. Metode yang digunakan yaitu kajian pustaka
yang membutuhkan beberapa buku, artikel ataupun jurnal yang berhubungan
dengan penelitian ini.
3.3  Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian yang ada sesuai dengan penelitian yaitu penelitian

kualitatif berikut tahapan-tahapan penelitiannya:

\4

Penelitian Pendahuluan

\4

Studi Pustaka

'

Perumusan Masalah

'

Pembatasan Masalah

l

Analisis Data

l

Kesimpulan dan Saran

'




BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1  Ketaksamaan Operator Integral Fraksional
Sebelum membuktikan ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum
pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum. Akan ditunjukkan ketaksamaan

operator integral fraksional pada ruang Lebesgue tak homogen.

Ketaksamaan tersebut terdapat pada teorema berikut. Namun, untuk membuktikan

teorema tersebut dibutuhkan lema berikut.

Lema 4.1. Untuk setiapy > 0

————du(y) < Cr’
.L(x,R) lx — y|*Y

Bukti.

1 1
————du(y) Sf ————du(y)
'[B(X,R) |x - yln Y |x—y|z2r |x - yln Y
J - au(y)
= T 1., auly
lx—y|>4r |x - yln 4

1
+f /6D
2rs|x—y|<4r |x - yln v

N 1

<> e du(y)
= Jairsix—yi<aiir [X = Y™

< 5 I k)

= To — oy GHLY
=0 /B(x2/*1R)\B(x,2/R) lx —y|*

c 1
S o
& B(x,2f+1R)|x_y|n_y Uy

19
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< —_— 1d
jZO (ZJR)n—y L(x,zj*'lR) /,L(y)

- i u(B(x,2/*1R)
B (2TR)"Y
j=0

(/R

= Cz 2-Vipy
j=0

=CrY

© (2i+1 p\"
Sczu
j=0

Lema 4.2. Untuk setiapy > 0

—d <Cr7’
fRd\B(x,R) |x — y |+ w(®)

Bukti.

) < | du(y)

|x—y|z2r |x - y|n+y

f]Rd\B(x,R) |x — y[™*Y

1
= T Au)
jlx—y|>4r lx — y|™*Y

1
+| ()
2r<|x—y|<4ar |lx — ™ty

C 1
SZf ey O
j=0 2Jrs|x-y|<2/*ir lx — y|™*r )
| )
= —du(y
4 Jp(x27+1R)\B(x,2/R) lx — y ™Y

c 1
S
= B(x,2f+1R) |x — y|n+y lu(y)

20



21

1d
Z 2]R)n+ny( 2+1R) w()

= 1(B(x, 27+1R)
= Z (ZjR)n+y

(27+1R)"
CZ (2J R)n+Y

=C Z 27VirTy
j=0

=Cr7Y
Teorema mengenai ketaksamaan operator integral fraksional di ruang Lebesgue tak

homogen diberikan pada teorema berikut

Teorema 4.3. Misalkan 1 < p < g dan é = % - % maka terdapat konstanta C >

0 sedemikian hingga
q
H{xERL L >y < C <W”T<”)

Untuk setiap y > 0.

Bukti. Misalkan I, f (x) = I, (x) + I,(x) dengan

K= | D ACONpI
B

(x,R) |x — y|™Y
Sedangkan

_ f(y)
(%) = J]Rd\B(x,R) |x —y|* ane)

mn—a)p'=n+y,dimanay =n(p’' —1) — ap’, maka

y 1 n
—,=n<1——l)—a=——a>0
p p p
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1 n
dengan menggunakan lema 4.2 |, (x)| < |If l|p () (Cr™Y)P" = CIIfIILp(#)r_(T“),

berlaku untuk p = 1. Kita mengasumsikan bahwa |[|f|l,»(,) = 1. Juga, untuk A >
0. kita pilih r bahwa ¢r— %) = . Maka,

xeR?: |If(0)] >} {xeR?: |11(x)|>} {xere: |12(x)|>}

dikarenakan hubungan antara r dan A, keduanya kosong. Kita menggunakan

ketaksamaan Holder untuk mendapatkannya

1
BUAC2l P _du@)
'= <L(x,R) lx —ylm=e du(y)) <-L(x,R) |lx — }’|n_a>

1
2 f» P
< Cp <L(xm e du(y))

Selanjutnya, menggunakan ketaksamaan Chebyshev dan lema 4.1, Kkita

S

mendapatkan

u({x € R? : |]af(x)|>1})<,u({xE]Rd |1|>/21})

< Crf f lf(y),llpadﬂ( dp(x)
R4 /B |

oR) 1%~
<c[ | WO P
R4 B(xR)lx y|ne

du(x)

B(x,R) |X - yln—a

<c f FO)IPdu()
R

C( ATEIN) )q
14

Perumuman dari Teorema 4.3 pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum

diberikan pada teorema berikut.
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Teorema 4.4. Misalkan frw@dt < C¢r untuk setiap r > 0 dan 1 € [0,n — @)
kita mempunyai

(0]

f t* tp()dt < CrMHe™r >0

r

Jikai =1- % maka terdapat konstanta C > 0 sedemikiaan hingga f € L*? ()

dan sebarang bola B(a, ) € R%, kita mempunyai

”f”LL¢>(“) >q

pAxeBlar): [l f)| >y} < Crg(r) < ”

Untuk setiapy > 0

Bukti. Jika |1, f(x)| > y, maka

qu@NSj Ul

-yl 1 — Y77

du(y) + J If ()l

pe—ylzr [X = Y177

du(y)
=:A+B

Kita amati untuk cara pertama yang kita dapatkan

A=f DI
lx-yl<r

|X — yln—a
12¢0] f )l
= flx—y|<%r |x — y|*=* WO J‘%rslx—ykrm au(y)
lf I lf I
jlx—yl<%r lx —y|"=® KO+ J%rslx—y|<%r lx —y|« H)
If Wl

+f du(y)
%rslx—y|<r |X - yln—a HY



_fml
du(y)
JZOO -Lfr<|x J’|<21+1‘r|x y|ne

o1
- ]ZwW fu_ﬂsyﬂr'f Ol du()

-1
_ 1
< Z 2" (2/r) e fl fO)lduy)

j=—w x—y|<2/+1r

-1
< 2" M (x) z pia
%

< Cr*Mf(x)

Sementara itu, cara kedua kita memiliki cara berikut:

B=| s l)n' _du(y)
[x— JI|>T

Sf lf I du(y)+f If I

y|re

|n—a r>|x—yl|=2r |X -

S i f If(yl)nl_a )

Jrs|x—y|<2i+ir |X -

—y|>ar |x —

=1
s Z (2Ir)n—a f|x—y|szf+1r|f(y)| du(y)

A
iP]s

. 1
> 7@ Gy LIRS

< Cllfllaogy Y (2/) ¢ @)
j=0

du(y)
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Dengan ¢ selalu naik, makaj = 0,1, 2, ...

2/+1y
(2ir)*p(2/*1r) < C f t* 1o (0)dt
2Jir
Dengan ketaksamaan terakhir
[e'e) 2j+1T
B<Clflleg . | e ot
J=0 2y

[0e]

< Clifllseg, | € 9(0de

r

< Critan "f”leP(“)

Maka, kita dapatkan
af (O < Cr (MFG) + 72 fllpgr0y )
< CMfEOI m=2lI £

MP ()

Selanjutnya, kita mempunyai

n-A1
n-A-a q
|4 |4
MG > ——a— =\ T

dan selanjutnya, dengan menggunakan teorema 4.4, kita dapatkan

a q
11177
i ({(x €BGT)+ g fGO] >y D) < CrigIfllyno gy | — et
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q
||f|%+% \‘
1,¢
= Crig(r) MT(“)

/

||f”L1,¢(#) >q

< Crg(r) ( ”

4.2  Ketaksamaan Operator Integral Fraksional yang Diperumum

Fakta bahwa I, adalah bentuk perumuman operator integral fraksional
sedangkan I, adalah bentuk operator integral fraksional dengan asumsi fungsi
p memenuhi kondisi tertentu. Dalam bab ini akan dibahas ketaksamaan tipe lemah
untuk I, sebagai perumuman ketaksamaan tipe lemah untuk I,. Khususnya, hasil
yang dibahas lebih detail untuk membuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk I,
dengan menggunakan ketaksamaan Chebyshev.

Ketaksamaan tipe kuat untuk I, dengan p diasumsikan memenuhi kondisi

p(lx=yl)
(R) |x-yl

doubling, fungsi dari x ~ fB f(y)du(y) diperoleh dengan kondisi

doubling yaitu terdapat konstanta positif C sedemikian hingga untuk setiap » > 0

dan bilangan bulat j berlaku

%p(zfﬂr) < J @dtSCp(Zf“r) (4.1)

Pada ketaksamaan di atas tidak dapat untuk fungsi p diasumsikan dengan kondisi
growth dikarenakan kondisi growth tetapi tidak memenuhi kondisi doubling. Untuk

masalah ini, sifat terkait kondisi growth untuk p maka diberikan lema berikut.
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Lema 4.5. Misalkan k; dan k, adalah dua konstanta positif yang memenuhi 2k; <
k, < o dan r adalah sebarang bilangan real positif , maka untuk setiap ¢t > 0
berlaku
i k, (4.2)
Z X[ky2irky2ir] (8) < 1 +1logy (k_1>
j=—oo

Bukti. Definisikan = {n EN:2"< %} . Karena k, > 2k, ,maka 1 € S. Karena
1

S € Ndan # @, maka terdapat N € N sedemikian sehingga

kq
Karena untuk setiap > 0 berlaku
kor k,r
SNTT < kir<— N < kyr

Maka banyaknya interval yang beririsan adalah N. Akibatnya, untuk setiap t > 0

berlaku

Eoo k
Xjy2iriey2in]®) S 1+ N =1+log, 2V < 1+ log, (k_z)

- ! O

j——OO

Berdasarkan lema 4.7, diperoleh ketaksamaan yang serupa dengan ketaksamaan
2.10. Ketaksamaan tersebut diberikan dalam lema berikut.

Lema4.6. Misalkan1 < p < q < oo dan € L, () . Jika fungsi p dan ¢ memenuhi
22 <cpmi
0

Untuk setiap > 0, maka untuk sebarang bola B(x, R) € R¢ berlaku

— p_4 4.3
[ B ) du) < cup o R (43)
B(x,R) vl



28

Bukti. Untuk sebarang bola (x, R) , misalkan

0 plx—yD
L(x) = f o o)

Dengan mendekomposisi bola B(x, R) secara dipartisi dan dengan menggunakan

kondisi growth dari fungsi p serta definisi , diperoleh

L(X,R)Tyllf(”' du(y) < f|x—y|<§R =] If | du(y)
p(lx —yD
' LR<|x 3/|<Rﬁ|f(y)| du(y)
_ plx —yD
‘flx Jicln X =Y lfWlduly)

+

f P =YD ducy)

ZRslx—y|<§R |x I

=

+ "("‘—_yy') FO)] du)

sRslx-y|<R lx — v

< Z f ’)("‘f_yy') FO) du(y)

R<|x y|< 1 —R IX |

Jy

cS | 2D )1 ducy)
2JR<|x—y|<2J+1R lx — yl

j=—o

Z | P ) auty)
|x— y|<21+1R |X I

]_(X)

S I e I ETC)

]_OO
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-1

5

j:—OO

P B(x‘ZjHR)p(Ix = yDIfF W duy)

-1
1 ,
<C - *(2J+t1p d
< ,.Z_m<2’R)p( )] g O )

kR t
< CMf(x) Z -[o X[k12j+1R,k22f+1R](t)pE__)dt

kR [ X t
<C Mf(x>fo ( D M mcin (t)> Q‘“

Jj=—00

< om) (1+1oga () [ 22 ae

1

< CMF()P(koR)T

< CMFGOSR)T -

Ketaksamaan dibawah ini merupakan dua ketaksamaan yang serupa dengan

ketaksaman 2.11 dan 2.12.
Akibat 4.7. Misalkan 1 < p < q < oo dan B(x, R) adalah sebarang bola yang

berpusat x € R? dan berjari-jari R > 0. Jika fungsi p dan ¢ memenuhi
"p(t p_
f &t) dt < C p(r)a '
0

Untuk setiap r > 0, maka

1

p(x -y b
fB ey ) S R (4.4)
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Dan untuk sebarang bola B(a,r) € R¢ berlaku

1

px =y L
J. fXB(x,r)(y)dy < CMXB(x,r)(x) d)(R)q (4-5)
B(x,R) IX yl

Bukti. Misalkan B (x, r) adalah sebarang bola pada R¢. Untuk setiap y € B(x, R),
misalkan f;(y) =1 dan f,(y) = Xgar) (¥). Kemudian, substitusi f; dan f, ke

ketaksamaan lema 4.8.

Untuk f; (y) = 1 disubstitusikan ke ketaksamaan lema 4.8.

[ pUx—yD
hw=[  EESEolde)

Cx—y|

sf . pUx = yD) If )] duy)
|x J’|<§R

f P(I —yl)

R<|x yI<R |

If )l duy)

=f| y P _yl') FO)] du(y)
x=y|<zR

" @ FO) du(y)

Rslx—y|<%R |x |

j U =D o) )

SRs|x—y|<R lx — vl

AN

Z [, P2 )l duy)

—R<|x y|<LR | _yl

3 p(x —yD
- j:zoo LjRS|x—y|<2j+1RW lf ) du(y)

Zfl | EE2D 10l duty)
x-y|<2J+1R

Jj=—00



31

1

N p(lx =yl
< Zm L =l AT

j —

-1
p(lx=yD

S e,
et B2 IR x =yl

-1

1
<D @ 1p(lx = yD) du()

frwr® B(x,2/*1R)

<C§: - p*(27*'R) 1 du(y)
- &, @R) B(x2/+1R)

_1  kz2/™'R

SCZ j p(t)

J==00 g, 27+1R

_1 kR

p(t)
<C Z f X[k 21+1Rk221+1R](t) Td

k2R
j Z Xk121+1Rk221+1R](t)>£)dt

0 \Jj=-

k2R

<C (1 + log, (:—12)) f @dt

0

P,
< C ¢p(kyR)

-1

b
< C¢(R)1
untuk £,(y) = xp(ar)(¥) disubstitusikan ke ketaksamaan lema 4.8.

[ pUx=yD
ZORS I = (L)

p(Ix = y1)
< jl e T SON O



p(lx =yl

+
1 R<|x-y|<R lx =yl

If )| du(y)

1 p(lx —yl) O du(y)

oyl<ir 1%~

+

J P =30 o) duny

%Rsx y|<lR |x_ |

f pUx —yD

R<|x—y|<R lx =yl

If )| du(y)

<> pllx -y||) F )] du()

1 1 |
—R<|x— - X
2 <l y|<2]+1R

S pllx =D
= Z fz =7 SO d)

j=—00 jR5|x—3’|<2j+1R |x

Z J P 0l duty)

x-y|<2/+1R |x —

J_—OO

Z JB S D FO) du)

(x,2/11R) lx —

Z JB P =5l yD X5 () du(y)

(x,2/11R) |x

-1

1
<D @D ) K@) p(x =) du)

B(x,2/*1R)

j==c0

<C 2]+1R d
5 T @R L Hsan) du0)

j=—oo

-1 k22]+1R

< CMxp@nrn (V) Z f p(t)

Jj=— k.2/*1R



-1 sz
p(t)
< CMxp@n ) X[ky2/* 1R ey 2it1g] () ——dt
Jj=—®0
-1
p(t)

< CMXB(a r)(y) X k121+1R k221+1R (t) Tdt

]——OO

p(t)

< C Mxpan() (1 + log, (klz )) f -

0

P4
< C Mxgarn(y) ¢(kR)4

P4
< C Mxgan () ¢(R)1
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Selanjutnya, dengan menggunakan teorema 4.6, lema 4.8 dan akibat 4.9 akan

dibuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk I, pada ruang Morrey tak homogen yang

diperumum. Ketaksamaan tersebut diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 4.8. Misalkan 1 < p < g < o. Asumsikan bahwa inf ¢(r) = 0 dan

>0

sup ¢(r) = oo. Jika fungsi ¢p dan p memenuhi

r>0

%) 0 P
[PER dr < ¢ ()P dan () [ 2 dr + [P ar < ¢ p(r)a

untuk setiap r > 0, maka untuk sebarang fungsi f € LP®(u) dan sebarang bola

B(a,r) € R berlaku

u(lr € Blan) s lf@]>rh) sc rqs(r)”(

IIfIILp.qu)Q
)4

untuk setiap y > 0.

Bukti. Tinjau sebarang bola B(a, ) € R%. Untuk setiap x € B(a, ), misalkan

Li(x) = fB

pAx=yD) p(lx=yD
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Untuk sebarang R > 0 yang tertentu. Dengan menggunakan dekomposisi dipartisi,
kondisi growth dari fungsi p, ketaksamaan Holder, kondisi growth dari y, definisi

dari ||f||Lp,ﬂ(“) dan kondisi doubling dari ¢, diperoleh

_ plx =y
ORI = (O1LTC)

<[ =D e tauey)
|x—y|=z2r

-yl

p(lx =y
lx — yl

_ ] PUX =D au) + j FO)ldu(y)
|x-y|>4r

|x — yl 4r>|x—y|=2r

IA

Z f P =D e lauen)
=1 2JR<|x—y|<2/+1R |x — y|

zj B 0 lducy)
B(x,2J*1R)\B(x,2/R)

IA

|x — yl

D I 101 duy)

=1
<y e f PO IV DHO)

[o'e) 1 '
< CZ L (2/+1R)  fO)ldu)

B(x,2/t1R)

oo p*(21+1R)
<C) G pp O O

1
P 1

sC ZP*EE;;)R) (L(xlzjﬂR)lf(Y)lp dﬂ(}/)) (u (B(x, 21‘+1R))>1 P
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1
P

SCZ (2/R) L (X’ZHIR)If(y)Ip du(y) | (27+1R)'P

1
p

lfO)IP du(y)

1
(2/*'R) B(x,2/*1R)

<c z p*(2/*1R)
=0
< Cllfllirogy ) p"(27HR) $(27H1R)
=0

ky2/t1R
<C ||f||Lp¢(M)ka (t)qb(t)

2J+1R

Berdasarkan ketaksamaan 4.2 dan kondisi doubling dari fungsi ¢, diperoleh

L) <C ||f||Lp,¢(ﬂ)ZJk X[klsz,kzsz](t)p( )t¢>( ) 4t
=0 7 2k1R

AN PO (1)
=C “f”LPAP(ﬂ) Lk . ZX[klsz,kzsz](t) fdt
1 =0

< ClIfllrogy (1 +log, (’;)) L » (t)t‘f’(t)

p
<C ”f”LP.¢>(“)¢(2k1R)q

14
< 3 If Nl po b (R

)4

Untuk setiap y > 0, misalkan ¥ = <W
3l p.e )

P
> . Karena fungsi ¢ memenuhi

1r>1(f) ¢(r) < ¥ < sup ¢(r), maka terdapat k, € Z sedemikian sehingga untuk suatu
r r>0

Ry, R, € [2%0, 2ko*1] berlaku

P(R) <7V < ¢(Ry)
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Karena R, dan R, memenuhi %S % < 2, maka terdapat suatu konstanta C > 0
2

sedemikian hingga ¢(R,) < C¢(R;). Akibatnya,
¢(Ry) <7 < CPp(R,) (4.6)

Oleh karena itu, untuk R = R; dapat diperoleh

"G

: 14
LN < C3lIfll roqp (RO < CalifllpogTT <5
Definisikan E, = {x € B(a,7) : |I,f(x)| > y}. Karena untuk setiap x € B(a,7)

berlaku |1, £ ()] < 1,00l + L] < [1(@)] +£, maka

u(E) <p ({x € B(a,r) : |I,(x)| > g})

Berdasarkan ketaksamaan Holder dan ketaksamaan 4.4, diperoleh

1

p(Ix—yD) o=yl \'P
1L ()| < <—[B(x,R1)ﬁ|f(y)|pd‘u( )) <L(x,Rl)Wdﬂ()’))

1
P

wry 1=y

sc4¢(R1>(5‘1)(1‘v)<f pUx — y) If(y)l”du(y)>

Dengan menggunakan ketaksamaan terakhir dan ketaksamaan Chebyshev,

diperoleh

M(Ey)Su{xeB(a.r% ( )p (IL y||) fFOPdu()
70
c2 ()

zpcp¢<R1) 1D

[ ”('x_y') FO)Pdu()du(x)
B(a,r) YB(x,R1)
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c P_1)(p— — p
Sﬁd)(}m(q 1e-1) f f (wpux lxy_|>|y];(y>| Aotandi)dCE)

1)(p-1) p(lx—yl)
—¢(R1> f FOIP fB ST Ben @)

Berdasarkan ketaksamaan sebelumnya diperoleh

u(B) < © ool f FONP M Xoar )R

p?

q P r(l)(r) ||f||Lp¢(u)

C
S_
yp

q
< rpc (M) :
14

Yang merupakan ketaksamaan yang diinginkan.



BAB V

PENUTUP

5.1  Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian pada bab sebelumnya, maka penulis dapat
menyimpulkan bahwa ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum

terhadap ruang Morrey tak homogen yang diperumum melalui cara ketaksamaan
. AP
chebyshev yaitu (E, ) < Crép(r)? (T)

52  Saran

Penulis menyarankan  untuk penelitian selanjutnya yaitu dengan
menggunakan ruang fungsi yang lainnya diantaranya ruang Morrey homogen
ataupun lainnya. Penulis juga menyarakan ketaksamaannya bisa juga untuk tipe
kuat pada operator integral fraksionalnya dan bisa juga digunakan ketaksamaan-

ketaksamaan lainnya untuk bahan penelitian.
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