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ABSTRAK 
 

 

Azizah, Siti Rohmah. 2022. Ketaksamaan Operator Integral Fraksional yang 

Diperumum pada Ruang Morrey Tak Homogen yang Diperumum. Skripsi. 

Program Studi  Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) 

Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

Kata kunci:  Operator Integral Fraksional, Operator Integral Fraksional yang 

Diperumum, Ruang Morrey Tak Homogen yang Diperumum 

 

 Operator integral fraksional merupakan salah satu operator dalam ilmu analisis. 

Operator integral fraksional itu sendiri memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam 

bentuk integral dari pembagian fungsi tersebut. Salah satu perkembangan operator integral 

fraksional yaitu operator integral fraksional yang diperumum. Ruang Morrey merupakan 

perluasan dari ruang Lebesgue. Ruang Morrey merupakan himpunan semua fungsi terukur 

Lebesgue, yang normnya berhingga atas ruang Morrey. Penelitian ini, akan membahas 

mengenai ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey 

tak homogen yang diperumum. Pembuktian ketaksamaan tersebut akan menggunakan 

ketaksamaan Chebyshev dan ketaksamaan Holder.
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ABSTRACT 
 

 

Azizah, Siti Rohmah. 2022. The Inequality of Generalized Fractional Integral 

Operators on Generalized Non-homogeneous Morrey Spaces. Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) 

Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

Keywords: Fractional Integral Operators, Generalized Fractional Integral Operators, 

Generalized Non-homogeneous Morrey Space 

 

A Fractional integral operator is one of the operators in mathematical analysis. 

Fractional integral operator itself maps any real-valued function into the integral form  of 

the division of the at function. One of the expansion of fractional integral operator is 

generalized fractional integral operator. Morrey space is an extension of Lebesgue space. 

Morrey space is the set of all Lebesgue measurable functions, whose norm is finite over 

Morrey space. In this study, we will discuss the inequalities of the generalized fractional 

integral operator on a generalized non-homogeneous Morrey space. We proved of this 

inequality using the Chebyshev inequality and the Holder inequality. 
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 ستخلص البحثم
 

مسافات موري غير . عدم المساواة في المعاملات المتكاملة الكسرية المعممة في 2222عزيزة ، سيتي رحمة. 
الإسلامية  مولانا مالك إبراهيم جامعة، كلية العلوم والتكنولوجيا ، قسم الرياضيات . البحث العلمىالمتجانسة. 

الماجستير الدين ، ناصحاحمد ( 2. ), الماجستير الرحمن خير الدكتور( 1) مشرف.ال مالانجب،  الحكومية  
 

المشغلون المتكاملون الجزئيون، مشغلو التكامل الجزئي المعممون، المعممون غير الكلمات المفتاحية: 
 (Morrey Space) المتجانسين

 
أحد المشغلين في العلوم التحليلية. يقوم مشغل التكامل الكسري نفسه برسم  هومنمشغلو التكامل الجزئي 

خرائط لأي دالة ذات قيمة حقيقية في الشكل المتكامل لتقسيم الدالة. أحد تطورات مشغل التكامل الجزئي هو 
 (Morrey space) .(Lebesgue space) هو امتداد لـ (Morrey space) .عامل التكامل الجزئي المعمم

 Morrey) القابلة للقياس، والتي يكون قاعدتها محدودة (Lebesgue) هي مجموعة من جميع الوظائف
space).  في هذه الدراسة، سنناقش عدم المساواة في مشغل التكامل الجزئي المعمم على مساحة موري العامة

 وعدم المساواة في (Chebyshev) غير المتجانسة. سيستخدم الدليل على عدم المساواة عدم المساواة في
(Holder)
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Operator integral fraksional dikenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886. 

Operator integral fraksional ini memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam 

bentuk integral dari pembagian fungsi tersebut. Pada tahun 1928, G.H. Hardy dan 

J. E. Littlewood menunjukkan keterbatasan 𝐼𝛼 di ruang Lebesgue 𝐿𝑝(𝜇) ke 𝐿𝑞(𝜇) 

dengan 0 < 𝛼 < 𝑛 dan 
1

𝑝
−
1

𝑞
=
𝛼

𝑛
 dengan menggunakan operator maksimal sebagai 

ketaksamaan Hardy-Littlewood. Sedangkan pada tahun 1930, Sergei Sobolev 

menyempurnakan keterbatasan 𝐼𝛼 pada ruang yang sama yaitu ruang Lebesgue juga 

menggunakan operator maksimal dengan sebutan ketaksamaan Hardy-Littlewood-

Sobolev. Nakai, (2001) mengembangkan perumuman operator integral fraksional, 

disimbolkan 𝐼𝜌 yang memetakan sebarang fungsi bernilai real 𝑓 ke integral dari 

fungsi  𝑓 dikali sebuah fungsi 𝜌 yang telah ditentukan sebelumnya. Operator 

integral fraksional yang diperumum telah diteliti oleh beberapa pihak. Penelitian 

yang dilakukan oleh Gunawan, (2003) membahas mengenai perumuman operator 

integral fraksional yang terbatas pada perumuman ruang Morrey. Selain itu, 

Eridani, dkk, (2004) membuat penelitian mengenai keterbatasan operator integral 

fraksional dengan modifikasi ruang Morrey dan ruang Campanato. Selanjutnya, 

Sawano, dkk, (2009) meneliti tentang ketaksamaan perumuman operator integral 

fraksional pada ruang Morrey yang diperumum. Eridani, dkk, (2014) juga 

membahas mengenai karakteristik untuk ketaksamaan operator integral fraksional 

yang diperumum pada ruang Morrey. Sementara Gatto, dkk, (2018) sempat 
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membahas tentang operator integral fraksional yang di ruang metrik yang 

memenuhi kondisi growth.  

Ruang Morrey sendiri (disebut juga ruang Morrey klasik) diperkenalkan 

oleh C. B. Morrey pada tahun 1938. Ruang Morrey adalah himpunan semua fungsi 

terukur lebesgue, yang normnya berhingga atas ruang Morrey. Norm dari ruang 

Morrey ini sendiri akan dibahas pada bab 2. Terdapat beberapa peneliti yang 

mengembangkan ruang Morrey klasik. Ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum merupakan salah satu modifikasi yang ada. Adapun penelitian tentang 

ruang Morrey tak homogen yang diperumum dilakukan oleh Ivanal, dkk, (2013) 

yang membahas pembuktikan ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional 

terhadap ruang Morrey tak homogen yang diperumum dengan modifikasi operator 

maksimal Hardy-Littlewood dan ketaksamaan Chebyshev. 

Berdasarkan penelitian-penelitian di atas tidak ada satupun yang membahas 

ketaksamaan operator integral fraksional di ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum. Oleh karena itu, penulis ingin mengembangkan penelitian tersebut. 

Layaknya penelitian mengenai operator integral fraksional, setiap ilmu 

selalu berkembang seiring dengan perubahan zaman. Oleh karena itu, Allah SWT 

menyuruh manusia untuk senantiasa mengembangkan ilmu pengetahuan seperti 

yang terdapat dalam surat Al-An’am ayat 50 : 

ٌۖ إِنۡ أتَابِ 
َّۚ قُل لاآ أَقُولُ لَكُمۡ عِندِي خَزَائِٓنُ ٱللاهِ وَلَآ أَعۡلَمُ ٱلۡغَيۡبَ وَلَآ أَقُولُ لَكُمۡ إِنِ ي مَلَك 

عُ إِلاا مَا يُوحَىٓ  إِلَيا
  ٠٥أَفَلَا تَـتـَفَكارُونَ قُلۡ هَلۡ يَسۡتَوِي ٱلۡأَعۡمَى  وَٱلۡبَصِيرَُّۚ 

Artinya:“Katakanlah (Muhammad), “Aku tidak mengatakan kepadamu, bahwa 

perbendaharaan Allah ada padaku, dan aku tidak mengetahui yang gaib dan aku 

tidak (pula) mengatakan kepadamu bahwa aku malaikat. Akhu hanya mengikuti 

apa yang diwahyukan kepadaku.” Katakanlah, “Apakah sama antara orang yang 

buta dengan orang yang melihat? Apakah kamu tidak memikirkan(nya)?”” 
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Ayat di atas memerintahkan untuk setiap manusia agar berpikir tentang 

sebuah kebenaran. Surat Al-An’am ayat 50 mempunyai tujuan untuk memperbaiki 

pendapat kaum Quraisy tentang kenabian, maka dari itu Allah memerintahkan 

mereka untuk berpikir kembali.  

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang diteliti 

dalam penelitian ini, yakni “Bagaimana ketaksamaan operator integral fraksional 

yang diperumum pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum?” 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui bentuk 

ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak 

homogen yang diperumum. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagi penulis, dapat menambah wawasan mengenai ketaksamaan operator 

integral fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum. 

2. Bagi pembaca, dapat memberikan wawasan pada bidang operator integral 

fraksional. 

1.5 Batasan Masalah 

Pada penelitian kali ini, topik yang dibahas ketaksamaan operator integral 

fraksional yang diperumum pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum. 

Oleh karena itu, pembahasan kali ini terbatas operator integral fraksional yang 
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diperumum saja. Sedangkan ruang yang dipakai ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum.  

1.6 Definisi Istilah 

Terdapat beberapa definisi istilah operator integral fraksional dan ruang 

Morrey tak homogen yang diperumum. Operator integral fraksional pertama kali 

dikenalkan oleh Marcell Riesz pada tahun 1886 yaitu misalkan 𝑓 fungsi bernilai 

real pada ℝ𝑛 dengan 0 < 𝛼 < 𝑛 dan 𝑥 ∈ ℝ𝑛, operator integral fraksional 

didefinisikan sebagai 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)|𝑥 − 𝑦|𝛼−𝑛

ℝ𝑛
𝑑𝑦  

Berikutnya, ruang Morrey tak homogen yang diperumum misal 1 ≤ 𝑝 <

∞ dan 𝜙: (0,∞) → (0,∞).Ruang Morrey tak homogen yang diperumum 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) =

𝐿𝑝,𝜙(ℝ𝑑, 𝜇) didefinisikan sebagai: 

 

‖𝑓 ‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇) = sup
𝐵(𝑎,𝑟)

1

𝜙(𝑟)
(
1

𝑟𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,𝑟)

)

1
𝑝

< ∞ (2.1) 

untuk ruang fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇)
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Operator Integral Fraksional 

Operator integral fraksional diperkenalkan oleh Marcel Riesz. Menurut 

Gunawan (2003), operator integral fraksional didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1. Misalkan 𝑓 fungsi real di ℝ𝑑, 0 < 𝛼 < 𝑛 ≤ 𝑑  dan 𝜇 adalah ukuran 

Lebesgue. Operator integral fraksional disimbolkan 𝐼𝛼, memetakan  𝑓 ∶ ℝ𝑑 → ℝ ke 

𝐼𝛼𝑓 ∶  ℝ
𝑑 → ℝ  sebagai  

 
𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫  

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

ℝ𝑑
  (2.1) 

Saat 𝑛 = 1, 𝐼𝛼 menjadi 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

ℝ𝑑
 

2.2 Operator Integral Fraksional yang Diperumum 

Operator integral fraksional yang telah dibahas subbab sebelumnya oleh 

Nakai, (2001). Nakai mendefinisikan operator integral fraksional yang diperumum 

sebagai berikut 

Definisi 2.2. Misalkan ℝ+(0,∞), 0 < 𝑛 ≤ 𝑑, 𝜌 ∶ (0,∞) → (0,∞) dan 𝑓 sebarang 

fungsi ℝ. Operator integral fraksional yang diperumum, disimbolkan sebagai 𝐼𝜌 

didefinisikan sebagai:   

 
𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑦)

ℝ𝑑
 
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

(|𝑥 − 𝑦|)𝑛
𝑑𝜇(𝑦) (2.2) 

Jika 𝜌(𝑡) = 𝑡𝛼 , 0 < 𝛼 < 𝑛 maka 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼. Buktinya adalah sebagai berikut. 

Misalkan  𝐼𝜌𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)
ℝ𝑑

 
𝜌(|𝑥−𝑦|)

|𝑥−𝑦|𝑛
 𝑑𝜇(𝑦). Misalkan (𝑡) = 𝑡𝛼 , maka diperoleh 
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𝐼𝜌𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)
ℝ𝑑

 
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝑛
𝑑𝜇(𝑦) 

= ∫ 𝑓(𝑦)
ℝ𝑑

  
|𝑥 − 𝑦|𝛼

|𝑥 − 𝑦|𝑛
𝑑𝜇(𝑦) 

= ∫ 𝑓(𝑦)
ℝ𝑑

  
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛
1

|𝑥 − 𝑦|−𝛼
𝑑𝜇(𝑦) 

= ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

ℝ𝑑
 

di mana telah diketahui bahwa 𝐼𝛼𝑓(𝑥) =  ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥−𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

ℝ𝑑
. Dengan demikian, 

terbukti bahwa 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼. 

2.3 Ruang Lebesgue 

Ruang Lebesgue merupakan salah satu ruang fungsi pada analisis 

fungsional. Ruang ini merupakan ruang dasar dalam ruang fungsi, sebagaimana 

definisinya dituliskan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) dalam bukunya sebagai 

berikut. 

Definisi 2.3. Untuk ℝ𝑑 himpunan terukur, 1 < 𝑝 < ∞, dan suatu fungsi 𝑓 di ℝ𝑑 

didefinisikan sebagai  

 

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑑

)

1
𝑝

< ∞ (2.2) 

2.4 Ruang Lebesgue Tak Homogen 

Menurut Hakim, (2013) ruang Lebesgue tak homogen didefinisikan 

sebagai berikut. 

Definisi 2.4. untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞, kita definisikan ruang Lebesgue tak homogen 

dengan 𝐿𝑝(𝜇) = 𝐿𝑝(ℝ𝑑 , 𝜇) sedemikian hingga 
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‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝜇𝑥
ℝ𝑑

)

1
𝑝

< ∞ (2.4) 

2.5 Ruang Lebesgue Lokal 

Menurut Bartle (1995) yakni tentang ruang Lebesgue lokal didefinisikan 

dengan 1 ≤  𝑝 < ∞ disimbolkan 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 = 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑑) adalah kumpulan kelas-kelas 

ekuivalen 𝑓 sedemikian hingga untuk setiap bab himpunan kompak 𝑆 ∈ ℝ𝑑  berlaku 

∫ |𝑓|𝑝
𝑆

< ∞.  

2.6 Ruang Morrey 

Ruang Morrey 𝐿𝑞
𝑝
(ℝ𝑑) merupakan salah satu ruang yang diperoleh dari 

modifikasi ruang Lebesgue. Ruang Morrey sendiri diperkenalkan oleh C.B. Morrey 

pada tahun 1938.  Sawano, dkk (2020) menuliskan definisi ruang Morrey yang 

diambil dari definisi C.B. Morrey.  

Definisi 2.5. Misalkan 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Ruang Morrey merupakan himpunan 

semua fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑑) sedemikian hingga, 

 

‖𝑓‖𝐿𝑞
𝑝 ≔ sup

𝑥∈ℝ𝑑,𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑟)

𝑑𝑦)

1
𝑝

< ∞ (2.5) 

Ruang Morrey dapat diperoleh dari perluasan ruang Lebesgue. Ketika 𝑝 = 𝑞,   

‖𝑓‖𝐿𝑞
𝑝 = sup

𝑥∈ℝ𝑑,𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|
1
𝑝
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑟)

𝑑𝑦)

1
𝑝

 

= sup
𝑥∈ℝ𝑑,𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|0 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑟)

𝑑𝑦)

1
𝑝

 

‖𝑓‖𝐿𝑞
𝑝 = (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑟)

𝑑𝑦)

1
𝑝

 

= ‖𝑓‖𝐿𝑝   
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Fakta bahwa 𝐿𝑞
𝑝 = 𝐿𝑝, menunjukkan bahwa ruang Morrey merupakan perluasan 

dari ruang Lebesgue. 

2.7 Ruang Morrey Tak Homogen yang Diperumum 

Menurut Ivanal, (2013) ruang Morrey tak homogen yang diperumum 

didefinisikan sebagai berikut 

Definisi 2.6. Misal 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan 𝜙: (0,∞) → (0,∞). Ruang Morrey tak 

homogen yang diperumum 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) = 𝐿𝑝,𝜙(ℝ𝑑, 𝜇) didefinisikan sebagai: 

 

‖𝑓 ‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇) = sup
𝐵(𝑎,𝑟)

1

𝜙(𝑟)
(
1

𝑟𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,𝑟)

)

1
𝑝

< ∞ (2.6) 

untuk ruang fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇).  

2.8 Operator Maksimal Hardy-Littlewood 

G.H. Hardy dan J.E. Littlewood memperkenalkan ketaksamaan Hardy-

Littlewood sebagai operator maksimal. Eridani, dkk (2004) mendeskripsikan 

operator tersebut dalam ruang tak homogen sebagai berikut. 

Definisi 2.7. Ruang tak homogen dalam operator maksimal Hardy-Littlewood pada 

didefinisikan sebagai 

 
𝑀𝑓(𝑥) = sup

𝑟>0

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,𝑟)

 (2.7) 

dengan 𝐵(𝑥, 𝑟) sebarang bola berpusat di 𝑥 ∈ ℝ𝑑 dan berjari-jari 𝑟 > 0. 

2.9 Doubling Condition 

Salah satu kondisi dalam pengerjaan operator integral fraksional yaitu 

kondisi doubling. Menurut Eridani, dkk, (2004) didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 2.8. Misalkan 𝜙 ∶ (0,∞) → (0,∞) dan asumsikan 𝜙 memenuhi syarat 

berikut yaitu terdapat 𝐶1 > 1 sedemikian hingga untuk setiap 𝑠, 𝑣 > 0 berlaku. 
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1

𝐶1
≤
𝜙(𝑠)

𝜙(𝑣)
≤ 𝐶1 , untuk 𝑠 ∈ [

𝑣

2
, 2𝑣]  dan  

∫
𝜙(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠 ≤ 𝐶1𝜙(𝑣)

∞

𝑟

 

(2.8) 

maka fungsi 𝜙 dikatakan memenuhi kondisi doubling.  

2.10 Growth Condition 

Pembuktian ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum 

membutuhkan suatu kondisi yaitu kondisi growth. Menurut Ivanal, (2013) 

mendefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 2.9. Fungsi 𝜌 ∶ (0,∞) → (0,∞) disebut kondisi growth jika terdapat 

konstanta 𝑘1 dan 𝑘2 yang memenuhi 0 < 2𝑘1 < 𝑘2 < ∞ dan konstanta 𝐶 > 0 

sedemikian hingga untuk setiap 𝑟 > 0 berlaku 

 

sup
𝑟
2
<𝑠≤𝑟

𝜌(𝑠) ≤ 𝐶 ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

𝑘2𝑟

𝑘1𝑟

𝑑𝑡 

(2.9) 

untuk bab berikutnya, akan dinotasikan 𝜌∗(𝑟) = ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

𝑘2𝑟

𝑘1𝑟
𝑑𝑡 untuk setiap 𝑟 > 0. 

2.11 Ketaksamaan Holder 

Ketaksamaan Holder adalah salah satu ketaksamaan yang mendasar di 

analisis fungsional. Menurut Bartle, (1995) mendefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 2.10. Jika 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, 𝑔 ∈ 𝐿𝑞 dengan 𝑝 > 1, 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 maka 𝑓𝑔 ∈ 𝐿′ dan 

‖𝑓𝑔‖𝐿′ ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝‖𝑔‖𝐿𝑞.  

2.12 Ketaksamaan Chebyshev 

Ketaksamaan yang membahas tentang operator integral fraksional 𝐼𝛼 

adalah ketaksamaan Chebyshev. Salah satu yang membahas ketaksamaan ini adalah 

Royden (2010). Bunyi ketaksamaan Chebyshev adalah sebagai berikut. 
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Teorema 2.11. Misalkan 𝜇 adalah ukuran Borel pada ℝ𝑑 dan 𝐸 ⊆ ℝ𝑑 adalah 

himpunan yang terukur. Jika 𝑓 adalah fungsi yang terintegralkan pada 𝐸, maka 

untuk setiap 𝛾 > 0 berlaku 

 
𝜇({𝑥 ∈ 𝐸 ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤

1

𝛾
∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝜇(𝑥)
𝐸

 (2.10) 

Bukti. Definisikan 𝐸𝛾 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ |𝑓(𝑦)| > 𝛾}. Pertama misalkan 

𝜇(𝐸𝛾) = ∞. Misalkan 𝑛 bilangan asli. Definsikan 𝐸𝛾,𝑛 = 𝐸𝛾 ∩ [−𝑛, 𝑛] dan 𝜓𝑛 =

𝛾 ∙ χEγ,n. Maka 𝜓𝑛 adalah fungsi terukur yang terbatas dari berhingga. 

𝛾 ∙ 𝜇(𝐸𝛾,𝑛) =  ∫ 𝜓𝑛𝐸
  dan 0 ≤ 𝜓𝑛 ≤ 𝑓 di 𝐸 untuk semua 𝑛 

Kita simpulkan dari kontinuitas terukur itu 

∞ = 𝛾 ∙ 𝜇(𝐸𝛾) = 𝛾 ∙ lim
𝑛→∞

𝜇(𝐸𝛾,𝑛) = lim
𝑛→∞

∫ 𝜓𝑛 ≤ ∫𝑓
𝐸𝐸

 

Dengan demikian ketidaksamaan (2.10) terjadi karena kedua sisi sama ∞. Sekarang 

pertimbangan kasusnya 𝜇(𝐸𝛾) < ∞. Definisikan ℎ = 𝛾 ∙ 𝜒𝐸𝛾. Maka ℎ adalah 

fungsi terukur yang terbatas dari berhingga dan 0 ≤ ℎ ≤ 𝑓 di 𝐸. Maka dengan 

definisi integral dari  𝑓 atas 𝐸, diperoleh 

𝛾 ∙ 𝜇(𝐸𝛾) = ∫ℎ
𝐸

≤ ∫𝑓
𝐸

 

𝜇(𝐸𝛾) =  ∫
ℎ

𝛾𝐸
≤ ∫

𝑓

𝛾𝐸
 

 

2.13 Anjuran Berpikir dalam Al-Qur’an 

Bab ini akan menjelaskan tentang perintah berpikir dalam Al-Qur’an. 

Berpikir untuk mengetahui kebenaran dan tidak tersesat. Perintah berpikir untuk 

mengetahui kebenaran terkandung dalam salah satu ayat Al-Qur’an, yakni pada 

surat Al-An’am ayat 50  

ٌۖ إِنۡ أتَابِعُ إِلاا  قُل لاآ 
َّۚ مَ  أَقُولُ لَكُمۡ عِندِي خَزَائِٓنُ ٱللاهِ وَلَآ أَعۡلَمُ ٱلۡغَيۡبَ وَلَآ أَقُولُ لَكُمۡ إِنِ ي مَلَك 

ا يُوحَىٓ  إِلَيا
 قُلۡ هَلۡ يَسۡتَوِي ٱلۡأَعۡمَى  وَٱلۡبَصِيرَُّۚ أَفَلَا تَـتـَفَكارُونَ 
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Artinya: “Katakanlah (Muhammad), “Aku tidak mengatakan kepadamu, bahwa 

perbendaharaan Allah ada padaku, dan aku tidak mengetahui yang gaib dan aku 

tidak (pula) mengatakan kepadamu bahwa aku malaikat. Aku hanya mengikuti apa 

yang diwahyukan kepadaku.” Katakanlah, “Apakah sama antara orang yang buta 

dengan orang yang melihat? Apakah kamu tidak memikirkan(nya)?”” 

 

Dalam tafsir Al-Mishbah, (2007) menjelaskan  tentang ayat ini yaitu 

bahwa Nabi Muhammad SAW sama halnya dengan manusia biasanya, yang 

membedakan bahwa Nabi Muhammad SAW menerima menerima wahyu, sehingga 

Nabi Muhammad SAW dalam petunjuk-Nya. Seperti halnya orang yang melihat, 

dan orang yang buta, keduanya tidak sama yang buta mengikuti orang yang melihat, 

yang tidak mengetahui arah seharusnya diarahkan oleh yang mengetahui arah. 

Maka seharusnya kita berpikir.  

Dalam tafsir Fi Zhilail Qur’an, (2003) menjelaskan berpikir dalam ayat 

tersebut bahwa berpikir sesuai dengan petunjuk wahyu dan bukan hanya berpikir 

tidak sesuai petunjukNya. Bukan semata-mata berpikir dalam kegelapan tanpa 

adanya petunjuk dan kitab suci yang meneranginya  

Selanjutnya, oleh Taufik, dkk, (2016) bahwa tujuan berpikir dalam Islam 

ada beberapa poin diantaranya untuk mendapatkan sebuah kebenaran, 

mengamalkan syariat Islam dan lebih dekat dengan Allah SWT. Surat Al-An’am 

ayat 50 merupakan salah satu poin di atas yaitu untuk mendapatkan sebuah 

kebenaran. Sedangkan cara berpikir dalam Islam juga terdapat beberapa poin yaitu 

berpikir dalam hati bersih, berpikir dengan akal yang benar dan berpikir dengan 

luas dan sederhana.  

Dalam tafsir Al-Muyassar, (2007) menjelaskan bahwa Nabi Muhammad 

SAW tidak mengklaim bahwa beliau memiliki pembendaharaan langit dan bumi 

sehingga aku bisa berbuat apa saja di dalamnya dan beliau tidak mengaku 
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mengetahui perkara-perkara hal ghaib dan tidak mengaku bahwa beliau adalah 

malaikat. Beliau hanyalah seorang utusan yang di utus dari sisi Allah. Beliau 

sekedar mengikuti apa yang diwahyukan ke beliau dan kemudian disampaikan 

kepada umat manusia. Katakanlah (wahai rasul) kepada orang musyrik itu, “apakah 

sama orang kafir yang buta untuk menyaksikan ayat-ayat Allah sehingga dia tidak 

mengimaninya dengan orang mukmin yang dapat melihat ayat-ayat Allah lalu 

mengimaninya? Apakah kalian tidak mau memikirkan auat-ayat Allah agar dapat 

melihat kebenaran dan kemudian mengimaninya?” 

2.14 Kajian Topik dengan Teori  Pendukung 

Penelitian ini dilakukan dengan cara penelitian kualitatif yang 

membutuhkan beberapa penelitian. Terdapat  beberapa penelitian terkait topik judul 

yang telah diteliti sebelumnya. Salah satunya dibuat oleh Eridani dan kawan-kawan 

(2004) dalam artikel  On Generalized Fractional Integral Operators yang 

membahas tentang operator integral fraksional yang diperumum dengan versi ruang 

Morrey dan ruang Campanato dengan menggunakan cara operator maksimal 

Hardy-Littlewood dan fungsi Young. Ada teorema yang akan digunakan dalam 

pengerjaan yaitu kondisi doubling. Dalam jurnal tersebut jika 𝜌 memenuhi kondisi 

doubling kita mempunyai kondisi berikut : 

1

𝐶1
≤
𝜙(𝑠)

𝜙(𝑣)
≤ 𝐶1 , untuk 𝑠 ∈ [

𝑣

2
, 2𝑣] 

∫
𝜙(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠 ≤ 𝐶1𝜙(𝑣)

∞

𝑟

 

Selain itu,  Denny Ivanal Hakim dan Hendra Gunawan (2013) dalam 

artikel Weak-(𝑝, 𝑞) Inequality for Fractional Integral Operators on Generalized 

Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type yang membahas dengan membuktikan 
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ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional terhadap ruang Morrey tak 

homogen yang diperumum dengan modifikasi operator maksimal Hardy-

Littlewood dan ketaksamaan Chebyshev.  

Lema 2.12. Misalkan  𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (𝜇) , maka untuk sebarang bola 𝐵(𝑥, 𝑅) pada ℝ𝑑 

berlaku 

 
∫

|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶𝑅𝛼𝑀𝑓(𝑥)

𝐵(𝑥,𝑅)

 
(2.3) 

Bukti. Dengan dekomposisi bola 𝐵(𝑥, 𝑅) dipartisi dan berdasarkan definisi 

operator maksimal serta fakta bahwa ∑ 2𝑗𝛼−1
𝑗=−∞  konvergen, maka untuk sebarang 

bola 𝐵(𝑥, 𝑅) ⊆ ℝ𝑑 berlaku  

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<
1
2
𝑅

 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

= ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<
1
4
𝑅

 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1
4
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1
2
𝑅

 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 

≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1

2𝑗
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑅

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞
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≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

(𝐵,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)1−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ (2𝑗𝑅)
𝛼 1

(2𝑗𝑅)
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2𝑅𝛼𝑀𝑓(𝑥) ∑ 2𝑗𝛼
−1

𝑗=−∞

 

≤ 𝐶𝑅𝛼𝑀𝑓(𝑥) 

Akibat 2.13. Misalkan 𝐵(𝑥, 𝑅) adalah bola yang berpusat di 𝑥 ∈ ℝ𝑑 dan berjari-

jari 𝑅 > 0 maka  

 
∫

1

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶𝑅𝛼 (2.4) 

Dan untuk sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 berlaku 

 
∫

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶 𝑅𝛼𝑀 χB(a,r)(𝑥) (2.5) 

Bukti. Ambil sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑. Untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑅), definisikan 

𝑓1(𝑦) = 1 dan 𝑓2(𝑦) = 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦). Kemudian, dengan substitusi 𝑓1 dan 𝑓2 ke 

ketaksamaan pada lema 2.10 

Untuk 𝑓1(𝑦) = 1 disubstitusikan ke ketaksamaan lema 2.10 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) ≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼|𝑥−𝑦|<
1
2
𝑅

 𝑑𝜇(𝑦) 
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∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) + ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 𝑑𝜇(𝑦) 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) = ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼|𝑥−𝑦|<
1
4
𝑅

 𝑑𝜇(𝑦) 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) + ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼1
4
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1
2
𝑅

 𝑑𝜇(𝑦) 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) + ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 𝑑𝜇(𝑦) 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) ≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

1

2𝑗
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑅

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)1−𝛼
∫ 1 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ (2𝑗𝑅)
𝛼 1

(2𝑗𝑅)
∫ 1 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2𝑅𝛼 

≤ 𝐶𝑅𝛼 

Untuk 𝑓2(𝑦) = 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) disubstitusikan ke ketaksamaan lema 2.10 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼|𝑥−𝑦|<
1
2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 
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∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) + ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) = ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼|𝑥−𝑦|<
1
4
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) + ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼1
4
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1
2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) + ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼1

2𝑗
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼2𝑗𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼(𝐵,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)1−𝛼

−1

𝑗=−∞

∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 2𝑅𝛼𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥) 

≤ 𝐶𝑅𝛼𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥) 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Teknik 

pengumpulan data diperoleh dengan studi pustaka. Untuk mendapatkan dengan 

cara menghimpun data-data yang sesuai dengan penelitian yakni dari buku ataupun 

jurnal.  

3.2 Pra Penelitian 

Penelitian ini dilakukan dengan cara menghimpun data yang sesuai dengan 

penelitian yang akan dijalani yakni dari buku, jurnal dan artikel. Pada penelitian ini, 

peneliti menggunakan beberapa rujukan, berikut beberapa rujukan: 

Rujukan pertama dari Eridani, Hendra Gunawan dan Eiichi Nakai pada 

tahun 2004 yang berjudul On Generalized Fractional Integral Operators. 

Penelitian ini membahas tentang keterbatasan operator integral fraksional yang 

diperumum dengan modifikasi pada Ruang Morrey dan Ruang Campanato. Dengan 

penyelesaian menggunakan fungsi maksimal Hardy-Littlewood dan fungsi Young.  

Rujukan kedua dari Denny Ivanal Hakim dan Hendra Gunawan pada tahun 

2013 yang berjudul Weak-(𝑝, 𝑞) Inequality for Fractional Integrals Operator On 

Generalized Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type. Penelitian ini membahas 

ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional terhadap perumuman Ruang 

Morrey melalui ketaksamaan Chebyshev.  

Penelitian selanjutnya adalah penelitian skripsi yang berjudul 

“Ketaksamaan Operator Integral Fraksional yang Diperumum pada Ruang Morrey 
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Tak Homogen yang Diperumum”. Metode yang digunakan yaitu kajian pustaka 

yang membutuhkan beberapa buku, artikel ataupun jurnal yang berhubungan 

dengan penelitian ini.  

3.3 Tahapan Penelitian 

Tahapan penelitian yang ada sesuai dengan penelitian yaitu penelitian 

kualitatif berikut tahapan-tahapan penelitiannya: 

Mulai 

Penelitian Pendahuluan 

Studi Pustaka 

Perumusan Masalah 

Pembatasan Masalah 

Analisis Data 

Kesimpulan dan Saran 

Selesai 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Ketaksamaan Operator Integral Fraksional 

Sebelum membuktikan ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum 

pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum. Akan ditunjukkan ketaksamaan 

operator integral fraksional pada ruang Lebesgue tak homogen.  

Ketaksamaan tersebut terdapat pada teorema berikut. Namun, untuk membuktikan 

teorema tersebut dibutuhkan lema berikut. 

Lema 4.1. Untuk setiap 𝛾 > 0 

∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶𝑟𝛾  

Bukti.  

∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ ∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾|𝑥−𝑦|≥2𝑟

𝑑𝜇(𝑦) 

= ∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|>4𝑟

 

= +∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

2𝑟≤|𝑥−𝑦|<4𝑟

 

≤∑∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑟≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=0

 

≤∑∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

 

≤∑∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0
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≤∑
1

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛾

∞

𝑗=0

∫ 1 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 

≤∑
𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑗+1𝑅)

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛾

∞

𝑗=0

 

≤ 𝐶∑
(2𝑗+1 𝑅)

𝑛

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛾

∞

𝑗=0

 

= 𝐶∑2−𝛾𝑗𝑟𝛾
∞

𝑗=0

 

= 𝐶𝑟𝛾 

Lema 4.2. Untuk setiap 𝛾 > 0 

∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶𝑟−𝛾 

Bukti.   

∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ ∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾|𝑥−𝑦|≥2𝑟

𝑑𝜇(𝑦) 

= ∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|>4𝑟

 

= +∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

2𝑟≤|𝑥−𝑦|<4𝑟

 

≤∑∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑟≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=0

 

≤∑∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

 

≤∑∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛+𝛾
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0
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≤∑
1

(2𝑗𝑅)𝑛+𝛾

∞

𝑗=0

∫ 1 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 

≤∑
𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑗+1𝑅)

(2𝑗𝑅)𝑛+𝛾

∞

𝑗=0

 

≤ 𝐶∑
(2𝑗+1 𝑅)

𝑛

(2𝑗𝑅)𝑛+𝛾

∞

𝑗=0

 

= 𝐶∑2−𝛾𝑗𝑟−𝛾
∞

𝑗=0

 

= 𝐶𝑟−𝛾 

Teorema mengenai ketaksamaan operator integral fraksional di ruang Lebesgue tak 

homogen diberikan pada teorema berikut 

Teorema 4.3. Misalkan 1 ≤ 𝑝 <
𝑛

𝛼
  dan  

1

𝑞
=
1

𝑝
−
𝛼

𝑛
, maka terdapat konstanta 𝐶 >

0 sedemikian hingga 

𝜇 ({ 𝑥 ∈ ℝ𝑑: |𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| > 𝛾 }) ≤  𝐶 ( 
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

Untuk setiap 𝛾 > 0. 

Bukti. Misalkan 𝐼𝛼𝑓(𝑥) = 𝐼1(𝑥) + 𝐼2(𝑥) dengan  

𝐼1(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

Sedangkan  

𝐼2(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛾ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

(𝑛 − 𝛼)𝑝′ = 𝑛 + 𝛾, di mana 𝛾 = 𝑛(𝑝′ − 1) − 𝛼𝑝′, maka 

𝛾

𝑝′
= 𝑛 (1 −

1

𝑝′
) − 𝛼 =

𝑛

𝑝
− 𝛼 > 0 
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dengan menggunakan lema 4.2 |𝐼2(𝑥)| ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇)(𝐶𝑟
−𝛾)

1

𝑝′ = 𝐶‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇)𝑟
−(
𝑛

𝑝
−𝛼)

, 

berlaku untuk 𝑝 = 1. Kita mengasumsikan bahwa ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) = 1. Juga, untuk 𝜆 >

0, kita pilih 𝑟 bahwa 𝐶𝑟
−(
𝑛

𝑝
−𝛼)

=
𝜆

2
. Maka,  

{𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶  |𝐼𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆} ⊂ {𝑥 ∈ ℝ
𝑑 ∶  |𝐼1(𝑥)| >

𝛾

2
} ∪ {𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶  |𝐼2(𝑥)| >

𝛾

2
} 

dikarenakan hubungan antara 𝑟 dan 𝜆, keduanya kosong. Kita menggunakan 

ketaksamaan Holder untuk mendapatkannya 

𝐼 ≤ (∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

)

1
𝑝

(∫
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

)

1
𝑝′

  

≤ 𝐶
𝛼
𝑝′ (∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

)

1
𝑝

 

Selanjutnya, menggunakan ketaksamaan Chebyshev dan lema 4.1, kita 

mendapatkan  

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶  |𝐼𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆}) ≤ 𝜇 ({𝑥 ∈ ℝ
𝑑 ∶  |𝐼| >

𝜆

2
}) 

≤ 𝐶𝑟∫ ∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)

𝐵(𝑥,𝑅)ℝ𝑑
 

≤ 𝐶∫ ∫
𝑑𝜇(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)|𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑅)ℝ𝑑
 

≤ 𝐶  ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)∫
𝑑𝜇(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)ℝ𝑑
 

≤ 𝐶 ( 
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

Perumuman dari Teorema 4.3 pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum 

diberikan pada teorema berikut. 
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Teorema 4.4. Misalkan ∫
𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟
𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙𝑟 untuk setiap 𝑟 > 0 dan 𝜆 ∈ [0, 𝑛 − 𝛼) 

kita mempunyai  

∫ 𝑡𝛼−1
∞

𝑟

𝜙(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝑟𝜆+𝛼−𝑛, 𝑟 > 0 

Jika 
1

𝑞
= 1 −

𝛼

𝑛−𝜆
, maka terdapat konstanta 𝐶 > 0 sedemikiaan hingga 𝑓 ∈ 𝐿1,𝜙(𝜇) 

dan sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑, kita mempunyai 

𝜇 ({ 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| > 𝛾 }) ≤  𝐶𝑟
𝑛𝜙(𝑟) ( 

‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

Untuk setiap 𝛾 > 0 

Bukti. Jika |𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| > 𝛾, maka  

|𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| ≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<𝑟

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|≥𝑟

 

=:𝐴 + 𝐵 

Kita amati untuk cara pertama yang kita dapatkan 

𝐴 = ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<𝑟

 

≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<
1
2
𝑟

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1
2
𝑟≤|𝑥−𝑦|<𝑟

 

= ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<
1
4
𝑟

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1
4
𝑟≤|𝑥−𝑦|<

1
2
𝑟

 

= +∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1
2
𝑟≤|𝑥−𝑦|<𝑟
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≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

1

2𝑗
𝑟≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑟

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
 𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑟<|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ 2𝑛(2𝑗𝑟) 
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2𝑛𝑟𝛼𝑀𝑓(𝑥) ∑ 2𝑗𝛼
−1

𝑗=−∞

 

≤ 𝐶𝑟𝛼𝑀𝑓(𝑥) 

Sementara itu, cara kedua kita memiliki cara berikut: 

𝐵 = ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|≥𝑟

 

≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|>4𝑟

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

4𝑟>|𝑥−𝑦|≥2𝑟

 

≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑟≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=1

 

≤∑
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=1

 

≤∑2𝑛(2𝑗𝑟) 
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑟

∞

𝑗=1

 

≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇)∑(2𝑗𝑟)
𝛼
𝜙(2𝑗+1𝑟)

∞

𝑗=0

 



25 
 

 
 

Dengan 𝜙 selalu naik, maka 𝑗 = 0, 1, 2, … 

(2𝑗𝑟)
𝛼
𝜙(2𝑗+1𝑟) ≤ 𝐶 ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡

2𝑗+1𝑟

2𝑗𝑟

 

Dengan ketaksamaan terakhir  

𝐵 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇)∑ ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡

2𝑗+1𝑟

2𝑗𝑟

∞

𝑗=0

 

≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇)∫ 𝑡
𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑟

 

≤ 𝐶𝑟𝜆+𝛼−𝑛‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇) 

Maka, kita dapatkan  

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑟
𝛼 (𝑀𝑓(𝑥) + 𝑟𝜆−𝑛‖𝑓‖ℳ1,𝜙(𝜇)) 

≤ 𝐶[𝑀𝑓(𝑥)]1−
𝛼
𝑛−𝜆‖𝑓‖

ℳ1,𝜙(𝜇)

𝛼
𝑛−𝜆  

Selanjutnya, kita mempunyai  

𝑀𝑓(𝑥) > (
𝛾

𝐶‖𝑓‖
ℳ1,𝜙(𝜇)

𝛼
𝑛−𝜆

)

𝑛−𝜆
𝑛−𝜆−𝛼

= (
𝛾

𝐶‖𝑓‖
ℳ1,𝜙(𝜇)

𝛼
𝑛−𝜆

)

𝑞

 

dan selanjutnya, dengan menggunakan teorema 4.4, kita dapatkan  

𝜇 ({ 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) ∶  |𝐼𝛼 𝑓(𝑥)| > 𝛾 }) ≤ 𝐶𝑟
𝑛𝜙(𝑟)‖𝑓‖ℳ1,𝜙(𝜇)(

‖𝑓‖
ℳ1,𝜙(𝜇)

𝛼
𝑛−𝜆

𝛾
)

𝑞
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= 𝐶𝑟𝑛𝜙(𝑟)

(

 
 ‖𝑓‖ℳ1,𝜙(𝜇)

1
𝑞
+
𝛼
𝑛−𝜆

𝛾

)

 
 

𝑞

 

≤  𝐶𝑟𝑛𝜙(𝑟) ( 
‖𝑓‖𝐿1,𝜙(𝜇) 

𝛾
)

𝑞

 

4.2 Ketaksamaan Operator Integral Fraksional yang Diperumum 

Fakta bahwa 𝐼𝜌 adalah bentuk perumuman operator integral fraksional 

sedangkan 𝐼𝛼 adalah bentuk operator integral fraksional dengan asumsi fungsi 

𝜌 memenuhi kondisi tertentu. Dalam bab ini akan dibahas ketaksamaan tipe lemah 

untuk 𝐼𝜌 sebagai perumuman ketaksamaan tipe lemah untuk 𝐼𝛼. Khususnya, hasil 

yang dibahas lebih detail untuk membuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk 𝐼𝜌 

dengan menggunakan ketaksamaan Chebyshev.  

Ketaksamaan tipe kuat  untuk 𝐼𝜌 dengan 𝜌 diasumsikan memenuhi kondisi 

doubling, fungsi dari 𝑥 ↦ ∫
𝜌(|𝑥−𝑦|)

|𝑥−𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)
 𝑓(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) diperoleh dengan kondisi 

doubling yaitu terdapat konstanta positif 𝐶 sedemikian hingga untuk setiap 𝑟 > 0 

dan bilangan bulat 𝑗 berlaku  

 
1

𝐶
𝜌(2𝑗+1𝑟) ≤ ∫

𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑗+1𝑟

2𝑗𝑟

 𝑑𝑡 ≤ 𝐶 𝜌(2𝑗+1𝑟) (4.1) 

Pada ketaksamaan di atas tidak dapat untuk fungsi 𝜌 diasumsikan dengan kondisi 

growth dikarenakan kondisi growth tetapi tidak memenuhi kondisi doubling. Untuk 

masalah ini, sifat terkait kondisi growth untuk 𝜌 maka diberikan lema berikut. 
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Lema 4.5. Misalkan 𝑘1 dan 𝑘2 adalah dua konstanta positif yang memenuhi 2𝑘1 <

𝑘2 < ∞ dan 𝑟 adalah sebarang bilangan real positif , maka untuk setiap 𝑡 > 0 

berlaku  

 
∑ 𝜒[𝑘12𝑗𝑟,𝑘22𝑗𝑟](𝑡)

∞

𝑗=−∞

≤ 1 + log2 (
𝑘2
𝑘1
) 

(4.2) 

Bukti. Definisikan = {𝑛 ∈ ℕ ∶ 2𝑛 <
𝑘2

𝑘1
} . Karena 𝑘2 > 2𝑘1 , maka 1 ∈ 𝑆. Karena 

𝑆 ⊆ ℕ dan ≠ ∅ , maka terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga  

2𝑁 <
𝑘2
𝑘1
< 2𝑁+1 

Karena untuk setiap 𝑟 > 0 berlaku 

𝑘2𝑟

2𝑁+1
< 𝑘1𝑟 <

𝑘2𝑟

2𝑁
< 𝑘2𝑟 

Maka banyaknya interval yang beririsan adalah 𝑁. Akibatnya, untuk setiap 𝑡 > 0 

berlaku 

 
∑ 𝜒[𝑘12𝑗𝑟,𝑘22𝑗𝑟](𝑡)

∞

𝑗=−∞

≤ 1 + 𝑁 = 1 + log2 2
𝑁 ≤ 1 + log2 (

𝑘2
𝑘1
) 

 

 

Berdasarkan lema 4.7, diperoleh ketaksamaan yang serupa dengan ketaksamaan 

2.10. Ketaksamaan tersebut diberikan dalam lema berikut. 

Lema 4.6. Misalkan 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ dan ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (𝜇) . Jika fungsi 𝜌 dan 𝜙 memenuhi 

∫
𝜌(𝑡)

𝑡

𝑟

0

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞
−1

 

Untuk setiap 𝑟 > 0 , maka untuk sebarang bola 𝐵(𝑥, 𝑅) ⊆ ℝ𝑑  berlaku 

 
∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝜙(𝑅)
𝑝
𝑞
−1
  

(4.3) 
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Bukti. Untuk sebarang bola (𝑥, 𝑅) , misalkan 

𝐼1(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

Dengan mendekomposisi bola 𝐵(𝑥, 𝑅) secara dipartisi dan dengan menggunakan 

kondisi growth dari fungsi 𝜌 serta definisi  , diperoleh 

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

≤ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<
1
2
𝑅

 

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

+∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

= ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|<
1
4
𝑅

 

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

+∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

1
4
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1
2
𝑅

 

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

+∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 

≤ ∑∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

1

2𝑗
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑅

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

2𝑗𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥−𝑦|≤2𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞
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≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)
∫ 𝜌(|𝑥 − 𝑦|)|𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

            ≤ 𝐶 ∑
1

(2𝑗𝑅)
 𝜌∗(2𝑗+1𝑅)∫ |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

 

≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥) ∑ ∫
𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

𝑘22
𝑗+1 𝑅

𝑘12𝑗+1 𝑅

−1

𝑗=−∞

 

 

       ≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥) ∑ ∫ 𝜒[𝑘12𝑗+1 𝑅 ,𝑘22𝑗+1𝑅](𝑡)
𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

𝑘2𝑅

0

−1

𝑗=−∞

 

 

              ≤ 𝐶 𝑀𝑓(𝑥)∫ ( ∑ 𝜒[𝑘12𝑗+1 𝑅 ,𝑘22𝑗+1𝑅](𝑡)

−1

𝑗=−∞

)
𝑘2𝑅

0

 
𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 

   ≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥) (1 + log2 (
𝑘2
𝑘1
)) ∫

𝜌(𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡

𝑘2𝑅

0

 

≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝜙(𝑘2𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 

≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝜙(𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 

 

Ketaksamaan dibawah ini merupakan dua ketaksamaan yang serupa dengan 

ketaksaman 2.11 dan 2.12. 

Akibat 4.7. Misalkan 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ dan  𝐵(𝑥, 𝑅) adalah sebarang bola yang 

berpusat 𝑥 ∈ ℝ𝑑 dan berjari-jari 𝑅 > 0. Jika fungsi 𝜌 dan 𝜙 memenuhi  

∫
𝜌(𝑡)

𝑡
 𝑑𝑡 ≤ 𝐶 𝜙(𝑟)

𝑝
𝑞
−1

𝑟

0

 

Untuk setiap 𝑟 > 0, maka  

 
∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶𝜙(𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 (4.4) 
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Dan untuk sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 berlaku 

 
∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)

𝜒𝐵(𝑥,𝑟)(𝑦)𝑑𝑦 ≤ 𝐶𝑀𝜒𝐵(𝑥,𝑟)(𝑥) 𝜙(𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 (4.5) 

Bukti. Misalkan 𝐵(𝑥, 𝑟) adalah sebarang bola pada ℝ𝑑. Untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑅), 

misalkan 𝑓1(𝑦) = 1 dan 𝑓2(𝑦) = 𝜒𝐵(𝑎,𝑟) (𝑦). Kemudian, substitusi 𝑓1 dan 𝑓2 ke 

ketaksamaan lema 4.8. 

Untuk 𝑓1(𝑦) = 1 disubstitusikan ke ketaksamaan lema 4.8. 

𝐼1(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|<
1
2
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

𝐼1(𝑥) + ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

𝐼1(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|<
1
4
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

𝐼1(𝑥) + ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1
4
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1
2
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

𝐼1(𝑥) + ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1

2𝑗
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|2𝑗𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞
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≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 1 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)

−1

𝑗=−∞

 ∫ 1 𝜌(|𝑥 − 𝑦|)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶 ∑
1

(2𝑗𝑅)

−1

𝑗=−∞

 𝜌∗(2𝑗+1𝑅)∫ 1 
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶 ∑ ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

𝑘22
𝑗+1𝑅

𝑘12𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

𝑑𝑡 

≤ 𝐶 ∑ ∫ 𝜒[𝑘12𝑗+1𝑅,𝑘22𝑗+1𝑅](𝑡)

𝑘2𝑅

0

−1

𝑗=−∞

 
𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 

≤ 𝐶 ∫ ( ∑ 𝜒[𝑘12𝑗+1𝑅,𝑘22𝑗+1𝑅](𝑡)

−1

𝑗=−∞

)

𝑘2𝑅

0

𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 

≤ 𝐶 (1 + log2 (
𝑘2
𝑘1 
)) ∫

𝜌(𝑡)

𝑡

𝑘2𝑅

0

𝑑𝑡 

≤ 𝐶 𝜙(𝑘2𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 

≤ 𝐶 𝜙(𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 

Untuk 𝑓2(𝑦) = 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) disubstitusikan ke ketaksamaan lema 4.8. 

𝐼2(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|<
1
2
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 
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𝐼2(𝑥) + ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

𝐼2(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|<
1
4
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

𝐼2(𝑥) + ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1
4
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1
2
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

𝐼2(𝑥) + ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1
2
𝑅≤|𝑥−𝑦|<𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|1

2𝑗
𝑅≤|𝑥−𝑦|<

1

2𝑗+1
𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|2𝑗𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) 𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)

−1

𝑗=−∞

 ∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) 𝜌(|𝑥 − 𝑦|)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶 ∑
1

(2𝑗𝑅)

−1

𝑗=−∞

 𝜌∗(2𝑗+1𝑅)∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶 𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) ∑ ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

𝑘22
𝑗+1𝑅

𝑘12𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

𝑑𝑡 
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≤ 𝐶 𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) ∑ ∫ 𝜒[𝑘12𝑗+1𝑅,𝑘22𝑗+1𝑅](𝑡)

𝑘2𝑅

0

−1

𝑗=−∞

 
𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 

≤ 𝐶𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) ∫ ( ∑ 𝜒[𝑘12𝑗+1𝑅,𝑘22𝑗+1𝑅](𝑡)

−1

𝑗=−∞

)

𝑘2𝑅

0

𝜌(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 

≤ 𝐶 𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) (1 + log2 (
𝑘2
𝑘1 
)) ∫

𝜌(𝑡)

𝑡

𝑘2𝑅

0

𝑑𝑡 

≤ 𝐶 𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) 𝜙(𝑘2𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 

≤ 𝐶 𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) 𝜙(𝑅)
𝑝
𝑞
−1

 

Selanjutnya, dengan menggunakan teorema 4.6, lema 4.8 dan akibat 4.9 akan 

dibuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk 𝐼𝜌 pada ruang Morrey tak homogen yang 

diperumum. Ketaksamaan tersebut diberikan dalam teorema berikut. 

Teorema 4.8. Misalkan 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞. Asumsikan bahwa 𝑖𝑛𝑓
𝑟>0

𝜙(𝑟) = 0 dan 

𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝜙(𝑟) = ∞. Jika fungsi 𝜙 dan 𝜌 memenuhi  

∫
𝜙(𝑡)𝑝

𝑡

∞

𝑟
𝑑𝑡 ≤ 𝐶 𝜙(𝑟)𝑝 dan 𝜙(𝑟) ∫

𝜌(𝑡)

𝑡

𝑟

0
𝑑𝑡 + ∫

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟
𝑑𝑡 ≤ 𝐶 𝜙(𝑟)

𝑝

𝑞 

untuk setiap 𝑟 > 0, maka untuk sebarang fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) dan sebarang bola 

𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 berlaku 

𝜇({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼𝜌𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝐶 𝑟𝜙(𝑟)
𝑝 (
‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙𝜇

𝛾
)

𝑞

 

untuk setiap 𝛾 > 0. 

Bukti. Tinjau sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 . Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟), misalkan  

𝐼1(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥−𝑦|)

|𝑥−𝑦|𝐵(𝑥,𝑅)
|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) dan 𝐼2(𝑥) = ∫

𝜌(|𝑥−𝑦|)

|𝑥−𝑦|ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)
|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 
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Untuk sebarang 𝑅 > 0 yang tertentu. Dengan menggunakan dekomposisi dipartisi, 

kondisi growth dari fungsi 𝜌, ketaksamaan Holder, kondisi growth dari 𝜇, definisi 

dari ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜇(𝜇) dan kondisi doubling dari 𝜙, diperoleh 

𝐼2(𝑥) = ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅}

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|≥2𝑟

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 

= ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦||𝑥−𝑦|>4𝑟

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) + ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|4𝑟>|𝑥−𝑦|≥2𝑟

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|2𝑗𝑅≤|𝑥−𝑦|<2𝑗+1𝑅

∞

𝑗=1

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑅)

∞

𝑗=1

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|(𝐵,2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=1

 |𝑓(𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦) 

≤∑
1

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=1

∫ 𝜌(|𝑥 − 𝑦|)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶∑
1

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=1

𝜌 ∗ (2𝑗+1𝑅)∫ |𝑓(𝑦)|
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶 ∑
𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

 ∫ |𝑓(𝑦)|
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦) 

≤ 𝐶 ∑
𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦))

1
𝑝

(𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗+1𝑅)))
1−
1
𝑝
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≤ 𝐶 ∑
𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

(2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦))

1
𝑝

(2𝑗+1𝑅)
1−
1
𝑝 

≤ 𝐶 ∑𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0

 (
1

(2𝑗+1𝑅) 
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 𝑑𝜇(𝑦))

1
𝑝

 

≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)∑𝜌∗(2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0

𝜙(2𝑗+1𝑅) 

≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)∑∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

𝑘22
𝑗+1𝑅

𝑘12𝑗+1𝑅

∞

𝑗=0

𝑑𝑡 

Berdasarkan ketaksamaan 4.2 dan kondisi doubling dari fungsi 𝜙, diperoleh 

|𝐼2(𝑥)| ≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)∑∫ 𝜒[𝑘12𝑗𝑅,𝑘22𝑗𝑅](𝑡)
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

2𝑘1𝑅

∞

𝑗=0

𝑑𝑡 

= 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)∫ (∑𝜒[𝑘12𝑗𝑅,𝑘22𝑗𝑅](𝑡)

∞

𝑗=0

)
∞

2𝑘1𝑅

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 

≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇) (1 + log2 (
𝑘2
𝑘1
))∫

𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

2𝑘1𝑅

 𝑑𝑡 

≤ 𝐶 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝜙(2𝑘1𝑅)
𝑝
𝑞 

≤ 𝐶3 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝜙(𝑅)
𝑝
𝑞 

Untuk setiap 𝛾 > 0, misalkan  𝛾̃ = (
𝛾

2𝐶3‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
)

𝑞

𝑝

. Karena fungsi 𝜙 memenuhi 

inf
r>0
𝜙(𝑟) < 𝛾̃ < sup

r>0
𝜙(𝑟), maka terdapat 𝑘0 ∈ ℤ sedemikian sehingga untuk suatu 

𝑅1, 𝑅2 ∈ [2
𝑘0 , 2𝑘0+1] berlaku  

𝜙(𝑅1) ≤ 𝛾̃ ≤ 𝜙(𝑅2)  
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Karena 𝑅1 dan 𝑅2 memenuhi 
1

2
≤
𝑅1

𝑅2
≤ 2, maka terdapat suatu konstanta 𝐶 > 0 

sedemikian hingga 𝜙(𝑅2) ≤ 𝐶𝜙(𝑅1). Akibatnya,  

 𝜙(𝑅1) ≤ 𝛾̃ ≤ 𝐶𝜙(𝑅2)  (4.6) 

Oleh karena itu, untuk 𝑅 = 𝑅1 dapat diperoleh   

|𝐼2(𝑥)| ≤ 𝐶3 ‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝜌(𝑅1)
𝑝
𝑞 ≤ 𝐶3‖𝑓‖𝐿𝑃,𝜙(𝜇)𝛾̃

𝑝
𝑞 ≤

𝛾

2
 

 Definisikan 𝐸𝛾 = {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼𝜌𝑓(𝑥)| > 𝛾}. Karena untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) 

berlaku |𝐼𝜌𝑓(𝑥)| ≤ |𝐼1(𝑥)| + |𝐼2(𝑥)| ≤ |𝐼1(𝑥)| +
𝛾

2
 , maka  

𝜇(𝐸𝛾) ≤ 𝜇 ({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝐼1(𝑥)| >
𝛾

2
}) 

Berdasarkan ketaksamaan Holder dan ketaksamaan 4.4, diperoleh 

|𝐼1(𝑥)| ≤ (∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)

)

1
𝑝

(∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)

)

1−
1
𝑝

 

|𝐼1(𝑥)| ≤ 𝐶4𝜙(𝑅1)
(
𝑝
𝑞
−1)(1−

1
𝑝
)
(∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|𝐵(𝑥,𝑅1)

|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦))

1
𝑝

 

Dengan menggunakan ketaksamaan terakhir dan ketaksamaan Chebyshev, 

diperoleh 

𝜇(𝐸𝛾) ≤ 𝜇 {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑥,𝑅1)

|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

>
(𝛾 2⁄ )𝑝

𝐶4
𝑝𝜙(𝑅1)

(
𝑝
𝑞
−1)(𝑝−1)

} 

≤
2𝑝𝐶4

𝑝𝜙(𝑅1)
(
𝑝
𝑞
−1)(𝑝−1)

𝛾𝑝
∫ ∫

𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑥,𝑅1)

|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)
𝐵(𝑎,𝑟)
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≤
𝐶

𝛾𝑝
𝜙(𝑅1)

(
𝑝
𝑞
−1)(𝑝−1)

∫ ∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑥,𝑅1)

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ

 

≤ 
𝐶

𝛾𝑝
𝜙(𝑅1)

(
𝑝
𝑞
−1)(𝑝−1)

∫|𝑓(𝑦)|𝑝

ℝ

∫
𝜌(|𝑥 − 𝑦|)

|𝑥 − 𝑦|
 

𝐵(𝑦,𝑅1)

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥) 

Berdasarkan ketaksamaan sebelumnya diperoleh 

𝜇(𝐸𝛾) ≤
𝐶

𝛾𝑝
 𝜙(𝑅1)

(
𝑝
𝑞
−1)𝑝

∫|𝑓(𝑦)|𝑝 
ℝ

𝑀 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) 

≤
𝐶

𝛾𝑝
𝛾̃
𝑝2

𝑞
−𝑝
𝑟𝜙(𝑟)𝑝‖𝑓‖

𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝
 

≤ 𝐶𝑟𝜙(𝑟)𝑝 (
‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝛾
)

𝑞

 

Yang merupakan ketaksamaan yang diinginkan. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian pada bab sebelumnya, maka penulis dapat 

menyimpulkan bahwa ketaksamaan operator integral fraksional yang diperumum 

terhadap ruang Morrey tak homogen yang diperumum melalui cara ketaksamaan 

chebyshev yaitu 𝜇(𝐸𝛾) ≤ 𝐶𝑟𝜙(𝑟)
𝑝 (

‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝛾
)
𝑞

 

5.2 Saran  

Penulis menyarankan  untuk penelitian selanjutnya yaitu dengan 

menggunakan ruang fungsi yang lainnya diantaranya ruang Morrey homogen 

ataupun lainnya. Penulis juga menyarakan ketaksamaannya bisa juga untuk tipe 

kuat pada operator integral fraksionalnya dan bisa juga digunakan ketaksamaan-

ketaksamaan lainnya untuk bahan penelitian. 
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