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ABSTRAK

Nurkhanifah, Nia, 2022. Analisis Perilaku Dinamik Model Penyebaran Covid-19 Pada
Populasi SEIHRV Dengan Kontrol Optimal. Skripsi. Program Studi
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si, (2)Erna
Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Model Matematika SEIHRV, Analisis Dinamik, Bilangan Reproduksi Dasar,
Kontrol y,, Bebas Penyakit, Endemik.

Pada penelitian ini membahas mengenai analisis dinamik model penyebaran
Covid-19 pada populasi SEIHRV kemudian dilanjutkan simulasi numerik dengan kontrol
optimal. Penelitian ini dilakukan untuk merepresentasikan perilaku penyebaran Covid-19
serta efektivitas pengobatan secara mandiri bagi individu terinfeksi. Model matematika
SEIHRV membagi populasi manusia menjadi lima kelas yakni Susceptible (S),, Exposed
(E), Infected (1), Hospitalized (H), Recovered (R) dan satu kompartemen tambahan yakni
Virus (V). Analisis dinamik dilakukan dengan menentukan titik ekuilibrium, bilangan
reproduksi dasar (R), analisis kestabilan titik ekuilibrium. Kemudian dilanjutkan dengan
menentukan kondisi optimal dengan memformulasikan fungsi kontrol y, dengan kaidah
tahapan-tahapan kontrol optimal. Selanjutnya, y, berperan sebagai fungsi kontrol
efektivitas pengobatan bagi individu yang terinfeksi dan individu yang sembuh. Hasil dari
penelitian ini diperoleh bilangan reproduksi dasar yang bernilai R, > 1. Titik ekuilibrium
bebas penyakit bersifat tidak stabil dan titik ekuilibrium endemik bersifat stabil asimtotik
lokal. Simulasi numerik dilakukan saat kondisi bebas penyakit dan kondisi endemik pada
situasi y, sebagai fungsi kontrol. Hasil simulasi numerik menunjukkan saat kondisi bebas
penyakit tidak ada perbedaan grafik saat y, sebagai konstanta dan fungsi kontrol.
Sedangkan dalam kondisi endemik, grafik ketika y, sebagai konstanta dan fungsi kontrol
berbeda sehingga diperoleh informasi bahwa pemberian pengobatan bagi individu
terinfeksi mampu meminimalkan jumlah individu yang terinfeksi dan memaksimalkan
jumlah individu yang sembuh. Sehingga dapat disimpulkan bahwa pemberian pengobatan
secara mandiri bagi individu terinfeksi Covid-19 sangat efektif.
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ABSTRACT

Nurkhanifah, Nia, 2022. The Dynamic Analysis Behavior of the Covid-19 Spread
Model in the SEIHRV Population with Optimal Control. Thesis. Study
Program of Mathematics, Faculty of Scinece and Technology, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (1) Ari
Kusumastuti, M.Pd., M.Si, (2) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Mathematical Model of SEIHRV, Dynamic Analysis, Basic Reproduction
Number, Control of y,, Disease-Free, Endemic.

This study discusses the dynamic analysis of the Covid-19 spread model in the
SEIHRYV population, then proceed with numerical simulations with optimal control. This
study was conducted to represent the behavior of the spread of Covid-19 and the
effectiveness of independent treatment for infected individuals. The SEIHRV mathematical
model divides the human population into five classes, namely Susceptible (S), Exposed
(E), Infected (1), Hospitalized (H), Recovered (R) and one additional compartment, Virus
(V). Dynamic analysis is carried out by determining the equilibrium point, the basic
reproduction number (R,), equilibrium point stability analysis. Then proceed with
determining the optimal conditions by formulating the control function y, with the rules of
optimal control stages. Next, y, as a function of controlling the effectiveness of treatment
for infected individuals and recovered individuals. The result of this research is that the
basic reproduction number is R, > 1. The disease-free equilibrium point is unstable and
the endemic equilibrium point is locally asymptotically stable. The numerical simulations
are carried out when conditions are free of disease and conditions are endemic in situations
¥, as constant and control function. Numerical simulation results show that when there is
no disease-free condition, there is no difference in the current graph y, as constant and
control function. While in endemic conditions, the graph y, as constant and control
function is different so that information is obtained that giving treatment to infected
individuals is able to minimize the number of infected individuals and maximize the
number of recovered individuals. So it can be concluded that providing independent
treatment for individuals infected with COVID-19 who are quarantined is very effective.
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang
Kini seluruh belahan dunia masih dilanda wabah Covid-19 yang terhitung
dua tahun lamanya sejak pertama kali munculnya wabah Coronavirus Disease
(Covid-19) di akhir tahun 2019. World Health Organization (WHO) menetapkan
Covid-19 sebagai pandemi dunia mengingat penyebarannya yang semakin masif
(A.D.Susanto, 2020). Melihat laju penyebaran Covid-19 di Indonesia semakin
meningkat maka perlu dilakukan upaya untuk menekan laju penyebaran Covid-19
dengan membatasi mobilitas masyarakat dan melakukan pengobatan bagi individu
yang telah terinfeksi oleh virus penyebab wabah. Dalam Islam hal ini telah
disampaikan oleh Rasulullah SAW vyang tertuang dalam Kkitab hadits Shahih
Bukhari N0.5289 (Shihab, 2001):
L0 Qg 52k O e 3 B s e e 1 5e UG BT Gt 3 0 s s
B o & 002 8 Ose 13 A A 552G B0y 85 35 a0 OF 6L frey 08D
a5 1555F 36 1 280 ol s gy e 120 50 ol o e 03 J6 s s
Artinya:“Telah menceritakan kepada kami Abdullah bin Yusuf telah mengabarkan kepada
kami Malik dari Ibnu Syihab dari Abdullah bin 'Amir bahwa Umar pernah bepergian
menuju Syam, ketika dia sampai di daerah Sargha, diberitahukan kepadanya bahwa negeri
Syam sedang terjangkiti wabah penyakit menular, lantas Abdurrahman bin
'‘Auf memberitahukan kepadanya bahwa Rasulullah shallallahu ‘alaihi wasallam
bersabda: Jika kalian mendengar wabah tersebut menjangkiti suatu negeri, maka
janganlah kalian menuju ke sana, namun jika dia menjangkiti suatu negeri dan kalian
berada di dalamnya, maka janganlah kalian keluar dan lari darinya” (Bukhari,
No0.5289).
Larangan Rasulullah SAW bertujuan agar umat manusia senantiasa bersabar dan

tabah menghadapi wabah serta percaya kehendak Allah SWT. Kondisi wabah yang

terjadi di masa Rasulullah SAW hampir sama dengan fenomena pandemi Covid-19



yang terjadi saat ini yaitu atas kehendak Allah SWT. Penyebaran penyakit Covid-
19 yang terjadi di Indonesia dapat disajikan dengan model matematika populasi
SEIHRV. Model ini menggabungkan jalur penularan dari manusia ke manusia dan
dari lingkungan ke manusia pada periode waktu tertentu. Model SEIHRV membagi
populasi inang menjadi lima kelas: Suceptible (S) yaitu subpopulasi individu rentan
yang dapat tertular oleh Covid-19, Exposed (E) yaitu subpopulasi individu yang
terpapar, Infected (1) yaitu subpopulasi individu yang terinfeksi Covid-19 dan telah
dinyatakan positif dengan hasil rapid test/ swab test namun tidak dirawat di rumah
sakit, Hospitalized (H) yaitu subpopulasi individu yang telah dinyatakan positif
terinfeksi Covid-19 lalu dirawat di rumah sakit dan Recovered (R) yaitu
subpopulasi individu yang sembuh dan nantinya tidak rentan terinfeksi Covid-19.
Sementara itu kompartemen Virus (V) mewakili konsentrasi Covid-19 di
lingkungan, berdasarkan penelitian eksperimental (Van Doremalen, 2020) terbukti
bahwa Covid-19 dapat bertahan di udara hingga 3 jam, di tembaga hingga 4 jam, di
permukaan kertas karton hingga 24 jam, di permukaan plastik dan baja anti karat
hingga 3 hari (Chayu Yang, 2020).

Model matematika SEIHRV disajikan dalam bentuk sistem persamaan
diferensial biasa bergantung waktu. Model matematika SEIHRV merujuk pada
penelitian yang dilakukan (Chayu Yang, 2020). Parameter yang digunakan dalam
model ini antara lain: A sebagai laju kelahiran alami, us sebagai laju kematian alami
populasi Susceptible, ug sebagai laju kematian alami populasi Exposed, u,; sebagai
laju kematian alami populasi Infected, uy sebagai laju kematian alami populasi
Hospitalized, up sebagai laju kematian alami populasi Recovered, a sebagai laju

timbal balik masa inkubasi, w sebagai laju kematian akibat virus Covid-19, o



sebagai tingkat perpindahan virus Covid-19 dari lingkungan, y; sebagai tingkat
kesembuhan individu yang terpapar, y, sebagai tingkat kesembuhan individu yang
terinfeksi, y5 sebagai tingkat kesembuhan individu yang dirawat di rumah sakit, &;
sebagai tingkat kontribusi virus Covid-19 ke lingkungan dari individu yang
terpapar, &, sebagai tingkat kontribusi virus Covid-19 ke lingkungan dari individu
yang terinfeksi (non-rawat inap), é; sebagai tingkat kontribusi virus Covid-19 ke
lingkungan dari individu yang dirawat di rumah sakit, B sebagai laju penularan
langsung dari manusia ke manusia antara individu yang terpapar dan individu yang
rentan, [, sebagai laju penularan antara individu terinfeksi dan individu yang
rentan, Sy sebagai laju penularan antara individu yang dirawat di rumah sakit dan
individu yang rentan, B, sebagai laju penularan virus secara tidak langsung dari
lingkungan ke individu yang rentan. Nilai parameter-parameter tersebut pada
penelitian ini bersumber pada data Covid-19 Provinsi Jawa Timur dan artikel
rujukan (Chayu Yang, 2020).

Terdapat beberapa peneliti yang telah melakukan penelitian serupa
sebelumnya tentang epidemiologi Covid-19 yaitu sebagai berikut: Penelitian
(Chayu Yang, 2020) penelitian ini dilakukan untuk memprediksi penyebaran
Covid-19 jangka pendek pada periode waktu yang berbeda. Penelitian ini
menggunakan model matematika SEIHRV yaitu Suceptible (S), Exposed (E),
Infected (1), Hospitalized (H), Recovered (R), Virus (V). Hasil penelitian ini
menunjukkan bahwa lingkungan secara tidak langsung berpengaruh dalam
penyebaran penyakit Covid-19 di Hamilton County, USA. Namun, model pada
penelitian ini belum mempertimbangkan dampak distribusi usia populasi manusia.

Penelitian serupa dilakukan oleh (Annas, 2020) yang membahas analisis



dinamik penyebaran Covid-19 di Indonesia dengan mempertimbangkan
faktor isolasi dan vaksinasi sebagai parameter model. Model yang digunakan adalah
model matematika SEIR yaitu Suceptible (S), Exposed (E), Infected (1),
Recovered (R). Penelitian menunjukkan bahwa faktor isolasi dapat memperlambat
penyebaran Covid-19 dan vaksinasi dapat mempercepat penyembuhan Covid-19.
Analisis model memberikan gambaran stabilitas global dalam penyebaran covid-
19 serta informasi jika Covid-19 berstatus endemik di Indonesia.

Penelitian lainnya dilakukan oleh (Mandal, et al., 2020) menerapkan model
penyebaran Covid-19 pada populasi SEQIR Suceptible (S), Exposed (E),
Quarantine (Q), Infected (I), Recovered (R). Penelitian ini membahas kontrol
optimal pada model SEQIR dengan mempertimbangkan faktor karantina New
Delhi, India. Berdasarkan hasil simulasi numerik baik menggunakan kontrol
optimal maupun tanpa kontrol optimal, rasio populasi kasus penularan Covid-19 di
New Delhi tidak mengalami penurunan setelah diterapkan kebijakan karantina.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa kebijakan karantina di New Delhi tidak
sepenuhnya efektif untuk menekan laju penularan Covid-19.

Berdasarkan latar belakang diatas, maka penelitian ini difokuskan pada
penyebaran virus Covid-19 di lingkungan SEIHRV melalui analisis perilaku, semua
variabel yang terlibat dengan memodifikasi y, sebagai parameter tingkat
kesembuhan individu yang terinfeksi. Modifikasi ini dilakukan dengan
mengasumsikan y, Yyang sebelumnya konstanta (Chayu Yang, 2020) , menjadi
suatu fungsi yang mengontrol efektivitas y, pada populasi SEIHRV. Analisis
perubahan y, menjadi suatu fungsi dilakukan dengan menerapkan kontrol optimal,

selanjutnya profil grafik semua variabel pada model akan dibandingkan dalam dua



kondisi yaitu yang pertama bebas penyakit dengan y,konstanta dany, fungsi.
Sedangkan kondisi kedua yaitu endemik dengan y, konstanta dan y, fungsi.
Analisis perilaku diharapkan dapat membantu dalam penyusunan strategi dalam
pengendalian penyebaran Covid-19 di suatu wilayah berdasarkan interpretasi dari
kinerja y,. Sehingga modifikasi model matematika SETHRV (Chayu Yang, 2020)
digunakan dalam penelitian ini untuk menuju analisis perilaku dinamik serta
simulasinya dengan dan tanpa kontrol optimal.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka permasalahan pada penelitian ini
antara lain:
1. Bagaimana analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19 pada
populasi SEIHRV dengan dan tanpa kontrol optimal?
2. Bagaimana hasil simulasi numerik model matematika penyebaran Covid-19
pada populasi SEITHRV dengan dan tanpa kontrol optimal?
1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah, maka tujuan yang ingin
dicapai oleh peneliti pada penelitian ini, sebagai berikut :
1. Mengetahui analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19 pada
populasi SEIHRV dengan dan tanpa kontrol optimal.
2. Mengetahui hasil simulasi numerik model matematika penyebaran Covid-19
pada populasi SETHRV dengan dan tanpa kontrol optimal.
1.4 Manfaat Penelitian
Berdasarkan tujuan pada penelitian ini, maka manfaat yang dapat diperoleh

dari penelitian ini yaitu



1. Dapat mengetahui analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19
pada populasi SEIHRV dengan dan tanpa kontrol optimal, sehingga dapat
digunakan sebagai referensi penelitian terkait wabah yang terjadi di suatu
wilayah.

2. Dapat mengetahui hasil simulasi numerik model matematika penyebaran
Covid-19 pada populasi SEIHRV tanpa dan dengan kontrol optimal sehingga
dapat digunakan sebagai acuan strategi pengendalian penyebaran Covid-19
di suatu wilayah.

1.5 Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, peneliti memberikan batasan masalah pada objek
kajian sebagai berikut:

1. Model matematika yang dipakai yaitu model penyebaran SEIHRV (Chayu
Yang, 2020) yang telah dimodifikasi sebagai berikut:

ds
ar A — BgSE — B1SI — BySH — BySV — pusS

E

dl
Frin a(1-p)E—(q+v, +u)dl
dH
EzapE+qI—(w+y3+uH)H

dR
E =y1E + vyl +ysH — ugR

av
E:€1E+€2[+53H_O'V

2. Populasi diasumsikan tertutup yaitu tidak ada individu yang keluar maupun

masuk dari suatu subpopulasi sehingga total populasi diasumsikan konstan.



10.

11.

12.

13.

Diasumsikan individu di kelas Exposed (E) atau yang terpapar berada dalam
masa inkubasi. Mereka tidak menunjukkan gejala dan belum diuji tetapi
mereka dianggap mampu menginfeksi orang lain.

Diasumsikan individu yang terinfeksi biasanya disarankan untuk melakukan
karantina sendiri di rumah dan tidak dirawat di rumah sakit.

Diasumsikan individu di kelas Hospitalized (H) atau yang dirawat di rumah
sakit telah diuji menunjukkan hasil positif dan memiliki risiko tertular yang
lebih tinggi. Misalnya, orang tua dan individu yang memiliki riwayat penyakit
tertentu.

Diasumsikan individu di kelas Recovered (R) atau yang telah sembuh tidak
dapat menularkan virus Covid-19.

Diasumsikan kematian akibat penyakit hanya terjadi pada individu yang
dirawat di rumah sakit.

Diasumsikan bayi yang baru lahir dimasukkan kedalam kelas Susceptible (S).
Diasumsikan individu yang terpapar virus Covid-19, individu yang terinfeksi
virus Covid-19 dan individu yang dirawat di rumah sakit dapat menularkan
virus Covid-19 ke lingkungan.

Diasumsikan terdapat peluang kematian alami yang berbeda disetiap populasi
individu.

Diasumsikan faktor pengobatan dapat menekan banyaknya individu yang
terinfeksi.

Dilakukan telaah model (Chayu Yang, 2020) untuk kompartemen V.

Studi kasus data sekunder Covid-19 terhadap nilai-nilai parameter model.



1.6 Definisi Istilah
Berdasarkan rumusan masalah dan judul penelitian maka uraian definisi
istilah dalam penelitian ini antara lain, sebagai berikut:

1. Analisis perilaku dinamik merupakan suatu analisis model matematika yang
merepresentasikan perilaku suatu fenomena dalam sistem persamaan
diferensial bergantung waktu dan digunakan untuk mendapatkan solusi
model tersebut dengan simulasi numerik (Boyce & DiPrima, 2001).

2. Populasi SEIHRYV yaitu populasi individu dalam subpopulasi Suceptible (S),
Exposed (E), Infected (I), Hospitalized (H), Recovered (R) dan konsentrasi
Virus (V).

3. Kontrol optimal merupakan model optimasi untuk menentukan nilai fungsi
kontrol yang digunakan dalam model supaya fungsi kendala (constrain)
terpenuhi dengan tujuan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi

objektif. (Lewis, Vrabie, & Syrmos, 2012).



BAB I1
KAJIAN TEORI
2.1 Teori Pendukung
2.1.1 Model Matematika Pada Populasi SEIHRV

Model matematika yang akan digunakan pada penelitian ini adalah model
SEIHRV dimana model ini menggabungkan jalur penularan dari manusia ke
manusia dan dari lingkungan ke manusia pada periode waktu tertentu. Model
SEIHRV adalah bentuk pengembangan dari model SIR yang ditambahkan
kompartemen Exposed (E) vyaitu individu yang terpapar, kompartemen
Hospitalized (H) yaitu individu yang dirawat di rumah sakit, kompartemen Virus
(V) yaitu konsentarasi virus corona di lingkungan.

Model SEIHRV adalah model epidemik dengan periode waktu tertentu
untuk penyebaran virus Covid-19. Model SETHRV membagi populasi inang
menjadi lima kelas: Suceptible (S) yaitu subpopulasi individu rentan yang dapat
tertular oleh Covid-19, Exposed (E) yaitu subpopulasi individu yang terpapar,
Infected (I) yaitu subpopulasi individu yang terinfeksi Covid-19 dan telah
dinyatakan positif dengan hasil rapid test/ swab test namun tidak dirawat di
rumah sakit, Hospitalized (H) yaitu subpopulasi individu yang telah dinyatakan
positif terinfeksi Covid-19 lalu dirawat di rumah sakit dan Recovered (R) yaitu
subpopulasi individu yang sembuh dan nantinya tidak rentan terinfeksi Covid-19.
Sementara itu, kompartemen Virus (V) mewakili konsentrasi virus Covid-19 yang
ada di lingkungan. Model penyebaran ini secara sistematis dapat diilustrasikan

dengan diagram kompartemen sebagai berikut:
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Gambar 2.1 Diagram Kompartment Model Matematika SEIHRV

Berdasarkan Gambar 2.1 dapat diketahui populasi individu terdiri dari lima

kompartemen yaitu Suceptible (S), Exposed (E), Infected (1), Hospitalized (H),

Recovered (R) serta terdapat kompartemen tambahan yaitu Virus (V). Pada setiap

kompartemen terjadi perubahan jumlah individu pada masing-masing populasi,

hal ini dipengaruhi oleh beberapa faktor yaitu:

1.

Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu
rentan (S) terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan banyaknya
individu oleh laju masuknya populasi sebesar A sehingga dapat
dituliskan:

as _
dt

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya

interaksi langsung antara individu yang rentan dengan individu yang

terpapar sebesar Sz SE sehingga dapat dituliskan:

— = A—BSE
It B

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya interaksi
langsung antara individu terinfeksi dan individu yang rentan sebesar

B,;SI sehingga dapat dituliskan:
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as

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya interaksi
langsung antara individu yang dirawat di rumah sakit dan individu yang
rentan sebesar B, SH sehingga dapat dituliskan:

ds

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya interaksi
langsung dari lingkungan yang terpapar virus Covid-19 ke individu yang
rentan sebesar B, SV sehingga dapat dituliskan

ds

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya laju
kematian alami sebesar ugS. Maka diperoleh persamaan pada

kompartemen Sucsceptible (S) sebagai berikut:

aS _  p ek _pel— _poy 2.1)
dt A — BgSE — BiSI — BuSH — By SV — usS

2. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu
terpapar (E) terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan: interaksi
langsung dari manusia ke manusia antara individu yang terpapar dan
individu yang rentan sebesar Sz SE sehingga dapat dituliskan

dE SE
dt - ﬁE
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Populasi Exposed selanjutnya akan mengalami penambahan karena
adanya interaksi langsung antara individu terinfeksi dan individu yang

rentan sebesar ;51 sehingga dapat dituliskan

dE
Populasi Exposed selanjutnya akan mengalami penambahan karena
adanya interaksi langsung antara individu yang dirawat di rumah sakit

dan individu yang rentan sebesar Sy SH sehingga dapat dituliskan

dE

Populasi Exposed selanjutnya akan mengalami penambahan karena
adanya interaksi langsung antara virus Covid-19 di lingkungan ke

individu yang rentan sebesar SV sehingga dapat dituliskan

dE

Populasi Exposed selanjutnya akan berkurang karena adanya laju «
dengan proposisi sebesar 1 — p, laju kematian alami sebesar uzE, laju
kesembuhan sebesar y,E dan laju timbal balik a dari proposisi pE.
Maka diperoleh persamaan pada kompartemen Exposed (E) sebagai

berikut:

. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu
terinfeksi terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan laju @ dengan
proposisi sebesar 1 — p dapat dituliskan:

dl
i a(l-p)E
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Populasi Infected selanjutnya akan berkurang karena adanya laju
kematian alami sebesar y; 1, laju kesembuhan sebesar y, 1, laju individu
terinfeksi (1) yang akan dirawat di rumah sakit sebesar gl. Maka
diperoleh persamaan pada kompartemen Infected sebagai berikut:

dl
—=a(1—-p)E—-(q+y,+u)l (2.3)

dt
. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu
yang dirawat di rumah sakit (H) terhadap waktu dipengaruhi oleh

penambahan laju timbal balik a dari proposisi sebesar pE sehingga

dapat dituliskan:

Populasi Hospitalized selanjutnya mengalami penambahan oleh laju
individu terinfeksi yang akan dirawat di rumah sakit sebesar ql
sehingga dapat dituliskan:

i _ E+ql
ac  ap q

Populasi Hospitalized selanjutnya mengalami pengurangan oleh laju
kematian individu akibat Covid-19 sebesar wH, laju kesembuhan
sebesar y;H, laju kematian alami sebesar uyH. Maka diperoleh

persamaan pada kompartemen Hospitalized (H) sebagai berikut:

dH
Fr apE +ql — (W +y; + ug)H (2.4)

. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu
Recovered terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan laju

kesembuhan individu terpapar sebesar y; E sehingga dapat dituliskan:
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dR_ E
dt_yl

Populasi Recovered selanjutnya mengalami penambahan oleh laju
kesembuhan individu yang terinfeksi sebesar y,I sehingga dapat
dituliskan:

dR
E =y1E + y,l

Populasi Recovered selanjutnya mengalami penambahan oleh laju
kesembuhan individu yang dirawat di rumah sakit sebesar y;H

sehingga dapat dituliskan:

dR
E =y1E +yl +ysH

Populasi Recovered selanjutnya mengalami pengurangan oleh laju
kematian alami individu yang sembuh sebesar uzR. Maka diperoleh

persamaan pada kompartemen Recovered (R) sebagai berikut:

Ccll_}t? =V1E + V2l +vsH — ugR (2.5)
. Perubahan konsentrasi virus Covid-19 di lingkungan terhadap waktu
dipengaruhi oleh penambahan laju penularan virus Covid-19 ke
lingkungan dari individu yang terpapar sebesar &, E sehingga dapat

dituliskan:

av £
dt - El

Konsentrasi virus Covid-19 mengalami penambahan oleh laju
penularan virus Covid-19 ke lingkungan dari individu yang terinfeksi

sebesar &,1 sehingga dapat dituliskan:

av
E =&E + &1
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Konsentrasi virus Covid-19 mengalami penambahan oleh laju
penularan virus Covid-19 ke lingkungan dari individu yang dirawat di

rumah sakit sebesar 3 H sehingga dapat dituliskan:

dv

P $1E+ &1 +§3H
Konsentrasi virus Covid-19 mengalami pengurangan oleh laju
penularan virus Covid-19 dari lingkungan ke lingkungan sebesar aV/'.

Maka diperoleh persamaan pada kompartemen Virus (V) sebagai

berikut:

v
S =GE+ &l + &H oV (2.6)

Berdasarkan faktor-faktor diatas maka diperoleh sistem persamaan

diferensial untuk model matematika SEIHRV dengan jalur penularan dari manusia

ke manusia dan dari lingkungan ke manusia pada periode waktu tertentu, sebagai

berikut :

ds

dt

dt

dt

dt
dR

dt

dt

= A — BgSE — B;SI — BySH — BySV — pusS

E

I
=a(l-p)E—-(q+vy,+u)l

=apE +ql —(W+ys+uy)H

=y1E + vyl +ysH — ugR

V
= €1E+€2[+53H_O'V



16

Parameter dan variabel yang digunakan dalam model penyebaran Covid-19

pada populasi SEIHRV antara lain :

Tabel 2.1 Nilai Awal Model Matematika SEIHRV

No. | Variabel Keterangan Nilai Awal
1. S(t) Subpopulasi individu rentan pada waktu ke-t. | 39.273.012 jiwa
9 E(t) Subpopulasi individu terpapar Covid-19 pada | 1.780.902 jiwa
' waktu ke-t.
3 It) Subpopulasi individu terinfeksi Covid-19 dan 145.977 jiwa
' tidak dirawat di rumah sakit pada waktu ke-t.
4 H(D) Subpopulasi individu yang terinfeksi dan 101.520 jiwa
' dirawat di rumah sakit pada waktu ke-t.
5 R@) Subpopulasi individu yang sembuh pada 195.479 jiwa
' waktu ke-t.
6. V() v}flgﬂfjr&tgim virus corona di lingkungan pada 100 virus/m
Tabel 2.2 Nilai Awal Parameter Model Matematika SEITHRV
(pada total populasi manusia N = 41.496.890)
No. | Parameter Keterangan Nilai Satuan Sumber
Laju kelahiran , (Armadani,
1. A alami 0,034 Perhari 2021)
Laju kematian . .
2. Us alami individu 0,002 Perhari WWW'meCOV'q%jg'
rentan jatimprov.go.i
Laju kematian www.infocovid19
3. UE alami individu 0,003 Perhari o i '
terpapar jatimprov.go.i
Laju kematian . .
4. Uy alami individu 0,003 Perhari Wyvv_v.lnfocowd_ég.
terinfeksi jatimprov.go.i
Laju kematian
alami individu .| www.infocovid19.
> He yang dirawat di 0,002 Perhari jatimprov.go.id
rumah sakit
Laju kematian
alami individu .| www.infocovid19.
6. Hr yang telah 0,005 Perhari jatimprov.go.id
sembuh
Laju timbal balik . (Chayu Yang,
7 a masa inkubasi 0,14 Perhari 2020)
Proporsi dari
individu yang
terpapar yang
menjadi sakit (Chayu Yang,
8. P parah dan dirawat 0.1 Perorang 2020)
di rumah sakit
setelah masa
inkubasi



http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/

Laju individu
yang terinfeksi
(yang awalnya
menunjukkan

gejala ringan atau . (Chayu Yang,
S g sedang) dirawat di 0,01 Perhari 2020)

rumah sakit

karena

memburuknya

kondisi

Tingkat kematian
10. w akibat penyakit 0,01 Perhari (Ch%uza()ang,

Covid-19

Tingkat

pemindahan virus . (Chayu Yang,
1. o corona dari 0,5 Perhari 2020)

lingkungan

Tingkat

kesembuhan . (Chayu Yang,
L2. "1 individu yang 0,2 Perhari 2020)

terpapar

Tingkat

kesembuhan . (Chayu Yang,
1. £ individu yang 0,07 Perhari 2020)

terinfeksi

Tingkat

kesembuhan
14. Y3 individu yang 0,14 Perhari (Cha%uzc\)()ang,

dirawat di rumah

sakit

Tingkat

kontribusi virus Permili/

Covid-19 ke (Chayu Yang,
15. 3 lingkungan dari 2,3 PSL?LZT?/ 2020)

individu yang

terpapar

Tingkat

kontribusi virus

Covid-19 ke
16. & lingkungan dari 1,15 Perhari (Ch%uz(\);ang,

individu yang

terinfeksi (non-

rawat inap)

Tingkat

kontribusi virus

Covid-19 ke
17. & lingkungan 0,013 Perhari (Chazyguz(\);ang,

dariindividu yang

dirawat di rumah

sakit

Laju penularan 5,47 . Chayu Yang,
18. Pe IanjgsEng dari X 107 Perhari ( 2)620) )




18

manusia ke
manusia antara
individu yang
terpapar dan
individu yang
rentan
Laju penularan
antara individu
19. B terinfeksi dan
individu yang
rentan
Laju penularan
antara individu
yang dirawat di
20. Bu rumah sakit dan
individu yang
rentan
Laju penularan
virus secara tidak
langsung dari 5,54 . (Chayu Yang,
21. By lingkungan ke X 107> Perhari 2020)
individu yang
rentan

2,13 . (Chayu Yang,
x10-6 | Perhar 2020)

(Chayu Yang,

-5 :
2,7 X 10 Perhari 2020)

Dalam menentukan jumlah laju kematian alami di populasi manusia
(us, Ug, 1p, Uy, pr) dapat dihitung dengan menggunakan rumus Crude Death Rate

(Angka Kematian Kasar) yang dinyatakan sebagai (Statistika, 2022):
Crude Death Rate (CDR) = g x 1000

Dimana:
D = Jumlah kematian dalam satu tahun (Sumber: Data Covid-19 Pada Lampiran 1)
P = Jumlah seluruh penduduk di suatu wilayah dalam satu tahun
1000 = konstanta

Selanjutnya untuk menentukan perhitungan nilai parameter laju kematian
alami (us, Ug, 11, Uy, Ug) dapat dilakukan dengan cara sebagai berikut:

a. Parameter laju kematian alami populasi Susceptible (i)

D
CDR = 7 x 1000
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30.292

© J1.496.890 < 1000

< 0,72

Artinya laju kematian alami populasi Susceptible di tahun tersebut sebesar
0,002 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami
perharinya maka 0,72 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai
0,002. Artinya laju kematian alami populasi Susceptible di tahun tersebut
sebesar 0,002 perhari.

Parameter laju kematian alami populasi Exposed (ug)

D
CDR = i3 x 1000

45.440

 I1296.890 1000

< 1,095

Artinya laju kematian alami populasi Exposed di tahun tersebut sebesar
1,095 di setiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami
perharinya maka 1,095 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai
0,003. Artinya laju kematian alami populasi Exposed di tahun tersebut
sebesar 0,003 perhari.

Parameter laju kematian alami populasi Infected (u;)

D
CDR = 7 x 1000

44.792

—_— X
= J1.496.890 < 1000

< 1,079
Artinya laju kematian alami populasi Infected di tahun tersebut sebesar

1,079 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami
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perharinya maka 1,079 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai
0,003. Artinya laju kematian alami populasi Infected di tahun tersebut
sebesar 0,003 perhari.

Parameter laju kematian alami populasi Hospitalized (uy)

D
CDR = 7 x 1000

28.714

 I1.296.890 < 1000

< 0,691

Artinya laju kematian alami populasi Hospitalized di tahun tersebut sebesar
0,691 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami
perharinya maka 0.691 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai
0,002. Artinya laju kematian alami populasi Hospitalized di tahun tersebut
sebesar 0,002 perhari.

Parameter laju kematian alami populasi Recovered (ug)

D
CDR = 7 x 1000

75.731

< 1496890 < 1000

< 1,825

Artinya laju kematian alami populasi Recovered di tahun tersebut sebesar
1,825 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami
perharinya maka 1,825 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai
0,005. Artinya laju kematian alami populasi Recovered di tahun tersebut

sebesar 0,005 perhari.
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2.1.2 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat turunan dari
satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas sebuah
fungsi (Ross, 1989). Persamaan diferensial diklasifikasikan bergantung jumlah
variabel bebasnya yaitu: persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial
parsial. Persamaan diferensial biasa merupakan persamaan yang memuat turunan
dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas.

Persamaan diferensial biasa didefinisikan F(t,y,y, ¥, ...) = 0 disebut linear
jika F adalah linear pada variabel t,y,y,y,.. (Waluya, 2006). Secara umum
persamaan diferensial biasa linear orde n diberikan sebagai berikut:

a,()y + a;()y + -+ + ap_1 (OF + - = f (1) (2.8)
Persamaan (2.8) dinamakan persamaan diferensial biasa linear karena ciri-cirinya
sesuai dengan syarat persamaan diferensial dalam bentuk linear. Suatu persamaan
diferensial dikatakan linear jika variabel-variabel tak bebas dan semua turunan
dari persamaan diferensial tersebut muncul dalam bentuk linear dalam arti ciri-
cirinya:
a. Variabel tak bebas dan semua turunannya hanya muncul berderajat satu.
b. Tidak ada suatu perkalian antar variabel-variabel tak bebas, tidak ada
perkalian antara suatu turunan dengan turunan lainnya, dan tidak ada
perkalian antara varibel tak bebas dengan turunannya.
c. Tidak terdapat suatu fungsi transenden dari variabel-variabel tak bebas dan

turunannya.
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Suatu persamaan diferensial dikatakan linear jika memenuhi ketiga syarat
diatas, namun jika tidak memenuhi salah satu maka dapat disebut persaman

diferensial nonlinear. Berikut contoh persamaan diferensial:

—7 = A= B&SE = BiSI — BuSH — By SV — igS (2.9)

Persamaan (2.9) dinamakan persamaan diferensial nonlinear karena terdapat
perkalian variabel tak bebas antara S E, I, H, V dengan variabel tak bebas S pada
BxSE — B;(I,£)SI — By SH — By SV.
2.1.2.1 Sistem Persamaan Diferensial Biasa
Sistem persamaan diferensial biasa yaitu sebuah sistem persamaan yang
memuat dua atau lebih persamaan diferensial. Sistem persamaan diferensial

dapat ditulis dalam bentuk

dx,
I = f(x1, %2, cuevr, Xp)
dx
d_tz - f(xlx X2, 'xn)
(2.10)
dx,
Tt = f(x1, %2, cueve, Xp)
dengan x,x,, ....., X, Sebagai variabel terikat dan t sebagai variabel bebas,

sehingga ddit" yakni turunan fungsi x, terhadap t (Kartono, 2012). Sistem

persamaan diferensial biasa dapat dibagi berdasarkan kelinierannya menjadi 2
yaitu sistem persamaan diferensial linier dan sistem persamaan diferensial
nonlinier. Suatu sistem persamaan diferensial disebut linier jika sistem
persamaan tersebut terdiri lebih dari satu persamaan linier yang saling terkait,

sedangkan sistem persamaan diferensial disebut nonlinier jika sistem persamaan
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tersebut terdiri lebih dari satu persamaan nonlinier yang saling terkait (Boyce &
DiPrima, 2001). Salah satu contoh dari bentuk sistem persamaan diferensial
adalah model matematika SEIHRV yaitu sebagai berikut

ds
at A — BgSE — B1SI — BySH — By SV — usS

E
dI
Frin a(l1—p)E—-(q+vy,+upl

(2.11)
dH
E=apE+qI—(w+y3+,uH)H

dR
P V1E +v2l +ysH — ugR

av
EzflE+€21+E3H_O-V

dengan S,E,I,H,R,V adalah variabel terikat dan t adalah variabel bebas,
sehingga dapat dinyatakan dengan S(t), E(t), I(t), H(t), R(t) dan V (t).
2.1.3 Analisis Dinamik
Perilaku suatu model matematika yang berupa sistem persamaan diferensial
dapat diketahui dengan melakukan analisis dinamik. Analisis perilaku dinamik
perlu dilakukan untuk mengetahui validitas suatu model matematika. Kestabilan
suatu model matematika dapat diketahui dengan melakukan analisis pada titik
ekuilibrium dilanjutkan dengan menghitung nilai eigen dari model matematika
sehingga dapat diketahui jenis kestabilannya (Boyce & DiPrima, 2001).
2.1.3.1 Linierisasi
Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial non-linier

dengan persamaan linier untuk membantu memahami persamaan diferensial
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non-linier (Boyce & DiPrima, 2001). Berikut linierisasi yang dilakukan pada
sistem (2.11) dan dapat dimisalkan dengan,

ds
7= A= BgSE = iSI = BuSH — BySV — pusS = f,(S,E,1,H,R,V)

dE
= f,(S,E,I,H,R,V)

dl
- = (l(l _p)E - (q +y2 +nu1)1 = f3(SrE1[rH'R'V)

dt

dH

'y =apE+ql —(W+ys+uy)H = f,(S,E,I,H,R,V)
dR

P V1E +y2l +ysH — ugR = f5(S,E,1,H,R,V)

%=51E+521+53H—av= fs(S,E,I,H,R,V)

Kemudian, terdapat (Sy, Eo, Iy, Hy, Ry, Vy) Yyang merupakan titik
kesetimbangan dari sistem persamaan non-linier. Karena itu dilakukan
pendekatan disekitar titik (Sy, Eo, Iy, Hy, Ry, V)  dengan mengekspansi
menurut deret taylor untuk menghilangkan suku tak linier. Misalkan,
digunakan titik kesetimbangan (S, Ey, Iy, Hy, Ro, V) = (0, 0, 0, 0, 0, 0). Berikut
linierisasi pada sistem persamaan (2.11)

fi(S,E,I,H,R,V)
fr
~ f1(So, Eo, 1o, Hy, Ro, Vo) E (S0, Eo, I, Ho, Ro, Vo) (S — Sp)
of1
+ 3 (So,Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (E — Ey)
0f1
37 (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (I — 1)

of
+ a—; (So,Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (H — Hy)

of
+ a—; (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (R — Rp)
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+ 6_1;1 (S0, Eo, Io, Hy, Ry, Vo) (V = V)

fZ(S) EJ IJ H;R; V)
of,
= f,(So, Eo, Iy, Ho, Ro, Vo) s (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, V) (S — Sp)

f,

T3 (So,Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (E — Ey)
f,

T3 (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) T — 1)
f,

RiPye (So,Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (H — Hy)

5}
+ 2 (So, Eo, o, Ho, Ro, Vo) (R = Ro)

ad

+ a—};z (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (V = V)

f3(5) EJ IJ H,R, V)
0fs
~ f3(So, Eo, Iy, Ho, Ro, Vo) E (S0, Eo, Io, Ho, Ro, Vo) (S — So)

0f3

T3 (So,Eo, Io, Ho, Ry, Vo) (E — Ey)
0f3

T3 (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (I — 1)
0f3

RiPye (So,Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (H — Hy)

2
+ 6_];3 (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (R — Ry)

2
+ 6_];/3 (S0, Eo, Io, Ho, Ry, Vo) (V — V)
fa(S,E,I,H,R,V)

)
= f4(So, Eo, 1o, Hy, Ry, V) 6_; (So,Eo, Io, Ho, Ry, V) (S — Sp)

0
+ a_]; (So,Eo, Io, Ho, Ry, Vo) (E — Ey)

0
+ a_]? (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, V)T — 1)
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+ a_]:; (So,Eo, 1o, Hy, Ry, Vo) (H — Hy)
0f4

TR (So,Eo, 1o, Hy, Ry, Vo) (R — Ry)

d

+ a_]:; (S0, Eo, Io, Hy, Ry, Vo) (V = V)

fS(SJE)I)HIR)V)
0fs
~ fS(SOJEOPIOPHOPROPVo)ﬁ(SOJEOJ I(),H(),R(), VO)(S - SO)

dfs

T3 (So, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (E — Ey)
0fs

+E(50,EO,IO,H0,R0,VO)(1 —1y)
0fs

+£(SO'EO'IO'HOfRO'VO)(H — Hy)
0fs

TR (So, Eo, 1o, Hy, Ro, Vo) (R — Rp)
0fs

T3 (So, Eo, 1o, Hy, Ry, Vo) (V — V)

fe(S,E,1,H,R,V)
0fe
= f¢(So, Eo, Iy, Hy, Ro, Vo) E (So,Eo, Io, Ho, Ro, V) (S — So)

+ Y5 (5., Ey, Iy, Ho, Ro, V) (E — Eq)
OF o =0 fo o o Vo 0

+ Y (0, Eo, Iy, Ho, Ro, Vo) (I — 1)
EY: o =0fo 1o 200 VO 0

+Ys (50 Eo, I, Ho, Ro, Vo) (H — Hy)
OH o =o0fo o o0 Vo 0

2
+ 6_];6 (S0, Eo, 1o, Ho, Ry, Vo) (R — Ry)

d
+ a_]:f (S0, Eo, 1o, Ho, Ro, Vo) (V — V)
Selanjutnya, sistem persamaan (2.11) dapat ditulis ke dalam bentuk

matriks yaitu,
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a
(v)
d 1 C 1 1
a = X | = AO X
y/ y
z z
dimana
fisy fie fo A
faesy oy ooy o
Ao fas)y ey oy [z
facsy Jawy faay  fa
fsesy fsey fsay fsa
fesy fery Tfeay Jeum
atau
A=
(1 _,BES _ﬁIS
{2 PBeSE —(a+vy1+ug) BiS
0 a(l1-p) —(q+v2+ )
0 ap q
\0 Y1 Y2
0 & &
dimana
(1 = —PgE — Bl — ByH — ByV — ug

{2 = BgE + Bl + ByH + BV

firy
far)
fawr)
faw)
fsr)
focr)

—BuS

BusS
0

0
0
0
—wW+ys+py) O 0
—u
0

Y3
$3
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iy
f: 2(v)\‘
fzon
fa)

fsw)
f6(V)/

—BvS
BvS
0

g O
—0

Lalu substitusikan nilai S = S,,E = Ey,I =1,.H = Hy,R =Ry, V =

V, pada matriks A sehingga diperoleh,

—Ug 0 0
0 —(a+y;+ug) 0
A0=| 0 a(1-p) —(q+v2+w)
0 ap q
0 V1 V2
0 $1 $2

0 0 0

0 0 0 \

0 0 0 |
—w+ys+uy) 0 0

V3 pr 0

& 0 —o

Matriks Ay adalah matriks Jacobi yang berukuran 6x6. Jumlah

persamaan pada sistem persamaan diferensial dalam model matematika yang
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digunakan berperan penting dalam menentukan ukuran matriks Jacobi. Matriks
Jacobi yang telah disusun dapat digunakan untuk menghitung kestabilan dari
model matematika yang digunakan.
2.1.3.2 Titik Ekuilibrium

Menurut (R.Resmawan, 2020) mendefinisikan titik ekuilibrium dari
suatu sistem adalah titik kesetimbangan yang membuat sistem tersebut tidak
mengalami perubahan terhadap waktu. Jika diberikan suatu sistem persamaan
diferensial orde satu sistem persamaan diferensial orde satu x = f(x), yang
memiliki solusi, dengan kondisi awal x(0) = x,. Suatu vektor X yang memenuhi
f (%) = 0disebut titik ekuilibrium (W.E. Boyce, 2017). Yang berarti nilai titik
ekuilibrium dapat diperoleh dengan melakukan subtitusi ke titik — titik lainnya.

Titik ekuilibrium terdiri dari dua jenis yaitu titik ekuilibrium bebas
penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium vyaitu titik
kesetimbangan disaat tidak terjadi infeksi penyakit dalam sebuah populasi.
Sedangkan titik ekuilibrium endemik yaitu titik kesetimbangan disaat terjadi
infeksi penyakit dalam sebuah populasi. Misalkan diberikan sistem persamaan
diferensial nonlinear berikut:

X = —x
y=1-("+y)

Berdasarkan definisi menurut (P. Van den Driessche, 2002) maka x = y = 0

Sehingga diperoleh
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x=0
Subtitusi x = 0 ke persamaan y = 0, maka
1-(x2+y3)=0
1-(0+y?) =0
y==1
Maka diperoleh titik ekuilibrium (0,1) dan (0,-1).
2.1.3.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka sebuah vektor tak nol x pada
R™ disebut vektor eigen (eigen vector) dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan
skalar dari x, maka persamaanya dapat dinyatakan sebagai
Ax = Ax (2.12)
Untuk skalar sembarang A. Skalar A disebut eigen value dari A dan x
disebut sebagai vektor dari A yang bergantung dengan A. Lalu eigen value dari
matriks A dapat diperoleh dengan persamaan (2.12) kemudian dapat dituliskan
kembali Ax = Ax sebagai (Waluya, 2006)
(A—ADx =0 (2.13)
Dimana | adalah matriks identitas, untuk mendapatkan eigen value dari 1, maka
perlu dicari suatu solusi bukan nol dari persamaan (2.11) jika dan hanya jika
det(A—AI) =0 (2.14)
atau
det(AI — A) = 0 (2.15)
Persamaan polinomial terhadap variabel A dapat diperoleh berdasarkan
persamaan (2.11). Skalar A yang memenuhi persamaan karakteristik yang tak

lain adalah eigen value dari A.
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2.1.3.4 Sifat Kestabilan Titik Ekuilibrium

Sifat kestabilan titik ekuilibrium dapat digunakan untuk mengetahui
penyelesaian sistem persamaan diferensial. Penyelesaian kestabilan titik
ekuilibrium dapat diselesaikan secara analitik maupun numerik. Secara umum
titik ekuilibrium memiliki beberapa syarat yaitu

Tabel 2.3 Jenis Kestabilan Titik Tetap Sistem Linier

Nilai Eigen Kestabilan Titik Tetap Jenis Titik Tetap (x*, y*)
Ao >0 Tidak stabil Titik simpul (Node)
Ao <0 Stabil asimtotik Titik simpul (Node)

Az < 0dan Tidak stabil Titik pelana (Saddle)

A >0
AMA=4>0 Tidak stabil Titik bintang (Star)
A=14,<0 Stabil asimtotik Titik simpul (Node)
A2 =k £ bl

dengan . . Sl

> 0 Tidak stabil Titik spiral

k<0

A1 = bl dan

Ay = —=bl Stabil Titik pusat (Center)
dengan # 0

2.1.3.5 Kriteria Routh — Hurwitz

Perhitungan eigen value dapat diperoleh dengan menemukan akar-akar
dari persamaan karakteristik det(Al — A). Perlu diketahui akar-akar dari
persamaan karakteristik cukup sulit didapatkan. Maka dari itu, perlu sebuah
cara untuk menemukan akar — akar persamaan karakteristik bernilai negatif
atau yang bernilai positif. Jika telah ditemukan eigen value dari sebuah matriks
A maka metode Routh — Hurwitz dapat digunakan (G.J.Olsder, 2003).

det(Al — A) = aA™ + ap_ A" 1+ -+ a At + aq (2.16)

dimana a, = 1. Sistem persamaan karakteristik dapat dinyatakan sebagai
berikut

P =V+adt++a_4A+a =0 (2.17)
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Dimana a, =1 dan a; dengan j = 1,2,...,n adalah bilangan real. Maka

didefinisikan matriks j sebagai berikut

a;, ag O
H, = [a ] H, = [a1 ao] H, = as a, al...
1 11442 as a, y 413
as a4 4as
a, a 0 0 0
as a, a, ag 0
H as Ay as a, 0
] a; ae as Ay 0
. . a;
[ Qzj—1 Gzj—p Q2j-3 Qzj-4 7

Determinan matriks Routh — Hurwitz tingkat ke-j dinotasikan dengan
4;,dengan j = 1,2, ...,n yang diperoleh dari persamaan (2.15). Jika setiap 4;
bernilai positif maka semua akar — akar persamaan karakteristik persamaan
(2.14) mempunyai nilai real negatif.
2.1.3.6 Matriks Generasi Selanjutnya

Pendekatan matriks generasi selanjutnya bergantung pada pengamatan
karakteristik bilangan reproduksi dasar yang dilakukan dengan menganggap
transmisi penyakit terjadi dalam keturunan, yaitu melahirkan individu baru
yang juga terinfeksi. Yang berarti proses infeksi berkaitan dengan proses
demograsi dalam generasi yang terinfeksi secara berurutan (Boyce & DiPrima,
2001). Jika jumlah generasi selanjutnya bertambah pesat, maka dapat terjadi
epidemi. Berikut ini langkah — langkah penerapan matriks generasi
selanjutnya:

1. Persamaan diferensial biasa dibuat sedemikian hingga n kompartemen
pertama dari sistem persamaan diferensial biasa sesuai dengan
kompartemen terinfeksi. Sistem persamaan diferensial ini dapat ditulis

seperti berikut:
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xp = fir(x,y)
(2.18)
vi =9;(xy)
2. Persamaan pada ruas kanan dapat dipisah menjadi
X =fille,y) —Vie(xy)  k=12,..n (2.19)

X = fr(x,y) j=12,..,n
Dengan Fi(x,y) merupakan tingkat kemunculan infeksi pada
kompartemen k dan V,(x,y) merupakan transisi lainnya yaitu kelahiran,
perkembangan, kematian, penyakit dan kesembuhan. Asumsikan y' =
g(0,y) mempunyai titik ekuilibrium &, ; = (0, y,) sehingga semua keadaan

dengan kondisi awal dalam bentuk (0,y) mendekati (0, y,) maka didapatkan

0F, (x, oV (x,
F= (x y), V= (X, y) (2.20)
ax]' Ox]

Dimana F, (x,y) dan V,(x,y) merupakan linierisasi dari bentuk persamaan
(2.20) disekitar titik ekuilibrium, sehingga matriks k didefinisikan sebagai
(Martcheva, 2015).
k=Fv~ (2.21)

2.1.3.7 Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar merupakan suatu batasan terjadinya
penyebaran suatu penyakit karena adanya individu yang terinfeksi. Bilangan
reproduksi dasar disebut juga dengan rasio yang dapat disimbolkan dengan
R,. Bilangan reproduksi dasar dapat ditentukan dengan menemukan eigen
value (nilai eigen) paling besar dari matriks generasi selanjutnya (P. Van den
Driessche, 2002). Perlu diperhatikan beberapa kondisi yang muncul setelah

menentukan bilangan reproduksi dasar (R.Resmawan, 2020):
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1. Jika Ry < 1, maka penyakit diperkirakan dapat hilang.
2. Jika Ry > 1, maka penyakit dapat disebut wabah.
3. Jika Ry = 1, maka penyakit dapat menetap.
Radius spektral dari matriks A ditentukan sebagai maksimum dari nilai
mutlak dari eigen value matriks A:
p(4) = sup|]:1 € a(4)
dimana o(A) adalah himpunan eigen value dari A. Sehingga bilangan
reproduksi dasar didefinisikan sebagai eigen value positif paling besar dari
matriks generasi selanjutnya yang dapat dinyatakan sebagai:
Ry = p(FV-1) (2.22)
Dimana p adalah nilai eigen dominan. Jika R, < 1, maka titik ekuilibrium
bebas penyakit adalah satu-satunya titik ekuilibrium dan bersifat stabil
asimtotik lokal. Dan jika R, > 1 maka ada dua titik ekuilibrium: titik
ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik, dimana titik
ekuilibrium endemik bersifat stabil asimtotik lokal (Martcheva, 2015).
Analisis untuk menentukan parameter apa saja yang berpengaruh terhadap
bilangan reproduksi dasar supaya tidak terjadi endemik yaitu :

1. Memilih semua nilai yang menunjukkan infeksi dan perubahan
populasi dari sistem persamaan.

2. Melakukan linearisasi yang direpresentasikan dengan suatu matriks
Jacobian (J). Linearisasi dilakukan pada kompartemen yang terinfeksi
saat titik ekuilibriumnya bebas penyakit.

3. Melakukan dekomposisi terhadap matriks Jacobi (J) menjadi matriks

Transmisi (F) dan matriks Transisi (V). Matriks Transisi merupakan
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suatu matriks dengan entri yang menggambarkan terjadinya sebuah

infeksi baru. Matriks Transmisi merupakan suatu matriks dengan entri

yang menggambarkan adanya suatu perubahan pada populasi yang

terinfeksi.

4. Menghitung nilai R, dengan R, = p(FV™1).
2.1.4 Kontrol Optimal
Kontrol optimal merupakan model optimasi untuk menentukan nilai fungsi

kontrol yang digunakan dalam sistem dinamik supaya fungsi kendala (constrain)
terpenuhi dengan tujuan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi objektif
(Lewis, Vrabie, & Syrmos, 2012). Fungsi objektif meliputi fungsi kontrol w(t)
dan variabel state x(t)yang akan dioptimalkan. Secara umum, persamaan
masalah kontrol optimal dirumuskan sebagai berikut:

Maksimum

G(t) = L(x(tr) tr) + fM(x(t),u(t),t)dt (2.23)

to
dengan kendala
x(t) = f(x(@),u®),t)

dengan kondisi awal x(t,) = x,, kondisi akhir x(¢;) = x; dan fungsi
kontrol u(t) bergantung waktu t. Perlu diketahui bahwa L, M dan f adalah fungsi
skalar, sedangkan ¢, adalah waktu awal dan ¢, adalah waktu akhir pemberian
kontrol. Diperlukan metode lain yaitu Metode Prinsip Maksimum Pontryagin
untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang sifatnya nonlinier. (Lewis,

Vrabie, & Syrmos, 2012). Sebagai contoh disini, dipaparkan penelitian (Mandal,
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etal., 2020) yang menjelaskan tentang pembahasan kontrol optimal beserta proses
hitungnya sebagai berikut:
1. Menentukan masalah kontrol optimal. Masalah kontrol optimal yang
digunakan merujuk pada artikel (Mandal, et al., 2020) yang dirumuskan
sebagai:

tf
min 0 = [ 1610 + M) de

0

Dimana ¢; menunjukkan jumlah populasi Infected dan ¢, menunjukkan
kebijakan pemerintah terkait lockdown.

2. Menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin dalam memperoleh kondisi
yang dibutuhkan saat kontrol optimal. Didefinisikan fungsi Lagrangian
sebagai berikut:

L(I,M) = I(t) + M(t)

Dengan fungsi Hamiltonian yang didefinisikan sebagai:
H(I,M, A1, 25, A3, A4, A5)

ds dE dQ dl
= L(I,M) + /11(1')%4‘ AZ(t)E—i_ /13(1?)%4‘ /14_(1:)%

+ As(t ak
s(6) =
3. Menentukan nilai maksimum dari fungsi Hamiltonian terhadap variabel
kontrol sehingga diperoleh:
d (0H d . . :
= a(w) = E({z + (A5 — 4)pS) = —A41pS — 41pS + AspS + AspS
=kE((A2 — 1) — 0A1)pS + (A — kSE + b,Q — 0S) (A5 — A)p + poSAs

4. Menentukan fungsi Hamiltonian dengan melakukan turunan kedua

dikarenakan parameter M belum eksplisit sehingga diperoleh:
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d? (0H S : -
- (m) = [k(E(Z; = 1) + Ay = ))E) — 04y |pS

+ (kSE(A, — A1) — 0A)pS
+ (A—Kk(SE+ES) +b,Q —0S)(As — 11)p
+ (A — kSE + b;Q — 0S)(As — A1)p + poSAs + poSis
Dimana k = (1 — p;)(1 — py)
5. Menentukan fungsi kontrol dengan menggunakan persamaan state dan co-
state sehingga dapat dinyatakan sebagai berikut:
d? (0H
5 (357) = $:1OM© + ¢o®) = 0

Kemudian diperoleh penyelesaian kontrol singular sebagai berikut:

$2(0)
M, t) =—
smgular( ) ¢1(t)
dengan ¢, (t) # 0dana < —% <b.

6. Menentukan kondisi kontrol optimal pada interval nontrivial sebagai

berikut:
. OH ern
Jlkaﬁ < O0OmakaM*(t) =»b

. OH ern
Jlkaﬁ > 0 maka M*(t) = a

L oH = 22

Jika o 0 maka MsingulaT (t) - ¢j(t)

Sehingga kontrol optimal dipenuhi oleh ¢, (t) < 0 dan a < — zzg =
1

2.1.4.1 Prinsip Maksimum Pontryagin
Prinsip Maksimum Pontryagin yaitu suatu metode yang dapat digunakan

untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang umumnya bersiat nonlinier.
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Berikut adalah langkah-langkah menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan
prinsip maksimum pontryagin. (Naidu, 2002).
1. Menyusun fungsi Hamiltonian
H(x, (t),u(t),A(t), t) = M(x, (t),u(t), A(t),t) + (2.24)
A (@©)f (x(®), u(t), (D), t)
2. Menentukan nilai maksimum H terhadap semua vektor kontrol
OH _
Ju
Sehingga diperoleh nilai kontrol optimal u*(t) yang memungkinkan
dengan
u*(t) = h(x*(t), A" (t),t)
3. Maka diperoleh fungsi hamiltonian optimal H* dengan memanfaatkan
u*(t) yang diperoleh dari langkah 2, yaitu
H*(©)(x*(t), h(x*(t), A" (), ), A" (), t) = H*(x*(t), A" (¢t), t)
4. Menyelesaikan persamaan costate dan statenya

o =2 4 ‘*t.—aH
() =~ dan 2°(t) = o5

Dengan kondisi awal x, dan kondisi akhir x;, diperoleh

[H*+aS 5t +[<as> 2ol s =0
atl, 7" \ox ()tf =

5. Langkah terakhir mensubtitusikan semua hasil yang diperoleh pada
langkah 4 ke dalam persamaan u*(t) yang ada di langkah 2, sehingga

akan diperoleh kontrol optimalnya.
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2.1.5 Coronavirus Disease 2019 (Covid-19)

Coronavirus Disease 2019 (Covid-19) merupakan suatu penyakit yang
dapat menular, penyakit ini disebabkan oleh virus Severe Acute Respiratory
Syndrom-Corona Virus-2 (SARS-CoV-2). Coronavirus Disease 2019 (Covid-19)
merupakan sebutan ketika virus sudah menginfeksi. Virus ini dapat menular
dengan cepat dan Kini virus tersebut telah menyebar diseluruh belahan dunia.
Beberapa negara mengeluarkan kebijakan untuk menutup akses masuk ke
negaranya untuk menekan laju penyebaran virus Covid-19. Pemerintah Indonesia,
memberlakukan sebuah kebijakan yaitu Pembatasan Sosisal Berskala Besar
(PSBB) di bulan Maret — Mei 2020 untuk menekan penyebaran virus corona
(Y.Yulida, 2020).

Pada beberapa pasien yang terinfeksi Covid-19 mengalami gejala ringan,
gejala berat bahkan tidak mengalami gejala apapun. Kebanyakan pasien memiliki
riwayat penyakit tertentu sebelum terinfeksi Covid-19 (Otalora, 2020). Berikut ini
adalah langkah perlindungan diri agar tidak terpapar bahkan terinfeksi virus
corona yang ada di lingkungan:

1. Membersihkan dan desinfeksi semua permukaan yang sering dipegang
atau disentuh oleh tamu atau orang lain.

2. Tidak menyentuh area mulut dan hidung sebelum mencuci tangan atau
memakai hand sanitizer.

3. Memakai masker dan menjaga jarak saat di tempat umum.

4. Menghindari bersalaman atau kontak fisik dengan orang lain.
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2.2 Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Quran

Dalam islam segala sesuatu yang berhubungan dengan kehidupan manusia
telah diatur, salah satunya adalah kesehatan. Mengingat virus corona yang
penyebarannya sangat cepat dan masif, maka perlu dilakukan pencegahan agar
tidak terpapar atau terinfeksi oleh virus ini. Kita tahu bawa kesehatan adalah nikmat
paling besar, yang tidak bisa dibeli dengan uang. Maka hendaknya sebagai manusia
perlu banyak bersyukur atas anugerah kesehatan yang telah Allah SWT berikan.
Meskipun disaat kita ditimpa penyakit ataupun terinfeksi virus Covid-19, kita harus
senantiasa bersabar seraya berdo’a memohon kesembuhan dari Allah SWT.

Sebagaimana dalam surah Al-Anbiya’ ayat 83
G a5 &3l 2l st 3T 8 (36 3 s

Artinya: “Dan (ingatlah kisah) Ayub, ketika dia berdoa kepada Tuhannya, “(Ya Tuhanku),
sungguh, aku telah ditimpa penyakit, padahal Engkau Tuhan Yang Maha Penyayang dari
semua yang penyayang”.(Q.S. Al-Anbiya’ ayat 83)

Menurut (Shihab, 2001) surah ini mengingatkan kita untuk senantiasa
berdo’a kepada Allah saat ditimpa suatu penyakit sebab Allah Maha Penyayang
pada setiap umat-Nya. Salah satu langkah pencegahan agar tidak terinfeksi virus
Covid-19 yaitu dengan menjaga kebersihan.

Mengingat penyebaran virus corona yang sangat cepat, maka perlu dilakukan
pencegahan diri yang maksimal dengan menjaga kebersihan contohnya mencuci
tangan dan kaki sebelum masuk ke dalam rumah, mencuci pakaian setelah
perjalanan jauh dan mengganti masker sebelum bepergian secara teratur. Selain itu,
pencegahan diri agar tidak terpapar virus corona dapat dilakukan dengan cara
berdiam diri dirumah.

Rasullullah SAW bersabda bahwa artinya :
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“Dari Siti Aisyah RA, ia berkata, la bertanya kepada Rasulullah SAW perihal
tha ‘un, lalu Rasulullah SAW memberitahukanku, Zaman dulu tha’'un adalah azab yang
dikirimkan Allah kepada siapa saja yang dikehendaki oleh-Nya, tetapi Allah
menjadikannya sebagai rahmat bagi orang beriman. Tiada seseorang yang sedang
tertimpa tha’un, kemudian menahan diri di rumahnya dengan bersabar serta
mengharapkan ridha ilahi seraya menyadari bahwa tha 'un tidak akan mengenainya selain
karena telah menjadi ketentuan Allah untuknya, niscaya ia akan memperoleh ganjaran
seperti pahala orang yang mati syahid” (HR. Ahmad).

Menurut tafsir Kementrian Agama RI, hadist yang diriwayatkan oleh
Ahmad memiliki makna hal — hal yang dilakukan saat terjadi tha 'un atau wabah
yaitu tidak keluar rumah, sabar dan meningkatkan ibadah dengan begitu ketika
orang tersebut meninggal karena wabah ia memperoleh pahala seperti orang yang
meninggal dalam keadaan syahid. Berdasarkan tafsir hadits tersebut hal yang harus
dilakukan adalah berdiam diri di rumah, hal ini sesuai dengan anjuran pemerintah
untuk stay at home (tetap di rumah) saat pandemi berlangsung. Pencegahan dengan
cara berdiam diri di rumah ini tergolong efektif karena dapat menekan laju
penyebaran virus corona dari manusia ke manusia dan dari lingkungan ke manusia.
2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung

Dalam penelitian ini diperlukan teori-teori pendukung untuk menyelesaikan
topik masalah yang telah diangkat. Topik yang diangkat pada penelitian ini yaitu
menentukan analisis perilaku dinamik serta melakukan simulasi numerik model
matematika dengan dan tanpa kontrol optimal pada populasi SEIHRV . Berdasarkan
topik tersebut perlu diketahui bahwa model matematika SEIHRV adalah model
epidemik dengan periode waktu tertentu untuk penyebaran virus Covid-19 yang
disajikan dalam bentuk sistem persamaan diferensial biasa bergantung waktu. Maka

diperlukan teori pendukung untuk menyelesaikan analisis perilaku dinamik dari

model matematika tersebut.
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Teori pendukung untuk menyelesaikan analisis dinamik adalah teori titik
ekuilibrium, linierisasi, nilai eigen dan vektor eigen, kestabilan titik ekuilibrium,
kriteria Routh — Hurwitz dan bilangan reproduksi dasar (Boyce & DiPrima, 2001).
Setelah dilakukan analisis perilaku dinamik, selanjutnya dilakukan simulasi
numerik model matematika dengan dan tanpa kontrol optimal. Teori pendukung
yang diperlukan adalah teori fungsi kontrol optimal dan prinsip maksimum
pontryagin (Armadani, 2021). Kemudian dilanjutkan simulasi numerik terhadap
model penyebaran dengan dan tanpa kontrol optimal menggunakan parameter yang

telah tersedia.



BAB Il
METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan penelitian kualitatif. Menurut
(Prof.Dr.Sugiyono, 2017) penelitian kualitatif yaitu penelitian yang dilakukan
untuk mengumpulkan informasi mengenai status suatu peristiwa yang ada
berdasarkan peristiwa yang terjadi pada saat penelitian dilakukan. Penelitian
kualitatif bertujuan untuk menjelaskan fenomena yang sedang terjadi saat ini yang
disajikan secara sistematis, faktual dan akurat berdasarkan fakta-fakta peristiwa
yang diteliti.
3.2 Pra Penelitian

Pra penelitian adalah tahap awal sebelum penulis melakukan penelitian,
beriku ini adalah tahapan pra penelitian yang dilakukan oleh penulis:

1. Menentukan topik permasalahan yang akan diangkat.

2. Melakukan kajian literasi berdasarkan topik yang diangkat yaitu kajian
terhadap model matematika SEIHRV dengan asumsi-asumsi tertentu. Kajian
alur penyebaran dilakukan untuk mengecek apakah model yang dikenalkan
oleh (Chayu Yang, 2020) dapat digunakan di Indonesia khususnya Provinsi
Jawa Timur.

3. Mencari data sekunder berdasarkan daftar parameter yang telah ditentukan
oleh (Chayu Yang, 2020) dengan modifikasi-modifikasi tertentu berdasarkan
topik penelitian yang telah ditetapkan. Data sekunder diambil dari data publik
kasus Covid-19 di Provinsi Jawa Timur pada bulan Mei — Agustus 2021 yang

bersumber dari: www.pusatkrisis.kemkes.go.id,
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www.covid19.kemkes.go.id,www.infocovid19.jatimprov.go.id,www.m.an
drafarm.com. Selain itu, data sekunder diperoleh dari jurnal referensi
(Chayu Yang, 2020).
4.  Melakukan perhitungan data sekunder untuk menentukan nilai parameter
tertentu.
3.3 Tahapan Penelitian
3.3.1 Melakukan Analisis Dinamik Model Pada Populasi SEIHRV

a. Menentukan titik ekuilibrium bebas penyakit. Pada tahap ini model
penyebaran Covid-19 dalam kondisi setimbang artinya tidak ada laju
penularan penyakit dalam populasi. Oleh karena itu, Sg, 55, Bu, By = 0
atau konstan sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit.

b. Menentukan bilangan reproduksi dasar pada model matematika SEIHRV .
Untuk menentukan bilangan reproduksi dasar dengan menyusun matriks
Jacobi terlebih dahulu dengan melakukan pelinieran. Selanjutnya akan
diperoleh akar persamaan karakteristik dan nilai eigen maksimum. Nilai
eigen maksimum tersebut yang menjadi bilangan reproduksi dasar.

c. Menentukan titik ekuilibrium endemik. Untuk menentukan titik
ekuilibrium endemik, model penyebaran Covid-19 dalam kondisi terdapat
penyakit dalam populasi. Oleh karena itu S =S*#0; E=E*#0; I =
I"'#0, H=H"+#0R=R"#0; V=V*"=%0.

d. Menganalisis kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit. Analisis
kestabilan dilakukan dengan melihat nilai eigen yang diperoleh dari

bilangan reproduksi dasar.
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e. Menganalisis kestabilan titik ekuilibrium endemik. Analisis kestabilan
dilakukan dengan melihat nilai eigen yang diperoleh dari bilangan
reproduksi dasar.

f.  Menyusun fungsi kontrol optimal dengan prinsip maksimum pontryagin.

3.3.2 Melakukan Simulasi Model Pada Populasi SEIHRV
a. Melakukan simulasi numerik dengan melibatkan fungsi kontrol optimal.
b. Melakukan simulasi numerik tanpa melibatkan fungsi kontrol optimal.
3.4 Penetapan Kesimpulan
Pada tahap ini penulis menarik kesimpulan berdasarkan hasil dan
pembahasan yang telah dilakukan. Disamping itu, pada tahap ini penulis juga
memberikan saran berupa saran untuk penelitian serupa yang akan dilakukan

selanjutnya.



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Analisis Dinamik
Titik ekuilibrium disebut juga sebagai titik kesetimbangan atau titik tetap.

Untuk memperoleh titik ekuilibrium dari model SEIHRV, maka sistem persamaan

(2.7) harus memenuhi = O,d—E = 0,ﬂ = O,d—H = O,d—R = O,d—V = 0. Sehingga
dt dt dt dt dt dt

sistem persamaan (2.7) dapat dinyatakan sebagai:

as

P A = BgSE — B1SI — BuSH — BySV — pusS =0 4.2)
% = BEeSE + BiSI + pySH + pySV — (@ +y1 + ug)E =0 (4.2)
d

= a(l=p)E—(q+v,+u)l =0 (43)
dH

— = apE +ql - w+ys+uy)H =0 (4.4)
dR

P ViE +v2l +y3H — ugR =0 (4.5)
Y GE+&]+&H —oV =0

5—51 +&I+6GH -0 = (4.6)

4.1.1 Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah titik ekuilibrium pada saat tidak ada
penyakit dalam populasi sehingga Bg, B, By, By = 0 atau konstan. Langkah awal
yang dilakukan untuk menentukan titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu ambil

persamaan (3.8) sebagai berikut:

2 = A~ BgSE — B;SI — BySH — ySV — psS = 0
& A—0-0-0-0—pS=0
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(=1 —[155 =—-A

A
<=>SO=M_
S

Kemudian subtitusikan S, = ﬁ ke persamaan (4.2), sehingga diperoleh:

U BySE + BiSI+ BySH + BySV — (@ + 71 + up)E = 0

A A A A
SPr—E+pf—I+py—H+pyr—V—-(a+y,+ug)E =0
Hs Hs HUs HUs

S0-—(a+y;+ug)E=0
<:>E0:0

Kemudian subtitusikan E, = 0 ke persamaan (4.3), sehingga diperoleh:

al
= aQ=pE-(q+y,+puPl =0

©al-p)0—-(q+y2+u)l=0

©0-(@q+y2+udl=0

<Il,=0

Kemudian subtitusikan E, = 0 dan I, = 0 ke persamaan (4.4), sehingga

diperoleh:

Z—fz apE +ql —(wW+y;+uyg)H =0

Sap0+qg0—W+ys+uy)H=0

S0-WwW+ys+uy)H=0

S Hy=0

Kemudian subtitusikan E, = 0, H, = 0 dan I, = 0 ke persamaan (4.5), sehingga

diperoleh:

dR
o ViE + vyl +ysH —ugR =0

(:)y10+V20+V30—uRR=O
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(=1 RO == 0
Kemudian subtitusikan E, = 0, H, = 0 dan I, = 0 ke persamaan (2.7), sehingga

diperoleh:

S = QE+ &I+ &H—aV =0

S E0+E0+E0—aV =0

©0—-aV=0

<Vy=0

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit dari sistem persamaan (2.7)
yaitu: Xo = (So, Eo, I, Ho, Ro Vo) = (i ,0,0,0,0,0).

4.1.2 Bilangan Reproduksi Dasar

Setelah menentukan titik ekuilibrium bebas penyakit, langkah selanjutnya
adalah menentukan bilangan reproduksi dasar (R,) pada sistem persamaan (2.7)
dengan menentukan eigen value maksimum yang diperoleh dari Matriks Generasi
Selanjutnya. Langkah-langkah penentuan bilangan reproduksi dasar sistem (2.7)
antara lain sebagai berikut:

1. Menentukan persamaan yang menunjukkan terjadinya kasus baru terinfeksi
dan perubahan dalam kelas individu terinfeksi. Pada sistem persamaan (2.7),
subsistem yang terinfeksi adalah E, I, H, V.

2. Menentukan linierisasi terhadap subsistem terinfeksi yang direpresentasikan

dengan Matriks Jacobi (J) sebagai berikut:



(dE dE dE dE|
dE dI dH dv
dl dl dl dl

J=|dE dl dH avi_

T|dH dH dH dH|~
dE dl dH dv
v dv dv dv
ldE di dH av|

3. Melakukan dekomposisi
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BeSo — (@ +v1 +ug)
_|e(-p)
ap
L &

ﬁISO
—(q+y:+u)
q

&

BuSo

0

—(w+ys+py)
&3

ﬁllSO
0
0

—

matriks Jacobi (J) menjadi, dengan F adalah

matriks Transmisi dan V adalah matriks Transisi.

BeSo  BiSo BuSo BvSo
F 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
U1 0 0 0
V= —a(l—p) 0 0
—ap -q ups O
—¢1 =& =& o

dengan wy =a+yi+pp e =q+ytwdanp; =w+ys+py

Lalu menentukan V1

— 0 0o o
Hq
a(l - 1
a-p) 1 0 0
V_1 — Uili; 123
a(l—p)q + apy, q 1 0
U1z 3 Ha 3 H3
a(l—p)qgés + a(l —plusé, + apués + &z qés + psés 5_3 1
Hila 30 U230 H3z0 O
4. Menghitung R, dengan menentukan R, = p(FV~1)
Be(0)Sy  B1(0)So  Bu(0)Sy  B,(0)S,
Fy-1 = 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



1
— 0 0
Hq
a(l— 1
(1-p) 1 0
Hiltr Ha
a(l—p)q + apu, q 1
Ui U3 UaHs3 HUs
a(1-p)qés + a(l —pluszé; + appés + Euaps  qés + usé, i
H1U2H30 U230 H30
k Il m n
_10 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
Dengan
k

_ Be(0)S, N B1(0)Soa(1 —p) n Bu(0)So(a(l —p)q + apu,)
H Hilta HiHa M3

N Br(0)So(a(1 —p)gés + a(l — plusé, + apuyés + §1uaus)

Uil 30
| = B1(0)S, n Bu(0)Soq N B (0)So(qés + 13é2)
2% Hal3 UaHH30
_ Bu(0)Sy | Bv(0)Sg
m = +
M3 H30
_ Bv(0)Sy
n=
o

alr

49

Selanjutnya menentukan nilai eigen matriks (FV~1) yang diperoleh dari

persamaan berikut ini

det(AI —FV~1) =0

)

co o~
co~o
o~y oo
~o oo
oo o
oo~
coc o3
co o3
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A-k -l —-m -n
0 A 0 0
0 0 A 0
0 0 0 A

= =0

S A-kAB=0

PR (/1 . Be(0)S, _ p1(0)Soa(1l —p) _ Bu(0)So(a(1l —p)q + apu,)
H Hilta HiHa M3

_ Br(0)So(a(1 —p)gés + a(l — pusé, + apuyés + 51,‘12/13)) 2B =0
Hila 430

Sehingga diperoleh

dan
Ay

_ Be(0)So + B1(0)Soa(1 —p) + Bu(0)So(a(l —p)q + apu,)
Hq Uil Uitz 13

+ By (0)So(a(l —p)gés + a(l — pusé, + apuzés + §1uaus)
HiH2H30

Karena bilangan reproduksi dasar diperoleh dari radius spektral atau nilai
terbesar dari nilai eigen, maka didapatkan:

Ro=Re+ R, + Ry + Ry
Dengan

_ Bs(0)S,
M1

_ a(1—p)p;(0)S,
Uil

_ Bu(0)So(a(l —p)q + apu,)
" Mol

Re

R

_ By (0)So(a(1 —p)gés + a(l — pusé; + apuyés + §1uzps)

R
4 Wy poliz0




o1

Berdasarkan nilai-nilai parameter pada tabel (2.1) dan tabel (2.2) maka
diperoleh bilangan reproduksi dasar dari sistem (2.7) adalah R, =
1.421990377 x 10°. Sehingga nilai R, > 1, ketika R, > 1 maka
penyakit dapat menjadi wabah atau akan terjadi endemik. Selain itu,
karena R, > 1 maka terdapat dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium
bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik, dimana titik ekuilibrium
endemik bersifat stabil asimtotik lokal.

4.1.3 Titik Ekuilibrium Endemik
Titik ekuilibrium endemik vyaitu titik ekuilibrium disaat adanya

penyebaran penyakit dalam populasi. Langkah pertama dengan menggunakan

persamaan (4.1) sehingga diperoleh,

A — BgSE — B;SI — BySH — BySV — ugS = 0

& —(BgE + Bl + ByH + BV + us)S = —A

A
 (BgE + Bil + BuH + ByV + ps)

A
~ (BeE* + Bt + BuH* + BV + po)

=S

=

Selanjutnya dari persamaan (4.2) diperoleh,

BeSE + B;SI + BySH + BySV — (@ +y, + ug)E =0
& (BS — u)E + B,SI + BySH + BySV =0

& (BeS — 1)E = —(Bil + BuH + BvV)S

_ (BiI + BuyH + ByV)S
(BeS — 11)

Bl + BuH" + ByV)S”
a (w1 — BeS™)

=

Dimana U =a + Y1 + HUE



Selanjutnya dari persamaan (4.3) diperoleh,
a(l=-p)E-(q+y,+u)l =0

e —(q+vy,+u)l =—a(l—-p)E

—a(1—-p)E
S [ =
—(q+v2+uw)
1—-p)E*
@1*205( p)
2%

Dimana u, = q+ vy, + i

Selanjutnya dari persamaan (4.4) diperoleh,
apE +ql —(W+y3 +uy)H =0

& - WH+ys+uy)H = —apE —ql

& — (W +vy3 +uy)H = —(apE + ql)

apE + gl
- __ (apE+4D)
—W+ys+uy)
apE + gl
PENTRL B o
Us
apE* + gl*
Us

Dimana us; = w + y3 + uy

Selanjutnya dari persamaan (4.5) diperoleh,
YiE + vl +ysH —ugR =0

& —prR = —y1E —y,l —ysH

_ (V1E + vzl +y3H)
— Ur

SR =

_ V1E + vl +ysH
Ur

<R
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_ ViE* + v I" + y3H”
Ur

& RY

Selanjutnya dari persamaan (4.6) diperoleh,
€1E+€21+€3H_0'V :0
= —oV = —§HE - &1 - 8H

(GE + &l +&H)
—0

SV =

_GE H &I+ G
o

=24

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium endemik dari sistem persamaan (2.7) yaitu:
X* = (S*J E*J I*l H*IR*I V*)1
Dimana

A
~ (BeE* + BiI* + ByH* + ByV* + us)

_(BiI" + BuH" + ByV)S”

S*

E*
(uy — BeS™)
4.7
I*_a(l—p)E* “.7
Uz
apE* + ql”*
H* = p q
Uz
pe B T vel" T ysH
Ur
vt = SLE" + &1+ EHT

o

4.1.4 Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit
Analisis kestabilan titik ekuilibrium dilakukan berdasarkan nilai eigen
yang diperoleh dari matriks Jacobi dengan metode lineriasi di sekitar titik

ekuilibriumnya. Matrik Jacobi hasil linearitas dari model matematika SEIHRV
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di sekitar titik Kkeuilibrium bebas penyakit Xy = (So, Eo, Iy, Ho, Ro Vo) =
(+,0,0,0,0,0) adalah
ls

dS dS dS dS dS dST

dS dE dIl dH dR dV
dE dE dE dE dE dE

dS dE dI dH dR dVv
dl dl dIl dI dI dI

J _|dS dE dIl dH dR dv
Xo) “YdH dH dH dH dH dH

dS dE dIl dH dR dV
dR dR dR dR dR dR

dS dE dI dH dR dV
v dv dv dv dv dv

ldS dE dIl dH dR dV.

Sehingga diperoleh

¢ —BeS  —BiS —PuS 0 —pyS
o BeSE—w  BiS BuS 0 BvS \
J _0 all-p) - 0 0 0 |
Co=1o  ap ¢ -us 0 0 |
0 V1 V2 V3 —HR 0 /
0 $1 $2 $3 0 —0

Dimana
(1 = —BgE — Bi1 — PuH — ByV — ug

{2 = BgE + Bl + ByH + ByV

Kemudian substitusikan nilai titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu X, =
(S0, Eo, 1o, Ho, R V) = (#i ,0,0,0,0, 0) ke matriks (4.7) sehingga diperoleh
S

matriks Jacobi sebagai berikut:



Joxo) = a(l-p)

cooo o
IS
=

Dimana
W =a+y+Uug
U =q t Y2+ Yy

Uz =W+ Y3+ Uy

B A B A
Hlls VHS
B 4 0 ByS
H'uS v
0 0 0
—HU3 0 0
Y3 —HR 0
& 0 -0

Nilai eigen matriks J x, diperoleh dari persamaan berikut

det(/'ll - ](XO)) =0

cCcococooN~
coocox~xo
coo~soo
co~xocoo
o~xocococo
Sooo0o0 o0

S OO O O
S
=
_

0 _ﬁ"u_s
A
ﬁvg
0 0 =0
0 0
—HUr 0
0 -0
B A 0 B A
Hlls Vlls
B2 By 2
H.Us V.Us
0 0 0
V3 A+ ug 0
-&; 0 A+o
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< (A+us)

A= 4 +
- —TU
E.uS 1
—a(l—-p)
l —V1

= (A+us)|(A+0)

—a(l-p) A+u,

—V1

(oo
—$1

Us

A+ 3

V3
—$3

8 A
I.Us
A+,
—q
V2

_ﬁHE
0
A+ 3

V3

0
A+us
—V3

—$3

—q
V2
=&

A
—B;—

[ A ,BA+
E 251 s

o (tus) '[@ F o)A+ )

+ (_.BV#

S

—V1

—(A+pu)
—&1

—a(l—p)

i) (—a(l -p)

Us
A+,

—ap —q
—q A+us
—Y2 V3
=& =&

|

A+ s 0

V3
=3

A+ ug
0

0

0
0

A+ ug

A+ Ug
0

J =0 (4.8)

Untuk memperoleh persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (4.8) diperlukan

bantuan software Maple agar persamaan karakteristik yang diperoleh itu valid,

adapun persamaan karakteristik yang diperoleh yakni sebagai berikut:
agA® + a1 2° + a,A* + a3 + a2 +asAt +ag =0
dengan
4.9

ao = 1
_ Mabis + Pspts — ABp + Os + s + prits + ué

a
Us
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1
a; = M_ (—AapBy + AapP; + pitiaps + Py Ophs + fyfalls + HaHpis + il
s

— W3APr + UzOUs + Uapiaits + Uaprlts + Haps — Aaf; — Aofg
— AP — APpur — APps — APpé1 + o s + opgis + 01152‘
+ lalgpts + Up s + HRUE)

1
as = E (usdapp; + Aapqfy — Aapafy + Aapof; — uAapfy — AapPuiig

— AapByts + AapBir + AapBmis + AapPyz + pUzo s

+ Uyl st + fitafipits + Uil E + [ O s s + Py Ol M

+ U OU§ + Wy floPpls + [ ol + Uy plE — Uzdaf; — pzAaBg
— Uz Be — UsAlrPE — W3AUsPE — U3ABy$1 + UaO o s

+ U3Olgps + U3OUS + lsofipits + Usfiatif + tsipis — AaqBy
— Aaof; — Aafiug — AaBius — Aafy$,; — Aoy, By — AopgrP

— AopsPe — ApPettr — Ap2Prits — A2 PBy$1 — AURBEUs

— MigByéy — ApsPyéy + olialpils + TUp G + OpRUE

+ U R S)

1
as = Ii_s (uzAapof; + usdapBiug + uzrapfus + usAappyé, + +Aapqofy

+ Aapqfupr + Aapqfuus + Aapqpyés — Aapop,fy

— AapopugPy — AapousPy + Aapougf; + Aapousp;

— AapuyBuir — AapuyPuits — Aapp;Pyés — AapusPuiir

+ AapusPiur + AappurPvéz — AapurPyss + AapusPys,

— AapusPyEs + tisOUs s + P3O lRis + M1 U3 HS

+ a patalrils + Halapo S + Halis RIS + [ Mo OHRHs

+ W OUsHE + P OURKS + HallaliriS — HzAaof; — pzdafipg
— usdapfips — usdapfi$, — usdou, fe — pzAopurPr — u3AopusPe
— Uz Beir — UsApa Beits — HaAuaBy$t — u3AugBeis

— Uz AURByEL — taAtsPyr + otz Olip s + HzO Uz G

+ U3OURUS + Hsafipits — AaqoBy — AaqByug — AaqByus
— AaqPy$s — AaoPug — AaoBius — Aafyugs, — AaByuss,
— U Ao URPE — U Ao psPr — prAOUSPE — UaAlsPEUR

— M2 Byiréy — Mo Bytiséy — AlsByiirés + Ol prUs)
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1
as = ,u_ (usAapofipg + uzrapofius + psdapfrpris + usAapPyugé,
s

+ uzdapPyusés + AapqPupr + Aapqofuis + AapqPfuiriis
+ AapqBvurss + AapqPyisés — Aapopafuig — Aapop; By its
— AapougPuits + AapougPitts — AappzPupts — Aappa Py irés
— Aapp,Pyusés + AapprPyitssz — AapprPyisss
— o 3O lR s + Uy 3O RIS + Uy o U3 RS + [y Uy O URMS
— pzAaofips — pzraPipirpts — p3AaBy gz — HzAaByuss,
— UzAopa Belr — UsAo U, PElts — U3AOURPEMs — UsAl2 BElRUS
— Uzl Belris — H3AUaBetrS: — U3 AUz Peliséy
— Uz AusPBpiirés + UzOlaURIE — Aaqo Byt — AaqoBylis
— AaqBuprits — AaqByprés — AaqPyusés — AaoBiugps
— AaPyurpséz — AoPiugits — Az Py risél)

ag = Ug(psdapof; + pzdappPyé, + dapqofy + AapqpPyés — lapo Py,
— Aapufy$s + plso Uy s — UsAao B — usdafys;

— UsAlz Py — Aaqofy — AaqPyés)
Untuk menemukan persamaan Kkarakteristik diatas dilakukan dengan

bantuan software Maple yang dapat dilihat pada Lampiran. Pada kriteria Routh
— Hurwitz untuk n = 6, nilai akar-akar persamaan karakteristik tersebut dapat
dianalisis kestabilannya jika memenuhi syarat berdasarkan kriteria Routh —
Hurwitz berikut:
Ay, Ay, Ay, Aa3,04,0s5,06 > 0

Berdasarkan kriteria tersebut, titik kesetimbangan bebas penyakit akan
stabil jika memenuhi syarat kriteria Routh-Hurwitz tersebut. Kemudian, karena
pembuktian kriteria Routh-Hurwitz untuk titik kesetimbangan bebas penyakit
secara umum sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu, digunakan nilai parameter
pada Tabel 2.2 untuk melihat kestabilan titik kesetimbangan secara khusus

sehingga diperoleh sebesar
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a, = 1,00000208 > 0

a, = —9,725003787 < 0

a, = —35,04793772 < 0

as = —13,77109160 < 0

a, = —1.3781313 < 0

as = —0.00916379 < 0

as = —0.00001283199122 < 0

Berdasarkan hasil kriteria tersebut dapat diketahui bahwa jenis titik ekuiblirium
bebas penyakit tidak stabil, dikarenakan terdapat beberapa kriteria yang tidak
terpenuhi yaitu a, > 0 sedangkan a,,a,,as, a4, as,as < 0. Perubahan tanda
dari positif atau sebaliknya pada kolom pertama di tabel Routh menunjukkan
banyaknya akar-akar positif dari persamaan Kkarakteristik. Selanjutnya
berdasarkan persamaan karakteristik (4.9) diperoleh nilai eigen dengan m
enggunakan nilai-nilai parameter pada Tabel (2.2) yaitu sebagai berikut:
A1 = —0.002000000000

A, = —=0.005000000000
A3 = 12.5956134304374
Ay = —2.43713300248333
As = —0.144226881010652
A¢ = —0.0822535469434475

Berdasarkan nilai eigen yang telah diperoleh dapat diketahui bahwa
terdapat 1 akar real positif yaitu A; > 0 dan 5 akar real negatif yaitu
A1, 15, A4, A5, 1 < 0. Sehingga dapat kita ketahui bahwa sifat kestabilan titik
ekuilibrium bebas penyakit pada populasi SEIHRV adalah tidak stabil. Selain itu

berdasarkan kriteria Routh Hurwitz persamaan (4.9) bersifat tidak stabil.
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4.1.5 Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium Endemik

Analisis kestabilan titik ekuilibrium dilakukan berdasarkan nilai eigen
yang diperoleh dari matriks Jacobi dengan metode lineriasi di sekitar titik
ekuilibriumnya. Matrik Jacobi hasil linearitas dari model matematika SEIHRV
di sekitar titik keuilibrium endemik X* = (S*, E*,I*, H*,R*,V*) adalah

(dS dS dS dS dS dST

dS dE dIl dH dR dV
dE dE dE dE dE dE

dS dE dI dH dR dVv
dl dI dl dI dl dI

o =|4S dE dl dH dR dv
&) T 1{dH dH dH dH dH dH

dS dE dIl dH dR dV
dR dR dR dR dR dR

dS dE dI dH dR dv
dVv dv dv dv 4V dV

ldS dE dI dH dR dV.

Sehingga diperoleh

¢1 —BES =BiS —BuS 0 —ByS
{; PBeSE— . BiS BuS 0 BvS
Joxey = 0 a(l—-p) —u, 0 0 0
a1 o ap q -wus 0 0 |
0 Y1 Y2 Y3 —HUR 0
0 &1 ¢2 ¢3 0 —0
Dimana
¢ = —BgE — i1 — BuH — ByV — ug
{; = BgE + B(I + pyH + ByV (4.10)

P =a+tyy+ U

P2 =qtY2+ U

Uz =w+ys+puy

Kemudian substitusikan nilai titik ekuilibrium endemik vyaitu X* =

(S* E*,I",H*,R*,V*) ke dalam sistem (4.10) sehingga diperoleh



G

{2
0

Joxsy = 0
0
0

Dimana

—BeS”

BeSTE" —

a(l1-p)
ap
Y1
$1

—BiS* —BuyS™ 0
BiS™  BuS® O
— Uy 0 0

q —HU3 0
Y2 V3 —u
$2 $3 0

¢ = —BgE* — BI" — ByH" — ByV* — g

{2 = BgE™ + BiI" + ByH" + By V”

P =a+ys+ug

Uy =q t Y+ Uy

Uz =W+ Y3+ Uy

Nilai eigen matriks J x- diperoleh dari persamaan berikut

det(/ll — ](X*)) =0

A 0 0 0 0 O
0O A 0 0 0 O
PN 0 0 4 0 0 Of_
0 0042 00
0O 00 0 42 O
0 0 0 0 0 A
¢4 —BES” —BiS* —BuS” 0 —BvS™T
o BeSE"—pu BiST BuS” 0 BvS™
0 a(l—p) — Uy 0 0 0
0 ap q —U3 0 0
0 Y1 Y2 Y3 —HUgr 0
L0 $1 $2 $3 0 -0
A= BeS™ BiS” BuS*
= A—=(BeSE* =) —BiST —PuS”
- 0 —a(1l—p) A+pu, 0
0 —ap —q Aty
0 4! —Y2 V3
0 —$1 —$2 —$3

ﬁVS* -

—BvS”

A+ol
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A= (BeS'E — ) —BiS” —BuS" 0 —fyS’
—a(l-p) A+ 0 0 0
= @A-7) —ap 4 Atus 0 ;
_‘yl _yz _y3 A + ‘LlR 0
—El _52 _E3 0 A+o
BeS* BT BuST 0 ByS
~a(1-p) A+wp O 0 0
+ ¢ —ap —q A+us 0 0 1=0
_yl —'}/2 _)/3 A + :u‘R 0
_&, —£, —&, 0 A+o
[ A—=BeSE" — ) —FiST —PuS” 0
N —a(l—p) A+ uy 0 0
(=>|(/1 51)|(/1+0) —ap —-q A+ s 0
| | V1 12 T¥s o At
—a(l-p) A+p, 0 0 ]I
| —ap —a Atwp 0 ]
+ (—B,S
( ﬂV ) —Y1 —Y2 —Y3 A+ Hr |
—fl —62 _53 0 JJ
[ A—(BeS'E* — ) —BiS™ —PuS” 0
| —a(l-p) A+, O 0
+|§2|()l+0) _ap —q Aty 0
| L - RCECEA.
—a(l—-p) A1+u, 0 .l
* —ap —q A+ Us 0 I
+ (=BvS =0
( ﬁV ) —v1 —Y> —Y3 A+ 125 J
-& —$2 —$3 0
A= BeS'E*—w) —BiS* —PuS*
S|A-)|A+a)A+pg) —a(l-p) Ath, 0
—ap —q A + Us

A= (BeS'E* — 1) —BiS* —BuS”
—a(1l—p) A+, 0

+ [(=ByS)(A + ug)
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A= (BeS'E"— 1) —BiS*™ —PuS”
+ & |(A+ )+ ug) —a(l—p) A+ 0 + | (=BySHA+
—ap —-q A+tus
A= (BeSE"—w) —BiS™ —BuS”
pr)|  —a@-p)  A+w, 0 |[[=0 (4.11)

—ap —q Aty

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (4.10) yang diperoleh adalah

aoA® + a A5 + aA* + azA® + A2 + agAt + ag =0 (4.12)

ay=—E"S"Bp+ 1tz +0+ =0 + g

Ay = —U3E"S*Pp + E*S"0fp + E*S" 1 fg + E*S™(1Be — E™S™Belir
—S*apPy + STapPr — ST aP; + ST — ST Pvét + itz
+ U30 + —Uzly + Uspy + Uglly + Ol — UeCy + URU t URU,
— 00 +opy — Oly — PGy — PGy + Halhp

az = —UsUrE*S*Br — U3 E" S 0fE + 13 E*S™ (1 B — 3 EVS Brut,
+ usS*apf; — URE"S™ Be§1 — HRE"S " Briz — urS apPBy
+ upS*appf; + E*S*0fg — E*S0Bpuy + E*S" (1 Beit
+ S*apqfu + S*apqpP; + ST aplyi By — STaplifr + STaplyPy
— S*aplyf; — STapPukz + ST apByus — ST apPyiiz
—usS*af; + usS G Pe — u3S G By — urSTaBr + 1y ST P
— URS™C1By — ST aqPy — STacf; + STady By — STad, By
+ S0P + 57 B + STG By + ST PvE — STBriads
t U3HRO — afipCy + Uapiriy t Hshpity — U3Cila + 301y
+ 30Uy — U3Gi g — H3Cilyp + Ul — HROCy + UROUy
— C1llhz
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Ay = —HU3UrE"S 0Bg + Uz purE* S (1 B — UsHRE™S™ Beta + usurS app;
+ WE*S" 081 Br — 3E*ST 0By + U3 ETS BEits
+ usS*apof; + 3 apdy By — usSTaply By + usS” apéy P
— W3E*S o Bpuy + U ETS™ Beps + 1S apq By — 1y ST apofy
+ w S apo P + wy ST aply Py — 1y ST aply B + ur S apla Py
— WS aplofr — wr S apPBuits + 1y STapPyés — UrSTapPyés
+ E*S701Peus + ST apqofy — S apqly By — ST apqPvis
+ ST apoByly
—S*apopi$y + ST apoPuly — STapofil; — STapafuu, + ST apli Pyt
— S$*apliPuss + S apdi Byér — usurS aBr + usurS 2 PE
— UsHRS Brér — usS ao Py + usS™aly By + usS*adyfy
— u3S*alyPy + u3S 08 Pe + 43S (1 Byé1 + UzS (1 Brl
+ U S ByEs + 1 ST BEC + ST a1 fyéy + S alyfrs;
+ 5700 Belz + S™C1Brviaés + ST Pz — H3proGy
+ U3URHU1O + [3UpH20 — UslrMaS1 — H3PrH2G1 + Ha3lRrU1H2
— H30U$1 + 30Uy — Uplli P3Gy — UROC1 Uy + UalRH20
— M1URrH2$1 — P0G 1o
as = UsUrE*S*0BEly — usupE*S 0 Bpuy + tzprE™S™ Belipty
+ UstrS™ apPaly + UsrS apPyér + Uz E* S 0C fri,
— UsS*apo$y B — u3S apalyfr — usS apli s,
— usS aplaPyy + URES 041 ety + urS apqlaBu
— UrS apqlsfy + UrS apoly By — urS apalif;
+ upS*apopsfy + urS apdi Byés + uUrS apdafués
— URSTapBLésu, — STapqdi Bysz — STapqdafués
+ ST apoly Bukt, + ST apalaPut, + STapli Puttzés
+ ST aplafyiaés — UsprS 0af; + uzupS ady By
+ UstrS™ Ao B — UsprS™ a2 By + UslrS 0, Pk
+ ustrS™C1B1é1 + UstrS (1 Pela + UstrS (1 By
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—UsHRS Uz Py é1 + U3S ac (i fr + uzS ac(yfy + psS aé Py é,
+ usS*aé,Pyé + URS 0 PEly + URS By U2y
+ urS*aqpfué, — UrS aqPyés + urS* o1 f; + urS ac{y
+ urS*adiPyé, + urS adafyé, + URS oG BEl,
+ UrS 1 Bvaés + URS (2 Byuzéy + STaqolyfy
+ S*aqli Bvés + ST aqlafyés — UsrOpy — H3rO Gy
+ UsppOU Uy — Uspp$i gy — U30C gy — UROCy Hy o

ag = Ur(U3E*S* 01 friy — u3S* apali i — usS*apolyfr — usS*apls f,é;
+ usSTapQyf,é, — STapqoly fy — STapqodyfy
— §*apqy B¢z — ST apqlafyés + apali Py, + apolyPyu,
+ aply Butaés + uzS acl B + uzS aclyfr + psS*ady B¢,
+ usS*alyByés + 13S 0 Prly + 13S ( Priaéy
+ UusS By + ST aqody By + ST aqalyfy
+ ST apqo By, — 13011 1)

Untuk menemukan persamaan Kkarakteristik diatas dilakukan dengan
bantuan software Maple yang dapat dilihat pada Lampiran. Pada kriteria Routh
— Hurwitz untuk n = 6, nilai akar-akar persamaan karakteristik tersebut dapat
dianalisis kestabilannya jika memenuhi syarat berdasarkan kriteria Routh —
Hurwitz berikut:

. ag>0
ii. a; >0
iii. a;.a, —as.ag >0
iv. by >0
V. ¢4 >0
vi. d; >0

Dengan

b = (a;.a; — az.ag)az — (a1.a4 — as.ag)ay
! a;.a, — as.ay
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(a1.a; — az.ag)az — (a,.a4 — A5.a9) A
( al.az - a3.a0 (alla4 aS.aO)

by

1 =

(a1.a4 — as.ag)as — (aq.a4 — a;.aq)a,
a;.a, — as.dg

by

d1:C

(ay.a4 —as.ag)as — (ay.a¢ — a;.ap)a,
1 al.a4 - as.ao

Berdasarkan kriteria tersebut, titik ekuilibrium endemik akan stabil jika
memenuhi syarat kriteria Routh-Hurwitz tersebut. Kemudian, karena
pembuktian kriteria Routh-Hurwitz untuk titik ekuilibrium endemik secara
umum sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu, digunakan nilai parameter pada
Tabel (2.2) untuk melihat kestabilan titik ekuilibrium endemik secara khusus
sehingga diperoleh sebesar

i. ap=0,999999861 > 0

ii. a; =1,214991630 > 0

iii. 2,341418051 > 0

iv. 6,236627710 >0

v. 1,266003016 > 0

vi. 1,295224387 > 0

Berdasarkan hasil perhitungan diatas maka dapat diketahui bahwa titik

ekuilibrium endemik adalah stabil. Selanjutnya berdasarkan persamaan
karakteristik (4.12) diperoleh nilai eigen dengan menggunakan nilai-nilai pada
tabel parameter (2.2) dan nilai titik ekuilibrium endemik yaitu sebagai berikut:
A, = —=0.00500000000000

A, = —0.88753071739779
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A3 = —0.269165365926632 + 0.193117141080525 1
A4 = —0.269165365926632 — 0.193117141080525 1
As = —0.0909336990827455
Ae¢ = —0.0822313350242120

Berdasarkan nilai eigen yang diperoleh dari persamaan polinomial (4.11)
dapat diketahui bahwa semua nilai eigennya mempunyai bagian real negative.
Sehingga, sifat kestabilan dari titik ekuilibrium endemik pada populasi
SEIHRV adalah stabil asimtotik lokal. Perubahan tanda dari positif atau
sebaliknya pada kolom pertama di tabel Routh menunjukkan banyaknya akar-
akar positif dari persamaan karakteristik.
4.1.6 Kontrol Optimal

Dalam masalah kontrol optimal ini yang ingin dilakukan oleh peneliti
yaitu meminimalkan fungsi tujuan yakni meminimalkan jumlah populasi
individu terinfeksi dan memaksimalkan pengobatan pada interval waktu
[0, tf]. Berdasarkan artikel rujukan (Mandal, et al., 2020) dan (Resmawan, M,
Nurwan, & N, 2020) fungsi tujuan untuk masalah kontrol optimal yang

dirumuskan sebagai berikut:

tf
J(r>(®)) = min f [GI(D) — Ly2(6)] de
0

Dengan tf adalah waktu akhir. Fungsi di dalam tanda integral diekspresikan
sebagai persamaan Lagrangian masalah kontrol optimal yaitu:

L(Ly2) = GI(t) — y3 () (4.13)
Dengan {; sebagai variabel kontrol populasi individu terinfeksi, ¢, sebagai

konstanta biaya populasi terinfeksi pada kontrol y,(t), I(t) sebagai populasi
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individu terinfeksi, y, (t) sebagai pengobatan bagi populasi individu terinfeksi.
Berdasarkan persamaan (4.13) maka dapat dihitung ekspresi persamaan
Hamiltonian dengan memasukkan nilai parameter pada Tabel 2.2. Persamaan
Hamiltonian ini berupa penjumlahan antara sistem persamaan (2.7) dengan

pengali Lagrange atau variabel co-state yakni A;,1,, 13,44, 45, 14 Sebagali

berikut:
ds
I = 0.034 — 0.0000547SE — 0.0000213SI — 0.000027SH

—0.0000554SV — 0.002S8

dE
T 0.0000547SE + 0.0000213SI + 0.000027SH + 0.0000554S5V

— 0.343E

dl
= 0.126E — 0.0831 (4.14)

dH
T 0.014E + 0.01/ — 0.082H

dR
Fri 0.2E + 0.14H + 0.7 — 0.005R

av
Fri 2.3E + 1.15H + 0.0131 — 0.5V

Berdasarkan persamaan (4.13) maka dihitung ekspresi persamaan Hamiltonian
berupa penjumlahan antara sistem persamaan (4.14) dengan pengali Lagrange

atau variabel co-state yakni 44, 1,, 13, A4, A5, A4 Sebagai berikut:
H(L, /11, /12, /13' /14-' /15' /16)

das dE dl dH dR
=L(,y;) + A,(¢) I + 2,(t) a + A3(t) ar + A4(t) I + ﬂs(t)E

av
+ A6(1) T
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= [¢I() = Sy5 (0]

+1,[0.034 — 0.0000547SE — 0.0000213SI — 0.00027SH — 0.0000554SV

—0.0025]

+1,[0.0000547SE + 0.0000213SI + 0.00027SH + 0.0000554SV

— 0.343E]
+25[0.126E — 0.083I]
+2,[0.126E — 0.083I]
+25[0.2E + 0.14H + 0.71 — 0.005R]
+2¢[2.3E + 1.15H + 0.013] — 0.5V]

Agar mendapatkan kondisi Hamiltonian yang maksimal, maka harus dipenuhi
syarat stasioner sebagai berikut:

0H _ 0
Y-

—{,y5(t) + 0.7A51 — 0.0831 = 0

(0.715 — 0.08315)1
&

y2(t) =

Sehingga diperoleh kemungkinan dengan kondisi batas variabel kontrol 0 <

v2(t) < 1 yang optimal sebagai berikut:

r 0.7 — 0.08315)1

0 jika (0725 ) <0

¢
0.7 — 0.08315)1 0.7 — 0.0835)1
Vﬁ"(t)=<( > ) jika os( > ) <1
¢ &
0.7 — 0.08315)1

1 jika (0725 L

\ ¢

Maka diperoleh persamaan kontrol optimal sebagai berikut:
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0.715 — 0.08313)1

Y5 (t) = min {1,( > ) }
¢

Kemudian syarat yang diperlukan untuk memperoleh kondisi optimal yaitu

dengan menentukan persamaan state dan persamaan co-state. Berikut ini

adalah persamaan statenya:

ds
i 0.034 — 0.0000547SE — 0.0000213SI — 0.000027SH

—0.0000554SV — 0.002S8

dE
T 0.0000547SE + 0.0000213SI + 0.000027SH + 0.0000554S5V

— 0.343E

dl
= 0.126E — 0.083/

dt
dH
—- = 0.014E +0.01/ — 0.082H

dR
@ 0.2E + 0.14H + 0.7 — 0.005R

av
Fri 2.3E + 1.15H + 0.0131 — 0.5V

Sedangkan persamaan co-state adalah sebagai berikut:

. 0H
() = a5 41(—0.0000547E — 0.00002137 — 0.000027H

— 0.0000554V — 0.002)
— 1,(0.0000547E + 0.00002131 + 0.00027H

+ 0.0000554V)

. 0H
A,(t) = “3F 2A1(—0.0000547S) — 1,(—0.0000547S — 0.343)

—0.126A; — 0.0144, — 0.215 — 2.3¢
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. oH
Z5(t) = = = 41 (~0.00002135) — 0.000021351; — 0.08325 — 0.012,

—0.142; — 1.152,
. oH
Z4(t) = — =7 = 11(~0.000275) — 1;0.000275 — 0.00822, — 0.7As
—0.01324

L (t) = aH—0005,1
SNTUG9R T T 5

. oH
Z6(t) = == = 21(~0.0000545) — 0.0000554V 2, + 0.5

Selanjutnya setelah menentukan persamaan state dan persamaan co-
state, maka perlu dilakukan subtitusi y;(t) yang telah didapatkan ke dalam
persamaan state dan persamaan co-state. Sehingga diperoleh sistem persamaan

yang optimal sebagai berikut:

ds
i 0.034 — 0.0000547SE — 0.0000213SI — 0.000027SH

—0.0000554SV — 0.002S8

dE
Pri 0.0000547SE + 0.0000213S!I + 0.000027SH + 0.0000554SV

— 0.343E

dl ] (0.745 — 0.08315)1
pr = 0.126E — [ 0.01 + minJ1, Z + 0.003 )1
2

dH

E = 0.014E + 0.011 — 0.082H

d (0.745 — 0.08343)1
dt @

R
= 0.2E + min {1, }I + 0.7H — 0.005R

dv
T 2.3E +1.151 + 0.013H — 0.5V
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. 0H
L) = a5 A1(—=0.0000547E — 0.00002137 — 0.000027H

— 0.0000554V — 0.002)
— 1,(0.0000547E + 0.00002131 + 0.00027H

+ 0.0000554V)

. oH
Zo(t) = === = 21(=0.00005475) — 2,(~0.00005475 — 0.343)

—0.1261; — 0.0144, — 0.24; — 2.3,

. oH
Z5(t) = === = 21(=0.00002135) — 0.000021352,

(. (0.725 — 0.08315)]
—23(0.01 + min{1, ; +0.003 )1
2

(0.725 — 0.0831,)1
¢

—0.011, — min {1, }/15 — 1.152,

. oH
24(t) = = =7 = 41(~0.000275) — 1;0.000275 — 0.00822, — 0.7As
—0.01324

. 0H

. 0H
Ae(t) = RETA 241(—=0.000054S) — 0.0000554V A, + 0.54¢

Berdasarkan uraian di atas, untuk mendapatkan nilai optimal perlu
menyelesaikan persamaan state dan co-state yang berbentuk persamaan
differensial nonlinear. Karena sistem persamaan differensial nonlinear sulit
diselesaikan dengan analitik, sehingga akan diselesaikan secara numerik.
Metode yang digunakan dalam penyelesaian numerik ini menggunakan metode
Runge Kutta orde 4. Persamaan co-state akan diselesiakan menggunakan

skema maju Runge Kutta orde 4 dan persamaan co-state akan diselesaikan
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menggunakan skema mundur Runge Kutta orde 4 sebagaimana yang telah
tercantum di Lampiran 3. Proses simulasi numerik dilakukan dengan
menggunakan bantuan ode45 di software Matlab.
4.2 Simulasi Pada Model SETHRV Tanpa Kontrol dan Dengan Kontrol

4.2.1 Simulasi Model Dalam Kondisi Bebas Penyakit

Simulasi model matematika SEIHRV dalam keadaan bebas penyakit
dapat dilakukan saat bilangan reproduksi dasarnya R, < 1. Artinya
penyebaran penyakit dalam suatu populasi akan semakin berkurang dan
kemudian menghilang. Sehingga jenis kestabilan titik ekuilibrium bebas
penyakitnya akan stabil asimtotik lokal. Dalam melakukan simulasi numerik
diperlukan nilai awal dan parameter. Dalam situasi bebas penyakit diasumsikan
populasi bersifat tertutup artinya tidak ada penambahan populasi dari semesta
populasi yang lain. Total populasi sebesar N = 41.496.890 (sesuai Tabel 2.2)

Sedangkan nilai parameter yang digunakan merupakan persekitaran nilai
parameter-parameter yang disajikan pada Tabel 2.2. Hal ini dikarenakan
setelah melakukan analisis kestabilan bebas penyakit dengan menggunakan
parameter di Tabel 2.2, sifat titik ekuilibrium bebas penyakitnya tidak stabil.
Sehingga perlu menggunakan parameter-parameter baru yang merupakan
persekitaran nilai parameter agar sifat titiknya stabil asimtotik lokal.
Berdasarkan hal tersebut, maka dinyatakan secara rinci dituliskan sebagai
berikut:
A = 3400; ps = 0.09; g = 0.09; y; = 0.04; uy = 0.05; g = 0.005;

a=32%x10"%p=1%x10"%q=1%x10"4w=1x%x10"% ¢ = 0.5;
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¥1=0.2; v, =07y, = 0.104; § = 1.3 x 107% ¢, = 15; &,
=1.213 x 1073;
B; =5.222x107% By = 2.347 x 107%; By = 5.434 x 1078; B¢
=42x10"8
Dari parameter diatas dapat dihasilkan nilai R, = 0.8122, maka dapat
diketahui bahwa R, < 1 sehingga kondisinya bebas penyakit. Selanjutnya
akan dilakukan simulasi dalam keadaan bebas penyakit dengan menganggap
¥, sebagai konstanta dan y, sebagai fungsi kontrol. Berdasarkan hal ini maka
simulasi dinyatakan berturut-turut sebagai berikut:

a. Hasil Simulasi y, Sebagai Konstanta.

ant
4‘>\‘I0 ‘

Susceptible(t)
Exposed(t)
Infected(t)
Hospitalized(t)
¥ Recovered(t)
Virus(t)

3.5

25T

2 F

Populasi

151
1+

£

0 ‘ | I ‘ |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Waktu t (Hari);

Gambar 4.1 Grafik Dinamika Populasi Saat R, < 1 dan y, Sebagai Konstanta.

Berdasarkan Gambar 4.1 dapat diketahui, bahwa jumlah populasi
Susceptible mengalami penurunan dalam kurun waktu 40 hari, yang semula
sebesar 3.9 x 107 jiwa menjadi 1 x 10° jiwa. Populasi Susceptible akan terus
menurun hingga berada dalam kondisi yang setimbang atau konstan. Hal

tersebut dikarenakan tidak adanya interaksi langsung antara populasi Infected
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dan Hospitalized dengan populasi Susceptible. Interaksi langsung ini tidak
dapat terjadi karena populasi Infected dan Susceptible jumlahnya konstan. Pada
populasi Exposed jumlah populasinya semula sebesar 1 x 10° jiwa, kemudian
mengalami kenaikan pada interval waktu 1 sampai kurang dari 10 hari lalu
mengalami penurunan hingga dalam kondisi setimbang. Penurunan jumlah
individu dalam populasi ini dikarenakan individu di populasi Exposed tidak
berinteraksi dengan individu di populasi Infected dan Susceptible. Pada
populasi Infected dan Hospitalized berada dalam keadaan setimbang, hal ini
dikarenakan tidak adanya individu yang terinfeksi setelah masa inkubasi oleh
virus Covid-19. Pada populasi Recovered, jumlah populasinya mengalami
kenaikan pada interval waktu 5 sampai kurang dari 20 hari kemudian berangsur
menurun. Pada populasi Virus terjadi kenaikan jumlah populasi pada interval
waktu 1-5 hari kemudian mengalami penurunan hingga dalam keadaan
setimbang. Kesimpulannya, simulasi tersebut dapat menunjukkan perubahan
jumlah populasi pada kondisi bebas penyakit dan penyebaran Covid-19 dalam
suatu populasi akan semakin berkurang dan kemudian menghilang.

b. Hasil Simulasi y, Sebagai Fungsi.

x107
; :

4

Susceptible(t)
Exposed(t)
Infected(t)
Hospitalized(t)
3r Recovered(t) |
Virus(t)

3.5

2.5

Populasi
N

ANG

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Waktu t (Hari);
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Gambar 4.2 Grafik Dinamika Populasi Saat R, < 1 dan y, sebagai fungsi kontrol.

Berdasarkan Gambar 4.2 dapat diketahui, bahwa jumlah populasi
Susceptible mengalami penurunan dalam kurun waktu 40 hari, yang semula
sebesar 3.9 x 107 jiwa menjadi 1 x 10° jiwa. Populasi Susceptible akan terus
menurun hingga berada dalam kondisi yang setimbang atau konstan. Hal
tersebut dikarenakan tidak adanya interaksi langsung antara populasi Infected
dan Hospitalized dengan populasi Susceptible. Interaksi langsung ini tidak
dapat terjadi karena populasi Infected dan Susceptible jumlahnya konstan. Pada
populasi Exposed jumlah populasinya semula sebesar 1 x 10° jiwa, kemudian
mengalami kenaikan pada interval waktu 1 sampai kurang dari 10 hari lalu
mengalami penurunan hingga dalam kondisi setimbang. Penurunan jumlah
individu dalam populasi ini dikarenakan individu di populasi Exposed tidak
berinteraksi dengan individu di populasi Infected dan Susceptible. Pada
populasi Infected dan Hospitalized berada dalam keadaan setimbang, hal ini
dikarenakan tidak adanya individu yang terinfeksi setelah masa inkubasi oleh
virus Covid-19. Pada populasi Recovered, jumlah populasinya mengalami
kenaikan pada interval waktu 5 sampai kurang dari 20 hari kemudian berangsur
menurun. Pada populasi Virus terjadi kenaikan jumlah populasi pada interval
waktu 1-5 hari kemudian mengalami penurunan hingga dalam keadaan
setimbang.

Kesimpulannya, simulasi saat R, < 1 dan y, sebagai fungsi kontrol
dalam hal pengobatan secara mandiri bagi individu yang terinfeksi tidak
berpengaruh dalam meminimalkan jumlah populasi Infected. Hal ini

dikarenakan jumlah populasi Infected saat kondisi bebas penyakit bernilai
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konstan. Selain itu, y, sebagai fungsi kontrol dalam hal pengobatan secara

mandiri bagi individu yang terinfeksi juga tidak berpengaruh dalam kenaikan

maupun penurunan jumlah populasi Susceptible, Exposed, Hospitalized,

Recovered dan Virus.

c. Perbandingan Hasil Simulasi y, Sebagai Konstanta dan y, Sebagai
Fungsi.

Berdasarkan hasil simulasi saat R, < 1 dimana y, sebagai konstanta
dan y, sebagai fungsi. Diperoleh informasi bahwa tidak ada perbedaan grafik
yang dihasilkan dari kedua simulasi tersebut. Hal ini dikarenakan dalam
kondisi bebas penyakit, jumlah individu dalam populasi Infected bernilai
konstan sehingga y, sebagai fungsi tidak berpengaruh dalam populasi
tersebut. Sehingga dapat disimpulkan bahwa pemberlakuan y, sebagali
konstanta maupun sebagai fungsi dampaknya sama dalam kondisi bebas
penyakit.

4.2.2 Simulasi Model Dalam Kondisi Endemik

Simulasi model matematika SEIHRV dalam keadaan endemik dapat
dilakukan saat bilangan reproduksi dasarnya R, > 1. Artinya wabah atau
penyakit dapat menyebar dalam populasi. Dalam melakukan simulasi numerik
diperlukan nilai awal dan parameter. Sehingga jenis kestabilan titik ekuilibrium
endemiknya akan stabil asimtotik lokal. Adapun nilai awal yang digunakan
dalam simulasi numerik khususnya pada kondisi endemik dimana populasi
terinfeksi tidak sama dengan nol, berlaku S(0) =39273012; E(0) =
1780902; 1(0) = 145977; H(0) = 101520; R(0) = 195479; V(0) =

100 sehingga total populasi N = 41.496.890 (sesuai Tabel 2.2). Sedangkan
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nilai-nilai parameter yang digunakan untuk simulasi model dalam kondisi
endemik bersumber dari data kasus Covid-19 Provinsi Jawa Timur dan artikel
rujukan (Chayu Yang, 2020).

Berdasarkan nilai parameter tersebut dapat dihasilkan nilai R, =
1.4219903 x 10°, maka dapat diketahui bahwa R, > 1 sehingga kondisinya
endemik. Selain itu dapat diketahui bahwa terdapat 2 jenis titik ekuilibrium
yakni bebas penyakit dan endemik. Titik ekuilibrium bebas penyakit yang
diperoleh yakni X, = (S, Eo, Iy, Hy, Ry, V) = (17,0,0,0,0,0). Sedangkan
titik ekuilibrium endemik yang diperoleh yakni X* = (S*,E*,I*,H*,R*,V*) =
(638.994,1162.4548,1764.690,413.674,82786.734,9416.89203).
Selanjutnya akan dilakukan simulasi dalam kondisi endemik dengan
menganggap vy, sebagai konstanta dan y, sebagai fungsi kontrol, yaitu sebagai
berikut:

a. Hasil Simulasi y, Sebagai Konstanta.

4.5

Susceptible(t)
Exposed(t)
Infected(t)
3.5 Hospitalized(t) | |
. “Recovered(t)
Virus(t)

w

Populasi

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Waktu t (Hari)

Gambar 4.3 Grafik Dinamika Populasi Saat R, > 1 dan y,, sebagai konstanta.
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Berdasarkan Gambar 4.3 dapat diketahui bahwa jumlah populasi
Susceptible tidak mengalami perubahan atau konstan dalam 90 hari. Pada
populasi Exposed jumlah populasinya mengalami penurunan dalam rentang
waktu 1 sampai 25 hari. Hal ini dikarenakan individu dalam populasi
Exposed mengalami masa inkubasi karena terpapar oleh virus Covid-19,
kematian alami dan kesembuhan. Kemudian populasi Exposed menjadi
konstan dalam rentang waktu 25 sampai 90 hari. Pada populasi Infected
dalam rentang waktu 1 sampai 20 hari mengalami kenaikan, hal ini
dikarenakan individu yang terpapar telah menjadi individu yang terinfeksi
setelah melewati masa inkubasi. Kemudian populasi Infected mengalami
penurunan hingga hari ke 90 sebesar 6 x 10° jiwa dikarenakan adanya
kematian alami dan kesembuhan pada individu yang terinfeksi. Pada
populasi Hospitalized jumlah populasinya mengalami kenaikan jumlah
populasi pada rentang waktu 2 sampai 60 hari, hal ini disebabkan adanya
individu yang terpapar kemudian dibawa ke rumah sakit dan individu yang
terinfeksi kemudian dibawa ke rumah sakit. Kemudian jumlah populasi
Hospitalized pada hari ke-61 mulai mengalami penurunan dikarenakan
adanya kematian alami, kematian akibat Covid-19 dan kesembuhan. Pada
populasi Recovered, jumlah populasinya mengalami kenaikan secara stabil
mulai hari pertama yang disebabkan oleh kesembuhan dari individu yang
terpapar, terinfeksi dan dirawat di rumah sakit. Perlu diketahui bahwa
populasi Recovered juga mengalami pengurangan populasi akibat kematian
alami, sehingga kenaikan dari grafiknya termasuk landai. Selanjutnya

populasi Virus yang ada di lingkungan mengalami kenaikan populasi dalam
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rentang waktu 1-5 hari. Kemudian setelah hari ke-5, populasi Virus
mengalami penurunan hingga menuju kondisi yang setimbang. Hal ini
disebabkan jumlah populasi Exposed, Infected, Hospitalized yang
mengalami penurunan.

Kesimpulannya, simulasi tersebut dapat menunjukkan perubahan
jumlah populasi pada kondisi endemik dan terjadi penyebaran penyakit
Covid-19 dalam suatu populasi sehingga dapat menyebabkan wabah atau
endemik.

b. Hasil Simulasi y, Sebagai Fungsi Kontrol.

x107

4.5

Susceptible(t)
Exposed(t)
Infected(t)
35 Hospitalized(t) |
- Recovered(t)
Virus(t)

Populasi

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Waktu t (Hari)

Gambar 4.4 Grafik Dinamika Populasi Saat R, > 1 dan y,, sebagai fungsi kontrol.

Berdasarkan Gambar 4.4 dapat diketahui bahwa jumlah populasi
Susceptible tidak mengalami perubahan atau konstan dalam 90 hari. Pada
populasi Exposed jumlah populasinya mengalami penurunan yang
signifikan dalam rentang waktu 1 sampai 20 hari. Hal ini dikarenakan
individu dalam populasi Exposed mengalami masa inkubasi karena terpapar

oleh virus Covid-19, kematian alami dan kesembuhan. Kemudian populasi
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Exposed menjadi konstan dalam rentang waktu 24 sampai 90 hari. Pada
populasi Infected dalam rentang waktu 1 sampai 7 hari mengalami
penurunan, hal ini dikarenakan pemberian pengobatan secara mandiri bagi
individu yang terinfeksi berhasil membuat mereka sembuh. Kemudian
populasi Infected bernilai konstan pada hari ke-8 sampai hari ke-90. Pada
populasi Hospitalized jumlah populasinya mengalami kenaikan pada
rentang waktu 2 sampai 10 hari, hal ini disebabkan adanya individu yang
terpapar kemudian dibawa ke rumah sakit dan individu yang terinfeksi
kemudian dibawa ke rumah sakit. Kemudian jumlah populasi Hospitalized
pada hari ke-21 mulai mengalami penurunan hingga dalam kondisi yang
setimbang, hal ini dikarenakan adanya kematian alami, kematian akibat
Covid-19 dan kesembuhan. Pada populasi Recovered, jumlah populasinya
mengalami kenaikan sejak hari ke-1 sampai hari ke-20, hal ini dikarenakan
semakin banyaknya jumlah individu yang telah sembuh dari populasi
Exposed, Infected dan Hospitalized. Selanjutnya jumlah populasi Recovered
mengalami penurunan dari hari ke-20 sampai hari ke-90, hal ini dipengaruhi
olen jumlah populasi Exposed, Infected dan Hospitalized yang juga
mengalami penurunan. Selanjutnya populasi Virus yang ada di lingkungan
mengalami kenaikan populasi dalam rentang waktu 1-5 hari. Kemudian
setelah hari ke-5, populasi Virus mengalami penurunan hingga menuju
kondisi yang setimbang. Hal ini disebabkan jumlah populasi Exposed,
Infected, Hospitalized yang mengalami penurunan.

Kesimpulannya, simulasi saat R, > 1 dan y, sebagai fungsi kontrol

dalam hal pengobatan secara mandiri bagi individu yang terinfeksi sangat
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berpengaruh dalam meminimalkan jumlah populasi Infected dan
memaksimalkan jumlah populasi Recovered. Selain itu, ditemukan fakta
baru bahwa pemberlakuan y, sebagai fungsi kontrol berpengaruh dalam
meminimalkan jumlah individu dalam populasi Hospitalized. Serta tidak
berpengaruh dalam meminimalkan maupun memaksimalkan populasi
Susceptible, Exposed dan Virus.

c. Perbandingan Hasil Simulasi y, Sebagai Konstanta Dan y, Sebagai

Fungsi.

Berdasarkan hasil simulasi saat R, > 1 dimana y, sebagai konstanta
dan y, sebagai fungsi, diperoleh hasil yang berbeda dari keduanya
khususnya dalam populasi Infected. Saat y, berlaku sebagai konstanta,
pada populasi Infected terjadi kenaikan jumlah populasi hingga mencapai
2.4 x 107 jiwa pada hari ke-15 dan tidak menuju nilai konstan pada hari
ke-90. Sedangkan saat y, berlaku sebagai fungsi, pada populasi Infected
terjadi penurunan populasi sejak hari ke-1 sampai hari ke-7 dan berubah
menjadi konstan mulai hari ke-8 sampai hari ke-90. Maka dapat diketahui
bahwa pemberlakuan y, sebagai fungsi sangat efektif untuk meminimalkan

populasi Infected.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan tujuan dan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, maka
diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut:
1. Berdasarkan analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19 pada
populasi SEIHRV (Susceptible, Exposed, Infected, Hospitalized, Recovered
dan Virus) dengan dan tanpa kontrol diperoleh:

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit menghasilkan 1 titik tetap sebagai
. A
ber'kut XO = (So,Eo, Io, Ho, RO,VO) = (H_S ,0, O, O, 0, 0)

Titik ekuilibrium bebas penyakit ini bersifat tidak stabil berdasarkan
hasil perhitungan kriteria Routh-Hurwitz dan nilai eigennya.

b. Titik ekuilibrium endemik menghasilkan 6 titik tetap sebagai berikut:
X* = (S*E* 1", H R*,V*)

A
S* =
(BeE* + BiI* + PyH* + By V* + ps)

(Bl + BuH" + ByV)S’

E*

(U1 — BeS™)
I*__a(l-p)E*
Uz
apE* + ql”
H* = p q
Us
R* — ViE* +yI" +y3H”
UR
S GE G4 GH

o
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Titik ekuilibrium endemik ini bersifat stabil asimtotik lokal berdasarkan
hasil perhitungan kriteria Routh-Hurwitz dan nilai eigennya.

Bilangan reproduksi dasar yang diperoleh adalah R, = 1.4219903 X
10 > 1. Sehingga penyakit Covid-19 dapat menjadi wabah atau akan
terjadi endemik.

Kondisi optimal yang diperoleh untuk model SEIHRV dengan

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin yaitu:

(0.725 — 0.083/13)1}

y5(t) = min {1, Z

2. Berdasarkan hasil simulasi numerik model SETHRV dengan dan tanpa

kontrol, diperoleh:

a.

Pada kondisi bebas penyakit

Berdasarkan hasil simulasi saat R, < 1 dimana y, sebagai konstanta
dan y, sebagai fungsi. Dapat diketahui bahwa tidak ada perbedaan
grafik yang dihasilkan dari kedua simulasi tersebut. Hal ini dikarenakan
dalam kondisi bebas penyakit, jumlah individu dalam populasi Infected
bernilai konstan sehingga y, sebagai fungsi tidak berpengaruh dalam
populasi tersebut.

Pada kondisi endemik

Berdasarkan hasil simulasi saat R, > 1 dimana y, sebagai konstanta
dan y, sebagai fungsi, dapat diketahui bahwa y, sebagai fungsi dalam
hal pengobatan secara mandiri mampu meminimalkan jumlah populasi

terinfeksi hingga keadaan konstan pada hari ke 10. Sedangkan saat y,
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berlaku sebagai konstanta jumlah populasi Infected tidak kunjung
dalam keadaan konstan dalam waktu 90 hari.
5.2 Saran
Pada penelitian ini telah membahas model matematika penyebaran Covid-
19 pada populasi SEIHRV (Susceptible, Exposed, Infected, Hospitalized,
Recovered, dan Virus) yang melibatkan parameter tingkat penyembuhan dan
fungsi kontrol dalam hal pengobatan secara mandiri bagi individu yang terinfeksi.
Diharapkan pada penelitian selanjutnya dapat ditambahkan kontrol lain contohnya
penerapan 3M (Memakai masker, Mencuci tangan, Menjaga jarak) agar dapat
mengetahui sebesar apa efektivitas penerapan 3M dalam mengontrol jumlah virus
yang ada di lingkungan. Selain itu, diharapkan pada penelitian selanjutnya dapat

mempertimbangkan dampak distribusi usia dalam penyebaran virus Covid-19.
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Lampiran 2: Proses Diskritisasi Sistem Persamaan

e Penyelesaian persamaan state menggunakan skema maju Runge Kutta orde 4
sebagai berikut :

h
Si+1 = Si + 6 (mljs + Zmzjs + 2m3,5 + m4,5)
h
Ei+1 = Ei + g(ml’E + sz,E + 2m3’E + m4_’E)
h
Ii+1 = Ii + g(ml’l + 2m2'1 + 2m3'1 + m4’1)
h
Hi+1 == Hi + g(ml'H + ZmZ’H + 2m3'H + m4'H)
h
Ri+1 = Ri + g(ml’R + ZmZ’R + 2m3'R + m4’R)

h
Vi+1 = Vi + g (mllv + ZmZIV + 2m3,V + m4,V)

dengan
i=012..,n
mys = f(t,S:)
= A — BgSE — [;SI — BySH — BySV — ugS
my g = f (&, E)
= BSE + B;SI + fySH + BySV — (a + y1 + ug)E
my; = f(t, 1)
=a(l=p)E—(q+vy2 +upl
myu = f(t, Hy)

=apE +ql — (W +ys+uy)H
myr = f(t;, Ry)

=V1E +yal +v3H — ugR
myy = (&, V)

:€1E+€21+53H_0_V

1 1
mz's == f (tl + Eh, Si + Ehml,s)



1 1 1 1
= A - ’BE (S + Ehmljs) (E + Ehmle) - ﬂ] (S + Ehm1‘5> (1 + Ehm1’1>
1 1 1 1
_,BH (S + Ehmljs) (H + Ehml,H) — ,BV (S + Ehm1‘5> (V + Ehmly>

1
—Us (5 + > hm1,5)

1 1
mZ’E = f (tl + Eh, Ei + Ehml’E)

1 1 1 1
— B, (s +5 hml’s) (E +s hml,E) + B, (s +s hmm) (1 +s hml,,)

1 1 1 1
+BH (S + Ehml's) (H + Ehml’H) + ﬁV (S + Ehm1'5> (V + Ehml’y>

1
—(a+vyy+ ug) (E + EthE)

1 1
m2,1 = f (tl + Eh, Ii + Ehml’l)

1 1
=a(l-p) (E + EthE) —(q+y:+u) (1 +§hm1,1)

1 1
mZ,H = f (tl + Eh, Hi + Ehml'H)

1 1 1
= ap (E + Ehml’E) + q (I + Ehm1'1> - (W + ]/3 + ,UH) (H + Ehml’H>

1 1
mz’R = f<tl + Eh, Ri + Ehml'R)

1 1 1
== ]/1 (E + Ehml,E) + yZ (I + Ehm1,1> + )/3 (H + EthH)

1
— UR (R + EthR)

1 1
mZ,V == f (tl + Eh, Vi + Ehml,v)

1 1 1
= 51 <E + Ehml'E> + 52 (I +Ehm1'1) + 53 (H +§hm1'H)

1
— 0 (V + Ehml’v)

1 1
m3’5 = f <tl + Eh, Si + Ehmz‘s)

1 1 1 1
= A —_ ﬁE <S + Ehmz‘s) (E + EhmzlE) - ﬁ[ (S + Ehm2'5> (I + Ehsz)
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1
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1 1
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1 1 1 1
= ’BE (S + Ehmz‘s) (E + Ehmz’E) + ’81 (S + Ehmz‘s) (1 + Ehm2,1>

1 1 1 1
+Bu (5 +s hmz,s) (H +5 hmw) + By (s +s hmz,s) (V +s hmzy>

1
—(a+vyy+ ug) (E + EhmZ,E)

1 1
m3,1 = f (tl + Eh, Ii + Ehmz’l)

1 1
=a(l-p) (E + EhmZ,E) —(q+y:+u) (1 + Ehmz,l)

1 1
m3,H = f (tl + Eh, Hi + Ehmz'H)

1 1 1
- ap (E + Ehmz’E) + q (I + Ehmz'l) - (W + y3 + HH) (H + Ehmz‘H>

1 1
m3’R = f<tl + Eh, Ri + Ehmz'R)

1 1 1
== ]/1 (E + EhmZ,E) + yZ (I + EhmZ,I) + Y3 (H + EhmZ,H>

1
— UR (R + EhmZ,R)

1 1
m3,V == f (tl + Eh, Vi + EhmZ,V)

1 1 1
= 51 <E + Ehmz'E> + 52 (I + Ehm2'1> + 53 (H + Ehmz'H)
1
— 0 (V + Ehmz’v)
m4'5 = f(tl + h, Si + hm3,s)
= A - BE(S + hm3,s)(E + hm3’E) - BI(S + hm3ls)(1 + hm3,1)
_ﬁH(S + hm3’s)(H + hm3’H) - ﬁv(s + hm3js)(V + hm3jy)

_ﬂs(s + hm3,s)
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My = f(t; + h E; + hmyg)
= Bg(S+ hmys)(E + hmsg) + B;(S + hms 5)(I + hms)
+B4(S + hmss)(H + hms ) + By (S + hmag)(V + hmg )
—(a+7y,+ up)(E + hmgp)
my; = f(t; + hI; + hms))
=a(1—p)(E+hmsg) —(q+v: +u)(I + hmg;)
Myn = f(t; + b H; + hmg )
=ap(E+hmsg) +q(I + hms;) — W+ y3 + py)(H + hmg )
myr = f(t; + h R, + hmsg)
=y1(E + hmgg) + vo(I + hmg ;) + y3(H + hmsy ) — pr(R + hms )
myy = f(t; + bV, + hmgy)
=&(E +hmyp) + &(1+ hmg;) + &(H + hms ) — o(V + hmgy)

e Persamaan co-state diselesaikan dengan skema mundur metode Runge Kutta
orde 4 sebagai berikut:

M=+ g (mys +2mys + 2mg 5+ mys)
,12 = /1{;1 + % (myg +2myp + 2map + myg)
/1{ = )l{_l + %(mu +2my; + 2mg; +my,)
My=Mt+ g(ml,H +2myy + 2mgy + My y)
M=+ 2(7711,}3 +2myp + 2mgp + My )

/1{, = /1{.,_1 + g(mw +2myy +2mgy + m4_V)
Dengan
j=Mm+2-1i)
mys = f(tuA])
= N (=B5E — Bil — ByH — ByV — us) — A, (BE + Byl + ByH + ByV)

myg = f(ti: Aé)
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= A{(_.BES) - Aé(/glss —(@+y1+ug)) - /1]3@(1 -p) — liap - /1{_;)/1
— A6

my; = f(ti;/lé)

; ; ; A — A3)1 ;
= Ai(_ﬁls) - AJZ:BIS - /1]3 <q + min {Lg} + ll1> - /UL q

{2
~ A min {1, %} - 1&

myn = f(tu 1)

= Ai(_ﬁHS) - Aé,BHS - Ai(w +7y;+ ‘uH) — /1}5-]/3 _ )lj6€3
man = 10 20) =
myy = f(tu 44) = X (=ByS) — KyV + Ao

1 1
m2,5 = f (tl - Eh, Al - Ehmlls)

1
_ (,1{ _ Ehml's) (=B&E — Bil — BuH — ByV — is)

1
- (Aé - EthE) (BgE + Bl + ByH + ByV)

11
mZ,E = f(tl - Eh, AZ - Ehml,E)

(b)) (=) =)
- <<,1{,; — %hmu> a(l- p)) - (/15; - %hmw> ap — (/1’5 - %hmm) £
- (7% - %thv) $1

11
m2,1 = f(tl - Eh, 13 - Ehml,l)

j 1 j_1
- <Al - Ehml‘s) - (Az - Ehml,E> ﬂIS
1 A — A3)1 o1
— (Aé — Ehml’l) <q + min {1, %} + H1> - (Ai - Ehml,H> q

1 Ao — A1 o
_ (Ag - thR) min {1, %} _ (Ag - hmw> £,
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11
myy = f (ti - Eh» Ay = Ehml,H)
j_ 1 j_1
= (’11 - Ehmm) (—=BuS) — (’12 - Ehml.E> PuS

1
- (/Ul - Ehml'H) W +7vy3+uy) —

1 o1
<A]5 - EthR> }/3 — <A]6 - Ehml,V> '5;3

1 1

Mmyr = f (ti - Eh’ AJS - Ehml’R) = (Aé - %hml,R) HUr
1 o1
myy = f (ti - Eh' A — Ethv)
1 -1 1
= (,1{ -5 hmljs) (=ByS) — (Aé —3 hm1,E) BvV + (ﬂé ) hml,R) a

1 j 1
mgs=f (ti - Eh: A= EhmZ,S)

|
= (W = S hmas) (~BeE = Bil = BuH = BV = k)

1
- (Aé - EhmZ,E) (BgE + BiI + BuH + ByV)

1 5 1
mzp = f (ti - Eh:/lz - EhmZ,E)

= ((,1{ — %hmzjs) (—ﬁES)> = <</1£ - %hmz,E) (BeS = (a+y1 + w)))
(-t ) - - s - (-
- (7% - %hmz,v) $1

1 5 1
my; = f (ti - Eh» Az — EhmZ,I)

(—()lj—lhm )—(Aj—lhm ))b’S
1 2 2,S 2 2 2,E 1
1 A — A3)1 1
- (- g ) (0 e minf1 S ) (3G

1 As — A3)I i1
- (A’S - EhmZ'R> min {1, %} - (lé - Ehmz,v> $2
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101
m3,H = f (tl - Ehl /14, - Ehmsz)

= (¥ - Lpm (—ByS) — 2= hm S
1 2 2,S H 2 2 2,E ﬁH

o1
- (/U; - EhmZ,H) (W +vys +pu) —

o1 |
</115 3 hmz,ze) Y3 — </1]6 3 hmz,v) 53

1. 5 1 i1
m3'R = f <tl - Eh, 15 - Ehmz'R) = (AS - Ehmz‘R)llR

1,01
m3,V = f (tl - Eh; 16 - Ehmzlv)

= (K =3 hmas) (sS) — (1~ 5 hmag) BV + (2]~ 3hmae) o
mys = f(t; — b, A — hmss)
= (A — hmy5)(—BsE — Bil — BuH — ByV — pis)
—(A) — hmy ) (BeE + Bl + BuH + By V)
myp = f(t; = h A, — hmsg)
= (4] = hma5)(—BeS)) — (2 — hmag)(BsS — (@ + 71 + ) )
- ((’1{% — hmg)a(1 - P)) — (4, — hmg )ap — (A — hmy )11
—(A, — hm3y )
my; = f(t; — h, A} — hmy))

- (—(A{ - hm3,g) - (lé - hm3,E)) BiS
A — A3)I i
(ST?’)} + 'u1> — (/111_ - hm3,1-1)q
(As — A3)1
¢

—(Aé — hms,;) <q + min {1,

_(Aé - hmg‘R)min {1, } - (/116 - hm3’V)€2

Man = f(t; = h A, — hmg )

= (/1{ - hm3,5)(_.BHS) - (/1]2 - hm3,E)ﬁHS - (Ai - th,H)(W +v3 + uy)

_(Aé - hm3,R)V3 - (lé - hms,v)fs



My = f(ti —h, Aé - th,R) = (Aé - th,R):uR
m4'V == f(tl - h, Aé - hm3'V)

= (/1:][ - hm3,5)(—,3VS) - (AJZ - hm3,E),3VV + (116 - hm3’R)0-
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Lampiran 3: Perhitungan Maple Untuk Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit
dan Endemik

> restart: with(linalg):
[ BlockDiagonal. GramSchmidt. JordanBlock, LUdecomp. QRdecomp, Wronskian, addcol. addrow. adj. adjoint, angle, augment. backsub, band. basis. (6]

bezout. blockmatrix, charmat, charpoly, cholesky. col. coldim. colspace. colspan. companion. concat. cond, copyinto. crossprod, curl. definite.
delcols, delrows, det. diag. diverge. dotprod. eigenvals, eigenvalues, eigenvectors. eigenvects, entermatrix. equal, exponential. extend. ffgausselim.
Jibonacci, forwardsub, frobeni; li jord, ix, grad, hade d, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite,

& geneq
indexfimc, inmerprod, intbasis, inverse. ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve, matadd, matrix, minor,
minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, millspace, orthog, permanent, pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, ratform, row,
rowdim, rowspace, rowspan, rref. scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submatrix, subvector, sumbasis. swapcol, swaprow, sylvester. toeplitz,
trace, transpose. vandermonde. vecpotent, vectdim, vector. wronskian |
unprotect(gamma) :
ds=A- Be"-S-E - B,'S'I" - B,,‘S‘H— B‘;S-V— pS-S
ds = —ESBM—HSBII—IHSB[—SVB‘_—u]S-i—A. ?)

Ry

> dE = ﬁe"»S-E + ﬁl»s-ln +B,SH+B-SV- ((x g “e,.) -E

dE=B, SE+B SIn+B,SH+B SV~ (a+y,+u)E &)
> din=o:(1—p)-E— (q+y,+p,)'ln
d[n:=(x(l—p)EA(qi»y,l—u‘)]n “@
> dH == ap-E+qIn— (w +7, +uh)~H
dH=opE+qIn— (w+y1+;,lh)H 3
> dR = yl-£+y,~1n +yj~H—p';R
dR = “W.R+EY, +HY, +Iny, (6)
> E EHE It E H— oV
dV=E& +HE +Ing, — Vo o

> ko= 0.034; M= 00021 = 0.003; . == 0.003; p, = 0.002; 1 := 0.005;0.:= 0.3;p := 0.1; ¢ = 0.1;w := 0.01; G = 0.005; 7, == 0.2;7, := 0.07; 7, := 0.14;
F’l = 0013:&z = 1.15:?;3 = 0.013: ﬁau = 0.000054700000: Bl = 0.0000213000000: ﬂﬁ = 0.0000027000000; |3‘_ = 0.000055400000:

A :=0.034
uo= 0.002
W, =0.003
W, :=0.003
W= 0.002
W =0.005
=03
p=01
g:=0.1
w:=0.01
o :=0.005
= 02
Y,=0.07
v,=0.14
g =0013
ﬁz =115
E,} =0.013

ﬁm = 0.000054700000
[3] = 0.0000213000000

Bh :=0.0000027000000

B, := 0.000055400000 @)
-> TTK := solve( {dS, dE, dIn, dH, dR, dV'}, {S, E, In, H R, V})
TTK = (E=0,H=0,m=0,R=0,5=17,V=0}, {E=116245484567, H=413.67405789, In=1764.6904890, R = 82786.73456, § = 6389941568, V' 9
=9416.89203 }
> fol == TTK[1]
pl={E=0,H=0.In=0..R=0.5=17..V=0.} (10)

> 2= TTK(2]

Jp2 = {E=1162.45484567, H=413.67405789, In= 1764.6904890, R = 82786.73456. § = 638.9941568, "' =9416.89203 } (11)
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Lampiran 4: Perhitungan Maple Untuk Bilangan Reproduksi Dasar Ry < 1

> restart; with(linalg ) ; unprotect( gamma):
[ BlockDiagonal, GramSclmidt, JordanBlock, LUdecomp, QORdecomp. Wronskian. addeol, addrow. adj. adjeint, angle, augment, backsub, band. basis. bezout, (n

blockmatrix, charmar, charpoly, cholesky. col, coidim, colspace. colspan, companion, concat, cond, copvinto, cressprod. curl, definite, delcols, deirows, der, diag.
diverge, dolprod, eigenvals, eigenvalues, eigenveclors, eigenvects, enmtermatrix, equal, exponential, extend, flgausselim, fibonacci, forwardsub, frobemius,
gausselim, gaussjord, geneqns, genmatrix, grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod. intbasis, inverse, ismith,
issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel. laplacian, leastsqrs, linsolve, matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, mullspace,
orthog, permanent, pivol, potential, randmatrix, randvector, rank, ratform, row. rowdim, rowspace, rowspan, rref. scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix,
submatrix, subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskian
-> E = 1780902; H == 101520; fn := 145977; R := 195479; § := 39273012; V" := 100; & = 3400; W o= 0.09; W, = 0.09; W= 0,04,}1” = 0,05,}1' = 0.005; ot
= 0.0000032: p := 0.0001; ¢ == 0.01;w = 0.01;0 = 0.5:7, = 0.2:7, = 0.7;7, == 0.104:& := 0.0013: &, := 15§, := 0.01213; B := 0.00000005434: f,
= 0.00000005222; B, := 0.00000002347; B := 0.00000042;

E :=1780902
H:=101520
In = 145977
R:=195479
§:=39273012
V=100
A =3400
u =0.09
R, =009
W= 0.04
H, =0.05
u, =0.005
o == 0.0000032
p=0.0001
g:=0.01
w:=0.01
6:=0.5
Y, = 0.2
Y, = 0.7
‘él =0.0013
Ez =15
g, =001213
— & 4 -8
B,, = 543410

5202107

B, =
_ -8
B,=2347 10

p =a2107 @
L N e R
H, = 0.290032
B, =025
B, = 0.164 3

ﬂms Blns Dhs B\-S
1] 0 0 0

> F=
0 0 0 0
0 0 0 0
0.2134095472 0.2050836687 0.09217375916 3.440315851
0 0 0 0
= 0 0 0 0 @
0 0 0 0
n 0o 0 0
coe(l=p) m, 00
> ¥i= B

cap cq W, 0
& 4 ga



> Z = inverse(Y).

0.290032 0 0 0
-0.0000319968 025 0 0
-3210°  -001 0164 0
-0.0013 -15 -001213 05

3.447895405 -0. 0.
0.0004412864787  4.000000000 -0.
0.00002697498813 0.2439024390 6.097560976

0.02220377682

> K= evalm(F&*Z);

100

120.0059171 0.1479268293 2.000000000

0.8122947896 413.7010749 1.070950132 6.880631702

> det( (A* Lineardlgebra:-IdentityMatrix(4,4) — K) ) :

-> eigenvalues(K):

0. 0.
0. 0.
0. 0.

1.336016736 10"

0.812294789600000. 0., 0., 0.

0.
0.
0.

®)

-0.

0.

0 ©)
(G
®)
©



101

Lampiran 5: Perhitungan Maple Untuk Bilangan Reproduksi Dasar Ry, > 1

> restart, with(linalg) ; unprotect(gamma)

| BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol, addrow, adj., adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, a
blockmatrix, charmat. charpoly. cholesky. col. coldim. colspace. colspan, companion, concat. cond. copyinto, crossprod, curl, definite, delcols, delrows. det. diag.
diverge, dotprod, ei Is, ei lues, eigenvectors, eigenvects. entermatrix, equal. exp ial. extend. fig lim. fibonacci. forwardsub, frobenius.
gausselim, gaussjord, geneqns, genmatrix, grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfinc, innerprod. intbasis, inverse, ismith,

issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian. leastsqrs, linsolve, matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mulrow. multiply, norm, normalize, nullspace,
orthog. permanent. pivot, potential. randmatrix. randvector. rank. ratform. row. rowdim. rowspace. rowspan, rref. scalarmul. singularvals. smith. stackmatrix.
submatrix. subvector, sumbasis. swapcol, swaprow. syivester. toeplit=. trace. transpose, vandermonde. vecpotent, vectdim. vector, wronskian|
.> E = 1780902; H == 101520: In := 145977: R == 195479 S = 39273012: V := 100:A=0,034:u’ = 0.002: == 0.003:p, == 0.003:, == 0.002:p_:= 0.005: 0
=0.14:p 5= 0.1:¢ 3= 0.01:w := 0.01:6 == 0.5y, = 0.2:7, = 0.07:7, := 0.14:§ = 2.3;§, := L15: = 0.013; B, := 0.0105: B, = 0.00772: B,
= 0.0118; ﬁ‘, = 0.0000554;

E:=1780902
H:=101520
145977
R:=195479
§:=39273012
V:=100
A=0.034
W= 0.002
B, = 0.003
1, :=0.003
u, :=0.002
W= 0.005
o =014
p=01
q:=001
w:=0.01
g:=05
1= 02
Y,= 0.07
1= 0.14
g =0013
F’z =115
E,J =0.013

ﬁm = 0.000054700000
[3] = 0.0000213000000

Bh :=0.0000027000000

B‘_ = 0.000055400000 @)
> I.l1 = 0.+'yl+um:|.5 = q+'{l+|.ti:l.13 = w+‘{j-¢-|.t,r
u, :=0.290032
M, =025
H,=0.164 (&)

B, B,S B,S RS

sr| 0 0 0 o
0 0 0 0
0 0 0 0
4.123666260 10° 3.031876526 10° 4.634215416 10° 2120742648
0 0 0 0
Fo= )
0 0 0 0
0 0 0 0
M, 0o 0 0
coe(l=p) w00
> V=

—op g M, 0

& g o



0.290032 0 0 0
-0.0000319968 0.25 0 0

-3210°  -001 0164 0
-0.0013 -15 -0.01213 05

-> Z == inverse(Y):
3.447895405 -0. 0.

0.0004412864787  4.000000000 -0.
0.00002697498813 0.2439024390 6.097560976

102

0.02220377682  120.0059171 0.1479268293 2.000000000

-> K = evalm(F&*Z):

1421990377 10° 1.580281920 10° 2.826054822 10° 4241.485296

0. 0. 0.
K=

0. 0. 0.

0. 0. 0.

> det( (A* LinearAlgebra:-IdentitvMatrix(4,4) — K) ) ;
-5.575627618 10'°

> eigenvalues(K):
1.42199037700000 10°, 0.. 0. 0.

®)
-0.
0. ~
0. ©)
0.
(@]
0.
0.
@)

©
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Lampiran 6: Perhitungan Maple Untuk Nilai Eigen dan Vektor Eigen Titik
Ekuilibrium Bebas Penyakit dan Endemik

> with(linalg):
[ BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp. QRdecomp, Wronskian, addcol. addrow. adj, adjoint, angle, augment. backsub, band, basis, bezout, 13)

blockmatrix, charmat, charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copvinto, crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag,
diverge. dotprod. tors. eigenvects. entermatrix, equal, exp ial, extend, fig lim. fibonacci, forwardsub, frobenius.

gausselim. gaussjord, geneqns, genmatrix. grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert. htranspose, ihermite, indexfinc. inmerprod, intbasis. inverse. ismith,
issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve, matadd, matrix, minor, minpolv. mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace,
orthog. permanent, pivot. potential, randmatrix. randvector, rank, ratform, row. rowdim. rowspace, rowspan, rref. scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix,
submatrix, subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplit=. trace, transpose, vandermonde, vecpotent. vectdim, vector, wronskian

-> Jjac == Matrix( jacobian( [ dS. dE. dIn, dH. dR. dV']. [S. E.In. H. R. V]) );

Jjac == [ [ -0.00005470000000 £ — 0.000002700000000 A — 0.00002130000000 /n — 0.00005540000000 ¥ — 0.002. -0.00005470000000 S, -0.00002130000000 S. (14)
-0.000002700000000 5.0, -0.00005540000000 S ]
[0.00005470000000 £ + 0.00002130000000 Zn + 0.000002700000000 H + 0.00005540000000 ¥.0.00005470000000 S — 0.343.0.00002130000000 S.
0.000002700000000 S.0.0.00005540000000 S|
[0.0.126.-0.083.0.0.0]
[0.0.014.0.01,-0.082.0,0]
[0.0.2.0.07.0.14. -0.005.0]
[0.2.3.1.15.0.013.0.-0.5]]

> jacl = subs( pl. evalm( jac)):

~0.002 -10.94000000 -4.260000000 -0.5400000000 0  -11.08000000
0. 10.59700000  4.260000000 0.5 (R U )
) 0 0.126 -0.083 0 0 0
Jaet 0 0.014 0.01 -0.082 0 0 as
0 02 0.07 0.14 -0.005 0
0 23 115 0.013 0 -0.5
.> nilai_eigenl := eigenvals( jacl);
nilai_eigenl := ~0.00200000000000000, -0.00500000000000000, 12.5956134304374, ~2.43713300248333, -0.144226881010652, -0.0822535469434475 (16)
.> eigenvectors( jacl)
[ 01442268811, 1, {[ -0.07609569946 -0.05444832639 0.1120502818 0005756776303 0.02766774828 0.0099834201 |}], [-0.005, 1, a7
{[ -0. 0001 0]}] [1250561341, 1, { 1017643046 -0.9908228376 0009846792560 -0.001101941444 -0.01579352594 -0.1748853290 |} ],
[ 2437132008, 1. {[ 05822073095 0.6770115403 -0.03623561394 0003870611742 -0.05440653513 -0.7822928370 |}, [ -0.002, 1,
{[r 0000 0]} [-008225351695.1.
{[ -0.00004858227640 -0.00001494710961 -0.002523013642 0.1003340638 -0.1795020306 -0.00390548136 |}
> jac2 := subs( jp2, evalm( jac));
-0.6259838179 -0.03495298021 -0.01361057548 -0.001725284215 0  -0.03540027612
0.6239838180 -0.3080470198 0.01361057548 0.001725284215 0 0.03540027612
. 0 0.126 -0.083 0 0 0 )
0 0.014 0.01 -0.082 0 0
) 02 0.07 0.14 -0.005 0
0 23 115 0.013 0 -05

> nilai_eigen2 = eigenvals( juc2):
nilai_eigen2 = -0.00500000000000000, -0.887535071739779, -0.269165365926632 + 0.193117141080525 L. -0.269165365926632 — 0.193117141080525 I, 19
-0.0909336990827455, -0.0822313350242120

-> eigenvectors( jac2):
[—0.005, 1. H 000010 ”]‘ [-0.2691653667 + 0.1931171413 1, 1, {[0.7274759086 + 0.1121491651 [ -0.1262129176 — 1.166821220 I -0.3534509762 (20)

+ 04230756397 I -0.01860180488 + 0.04548070776 1 -0.2262448107 + 0.5817942786 1 -6.459402137 — 4.111771597 I]}]. [ -0.08223133509, 1.
[[ 0.0008680437 0.0002670732 0.0437789526 -1.908610186 3.419434412 0.0625899780 ]H [—0‘3375350715. 1,
{| 04513746478 -0.734035514 0.1149589100 0.01133024300 01554314943 4014944076 |} . [ -0.09093369897, 1,

[[ 01293979420 -0.0456540108 07250596875 -0.7400563512 0.7213062401 1.758134762 |} |, [ -0.2691653667 — 01931171413 1,1,

{[0.7274759086 — 0.1121491651 1 -0.1262129176 + 1.166821220 I -0.3534509762 — 0.4230756397 L -0.01860180488 — 0.04548070776 L -0.2262448107
—0.5817942786 1 -6.459402137 + 4.111771597 1]} ]
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Lampiran 7: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Bebas
Penyakit dan y, Sebagai Konstanta

clc; clear all; close all;

global a mul mu2 mu3 mu4 mub alpha betal beta?2 beta3 betad
gammal gamma? gamma3 ksil ksi2 ksi3 p g w sigma;

a=0.14;

mul= 0.09;

mu2= 0.09;

mu3= 0.04;

mud= 0.04;

mub5= 0.005;

alpha= 0.14;

betal= 0.00000042;
betaz2= 0.0000005434;
beta3= 0.000000005222;
betad4= 0.00000002347;

gammal= 0.02;
gammaz2= 0.007;
gamma3= 0.014;
ksil= 0.23;
ksi2= 0.015;
ksi3= 0.013;

p= 0.1;
g= 0.01;
w= 0.01;

sigma= 0.5;

tn=90;
u0=[39273012;1780902;145977,;101520;195479;1001;
[tsol,usol]=0ded5 (@rhsl, [0, tn],ul);
Ssol=usol(:,1);Esol=usol(:,2);Isol=usol(:,3);Hsol=usol(:,4);
Rsol=usol(:,5);Vsol=usol(:,6);

figure(1l);
plot(tsol, Ssol, '
plot (tsol,Esol, '
plot (tsol, Isol,’

y','linewidth', ;hold on;
( m
( C
plot(tsol,Hsol, 'r', 'linewidth',
( g
( b

2)

', "linewidth',2);hold on;

', '"linewidth',2);hold on;
2) ;hold on;
2)
2)

plot(tsol,Rsol, 'g', 'linewidth', ;hold on;

plot(tsol,Vsol, 'b', '"linewidth', ;hold on;

grid on

legend ('Susceptible(t) ', "Exposed(t) ', 'Infected(t) ', '"Hospital
ized(t) ', '"Recovered(t)', 'Virus(t) "),

xlabel ('Waktu t (Hari)');

ylabel ('Populasi');

function udot=rhsl (~,u)

global a mul muZ2 mu3 mu4 mu5 alpha betal beta2 beta3 betad
gammal gamma? gamma3 ksil ksi2 ksi3 p g w sigma ;

S=u(l) E=u(2);I=u(3);H=u(4);R=u(5);V=u(6);

Sdash a-betal*S*E-beta2*S*I-beta3*S*H-betad*S*V-mul*S;
Edash = (betal*S*E+betal2*S*I+betal3*S*H+betad*3*V) —
(alphatgammal+mu?2) *E;

Idash = (alpha* (1-p)*E)- (gtgamma2+mu3) *I;

|| ~e
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Hdash = alpha*p*E+g*I- (wtgamma3+mu4d) *H;

Rdash = gammal*E+gammaZ?*I+gamma3*H-muS*R;

Vdash = ksil*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V;
udot=[Sdash; Edash; Idash; Hdash; Rdash; Vdash];
end
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Lampiran 8: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Bebas
Penyakit dan y, Sebagai Fungsi Kontrol

clc;clear all;close all;

t=90;

initial S$=39273012;

initial E=1780902;

initial I=145977;

initial H=101520;

initial R=195479;

initial Vv=100;

[t,x]=0ded5 (@smg, t, [initial S;initial E;initial I;initial H;

S=x(:,1);
E=x(:,2);
I=x(:,3);
H=x(:,4);
R=x(:,5);
V=x(:,6);
figure (1)
plot(t, (x(:,1)),'y"',t, (x(:,2)), 'm",t, (x(:,3)),'c',t, (x(:,4))

Pty (x(:,5)),'g", (x(:,6)),"'D", "LineWidth', 2);
legend ('Susceptible', "Exposed',

'"Infected', '"Hospitalized', '"Recovered', 'Virus');
grid off;

dxdt l=a*N-betal*S*E-betaZ2*S*I-beta3*S*H-betad*S*V-mul*S;
dxdt 2= (betal*S*E+beta2*S*I+beta3*S*H+betad*sS*V) -
(alphatgammal+mul) *E;

dxdt 3=(alpha* (1-p)*E) - (gtgammaz2*lambda+mul) *I;

dxdt 4=alpha*p*E+g*I- (w+tgamma3+mul) *H;

dxdt 5=gammal*E+gammaZz*lambda*I+gamma3*H-mul*R;

dxdt 6=ksil*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V;

dxdt=[dxdt 1;dxdt 2;dxdt 3;dxdt 4;dxdt 5;dxdt 6];
end
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Lampiran 9: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Endemik

dan y, sebagai konstanta

clc; clear all; close all;

global a mul mu2 mu3 mu4 mub alpha betal beta2Z beta3 beta4d
gammal gamma? gamma3 ksil ksi2 ksi3 p g w sigma;

a=0.034;

mul= 0.002;

muz2= 0.003;
mu3= 0.003;
mud= 0.002;
mub5= 0.005;
alpha= 0.14;
betal= 0.000054700000;
beta2= 0.0000213000000;
beta3= 0.0000027000000;
betad4= 0.000055400000;

gammal= 0.2;
gamma2= 0.07;
gamma3= 0.14;

ksil= 2.3;
ksi2= 1.15;
ksi3= 0.013;
p= 0.1;

g= 0.01;

w= 0.01;
sigma= 0.5;
tn=90;

u0=[39273012;1780902;145977,;101520;195479;1001;
[tsol,usol]=0ded5 (@rhsl, [0, tn],ul);
Ssol=usol(:,1);Esol=usol(:,2);Isol=usol(:,3);Hsol=usol(:,4);
Rsol=usol(:,5);Vsol=usol(:,6);

figure(1l);

plot(tsol,Ssol, 'y', 'linewidth',2);hold on;
plot(tsol,Esol, 'm', 'linewidth',2);hold on;

plot(tsol,Isol, 'c','linewidth',2) ;hold on;
plot(tsol,Hsol, 'r', "linewidth',2) ;hold on;
plot(tsol,Rsol, 'g', 'linewidth',2);hold on;
plot(tsol,Vsol, 'b', '"linewidth',2);hold on;

grid on

legend ('Susceptible(t) ', "Exposed(t) ', 'Infected(t) ', "Hospital
ized(t) ', '"Recovered(t)', 'Virus(t) "),

xlabel ('Waktu t (Hari);');

ylabel ('Populasi');

function udot=rhsl (~,u)

global a mul muZ2 mu3 mu4 mu5 alpha betal beta?2 beta3 beta4d
gammal gamma? gamma3 ksil ksi2 ksi3 p g w sigma ;

S=u(l) E=u(2);I=u(3);H=u(4);R=u(5);V=u(6);

Sdash a-betal*S*E-beta2*S*I-beta3*S*H-betad*S*V-mul*S;
Edash = (betal*S*E+betal2*S*I+betal3*S*H+betad*3*V) —
(alphatgammal+mu?2) *E;

Idash (alpha* (1-p) *E) - (gtgammaZ2+mu3) *I;

Hdash alpha*p*E+g*I- (wtgamma3+mud) *H;

|| ~e
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Rdash gammal*E+gamma2*I+gamma3*H-mu5*R;

Vdash = ksil*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V;
udot=[Sdash; Edash; Idash; Hdash; Rdash; Vdash];
end
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Lampiran 10: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Endemik

dan y, Sebagai Fungsi Kontrol

clc;clear all;close all;

t=90;

initial S$=39273012;

initial E=1780902;

initial I=145977;

initial H=101520;

initial R=195479;

initial Vv=100;

[t,x]=0ded5 (@smg, t, [initial S;initial E;initial I;initial H;

S=x(:,1);
E=x(:,2);
I=x(:,3);
H=x(:,4);
R=x(:,5);
V=x(:,6);
figure (1)
plot(t, (x(:,1)),"'y"',t, (x(:,2)), 'm",t, (x(:,3)),'c',t, (x(:,4))

Pty (x(:,5)),'g", (x(:,6)),"'b", "LineWidth', 2);
legend ('Susceptible', "Exposed’,

'"Infected', '"Hospitalized', '"Recovered', 'Virus');
grid off;

dxdt l=a*N-betal*S*E-betaZ2*S*I-beta3*S*H-betad*S*V-mul*S;
dxdt 2= (betal*S*E+beta2*S*I+beta3*S*H+betad*sS*V) -
(alphatgammal+mul) *E;

dxdt 3=(alpha* (1-p)*E) - (g+ ( (lambda5-lambda3) /xi2) +mul) *I;
dxdt 4=alpha*p*E+g*I- (w+tgamma3+mul) *H;
dxdt_5=gammal*E+((lambdaS—lambda3)/xi2)*I+gamma3*H—mul*R;
dxdt 6=ksil*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V;

dxdt=[dxdt 1;dxdt 2;dxdt 3;dxdt 4;dxdt 5;dxdt 6];
end
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