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ABSTRAK 

 

 

Nurkhanifah, Nia, 2022. Analisis Perilaku Dinamik Model Penyebaran Covid-19 Pada 

Populasi SEIHRV Dengan Kontrol Optimal. Skripsi. Program Studi 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si, (2)Erna 

Herawati, M.Pd. 

 

Kata Kunci: Model Matematika SEIHRV, Analisis Dinamik, Bilangan Reproduksi Dasar, 

Kontrol 𝛾2, Bebas Penyakit, Endemik. 

 

Pada penelitian ini membahas mengenai analisis dinamik model penyebaran 

Covid-19 pada populasi SEIHRV kemudian dilanjutkan simulasi numerik dengan kontrol 

optimal. Penelitian ini dilakukan untuk merepresentasikan perilaku penyebaran Covid-19 

serta efektivitas pengobatan secara mandiri bagi individu terinfeksi. Model matematika 

SEIHRV membagi populasi manusia menjadi lima kelas yakni Susceptible (𝑆),, Exposed 

(𝐸), Infected (𝐼), Hospitalized (𝐻), Recovered (𝑅) dan satu kompartemen tambahan yakni 

Virus (𝑉). Analisis dinamik dilakukan dengan menentukan titik ekuilibrium, bilangan 

reproduksi dasar (ℛ0), analisis kestabilan titik ekuilibrium. Kemudian dilanjutkan dengan 

menentukan kondisi optimal dengan memformulasikan fungsi kontrol 𝛾2 dengan kaidah 

tahapan-tahapan kontrol optimal. Selanjutnya, 𝛾2 berperan sebagai fungsi kontrol 

efektivitas pengobatan bagi individu yang terinfeksi dan individu yang sembuh. Hasil dari 

penelitian ini diperoleh bilangan reproduksi dasar yang bernilai ℛ0 > 1. Titik ekuilibrium 

bebas penyakit bersifat tidak stabil dan titik ekuilibrium endemik bersifat stabil asimtotik 

lokal. Simulasi numerik dilakukan saat kondisi bebas penyakit dan kondisi endemik pada 

situasi 𝛾2 sebagai fungsi kontrol. Hasil simulasi numerik menunjukkan saat kondisi bebas 

penyakit tidak ada perbedaan grafik saat 𝛾2 sebagai konstanta dan fungsi kontrol. 

Sedangkan dalam kondisi endemik, grafik ketika 𝛾2 sebagai konstanta dan fungsi kontrol 

berbeda sehingga diperoleh informasi bahwa pemberian pengobatan bagi individu 

terinfeksi mampu meminimalkan jumlah individu yang terinfeksi dan memaksimalkan 

jumlah individu yang sembuh. Sehingga dapat disimpulkan bahwa pemberian pengobatan 

secara mandiri bagi individu terinfeksi Covid-19 sangat efektif. 
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ABSTRACT 

 

 

Nurkhanifah, Nia, 2022. The Dynamic Analysis Behavior of the Covid-19 Spread 

Model in the SEIHRV Population with Optimal Control. Thesis. Study 

Program of Mathematics, Faculty of Scinece and Technology, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (1) Ari 

Kusumastuti, M.Pd., M.Si, (2) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Keywords: Mathematical Model of SEIHRV, Dynamic Analysis, Basic Reproduction 

Number, Control of 𝛾2, Disease-Free, Endemic. 

 

This study discusses the dynamic analysis of the Covid-19 spread model in the 

SEIHRV population, then proceed with numerical simulations with optimal control. This 

study was conducted to represent the behavior of the spread of Covid-19 and the 

effectiveness of independent treatment for infected individuals. The SEIHRV mathematical 

model divides the human population into five classes, namely Susceptible (𝑆), Exposed 

(𝐸), Infected (𝐼), Hospitalized (𝐻), Recovered (𝑅) and one additional compartment, Virus 

(𝑉). Dynamic analysis is carried out by determining the equilibrium point, the basic 

reproduction number (ℛ0), equilibrium point stability analysis. Then proceed with 

determining the optimal conditions by formulating the control function 𝛾2 with the rules of 

optimal control stages. Next, 𝛾2 as a function of controlling the effectiveness of treatment 

for infected individuals and recovered individuals. The result of this research is that the 

basic reproduction number is ℛ0 > 1. The disease-free equilibrium point is unstable and 

the endemic equilibrium point is locally asymptotically stable. The numerical simulations 

are carried out when conditions are free of disease and conditions are endemic in situations 

𝛾2 as constant and control function. Numerical simulation results show that when there is 

no disease-free condition, there is no difference in the current graph 𝛾2 as constant and 

control function. While in endemic conditions, the graph 𝛾2 as constant and control 

function is different so that information is obtained that giving treatment to infected 

individuals is able to minimize the number of infected individuals and maximize the 

number of recovered individuals. So it can be concluded that providing independent 

treatment for individuals infected with COVID-19 who are quarantined is very effective.  
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 ص البحث لستخم
 

مع التحكم  SEIHRV في مجتمع ٩١فيد تحليل النموذج السلوكي الديناميكي لانتشار كو . ٢٢٢٢نورخنيفة ، نيا ، 
مالانج.  الملنج الحكوميهالرياضيات بكلية العلوم والتكنولوجيا جامعة مولانا مالك إبراهيم جامعة  قسمفرضية.  .الأمثل

 . الماجستير إرنا هيراواتي( ٢، )الماجستير ( آري كوسوماستوتي١المراكبون : )
،  𝛾2 ، التحليل الديناميكي ، الأرقام الإنجابية الأساسية ، التحكم SEIHRV : النموذج الرياضيالكلمات المفتاحية

  .الخالي من الأمراض ، المتوطن
ثم ننتقل إلى عمليات  SEIHRV في مجموعة ١١في هذه الدراسة ، نناقش التحليل الديناميكي لنموذج انتشار كوفيد 

وفعالية العلاج المستقل للأفراد  ١١تمثيل سلوك انتشار كوفيد أجريت هذه الدراسة ل المحاكاة العددية مع التحكم الأمثل
 ، مصابة(𝐸) ، مكشوفة (𝑆) البشر إلى خمس فئات ، وهي حساسة SEIHRV . يقسم النموذج الرياضيالمصابين
(𝐼)في المستشفى ، (𝐻)تعافى ، (𝑅) ومقصورة إضافية واحدة ، فيروس (𝑉)  . يتم إجراء التحليل الديناميكي من

ثم تابع تحديد الشروط المثلى من .  ، تحليل استقرار نقطة الاتزان(ℛ0)خلال تحديد نقطة الاتزان، رقم الانجاب الأساسي
𝛾خلال صياغة وظيفة التحكم

2 
𝛾وبعد ذلك.  مع قواعد مراحل المراقبة المثلى 

2
، كوظيفة للتحكم في فعالية علاج الأفراد 

ℛ0النتيجة من هذا بحث أن ال أساسية إعادة إنتاج رقم.  ينالمصابين والأفراد المسترجح > نقطة الاتزان . يكون   1
كون الظروف ويتم إجراء عمليات المحاكاة الرقمية عندما ت.  الخالي من المرض غير مستقرة ونقطة الاتزان المستوطنة مستقرة محليا

𝛾خالية من الأمراض، وتكون الظروف مستوطنة في الحالات
2

نه تظهر نتائج المحاكاة الرقمية أ.  كوظيفة ثابتة ووظيفة تحكم  
𝛾عند عدم وجود حالة خالية من الأمراض، لا يوجد فرق في الرسم البياني الحالي
2

في حين أن .  كدالة ثابتة ووظيفة تحكم  
𝛾الرسم
2

تفيد بأن إعطاء العلاج  على معلوماتالبياني كدالة ثابتة للمراقبة يختلف في الظروف المستوطنة بحيث يتم الحصول  
للأشخاص المصابين قادر على تقليل عدد الأشخاص المصابين إلى أدنى حد ممكن وزيادة عدد الأشخاص المستبعدين إلى 

الذين تم عزلهم في الحجر  ١١ لذا، يمكننا استنتاج أن توفير علاج مستقل للأشخاص المصابين بمرض كوفيد.  أقصى حد
.جدا الصحي هو فعال
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

Kini seluruh belahan dunia masih dilanda wabah Covid-19 yang terhitung 

dua tahun lamanya sejak pertama kali munculnya wabah Coronavirus Disease 

(Covid-19) di akhir tahun 2019. World Health Organization (WHO) menetapkan 

Covid-19 sebagai pandemi dunia mengingat penyebarannya yang semakin masif 

(A.D.Susanto, 2020). Melihat laju penyebaran Covid-19 di Indonesia semakin 

meningkat maka perlu dilakukan upaya untuk menekan laju penyebaran Covid-19 

dengan membatasi mobilitas masyarakat dan melakukan pengobatan bagi individu 

yang telah terinfeksi oleh virus penyebab wabah. Dalam Islam hal ini telah 

disampaikan oleh Rasulullah SAW yang tertuang dalam kitab hadits Shahih 

Bukhari No.5289 (Shihab, 2001): 

ثَ نَا عَبْدُ اللََِّّ بْنُ يوُسُفَ أَخْبََنََا مَالِكٌ عَنْ ابْنِ شِهَابٍ عَنْ عَبْدِ اللََِّّ بْنِ عَامِرٍ أَنَّ عُمَرَ خَ  رجََ إِلَى الشَّأْمِ حَدَّ
سُولَ اللََِّّ صَلَّى اللََُّّ فأََخْبََهَُ عَبْدُ الرَّحَْْنِ بْنُ عَوْفٍ أَنَّ رَ  فَ لَمَّا كَانَ بِسَرغَْ بَ لَغَهُ أَنَّ الْوَبََءَ قَدْ وَقَعَ بَِلشَّأْمِ 

عْتُمْ بِهِ بِأرَْضٍ فَلَا تَ قْدَمُوا عَلَيْهِ وَإِذَا وَقَعَ بِأرَْضٍ وَأنَْ تُمْ بِِاَ فَ    خَْْرُجُوا فِرَار ا مِنْهُ لَا عَلَيْهِ وَسَلَّمَ قَالَ إِذَا سََِ
Artinya:“Telah menceritakan kepada kami Abdullah bin Yusuf telah mengabarkan kepada 

kami Malik dari Ibnu Syihab dari Abdullah bin 'Amir bahwa Umar pernah bepergian 

menuju Syam, ketika dia sampai di daerah Sargha, diberitahukan kepadanya bahwa negeri 

Syam sedang terjangkiti wabah penyakit menular, lantas Abdurrahman bin 

'Auf memberitahukan kepadanya bahwa Rasulullah shallallahu 'alaihi wasallam 

bersabda: Jika kalian mendengar wabah tersebut menjangkiti suatu negeri, maka 

janganlah kalian menuju ke sana, namun jika dia menjangkiti suatu negeri dan kalian 

berada di dalamnya, maka janganlah kalian keluar dan lari darinya” (Bukhari, 

No.5289). 

 

Larangan Rasulullah SAW bertujuan agar umat manusia senantiasa bersabar dan 

tabah menghadapi wabah serta percaya kehendak Allah SWT. Kondisi wabah yang 

terjadi di masa Rasulullah SAW hampir sama dengan fenomena pandemi Covid-19
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yang terjadi saat ini yaitu atas kehendak Allah SWT. Penyebaran penyakit Covid-

19 yang terjadi di Indonesia dapat  disajikan dengan model matematika populasi 

𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉. Model ini menggabungkan jalur penularan dari manusia ke manusia dan 

dari  lingkungan ke manusia pada periode waktu tertentu. Model 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 membagi 

populasi inang menjadi lima kelas: Suceptible (𝑆) yaitu subpopulasi individu rentan 

yang dapat tertular oleh Covid-19, Exposed (𝐸) yaitu subpopulasi individu yang 

terpapar, Infected (𝐼) yaitu subpopulasi individu yang terinfeksi Covid-19 dan telah 

dinyatakan positif dengan hasil rapid test/ swab test  namun tidak dirawat di rumah 

sakit, Hospitalized (𝐻) yaitu subpopulasi individu yang telah dinyatakan positif 

terinfeksi Covid-19 lalu dirawat di rumah sakit dan Recovered (𝑅) yaitu 

subpopulasi individu yang sembuh dan nantinya tidak rentan terinfeksi Covid-19. 

Sementara itu kompartemen Virus (𝑉) mewakili konsentrasi Covid-19 di 

lingkungan, berdasarkan penelitian  eksperimental (Van Doremalen, 2020) terbukti 

bahwa Covid-19 dapat bertahan di udara hingga 3 jam, di tembaga hingga 4 jam, di 

permukaan kertas karton hingga 24 jam, di permukaan plastik dan baja anti karat 

hingga 3 hari (Chayu Yang, 2020). 

Model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 disajikan dalam bentuk sistem persamaan 

diferensial biasa bergantung waktu. Model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 merujuk pada 

penelitian yang dilakukan (Chayu Yang, 2020). Parameter yang digunakan dalam 

model ini antara lain: 𝛬 sebagai laju kelahiran alami, 𝜇𝑆 sebagai laju kematian alami 

populasi Susceptible, 𝜇𝐸 sebagai laju kematian alami populasi Exposed, 𝜇𝐼 sebagai 

laju kematian alami populasi Infected, 𝜇𝐻 sebagai laju kematian alami populasi 

Hospitalized, 𝜇𝑅 sebagai laju kematian alami populasi Recovered, 𝛼 sebagai laju 

timbal balik masa inkubasi, w sebagai laju kematian akibat virus Covid-19, 𝜎 
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sebagai tingkat perpindahan virus Covid-19 dari lingkungan, 𝛾1 sebagai tingkat 

kesembuhan individu yang terpapar, 𝛾2 sebagai tingkat kesembuhan individu yang 

terinfeksi, 𝛾3 sebagai tingkat kesembuhan individu yang dirawat di rumah sakit, 𝜉1 

sebagai tingkat kontribusi virus Covid-19 ke lingkungan dari individu yang 

terpapar, 𝜉2 sebagai tingkat kontribusi virus Covid-19 ke lingkungan dari individu  

yang terinfeksi (non-rawat inap), 𝜉3 sebagai tingkat kontribusi virus Covid-19 ke 

lingkungan dari individu yang dirawat di rumah sakit, 𝛽𝐸 sebagai laju penularan 

langsung dari manusia ke manusia antara individu yang terpapar dan individu yang 

rentan, 𝛽𝐼 sebagai laju penularan antara individu terinfeksi dan individu yang 

rentan, 𝛽𝐻 sebagai laju penularan antara individu yang dirawat di rumah sakit dan 

individu yang rentan, 𝛽𝑉 sebagai laju penularan virus secara tidak langsung dari 

lingkungan ke individu yang rentan. Nilai parameter-parameter tersebut pada 

penelitian ini bersumber pada data Covid-19 Provinsi Jawa Timur dan artikel 

rujukan (Chayu Yang, 2020). 

Terdapat beberapa peneliti yang telah melakukan penelitian serupa 

sebelumnya tentang epidemiologi Covid-19 yaitu sebagai berikut: Penelitian 

(Chayu Yang, 2020) penelitian ini dilakukan untuk memprediksi penyebaran 

Covid-19 jangka pendek pada periode waktu yang berbeda. Penelitian ini 

menggunakan model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 yaitu Suceptible (𝑆), Exposed (𝐸), 

Infected (𝐼), Hospitalized (𝐻), Recovered (𝑅), Virus (𝑉). Hasil penelitian ini 

menunjukkan bahwa lingkungan secara tidak langsung berpengaruh dalam 

penyebaran penyakit Covid-19 di Hamilton County, USA. Namun, model pada 

penelitian ini belum mempertimbangkan dampak distribusi usia populasi manusia. 

Penelitian serupa dilakukan oleh (Annas, 2020) yang membahas analisis  
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dinamik penyebaran Covid-19 di Indonesia dengan mempertimbangkan 

faktor isolasi dan vaksinasi sebagai parameter model. Model yang digunakan adalah 

model matematika 𝑆𝐸𝐼𝑅  yaitu Suceptible (𝑆), Exposed (𝐸), Infected (𝐼), 

Recovered (𝑅). Penelitian menunjukkan bahwa faktor isolasi dapat memperlambat 

penyebaran Covid-19 dan vaksinasi dapat mempercepat penyembuhan Covid-19. 

Analisis model memberikan gambaran stabilitas global dalam penyebaran  covid-

19 serta informasi jika Covid-19 berstatus endemik di Indonesia.  

Penelitian lainnya dilakukan oleh (Mandal, et al., 2020) menerapkan model 

penyebaran Covid-19 pada populasi 𝑆𝐸𝑄𝐼𝑅 Suceptible (𝑆), Exposed (𝐸), 

Quarantine (𝑄), Infected (𝐼), Recovered (𝑅). Penelitian ini membahas kontrol 

optimal pada model 𝑆𝐸𝑄𝐼𝑅 dengan mempertimbangkan faktor karantina New 

Delhi, India. Berdasarkan hasil simulasi numerik baik menggunakan kontrol 

optimal maupun tanpa kontrol optimal, rasio populasi kasus penularan Covid-19 di 

New Delhi tidak mengalami penurunan setelah diterapkan kebijakan karantina. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa kebijakan karantina di New Delhi tidak 

sepenuhnya efektif untuk menekan laju penularan Covid-19.  

Berdasarkan latar belakang diatas, maka penelitian ini difokuskan pada 

penyebaran virus Covid-19 di lingkungan 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 melalui analisis perilaku, semua 

variabel yang terlibat dengan memodifikasi 𝛾2 sebagai parameter tingkat 

kesembuhan individu yang terinfeksi. Modifikasi ini dilakukan dengan 

mengasumsikan 𝛾2  yang sebelumnya konstanta (Chayu Yang, 2020) , menjadi 

suatu fungsi yang mengontrol efektivitas 𝛾2 pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉. Analisis 

perubahan 𝛾2  menjadi suatu fungsi dilakukan dengan menerapkan kontrol optimal, 

selanjutnya profil grafik semua variabel pada model akan dibandingkan dalam dua 
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kondisi yaitu yang pertama bebas penyakit dengan 𝛾2konstanta dan 𝛾2 fungsi. 

Sedangkan kondisi kedua yaitu endemik dengan 𝛾2 konstanta dan 𝛾2 fungsi. 

Analisis perilaku diharapkan dapat membantu dalam penyusunan strategi dalam 

pengendalian penyebaran Covid-19 di suatu wilayah berdasarkan interpretasi dari 

kinerja 𝛾2. Sehingga modifikasi model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 (Chayu Yang, 2020) 

digunakan dalam penelitian ini untuk menuju analisis perilaku dinamik serta 

simulasinya dengan dan tanpa kontrol optimal. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka permasalahan pada penelitian ini 

antara lain: 

1. Bagaimana analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19 pada 

populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan dan tanpa kontrol optimal? 

2. Bagaimana hasil simulasi numerik model matematika penyebaran Covid-19 

pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan dan tanpa kontrol optimal? 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah, maka tujuan yang ingin 

dicapai oleh peneliti pada penelitian ini, sebagai berikut : 

1. Mengetahui analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19 pada 

populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan dan tanpa kontrol optimal. 

2. Mengetahui hasil simulasi numerik model matematika penyebaran Covid-19 

pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan dan tanpa kontrol optimal. 

1.4 Manfaat Penelitian  

Berdasarkan tujuan pada penelitian ini, maka manfaat yang dapat diperoleh 

dari penelitian ini yaitu  
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1. Dapat mengetahui analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19 

pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan dan tanpa kontrol optimal, sehingga dapat 

digunakan sebagai referensi penelitian terkait wabah yang terjadi di suatu 

wilayah. 

2. Dapat mengetahui hasil simulasi numerik model matematika penyebaran 

Covid-19 pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 tanpa dan dengan kontrol optimal sehingga 

dapat digunakan sebagai acuan strategi pengendalian penyebaran Covid-19 

di suatu wilayah. 

1.5 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini, peneliti memberikan batasan masalah pada objek 

kajian sebagai berikut: 

1. Model matematika yang dipakai yaitu model penyebaran 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 (Chayu 

Yang, 2020) yang telah dimodifikasi sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 

2. Populasi diasumsikan tertutup yaitu tidak ada individu yang keluar maupun 

masuk dari suatu subpopulasi sehingga total populasi diasumsikan konstan. 
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3. Diasumsikan individu di kelas Exposed (𝐸) atau yang terpapar berada dalam 

masa inkubasi. Mereka tidak menunjukkan gejala dan belum diuji tetapi 

mereka dianggap mampu menginfeksi orang lain. 

4. Diasumsikan individu yang terinfeksi biasanya disarankan untuk melakukan 

karantina sendiri di rumah dan tidak dirawat di rumah sakit. 

5. Diasumsikan individu di kelas Hospitalized (𝐻) atau yang dirawat di rumah 

sakit telah diuji menunjukkan hasil positif dan memiliki risiko tertular yang 

lebih tinggi. Misalnya, orang tua dan individu yang memiliki riwayat penyakit 

tertentu.  

6. Diasumsikan individu di kelas Recovered (𝑅)  atau yang telah sembuh tidak 

dapat menularkan virus Covid-19.  

7. Diasumsikan kematian akibat penyakit hanya terjadi pada individu yang 

dirawat di rumah sakit. 

8. Diasumsikan bayi yang baru lahir dimasukkan kedalam kelas Susceptible (𝑆). 

9. Diasumsikan individu yang terpapar virus Covid-19, individu yang terinfeksi 

virus Covid-19 dan individu yang dirawat di rumah sakit dapat menularkan 

virus Covid-19 ke lingkungan. 

10. Diasumsikan terdapat peluang kematian alami yang berbeda disetiap populasi 

individu. 

11. Diasumsikan faktor pengobatan dapat menekan banyaknya individu yang 

terinfeksi. 

12. Dilakukan telaah model (Chayu Yang, 2020) untuk kompartemen V. 

13. Studi kasus data sekunder Covid-19 terhadap nilai-nilai parameter model. 
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1.6 Definisi Istilah 

Berdasarkan rumusan masalah dan judul penelitian maka uraian definisi 

istilah dalam penelitian ini antara lain, sebagai berikut: 

1. Analisis perilaku dinamik merupakan suatu analisis model matematika yang 

merepresentasikan perilaku suatu fenomena dalam sistem persamaan 

diferensial bergantung waktu dan digunakan untuk mendapatkan solusi 

model tersebut dengan simulasi numerik (Boyce & DiPrima, 2001).  

2. Populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 yaitu populasi individu dalam subpopulasi Suceptible (𝑆), 

Exposed (𝐸), Infected (𝐼), Hospitalized (𝐻), Recovered (𝑅) dan konsentrasi 

Virus (𝑉).  

3. Kontrol optimal merupakan model optimasi untuk menentukan nilai fungsi 

kontrol yang digunakan dalam model supaya fungsi kendala (constrain) 

terpenuhi dengan tujuan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi 

objektif. (Lewis, Vrabie, & Syrmos, 2012). 
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BAB II  

KAJIAN TEORI 

 

 

2.1 Teori Pendukung 

   2.1.1 Model Matematika Pada Populasi 𝑺𝑬𝑰𝑯𝑹𝑽 

Model matematika yang akan digunakan pada penelitian ini adalah model 

𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dimana model ini menggabungkan jalur penularan dari manusia ke 

manusia dan dari lingkungan ke manusia pada periode waktu tertentu. Model 

𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 adalah bentuk pengembangan dari model 𝑆𝐼𝑅 yang ditambahkan 

kompartemen Exposed (𝐸) yaitu individu yang terpapar, kompartemen 

Hospitalized (𝐻) yaitu individu yang dirawat di rumah sakit, kompartemen Virus 

(𝑉) yaitu konsentarasi virus corona di lingkungan.  

Model 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 adalah model epidemik dengan periode waktu tertentu 

untuk penyebaran virus Covid-19. Model 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 membagi populasi inang 

menjadi lima kelas: Suceptible (𝑆) yaitu subpopulasi individu rentan yang dapat 

tertular oleh Covid-19, Exposed (𝐸) yaitu subpopulasi individu yang terpapar, 

Infected (𝐼) yaitu subpopulasi individu yang terinfeksi Covid-19 dan telah 

dinyatakan positif dengan hasil rapid test/ swab test  namun tidak dirawat di 

rumah sakit, Hospitalized (𝐻) yaitu subpopulasi individu yang telah dinyatakan 

positif terinfeksi Covid-19 lalu dirawat di rumah sakit dan Recovered (𝑅) yaitu 

subpopulasi individu yang sembuh dan nantinya tidak rentan terinfeksi Covid-19. 

Sementara itu, kompartemen Virus (𝑉) mewakili konsentrasi virus Covid-19 yang 

ada di lingkungan. Model penyebaran ini secara sistematis dapat diilustrasikan 

dengan diagram kompartemen sebagai berikut: 
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Gambar 2.1 Diagram Kompartment Model Matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 

 

Berdasarkan Gambar 2.1 dapat diketahui populasi individu terdiri dari lima 

kompartemen yaitu Suceptible (𝑆), Exposed (𝐸), Infected (𝐼), Hospitalized (𝐻), 

Recovered (𝑅) serta terdapat kompartemen tambahan yaitu Virus (𝑉). Pada setiap 

kompartemen terjadi perubahan jumlah individu pada masing-masing populasi, 

hal ini dipengaruhi oleh beberapa faktor yaitu:  

1. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu 

rentan (𝑆) terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan banyaknya 

individu oleh laju masuknya populasi sebesar 𝛬 sehingga dapat 

dituliskan: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 

 Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya 

interaksi langsung antara individu yang rentan dengan individu yang 

terpapar sebesar 𝛽𝐸𝑆𝐸 sehingga dapat dituliskan: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya interaksi 

langsung  antara individu terinfeksi dan individu yang rentan sebesar 

𝛽𝐼𝑆𝐼 sehingga dapat dituliskan: 
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𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya interaksi 

langsung antara individu yang dirawat di rumah sakit dan individu yang 

rentan sebesar 𝛽𝐻𝑆𝐻 sehingga dapat dituliskan: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya interaksi 

langsung dari lingkungan yang terpapar virus Covid-19 ke individu yang 

rentan sebesar 𝛽𝑉𝑆𝑉 sehingga dapat dituliskan 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 

Populasi Susceptible selanjutnya akan berkurang karena adanya laju 

kematian alami sebesar 𝜇𝑆𝑆. Maka diperoleh persamaan pada 

kompartemen Sucsceptible (𝑆) sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 

2. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu 

terpapar (𝐸) terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan: interaksi 

langsung dari manusia ke manusia antara individu yang terpapar dan 

individu yang rentan sebesar 𝛽𝐸𝑆𝐸 sehingga dapat dituliskan  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 

 

(2.1) 
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Populasi Exposed selanjutnya akan mengalami penambahan karena 

adanya interaksi langsung antara individu terinfeksi dan individu yang 

rentan sebesar 𝛽𝐼𝑆𝐼 sehingga dapat dituliskan  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 

Populasi Exposed selanjutnya akan mengalami penambahan karena 

adanya interaksi langsung antara individu yang dirawat di rumah sakit 

dan individu yang rentan sebesar 𝛽𝐻𝑆𝐻 sehingga dapat dituliskan  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 

Populasi Exposed selanjutnya akan mengalami penambahan karena 

adanya interaksi langsung antara virus Covid-19 di lingkungan ke 

individu yang rentan sebesar 𝛽𝑉𝑆𝑉 sehingga dapat dituliskan  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 

Populasi Exposed selanjutnya akan berkurang karena adanya laju 𝛼 

dengan proposisi sebesar 1 – p, laju kematian alami sebesar 𝜇𝐸𝐸, laju 

kesembuhan sebesar 𝛾1𝐸 dan laju timbal balik 𝛼 dari proposisi  pE. 

Maka diperoleh persamaan pada kompartemen Exposed (E) sebagai 

berikut: 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 

3. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu 

terinfeksi terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan laju 𝛼 dengan 

proposisi sebesar 1 – p dapat dituliskan: 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 

(2.2) 
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Populasi Infected selanjutnya akan berkurang karena adanya laju 

kematian alami sebesar 𝜇𝐼𝐼, laju kesembuhan sebesar 𝛾2𝐼, laju individu 

terinfeksi (I) yang akan dirawat di rumah sakit sebesar qI. Maka 

diperoleh persamaan pada kompartemen Infected sebagai berikut:  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 

4. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu 

yang dirawat di rumah sakit (H) terhadap waktu dipengaruhi oleh 

penambahan laju timbal balik 𝛼 dari proposisi sebesar pE sehingga 

dapat dituliskan: 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 

Populasi Hospitalized selanjutnya mengalami penambahan oleh laju 

individu terinfeksi yang akan dirawat di rumah sakit sebesar qI 

sehingga dapat dituliskan: 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 

Populasi Hospitalized selanjutnya mengalami pengurangan oleh laju 

kematian individu akibat Covid-19 sebesar wH, laju kesembuhan 

sebesar 𝛾3𝐻, laju kematian alami sebesar 𝜇𝐻𝐻. Maka diperoleh 

persamaan pada kompartemen Hospitalized (H) sebagai berikut:  

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 

5. Perubahan banyaknya populasi individu pada kompartemen individu 

Recovered terhadap waktu dipengaruhi oleh penambahan laju 

kesembuhan individu terpapar sebesar 𝛾1𝐸 sehingga dapat dituliskan:  

(2.4) 

(2.3) 



14 

 

 

 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 

Populasi Recovered selanjutnya mengalami penambahan oleh laju 

kesembuhan individu yang terinfeksi sebesar 𝛾2𝐼 sehingga dapat 

dituliskan: 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 

Populasi Recovered selanjutnya mengalami penambahan oleh laju 

kesembuhan individu yang dirawat di rumah sakit sebesar 𝛾3𝐻 

sehingga dapat dituliskan: 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 

Populasi Recovered selanjutnya mengalami pengurangan oleh laju 

kematian alami individu yang sembuh sebesar 𝜇𝑅𝑅. Maka diperoleh 

persamaan pada kompartemen Recovered (R) sebagai berikut:  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 

6. Perubahan konsentrasi virus Covid-19 di lingkungan terhadap waktu 

dipengaruhi oleh penambahan laju penularan virus Covid-19 ke 

lingkungan dari individu yang terpapar sebesar 𝜉1𝐸 sehingga dapat 

dituliskan: 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 

Konsentrasi virus Covid-19 mengalami penambahan oleh laju 

penularan virus Covid-19 ke lingkungan dari individu yang terinfeksi 

sebesar 𝜉2𝐼 sehingga dapat dituliskan: 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 

(2.5) 
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Konsentrasi virus Covid-19 mengalami penambahan oleh laju 

penularan virus Covid-19 ke lingkungan dari individu yang dirawat di 

rumah sakit sebesar 𝜉3𝐻 sehingga dapat dituliskan: 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 

Konsentrasi virus Covid-19 mengalami pengurangan oleh laju 

penularan virus Covid-19 dari lingkungan ke lingkungan sebesar 𝜎𝑉. 

Maka diperoleh persamaan pada kompartemen Virus (V) sebagai 

berikut:  

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 

Berdasarkan faktor-faktor diatas maka diperoleh sistem persamaan 

diferensial untuk model matematika SEIHRV dengan jalur penularan dari manusia 

ke manusia dan dari lingkungan ke manusia pada periode waktu tertentu, sebagai 

berikut :  

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 

(2.6)

 

) 
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Parameter dan variabel yang digunakan dalam model penyebaran Covid-19 

pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 antara lain : 

Tabel 2.1 Nilai Awal Model Matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 

No. Variabel Keterangan Nilai Awal 

1. S(t) Subpopulasi individu rentan pada waktu ke-t. 39.273.012 jiwa 

2. E(t) 
Subpopulasi individu terpapar Covid-19 pada 

waktu ke-t. 

1.780.902 jiwa 

 

3. I(t) 
Subpopulasi individu terinfeksi Covid-19 dan 

tidak dirawat di rumah sakit pada waktu ke-t. 

145.977 jiwa 

 

4. H(t) 
Subpopulasi individu yang terinfeksi dan 

dirawat di rumah sakit pada waktu ke-t. 

101.520 jiwa 

 

5. R(t) 
Subpopulasi individu yang sembuh pada 

waktu ke-t. 

195.479 jiwa 

 

6. V(t) 
Konsentrasi virus corona di lingkungan pada 

waktu ke-t. 
100 virus/ml 

 

Tabel 2.2  Nilai Awal Parameter Model Matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉  

(pada total populasi manusia 𝑁 = 41.496.890) 
No. Parameter  Keterangan Nilai Satuan Sumber 

1. 𝛬 
Laju kelahiran 

alami 
0,034 Perhari 

(Armadani, 

2021) 

2. 𝜇𝑆 

Laju kematian 

alami individu 

rentan 
0,002 Perhari 

www.infocovid19.

jatimprov.go.id 

3. 𝜇𝐸 

Laju kematian 

alami individu 

terpapar 
0,003 Perhari 

www.infocovid19.

jatimprov.go.id 

4. 𝜇𝐼 
Laju kematian 

alami individu 

terinfeksi 
0,003 Perhari 

www.infocovid19.

jatimprov.go.id 

5. 𝜇𝐻 

Laju kematian 

alami individu 

yang dirawat di 

rumah sakit 

0,002 Perhari 
www.infocovid19.

jatimprov.go.id 

6. 𝜇𝑅 

Laju kematian 

alami individu 

yang telah 

sembuh 

0,005 Perhari 
www.infocovid19.

jatimprov.go.id 

7. 𝛼 
Laju timbal balik 

masa inkubasi 
0,14 Perhari 

(Chayu Yang, 

2020) 

8. p 

Proporsi dari 

individu yang 

terpapar yang 

menjadi sakit 

parah dan dirawat 

di rumah sakit 

setelah masa 

inkubasi 

0,1 Perorang 
(Chayu Yang, 

2020) 

(2.7) 

http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
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9. q 

Laju individu 

yang terinfeksi 

(yang awalnya 

menunjukkan 

gejala ringan atau 

sedang) dirawat di 

rumah sakit 

karena 

memburuknya 

kondisi 

0,01 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

10. w 

Tingkat kematian 

akibat penyakit 

Covid-19 
0,01 Perhari 

(Chayu Yang, 

2020) 

11. 𝜎 

Tingkat 

pemindahan virus 

corona dari 

lingkungan 

0,5 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

12. 𝛾1 

Tingkat 

kesembuhan 

individu yang 

terpapar 

0,2 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

13. 𝛾2 

Tingkat 

kesembuhan 

individu yang 

terinfeksi 

0,07 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

14. 𝛾3 

Tingkat 

kesembuhan 

individu yang 

dirawat di rumah 

sakit 

0,14 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

15. 𝜉1 

Tingkat 

kontribusi virus 

Covid-19 ke 

lingkungan dari 

individu yang 

terpapar 

2,3 

Permili/ 

Perorang/ 

Perhari 

(Chayu Yang, 

2020) 

16. 𝜉2 

Tingkat 

kontribusi virus 

Covid-19 ke 

lingkungan dari 

individu yang 

terinfeksi (non-

rawat inap) 

1,15 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

17. 𝜉3 

Tingkat 

kontribusi virus 

Covid-19 ke 

lingkungan 

dariindividu yang 

dirawat di rumah 

sakit 

0,013 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

18. 𝛽𝐸 
Laju penularan 

langsung dari 
5,47
× 10−6 

Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 
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manusia ke 

manusia antara 

individu yang 

terpapar dan 

individu yang 

rentan 

19. 𝛽𝐼 

Laju penularan 

antara individu 

terinfeksi dan 

individu yang 

rentan 

2,13
× 10−6 

Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

20. 𝛽𝐻 

Laju penularan 

antara individu 

yang dirawat di 

rumah sakit dan 

individu yang 

rentan 

2,7 × 10−5 Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

21. 𝛽𝑉 

Laju penularan 

virus secara tidak 

langsung dari 

lingkungan ke 

individu yang 

rentan 

5,54
× 10−5 

Perhari 
(Chayu Yang, 

2020) 

 

Dalam menentukan jumlah laju kematian alami di populasi manusia 

(𝜇𝑆, 𝜇𝐸 , 𝜇𝐼 , 𝜇𝐻, 𝜇𝑅) dapat dihitung dengan menggunakan rumus Crude Death Rate 

(Angka Kematian Kasar) yang dinyatakan sebagai (Statistika, 2022): 

Crude Death Rate (CDR) =
𝐷

𝑃
× 1000  

Dimana: 

D = Jumlah kematian dalam satu tahun (Sumber: Data Covid-19 Pada Lampiran 1) 

P = Jumlah seluruh penduduk di suatu wilayah dalam satu tahun 

1000 = konstanta 

 Selanjutnya untuk menentukan perhitungan nilai parameter laju kematian 

alami (𝜇𝑆, 𝜇𝐸 , 𝜇𝐼 , 𝜇𝐻, 𝜇𝑅) dapat dilakukan dengan cara sebagai berikut: 

a. Parameter laju kematian alami populasi Susceptible (𝜇𝑆) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000  



19 

 

 

 

⟺
30.292

41.496.890
 × 1000 

⟺ 0,72 

Artinya laju kematian alami populasi Susceptible di tahun tersebut sebesar  

0,002 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami 

perharinya maka 0,72 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 

0,002. Artinya laju kematian alami populasi Susceptible di tahun tersebut 

sebesar 0,002 perhari.  

b. Parameter laju kematian alami populasi Exposed (𝜇𝐸) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000  

⟺
45.440

41.496.890
 × 1000 

⟺ 1,095 

Artinya laju kematian alami populasi Exposed di tahun tersebut sebesar 

1,095 di setiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami 

perharinya maka 1,095 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 

0,003. Artinya laju kematian alami populasi Exposed di tahun tersebut 

sebesar 0,003 perhari.  

c. Parameter laju kematian alami populasi Infected (𝜇𝐼) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000  

⟺
44.792

41.496.890
 × 1000 

⟺ 1,079 

Artinya laju kematian alami populasi Infected di tahun tersebut sebesar 

1,079 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami 
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perharinya maka 1,079 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 

0,003. Artinya laju kematian alami populasi Infected di tahun tersebut 

sebesar 0,003 perhari. 

d. Parameter laju kematian alami populasi Hospitalized (𝜇𝐻) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000  

⟺
28.714

41.496.890
 × 1000 

⟺ 0,691 

Artinya laju kematian alami populasi Hospitalized di tahun tersebut sebesar 

0,691 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami 

perharinya maka 0.691 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 

0,002. Artinya laju kematian alami populasi Hospitalized di tahun tersebut 

sebesar 0,002 perhari. 

e. Parameter laju kematian alami populasi Recovered (𝜇𝑅) 

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000  

⟺
75.731

41.496.890
 × 1000 

⟺ 1,825 

Artinya laju kematian alami populasi Recovered di tahun tersebut sebesar 

1,825 disetiap 1000 jiwa. Untuk menghitung laju kematian alami 

perharinya maka 1,825 perlu dibagi dengan 365 sehingga diperoleh nilai 

0,005. Artinya laju kematian alami populasi Recovered di tahun tersebut 

sebesar 0,005 perhari. 
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   2.1.2 Persamaan Diferensial Biasa 

 Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat turunan dari 

satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas sebuah 

fungsi (Ross, 1989). Persamaan diferensial diklasifikasikan bergantung jumlah 

variabel bebasnya yaitu: persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial 

parsial.”Persamaan diferensial biasa merupakan persamaan yang memuat turunan 

dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas.  

Persamaan diferensial biasa didefinisikan 𝐹(𝑡, 𝑦, 𝑦̇, 𝑦̈, … ) = 0 disebut linear 

jika 𝐹 adalah linear pada variabel 𝑡, 𝑦, 𝑦̇, 𝑦̈, …   (Waluya, 2006). Secara umum 

persamaan diferensial biasa linear orde 𝑛 diberikan sebagai berikut: 

𝑎0(𝑡)𝑦 + 𝑎1(𝑡)𝑦̇ + ⋯+ 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦̈ + ⋯ = 𝑓(𝑡) 

Persamaan (2.8) dinamakan persamaan diferensial biasa linear karena ciri-cirinya 

sesuai dengan syarat persamaan diferensial dalam bentuk linear. Suatu persamaan 

diferensial dikatakan linear jika variabel-variabel tak bebas dan semua turunan 

dari persamaan diferensial tersebut muncul dalam bentuk linear dalam arti ciri-

cirinya: 

a. Variabel tak bebas dan semua turunannya hanya muncul berderajat satu. 

b. Tidak ada suatu perkalian antar variabel-variabel tak bebas, tidak ada 

perkalian antara suatu turunan dengan turunan lainnya, dan tidak ada 

perkalian antara varibel tak bebas dengan turunannya.  

c. Tidak terdapat suatu fungsi transenden dari variabel-variabel tak bebas dan 

turunannya. 

(2.8) 
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Suatu persamaan diferensial dikatakan linear jika memenuhi ketiga syarat 

diatas, namun jika tidak memenuhi salah satu maka dapat disebut persaman 

diferensial nonlinear. Berikut contoh persamaan diferensial: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 

Persamaan (2.9) dinamakan persamaan diferensial nonlinear karena terdapat 

perkalian variabel tak bebas antara 𝑆 E, I, H, V dengan variabel tak bebas 𝑆  pada 

𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼(𝐼, 𝑡)𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉. 

2.1.2.1 Sistem Persamaan Diferensial Biasa  

Sistem persamaan diferensial biasa yaitu sebuah sistem persamaan yang 

memuat dua atau lebih persamaan diferensial. Sistem persamaan diferensial 

dapat ditulis dalam bentuk  

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . . , 𝑥𝑛) 

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . . , 𝑥𝑛) 

 ⋮ 

𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . . , 𝑥𝑛) 

dengan 𝑥1, 𝑥2, … . . , 𝑥𝑛 sebagai variabel terikat dan 𝑡 sebagai variabel bebas, 

sehingga 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 yakni turunan fungsi 𝑥𝑛 terhadap 𝑡 (Kartono, 2012). Sistem 

persamaan diferensial biasa dapat dibagi berdasarkan kelinierannya menjadi 2 

yaitu sistem persamaan diferensial linier dan sistem persamaan diferensial 

nonlinier. Suatu sistem persamaan diferensial disebut linier jika sistem 

persamaan tersebut terdiri lebih dari satu persamaan linier yang saling terkait, 

sedangkan sistem persamaan diferensial disebut nonlinier jika sistem persamaan 

(2.9) 

(2.10) 
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tersebut terdiri lebih dari satu persamaan nonlinier yang saling terkait (Boyce & 

DiPrima, 2001). Salah satu contoh dari bentuk sistem persamaan diferensial 

adalah model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 yaitu sebagai berikut 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 

dengan 𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉 adalah variabel terikat dan 𝑡 adalah variabel bebas, 

sehingga dapat dinyatakan dengan 𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝐻(𝑡), 𝑅(𝑡) dan 𝑉(𝑡). 

   2.1.3 Analisis Dinamik 

Perilaku suatu model matematika yang berupa sistem persamaan diferensial 

dapat diketahui dengan melakukan analisis dinamik. Analisis perilaku dinamik 

perlu dilakukan untuk mengetahui validitas suatu model matematika. Kestabilan 

suatu model matematika dapat diketahui dengan melakukan analisis pada titik 

ekuilibrium dilanjutkan dengan menghitung nilai eigen dari model matematika 

sehingga dapat diketahui jenis kestabilannya (Boyce & DiPrima, 2001). 

2.1.3.1 Linierisasi 

Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial non-linier 

dengan persamaan linier untuk membantu memahami persamaan diferensial 

(2.11) 
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non-linier (Boyce & DiPrima, 2001). Berikut linierisasi yang dilakukan pada 

sistem (2.11) dan dapat dimisalkan dengan, 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 = 𝑓1(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉) 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸

=  𝑓2(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 =  𝑓3(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉) 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 =  𝑓4(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 =  𝑓5(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉) 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 = 𝑓6(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉) 

Kemudian, terdapat (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0) yang merupakan titik 

kesetimbangan dari sistem persamaan non-linier. Karena itu dilakukan 

pendekatan disekitar titik (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)  dengan mengekspansi 

menurut deret taylor untuk menghilangkan suku tak linier. Misalkan, 

digunakan titik kesetimbangan (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0). Berikut 

linierisasi pada sistem persamaan (2.11) 

𝑓1(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉)

≈ 𝑓1(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)
𝜕𝑓1
𝜕𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑆 − 𝑆0) 

+
𝜕𝑓1

𝜕𝐸
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝜕𝑓1

𝜕𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐼 − 𝐼0)  

+
𝜕𝑓1

𝜕𝐻
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐻 − 𝐻0)  

+
𝜕𝑓1

𝜕𝑅
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑅 − 𝑅0)  
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+
𝜕𝑓1

𝜕𝑉
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑉 − 𝑉0)  

𝑓2(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉)

≈ 𝑓2(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)
𝜕𝑓2
𝜕𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑆 − 𝑆0) 

+
𝜕𝑓2

𝜕𝐸
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝜕𝑓2

𝜕𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐼 − 𝐼0)  

+
𝜕𝑓2

𝜕𝐻
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐻 − 𝐻0)  

+
𝜕𝑓2

𝜕𝑅
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑅 − 𝑅0)  

+
𝜕𝑓2

𝜕𝑉
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑉 − 𝑉0)  

𝑓3(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉)

≈ 𝑓3(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)
𝜕𝑓3
𝜕𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑆 − 𝑆0) 

+
𝜕𝑓3

𝜕𝐸
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝜕𝑓3

𝜕𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐼 − 𝐼0)  

+
𝜕𝑓3

𝜕𝐻
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐻 − 𝐻0)  

+
𝜕𝑓3

𝜕𝑅
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑅 − 𝑅0)  

+
𝜕𝑓3

𝜕𝑉
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑉 − 𝑉0)  

𝑓4(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉)

≈ 𝑓4(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)
𝜕𝑓4
𝜕𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑆 − 𝑆0) 

+
𝜕𝑓4

𝜕𝐸
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝜕𝑓4

𝜕𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐼 − 𝐼0)  
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+
𝜕𝑓4

𝜕𝐻
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐻 − 𝐻0)  

+
𝜕𝑓4

𝜕𝑅
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑅 − 𝑅0)  

+
𝜕𝑓4

𝜕𝑉
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑉 − 𝑉0)  

𝑓5(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉)

≈ 𝑓5(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)
𝜕𝑓5
𝜕𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑆 − 𝑆0) 

+
𝜕𝑓5

𝜕𝐸
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝜕𝑓5

𝜕𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐼 − 𝐼0)  

+
𝜕𝑓5

𝜕𝐻
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐻 − 𝐻0)  

+
𝜕𝑓5

𝜕𝑅
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑅 − 𝑅0)  

+
𝜕𝑓5

𝜕𝑉
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑉 − 𝑉0)  

𝑓6(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝐻, 𝑅, 𝑉)

≈ 𝑓6(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)
𝜕𝑓6
𝜕𝑆

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑆 − 𝑆0) 

+
𝜕𝑓6

𝜕𝐸
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐸 − 𝐸0)  

+
𝜕𝑓6

𝜕𝐼
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐼 − 𝐼0)  

+
𝜕𝑓6

𝜕𝐻
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝐻 − 𝐻0)  

+
𝜕𝑓6

𝜕𝑅
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑅 − 𝑅0)  

+
𝜕𝑓6

𝜕𝑉
(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0, 𝑉0)(𝑉 − 𝑉0)  

Selanjutnya, sistem persamaan (2.11) dapat ditulis ke dalam bentuk 

matriks yaitu, 
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𝑑

𝑑𝑡
=

(

  
 

𝑎
𝑏
𝑐
𝑥
𝑦
𝑧)

  
 
= 𝐴0

(

  
 

𝑎
𝑏
𝑐
𝑥
𝑦
𝑧)

  
 
  

dimana 

𝑨 =

(

 
 
 
 

𝑓1(𝑆) 𝑓1(𝐸) 𝑓1(𝐼) 𝑓1(𝐻) 𝑓1(𝑅) 𝑓1(𝑉)
𝑓2(𝑆) 𝑓2(𝐸) 𝑓2(𝐼) 𝑓2(𝐻) 𝑓2(𝑅) 𝑓2(𝑉)
𝑓3(𝑆) 𝑓3(𝐸) 𝑓3(𝐼) 𝑓3(𝐻) 𝑓3(𝑅) 𝑓3(𝑉)
𝑓4(𝑆) 𝑓4(𝐸) 𝑓4(𝐼) 𝑓4(𝐻) 𝑓4(𝑅) 𝑓4(𝑉)
𝑓5(𝑆) 𝑓5(𝐸) 𝑓5(𝐼) 𝑓5(𝐻) 𝑓5(𝑅) 𝑓5(𝑉)
𝑓6(𝑆) 𝑓6(𝐸) 𝑓6(𝐼) 𝑓6(𝐻) 𝑓6(𝑅) 𝑓6(𝑉))

 
 
 
 

 

atau 

𝑨 =

(

 
 
 

𝜁1 −𝛽𝐸𝑆 −𝛽𝐼𝑆 −𝛽𝐻𝑆 0 −𝛽𝑉𝑆

𝜁2 𝛽𝐸𝑆𝐸 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸) 𝛽𝐼𝑆 𝛽𝐻𝑆 0 𝛽𝑉𝑆

0 𝛼(1 − 𝑝) −(𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼) 0 0 0

0 𝛼𝑝 𝑞 −(𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 −𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎 )

 
 
 

  

dimana 

𝜁1 = −𝛽𝐸𝐸 − 𝛽𝐼𝐼 − 𝛽𝐻𝐻 − 𝛽𝑉𝑉 − 𝜇𝑆 

𝜁2 = 𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉  

Lalu substitusikan nilai 𝑆 = 𝑆0, 𝐸 = 𝐸0, 𝐼 = 𝐼0. 𝐻 = 𝐻0, 𝑅 = 𝑅0, 𝑉 =

𝑉0 pada matriks 𝑨 sehingga diperoleh, 

𝑨𝟎 =

(

 
 
 

−𝜇𝑆 0 0 0 0 0

0 −(𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸) 0 0 0 0

0 𝛼(1 − 𝑝) −(𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼) 0 0 0

0 𝛼𝑝 𝑞 −(𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎)

 
 
 

 

“Matriks 𝑨𝟎 adalah matriks Jacobi yang berukuran 6x6. Jumlah 

persamaan pada sistem persamaan diferensial dalam model matematika yang 
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digunakan berperan penting dalam menentukan ukuran matriks Jacobi. Matriks 

Jacobi yang telah disusun dapat digunakan untuk menghitung kestabilan dari 

model matematika yang digunakan.” 

2.1.3.2 Titik Ekuilibrium 

Menurut (R.Resmawan, 2020) mendefinisikan titik ekuilibrium dari 

suatu sistem adalah titik kesetimbangan yang membuat sistem tersebut tidak 

mengalami perubahan terhadap waktu. Jika diberikan suatu sistem persamaan 

diferensial orde satu sistem persamaan diferensial orde satu 𝑥̇ = 𝑓(𝑥), yang 

memiliki solusi, dengan kondisi awal x(0) = 𝑥0. Suatu vektor x̅ yang memenuhi 

𝑓(𝑥̅) = 0 disebut titik” ekuilibrium (W.E. Boyce, 2017). Yang berarti nilai titik 

ekuilibrium dapat diperoleh dengan melakukan subtitusi ke titik – titik lainnya.  

Titik ekuilibrium terdiri dari dua jenis yaitu titik ekuilibrium bebas 

penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium yaitu titik 

kesetimbangan disaat tidak terjadi infeksi penyakit dalam sebuah populasi. 

Sedangkan titik ekuilibrium endemik yaitu titik kesetimbangan disaat terjadi 

infeksi penyakit dalam sebuah populasi. Misalkan diberikan sistem persamaan 

diferensial nonlinear berikut:  

 𝑥̇ =  −𝑥 

 𝑦̇ = 1 − (𝑥2 + 𝑦2) 

Berdasarkan definisi menurut (P. Van den Driessche, 2002) maka  𝑥̇ =  𝑦̇ = 0 

−𝑥 = 0 

1 − (𝑥2 + 𝑦2) = 0 

Sehingga diperoleh 

−𝑥 = 0 
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𝑥 = 0 

Subtitusi 𝑥 = 0 ke persamaan  𝑦̇ = 0, maka 

1 − (𝑥2 + 𝑦2) = 0 

1 − (0 + 𝑦2) = 0 

𝑦 = ±1 

Maka diperoleh titik ekuilibrium (0,1) dan (0,-1). 

2.1.3.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

 “Jika A adalah sebuah matriks n × n, maka sebuah vektor tak nol x pada 

𝑅𝑛 disebut vektor eigen (eigen vector) dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan 

skalar dari x, maka persamaanya dapat dinyatakan sebagai” 

𝑨𝑥 = 𝜆𝑥 

Untuk skalar sembarang λ. Skalar λ disebut eigen value dari A dan x 

disebut sebagai vektor dari A yang bergantung dengan λ. Lalu eigen value dari 

matriks A dapat diperoleh dengan persamaan (2.12) kemudian dapat dituliskan 

kembali 𝑨𝑥 = 𝜆𝑥 sebagai (Waluya, 2006)  

(𝑨 − 𝜆𝑰)𝑥 = 0 

Dimana I adalah matriks identitas, untuk mendapatkan eigen value dari 𝜆, maka 

perlu dicari suatu solusi bukan nol dari persamaan (2.11) jika dan hanya jika  

𝑑𝑒𝑡(𝑨 − 𝜆𝑰) = 0 

atau  

         𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰 − 𝑨) = 0 

Persamaan polinomial terhadap variabel 𝜆 dapat diperoleh berdasarkan 

persamaan (2.11). Skalar 𝜆 yang memenuhi persamaan karakteristik yang tak 

lain adalah eigen value dari 𝐴. 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 
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2.1.3.4 Sifat Kestabilan Titik Ekuilibrium  

Sifat kestabilan titik ekuilibrium dapat digunakan untuk mengetahui 

penyelesaian sistem persamaan diferensial. Penyelesaian kestabilan titik 

ekuilibrium dapat diselesaikan secara analitik maupun numerik. Secara umum 

titik ekuilibrium memiliki beberapa syarat yaitu  

Tabel 2.3 Jenis Kestabilan Titik Tetap Sistem Linier  

Nilai Eigen Kestabilan Titik Tetap Jenis Titik Tetap (𝒙∗, 𝒚∗) 
𝜆1,2 > 0 Tidak stabil Titik simpul (Node) 

𝜆1,2 < 0 Stabil asimtotik Titik simpul (Node) 

𝜆2 < 0 dan  
𝜆1 > 0 

Tidak stabil Titik pelana (Saddle) 

𝜆1 = 𝜆2 > 0 Tidak stabil Titik bintang (Star) 

𝜆1 = 𝜆2 < 0 Stabil asimtotik Titik simpul (Node) 

𝜆1,2 = 𝑘 ± 𝑏𝐼, 
 dengan 

𝑘 > 0 

𝑘 < 0  

Tidak stabil Titik spiral 

𝜆1 = 𝑏𝐼 dan 

𝜆2 = −𝑏𝐼 
dengan 𝐼 ≠ 0 

Stabil Titik pusat (Center) 

 

2.1.3.5 Kriteria Routh – Hurwitz 

Perhitungan eigen value dapat diperoleh dengan menemukan akar-akar 

dari persamaan karakteristik det(𝜆𝐼 − 𝐴). Perlu diketahui akar-akar dari 

persamaan karakteristik cukup sulit didapatkan. Maka dari itu, perlu sebuah 

cara untuk menemukan akar – akar persamaan karakteristik bernilai negatif 

atau yang bernilai positif. Jika telah ditemukan eigen value dari sebuah matriks 

A maka metode Routh – Hurwitz dapat digunakan (G.J.Olsder, 2003).  

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝑎𝑛𝜆
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝜆
1 + 𝑎0 

dimana 𝑎0 = 1. Sistem persamaan karakteristik dapat dinyatakan sebagai 

berikut 

𝑃(𝜆) = 𝜆𝑗 + 𝑎1𝜆
𝑗−1 +⋯+ 𝑎𝑗−1𝜆 + 𝑎𝑗 = 0 

(2.16) 

(2.17) 
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Dimana 𝑎0 = 1 dan 𝑎𝑗 dengan 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 adalah bilangan real. Maka 

didefinisikan matriks j sebagai berikut 

𝐻1 = [𝑎1], 𝐻2 = [
𝑎1 𝑎0
𝑎3 𝑎2

] , 𝐻3 = [
𝑎1 𝑎0 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1
𝑎5 𝑎4 𝑎3

]… 

𝐻𝑗 = 

[
 
 
 
 
 

𝑎1      𝑎0        0      0   ⋯   0
𝑎3     𝑎2     𝑎1     𝑎0  ⋯   0

𝑎5    𝑎4      𝑎3     𝑎2  ⋯   0

𝑎7      𝑎6     𝑎5     𝑎4   ⋯   0
       ⋮        ⋮          ⋮         ⋮      ⋱     ⋮   
𝑎2𝑗−1 𝑎2𝑗−2 𝑎2𝑗−3 𝑎2𝑗−4 ⋯ 𝑎𝑗 ]

 
 
 
 
 

 

Determinan matriks Routh – Hurwitz tingkat ke-j dinotasikan dengan 

𝛥𝑗 , dengan 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 yang diperoleh dari persamaan (2.15). Jika setiap 𝛥𝑗 

bernilai positif maka semua akar – akar persamaan karakteristik persamaan 

(2.14) mempunyai nilai real negatif.   

2.1.3.6 Matriks Generasi Selanjutnya 

Pendekatan matriks generasi selanjutnya bergantung pada pengamatan 

karakteristik bilangan reproduksi dasar yang dilakukan dengan menganggap 

transmisi penyakit terjadi dalam keturunan, yaitu melahirkan individu baru 

yang juga terinfeksi. Yang berarti proses infeksi berkaitan dengan proses 

demograsi dalam generasi yang terinfeksi secara berurutan (Boyce & DiPrima, 

2001). Jika jumlah generasi selanjutnya bertambah pesat, maka dapat terjadi 

epidemi. Berikut ini langkah – langkah penerapan matriks generasi 

selanjutnya: 

1. Persamaan diferensial biasa dibuat sedemikian hingga n kompartemen 

pertama dari sistem persamaan diferensial biasa sesuai dengan 

kompartemen terinfeksi. Sistem persamaan diferensial ini dapat ditulis 

seperti berikut:  
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𝑥𝑘
′ = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦) 

𝑦𝑗
′ = 𝑔𝑗(𝑥, 𝑦) 

2. Persamaan pada ruas kanan dapat dipisah menjadi 

𝑥𝑘
′ = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝑉𝑘(𝑥, 𝑦)   𝑘 = 1,2, … , 𝑛 

𝑥𝑘
′ = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦)   𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

Dengan 𝐹𝑘(𝑥, 𝑦) merupakan tingkat kemunculan infeksi pada 

kompartemen 𝑘 dan 𝑉𝑘(𝑥, 𝑦) merupakan transisi lainnya yaitu kelahiran, 

perkembangan, kematian, penyakit dan kesembuhan. Asumsikan 𝑦′ =

𝑔(0, 𝑦) mempunyai titik ekuilibrium 𝜀0,𝑗 = (0, 𝑦0) sehingga semua keadaan 

dengan kondisi awal dalam bentuk (0,y) mendekati (0, 𝑦0) maka didapatkan 

𝐹 =
𝜕𝐹𝑘(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
,     𝑉 =

𝜕𝑉𝑘(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
 

Dimana 𝐹𝑘(𝑥, 𝑦) dan 𝑉𝑘(𝑥, 𝑦) merupakan linierisasi dari bentuk persamaan 

(2.20) disekitar titik ekuilibrium, sehingga matriks 𝑘 didefinisikan sebagai 

(Martcheva, 2015).  

𝑘 = 𝐹𝑉−1 

2.1.3.7 Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar merupakan suatu batasan terjadinya 

penyebaran suatu penyakit karena adanya individu yang terinfeksi. Bilangan 

reproduksi dasar disebut juga dengan rasio yang dapat disimbolkan dengan 

𝑅0. Bilangan reproduksi dasar dapat ditentukan dengan menemukan eigen 

value (nilai eigen) paling besar dari matriks generasi selanjutnya (P. Van den 

Driessche, 2002). Perlu diperhatikan beberapa kondisi yang muncul setelah 

menentukan bilangan reproduksi dasar (R.Resmawan, 2020): 

(2.18) 

(2.19) 

(2.21) 

(2.20) 
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1. Jika 𝑅0 < 1 , maka penyakit diperkirakan dapat hilang. 

2. Jika 𝑅0 > 1 , maka penyakit dapat disebut wabah. 

3. Jika 𝑅0 = 1 , maka penyakit dapat menetap. 

Radius spektral dari matriks A ditentukan sebagai maksimum dari nilai 

mutlak dari eigen value matriks A: 

𝜌(𝐴) = sup|𝜆|: 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴) 

dimana 𝜎(𝐴) adalah himpunan eigen value dari A. Sehingga bilangan 

reproduksi dasar didefinisikan sebagai eigen value positif paling besar dari 

matriks generasi selanjutnya yang dapat dinyatakan sebagai:  

𝑅0 = 𝜌(𝑭𝑽
−𝟏) 

Dimana 𝜌 adalah nilai eigen dominan. Jika 𝑅0 < 1, maka titik ekuilibrium 

bebas penyakit adalah satu-satunya titik ekuilibrium dan bersifat stabil 

asimtotik lokal. Dan jika 𝑅0 > 1 maka ada dua titik ekuilibrium: titik 

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik, dimana titik 

ekuilibrium endemik bersifat stabil asimtotik lokal” (Martcheva, 2015). 

Analisis untuk menentukan parameter apa saja yang berpengaruh terhadap 

bilangan reproduksi dasar supaya tidak terjadi endemik yaitu : 

1. Memilih semua nilai yang menunjukkan infeksi dan perubahan 

populasi dari sistem persamaan. 

2. Melakukan linearisasi yang direpresentasikan dengan suatu matriks 

Jacobian (𝑱). Linearisasi dilakukan pada kompartemen yang terinfeksi 

saat titik ekuilibriumnya bebas penyakit. 

3. Melakukan dekomposisi terhadap matriks Jacobi (𝑱) menjadi matriks 

Transmisi (𝑭) dan matriks Transisi (𝑽). Matriks Transisi merupakan 

(2.22) 
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suatu matriks dengan entri yang menggambarkan terjadinya sebuah 

infeksi baru. Matriks Transmisi merupakan suatu matriks dengan entri 

yang menggambarkan adanya suatu perubahan pada populasi yang 

terinfeksi.  

4. Menghitung nilai 𝑅0 dengan 𝑅0 =  𝜌(𝑭𝑽
−𝟏).  

   2.1.4 Kontrol Optimal  

Kontrol optimal merupakan model optimasi untuk menentukan nilai fungsi 

kontrol yang digunakan dalam sistem dinamik supaya fungsi kendala (constrain) 

terpenuhi dengan tujuan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi objektif 

(Lewis, Vrabie, & Syrmos, 2012). Fungsi objektif meliputi fungsi kontrol 𝑢(𝑡) 

dan variabel state 𝑥(𝑡) yang akan dioptimalkan. Secara umum, persamaan 

masalah kontrol optimal dirumuskan sebagai berikut:  

Maksimum  

𝐺(𝑡) = 𝐿(𝑥(𝑡𝑓), 𝑡𝑓) + ∫ 𝑀(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡0

 

dengan kendala 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 

dengan kondisi awal 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, kondisi akhir 𝑥(𝑡𝑓) = 𝑥𝑓 dan fungsi 

kontrol 𝑢(𝑡) bergantung waktu 𝑡. Perlu diketahui bahwa L, M dan f adalah fungsi 

skalar, sedangkan 𝑡0 adalah waktu awal dan 𝑡𝑓 adalah waktu akhir pemberian 

kontrol. Diperlukan metode lain yaitu Metode Prinsip Maksimum Pontryagin 

untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang sifatnya nonlinier. (Lewis, 

Vrabie, & Syrmos, 2012). Sebagai contoh disini, dipaparkan penelitian (Mandal, 

(2.23) 
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et al., 2020) yang menjelaskan tentang pembahasan kontrol optimal beserta proses 

hitungnya sebagai berikut:  

1. Menentukan masalah kontrol optimal. Masalah kontrol optimal yang 

digunakan merujuk pada artikel (Mandal, et al., 2020) yang dirumuskan 

sebagai: 

min
𝑀𝜖Ω

𝐽(𝑀) = ∫ [𝜁1𝐼(𝑡) + 𝜁2𝑀(𝑡)]
𝑡𝑓

0

𝑑𝑡 

       Dimana 𝜁1 menunjukkan jumlah populasi Infected dan 𝜁2 menunjukkan 

kebijakan pemerintah terkait lockdown.  

2. Menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin dalam memperoleh kondisi 

yang dibutuhkan saat kontrol optimal. Didefinisikan fungsi Lagrangian 

sebagai berikut: 

𝐿(𝐼,𝑀) = 𝜁1𝐼(𝑡) + 𝜁2𝑀(𝑡) 

Dengan fungsi Hamiltonian yang didefinisikan sebagai: 

𝐻(𝐼,𝑀, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5)

= 𝐿(𝐼,𝑀) + 𝜆1(𝑡)
𝑑𝑆

𝑑𝑡
+ 𝜆2(𝑡)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
+ 𝜆3(𝑡)

𝑑𝑄

𝑑𝑡
+ 𝜆4(𝑡)

𝑑𝐼

𝑑𝑡

+ 𝜆5(𝑡)
𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

3. Menentukan nilai maksimum dari fungsi Hamiltonian terhadap variabel 

kontrol sehingga diperoleh: 

0 =
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐻

𝜕𝑀
) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝜁2 + (𝜆5 − 𝜆1)𝑝𝑆) = −𝜆1̇𝑝𝑆 − 𝜆1𝑝𝑆̇ + 𝜆5̇𝑝𝑆 + 𝜆5𝑝𝑆̇ 

= 𝑘𝐸((𝜆2 − 𝜆1) − 𝑜𝜆1)𝑝𝑆 + (𝐴 − 𝑘𝑆𝐸 + 𝑏1𝑄 − 𝑜𝑆)(𝜆5 − 𝜆1)𝑝 + 𝑝𝑜𝑆𝜆5 

4. Menentukan fungsi Hamiltonian dengan melakukan turunan kedua 

dikarenakan parameter M belum eksplisit sehingga diperoleh: 



36 

 

 

 

0 =
𝑑2

𝑑𝑡2
(
𝜕𝐻

𝜕𝑀
) = [𝑘(𝐸(𝜆2̇ − 𝜆1̇) + (𝜆2 − 𝜆1)𝐸̇) − 𝑜𝜆1̇]𝑝𝑆

+ (𝑘𝑆𝐸(𝜆2 − 𝜆1) − 𝑜𝜆1)𝑝𝑆̇

+ (𝐴 − 𝑘(𝑆̇𝐸 + 𝐸̇𝑆) + 𝑏1𝑄̇ − 𝑜𝑆̇)(𝜆5 − 𝜆1)𝑝

+ (𝐴 − 𝑘𝑆𝐸 + 𝑏1𝑄 − 𝑜𝑆)(𝜆5̇ − 𝜆1̇)𝑝 + 𝑝𝑜𝑆𝜆5̇ + 𝑝𝑜𝑆̇𝜆5 

  Dimana 𝑘 = 𝛽(1 − 𝜌1)(1 − 𝜌2) 

5. Menentukan fungsi kontrol dengan menggunakan persamaan state dan co-

state sehingga dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝑑2

𝑑𝑡2
(
𝜕𝐻

𝜕𝑀
) = 𝜙1(𝑡)𝑀(𝑡) + 𝜙2(𝑡) = 0 

  Kemudian diperoleh penyelesaian kontrol singular sebagai berikut: 

𝑀𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟(𝑡) = −
𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
 

  dengan 𝜙1(𝑡) ≠ 0 dan 𝑎 ≤ −
𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
≤ 𝑏. 

6. Menentukan kondisi kontrol optimal pada interval nontrivial sebagai 

berikut: 

  Jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑀
< 0 maka 𝑀∗(𝑡) = 𝑏 

  Jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑀
> 0 maka 𝑀∗(𝑡) = 𝑎 

  Jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑀
= 0 maka 𝑀𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟(𝑡) = −

𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
 

  Sehingga kontrol optimal dipenuhi oleh 𝜙1(𝑡) < 0 dan 𝑎 ≤ −
𝜙2(𝑡)

𝜙1(𝑡)
≤ 𝑏 

2.1.4.1 Prinsip Maksimum Pontryagin  

Prinsip Maksimum Pontryagin yaitu suatu metode yang dapat digunakan 

untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang umumnya bersiat nonlinier. 
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Berikut adalah langkah-langkah menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan 

prinsip maksimum pontryagin. (Naidu, 2002).  

1. Menyusun fungsi Hamiltonian  

𝐻(𝑥, (𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡) = 𝑀(𝑥, (𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡) + 

𝜆′(𝑡)𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡) 

2. Menentukan nilai maksimum H terhadap semua vektor kontrol 

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 

       Sehingga diperoleh nilai kontrol optimal 𝑢∗(𝑡) yang memungkinkan 

dengan  

𝑢∗(𝑡) = ℎ(𝑥∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) 

3. Maka diperoleh fungsi hamiltonian optimal 𝐻∗ dengan memanfaatkan 

𝑢∗(𝑡) yang diperoleh dari langkah 2, yaitu 

𝐻∗(𝑡)(𝑥∗(𝑡), ℎ(𝑥∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) = 𝐻∗(𝑥∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) 

4. Menyelesaikan persamaan costate dan statenya 

𝜆̇∗(𝑡) =
𝜕𝐻

𝜕𝑥
   dan   𝑥̇∗(𝑡) =

𝜕𝐻

𝜕𝜆

̇
  

 Dengan kondisi awal 𝑥0 dan kondisi akhir 𝑥𝑓, diperoleh 

[𝐻∗ +
𝜕𝑆

𝜕𝑡
]
𝑡𝑓

𝛿𝑡𝑓 + [(
𝜕𝑆

𝜕𝑥
) − 𝜆∗(𝑡)]

𝑡𝑓

′

𝛿𝑥𝑓 = 0 

5. Langkah terakhir mensubtitusikan semua hasil yang diperoleh pada 

langkah 4 ke dalam persamaan 𝑢∗(𝑡) yang ada di langkah 2, sehingga 

akan diperoleh kontrol optimalnya.  

(2.24) 
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   2.1.5 Coronavirus Disease 2019 (Covid-19) 

Coronavirus Disease 2019 (Covid-19) merupakan suatu penyakit yang 

dapat menular, penyakit ini disebabkan oleh virus Severe Acute Respiratory 

Syndrom-Corona Virus-2 (SARS-CoV-2). Coronavirus Disease 2019 (Covid-19) 

merupakan sebutan ketika virus sudah menginfeksi. Virus ini dapat menular 

dengan cepat dan kini virus tersebut telah menyebar diseluruh belahan dunia. 

Beberapa negara mengeluarkan kebijakan untuk menutup akses masuk ke 

negaranya untuk menekan laju penyebaran virus Covid-19. Pemerintah Indonesia, 

memberlakukan sebuah kebijakan yaitu Pembatasan Sosisal Berskala Besar 

(PSBB) di bulan Maret – Mei 2020 untuk menekan penyebaran virus corona 

(Y.Yulida, 2020).  

Pada beberapa pasien yang terinfeksi Covid-19 mengalami gejala ringan, 

gejala berat bahkan tidak mengalami gejala apapun. Kebanyakan pasien memiliki 

riwayat penyakit tertentu sebelum terinfeksi Covid-19 (Otalora, 2020). Berikut ini 

adalah langkah perlindungan diri agar tidak terpapar bahkan terinfeksi virus 

corona yang ada di lingkungan: 

1. Membersihkan dan desinfeksi semua permukaan yang sering dipegang 

atau disentuh oleh tamu atau orang lain.  

2. Tidak menyentuh area mulut dan hidung sebelum mencuci tangan atau 

memakai hand sanitizer. 

3. Memakai masker dan menjaga jarak saat di tempat umum.  

4. Menghindari bersalaman atau kontak fisik dengan orang lain. 
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2.2 Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Quran 

Dalam islam segala sesuatu yang berhubungan dengan kehidupan manusia 

telah diatur, salah satunya adalah kesehatan. Mengingat virus corona yang 

penyebarannya sangat cepat dan masif, maka perlu dilakukan pencegahan agar 

tidak terpapar atau terinfeksi oleh virus ini. Kita tahu bawa kesehatan adalah nikmat 

paling besar, yang tidak bisa dibeli dengan uang. Maka hendaknya sebagai manusia 

perlu banyak bersyukur atas anugerah kesehatan yang telah Allah SWT berikan. 

Meskipun disaat kita ditimpa penyakit ataupun terinfeksi virus Covid-19, kita harus 

senantiasa bersabar seraya berdo’a memohon kesembuhan dari Allah SWT. 

Sebagaimana dalam surah Al-Anbiya’ ayat 83  

 وَأيَُّوبَ إِذْ نَادَىٰ ربََّهُ أَنِيِ مَسَّنَِِ الضُّرُّ وَأنَْتَ أرَْحَمُ الرَّاحِِْينَ 

Artinya: “Dan (ingatlah kisah) Ayub, ketika dia berdoa kepada Tuhannya, “(Ya Tuhanku), 

sungguh, aku telah ditimpa penyakit, padahal Engkau Tuhan Yang Maha Penyayang dari 

semua yang penyayang”.(Q.S. Al-Anbiya’ ayat 83) 

 

 Menurut (Shihab, 2001) surah ini mengingatkan kita untuk senantiasa 

berdo’a kepada Allah saat ditimpa suatu penyakit sebab Allah Maha Penyayang 

pada setiap umat-Nya. Salah satu langkah pencegahan agar tidak terinfeksi virus 

Covid-19 yaitu dengan menjaga kebersihan.  

Mengingat penyebaran virus corona yang sangat cepat, maka perlu dilakukan 

pencegahan diri yang maksimal dengan menjaga kebersihan contohnya mencuci 

tangan dan kaki sebelum masuk ke dalam rumah, mencuci pakaian setelah 

perjalanan jauh dan mengganti masker sebelum bepergian secara teratur. Selain itu, 

pencegahan diri agar tidak terpapar virus corona dapat dilakukan dengan cara 

berdiam diri dirumah.  

Rasullullah SAW bersabda bahwa artinya :  
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“Dari Siti Aisyah RA, ia berkata, Ia bertanya kepada Rasulullah SAW perihal 

tha‘un, lalu Rasulullah SAW memberitahukanku, Zaman dulu tha’un adalah azab yang 

dikirimkan Allah kepada siapa saja yang dikehendaki oleh-Nya, tetapi Allah 

menjadikannya sebagai rahmat bagi orang beriman. Tiada seseorang yang sedang 

tertimpa tha’un, kemudian menahan diri di rumahnya dengan bersabar serta 

mengharapkan ridha ilahi seraya menyadari bahwa tha’un tidak akan mengenainya selain 

karena telah menjadi ketentuan Allah untuknya, niscaya ia akan memperoleh ganjaran 

seperti pahala orang yang mati syahid” (HR. Ahmad). 

 

Menurut tafsir Kementrian Agama RI, hadist yang diriwayatkan oleh 

Ahmad memiliki makna hal – hal yang dilakukan saat terjadi tha’un atau wabah 

yaitu tidak keluar rumah, sabar dan meningkatkan ibadah dengan begitu ketika 

orang tersebut meninggal karena wabah ia memperoleh pahala seperti orang yang 

meninggal dalam keadaan syahid. Berdasarkan tafsir hadits tersebut hal yang harus 

dilakukan adalah berdiam diri di rumah, hal ini sesuai dengan anjuran pemerintah 

untuk stay at home (tetap di rumah) saat pandemi berlangsung. Pencegahan dengan 

cara berdiam diri di rumah ini tergolong efektif karena dapat menekan laju 

penyebaran virus corona dari manusia ke manusia dan dari lingkungan ke manusia.  

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung  

Dalam penelitian ini diperlukan teori-teori pendukung untuk menyelesaikan 

topik masalah yang telah diangkat. Topik yang diangkat pada penelitian ini yaitu 

menentukan analisis perilaku dinamik serta melakukan simulasi numerik model 

matematika dengan dan tanpa kontrol optimal pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉. Berdasarkan 

topik tersebut perlu diketahui bahwa model matematika  𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 adalah model 

epidemik dengan periode waktu tertentu untuk penyebaran virus Covid-19 yang 

disajikan dalam bentuk sistem persamaan diferensial biasa bergantung waktu. Maka 

diperlukan teori pendukung untuk menyelesaikan analisis perilaku dinamik dari 

model matematika tersebut. 
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Teori pendukung untuk menyelesaikan analisis dinamik adalah teori titik 

ekuilibrium, linierisasi, nilai eigen dan vektor eigen, kestabilan titik ekuilibrium, 

kriteria Routh – Hurwitz dan bilangan reproduksi dasar (Boyce & DiPrima, 2001). 

Setelah dilakukan analisis perilaku dinamik, selanjutnya dilakukan simulasi 

numerik model matematika dengan dan tanpa kontrol optimal. Teori pendukung 

yang diperlukan adalah teori fungsi kontrol optimal dan prinsip maksimum 

pontryagin (Armadani, 2021). Kemudian dilanjutkan simulasi numerik terhadap 

model penyebaran dengan dan tanpa kontrol optimal menggunakan parameter yang 

telah tersedia.
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

 

3.1 Jenis Penelitian 

 Penelitian ini menggunakan pendekatan penelitian kualitatif. Menurut 

(Prof.Dr.Sugiyono, 2017) penelitian kualitatif yaitu penelitian yang dilakukan 

untuk mengumpulkan informasi mengenai status suatu peristiwa yang ada 

berdasarkan peristiwa yang terjadi pada saat penelitian dilakukan. Penelitian 

kualitatif bertujuan untuk menjelaskan fenomena yang sedang terjadi saat ini yang 

disajikan secara sistematis, faktual dan akurat berdasarkan fakta-fakta peristiwa 

yang diteliti.  

3.2 Pra Penelitian 

 Pra penelitian adalah tahap awal sebelum penulis melakukan penelitian, 

beriku ini adalah tahapan pra penelitian yang dilakukan oleh penulis: 

1. Menentukan topik permasalahan yang akan diangkat. 

2. Melakukan kajian literasi berdasarkan topik yang diangkat yaitu kajian 

terhadap model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan asumsi-asumsi tertentu. Kajian 

alur penyebaran dilakukan untuk mengecek apakah model yang dikenalkan 

oleh (Chayu Yang, 2020) dapat digunakan di Indonesia khususnya Provinsi 

Jawa Timur. 

3. Mencari data sekunder berdasarkan daftar parameter yang telah ditentukan 

oleh (Chayu Yang, 2020) dengan modifikasi-modifikasi tertentu berdasarkan 

topik penelitian yang telah ditetapkan. Data sekunder diambil dari data publik 

kasus Covid-19 di Provinsi Jawa Timur pada bulan Mei – Agustus 2021 yang 

bersumber dari: www.pusatkrisis.kemkes.go.id, 

http://www.pusatkrisis.kemkes.go.id/
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www.covid19.kemkes.go.id,www.infocovid19.jatimprov.go.id,www.m.an

drafarm.com. Selain itu, data sekunder diperoleh dari jurnal referensi 

(Chayu Yang, 2020). 

4. Melakukan perhitungan data sekunder untuk menentukan nilai parameter 

tertentu. 

3.3 Tahapan Penelitian 

3.3.1 Melakukan Analisis Dinamik Model Pada Populasi 𝑺𝑬𝑰𝑯𝑹𝑽  

a. Menentukan titik ekuilibrium bebas penyakit. Pada tahap ini model 

penyebaran Covid-19 dalam kondisi setimbang artinya tidak ada laju 

penularan penyakit dalam populasi. Oleh karena itu, 𝛽𝐸 , 𝛽𝐼 , 𝛽𝐻, 𝛽𝑉 = 0 

atau konstan sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit. 

b. Menentukan bilangan reproduksi dasar pada model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉. 

Untuk menentukan bilangan reproduksi dasar dengan menyusun matriks 

Jacobi terlebih dahulu dengan melakukan pelinieran. Selanjutnya akan 

diperoleh akar persamaan karakteristik dan nilai eigen maksimum. Nilai 

eigen maksimum tersebut yang menjadi bilangan reproduksi dasar.  

c. Menentukan titik ekuilibrium endemik. Untuk menentukan titik 

ekuilibrium endemik, model penyebaran Covid-19 dalam kondisi terdapat 

penyakit dalam populasi. Oleh karena itu 𝑆 = 𝑆∗ ≠ 0;  𝐸 = 𝐸∗ ≠ 0 ;  𝐼 =

𝐼∗ ≠ 0;  𝐻 = 𝐻∗ ≠ 0, 𝑅 = 𝑅∗ ≠ 0;  𝑉 = 𝑉∗ ≠ 0. 

d. Menganalisis kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit. Analisis 

kestabilan dilakukan dengan melihat nilai eigen yang diperoleh dari 

bilangan reproduksi dasar. 

http://www.covid19.kemkes.go.id/
http://www.infocovid19.jatimprov.go.id/
http://www.m.andrafarm.com/
http://www.m.andrafarm.com/
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e. Menganalisis kestabilan titik ekuilibrium endemik. Analisis kestabilan 

dilakukan dengan melihat nilai eigen yang diperoleh dari bilangan 

reproduksi dasar.  

f. Menyusun fungsi kontrol optimal dengan prinsip maksimum pontryagin. 

3.3.2 Melakukan Simulasi Model Pada Populasi 𝑺𝑬𝑰𝑯𝑹𝑽 

a. Melakukan simulasi numerik dengan melibatkan fungsi kontrol optimal. 

b. Melakukan simulasi numerik tanpa melibatkan fungsi kontrol optimal. 

3.4 Penetapan Kesimpulan 

Pada tahap ini penulis menarik kesimpulan berdasarkan hasil dan 

pembahasan yang telah dilakukan. Disamping itu, pada tahap ini penulis juga 

memberikan saran berupa saran untuk penelitian serupa yang akan dilakukan 

selanjutnya. 
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BAB IV  

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

 

4.1 Analisis Dinamik 

Titik ekuilibrium disebut juga sebagai titik kesetimbangan atau titik tetap. 

Untuk memperoleh titik ekuilibrium dari model SEIHRV, maka sistem persamaan 

(2.7) harus memenuhi 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 0. Sehingga 

sistem persamaan (2.7) dapat dinyatakan sebagai:  

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆              = 0  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 = 0  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼                                       = 0  

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻                                     = 0  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅                                              = 0  

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉                                                = 0  

4.1.1 Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah titik ekuilibrium pada saat tidak ada 

penyakit dalam populasi sehingga 𝛽𝐸 , 𝛽𝐼 , 𝛽𝐻, 𝛽𝑉 = 0 atau konstan. Langkah awal 

yang dilakukan untuk menentukan titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu ambil 

persamaan (3.8) sebagai berikut:  

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 = 0  

⟺  𝛬 − 0 − 0 − 0 − 0 − 𝜇𝑆𝑆 = 0        

⟺  𝛬 − 𝜇𝑆𝑆 = 0 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 



46 

 

 

 

⟺−𝜇𝑆𝑆 = −𝛬 

⟺ 𝑆0 =
𝛬

𝜇𝑆
 

Kemudian subtitusikan 𝑆0 =
𝛬

𝜇𝑆
 ke persamaan (4.2), sehingga diperoleh: 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=  𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 = 0  

⇔ 𝛽𝐸
𝛬

𝜇𝑆
𝐸 + 𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
𝐼 + 𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
𝐻 + 𝛽𝑉

𝛬

𝜇𝑆
𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 = 0 

⇔ 0− (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 = 0 

⇔ 𝐸0 = 0 

Kemudian subtitusikan 𝐸0 = 0 ke persamaan (4.3), sehingga diperoleh: 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=  𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 = 0  

⇔ 𝛼(1 − 𝑝)0 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 = 0 

⇔ 0− (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 = 0 

⇔ 𝐼0 = 0 

Kemudian subtitusikan 𝐸0 = 0 dan 𝐼0 = 0 ke persamaan (4.4), sehingga 

diperoleh: 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
=  𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 = 0  

⇔ 𝛼𝑝0 + 𝑞0 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 = 0 

⇔ 0− (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 = 0 

⇔ 𝐻0 = 0 

Kemudian subtitusikan 𝐸0 = 0,  𝐻0 = 0 dan 𝐼0 = 0 ke persamaan (4.5), sehingga 

diperoleh: 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
=  𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 = 0  

⇔ 𝛾10 + 𝛾20 + 𝛾30 − 𝜇𝑅𝑅 = 0 
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⇔ 0− 𝜇𝑅𝑅 = 0 

⇔ 𝑅0 = 0 

Kemudian subtitusikan 𝐸0 = 0,  𝐻0 = 0 dan 𝐼0 = 0 ke persamaan (2.7), sehingga 

diperoleh: 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=  𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 = 0  

⇔ 𝜉10 + 𝜉20 + 𝜉30 − 𝜎𝑉 = 0 

⇔ 0− 𝜎𝑉 = 0 

⇔ 𝑉0 = 0 

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit dari sistem persamaan (2.7) 

yaitu: 𝑋0 = (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0,𝑉0) = (
𝛬

𝜇𝑆
 , 0, 0, 0, 0, 0).  

4.1.2 Bilangan Reproduksi Dasar 

Setelah menentukan titik ekuilibrium bebas penyakit, langkah selanjutnya 

adalah menentukan bilangan reproduksi dasar (ℛ0) pada sistem persamaan (2.7) 

dengan menentukan eigen value maksimum yang diperoleh dari Matriks Generasi 

Selanjutnya. Langkah-langkah penentuan bilangan reproduksi dasar sistem (2.7) 

antara lain sebagai berikut: 

1. Menentukan persamaan yang menunjukkan terjadinya kasus baru terinfeksi 

dan perubahan dalam kelas individu terinfeksi. Pada sistem persamaan (2.7), 

subsistem yang terinfeksi adalah E, I, H, V. 

2. Menentukan linierisasi terhadap subsistem terinfeksi yang direpresentasikan 

dengan Matriks Jacobi (𝑱) sebagai berikut: 
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𝑱 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝐸

𝑑𝐸
𝑑𝐼

𝑑𝐸
𝑑𝐻

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐻

𝑑𝐸

𝑑𝑉
𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝑉
𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝑉
𝑑𝑉

𝑑𝐸

𝑑𝑉

𝑑𝐼

𝑑𝑉

𝑑𝐻

𝑑𝑉

𝑑𝑉]
 
 
 
 
 
 
 
 

= =

[
 
 
 

𝛽𝐸𝑆0 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)   𝛽𝐼𝑆0                  𝛽𝐻𝑆0     𝛽𝑣𝑆0
𝛼(1 − 𝑝)             −(𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)                       0               0
 𝛼𝑝                                       𝑞               −(𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)     0

   𝜉1                                    𝜉2                               𝜉3          −𝜎 ]
 
 
 
 

 

3. Melakukan dekomposisi matriks Jacobi (𝑱) menjadi, dengan 𝑭 adalah 

matriks Transmisi dan 𝑽 adalah matriks Transisi. 

𝑭 = [

𝛽𝐸𝑆0 𝛽𝐼𝑆0 𝛽𝐻𝑆0 𝛽𝑣𝑆0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

] 

𝑽 = [

𝜇1 0 0 0
−𝛼(1 − 𝑝) 𝜇2 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜇3 0
−𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 𝜎

] 

dengan  𝜇1 = 𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸 , 𝜇2 = 𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼 dan 𝜇3 = 𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻 

Lalu menentukan 𝑽−𝟏 

𝑽−𝟏 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

1

𝜇1
0 0 0

𝛼(1 − 𝑝)

𝜇1𝜇2

1

𝜇2
0 0

𝛼(1 − 𝑝)𝑞 + 𝛼𝑝𝜇2
𝜇1𝜇2𝜇3

𝑞

𝜇2𝜇3

1

𝜇3
0

𝛼(1 − 𝑝)𝑞𝜉3 + 𝛼(1 − 𝑝)𝜇3𝜉2 + 𝛼𝑝𝜇2𝜉3 + 𝜉1𝜇2𝜇3
𝜇1𝜇2𝜇3𝜎

𝑞𝜉3 + 𝜇3𝜉2
𝜇2𝜇3𝜎

𝜉3
𝜇3𝜎

1

𝜎]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

4. Menghitung ℛ0 dengan menentukan ℛ0 = 𝜌(𝑭𝑽
−𝟏) 

𝑭𝑽−𝟏 = [

𝛽𝐸(0)𝑆0 𝛽𝐼(0)𝑆0 𝛽𝐻(0)𝑆0 𝛽𝑣(0)𝑆0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

] 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 

1

𝜇1
0 0 0

𝛼(1 − 𝑝)

𝜇1𝜇2

1

𝜇2
0 0

𝛼(1 − 𝑝)𝑞 + 𝛼𝑝𝜇2
𝜇1𝜇2𝜇3

𝑞

𝜇2𝜇3

1

𝜇3
0

𝛼(1 − 𝑝)𝑞𝜉3 + 𝛼(1 − 𝑝)𝜇3𝜉2 + 𝛼𝑝𝜇2𝜉3 + 𝜉1𝜇2𝜇3
𝜇1𝜇2𝜇3𝜎

𝑞𝜉3 + 𝜇3𝜉2
𝜇2𝜇3𝜎

𝜉3
𝜇3𝜎

1

𝜎]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

= [

𝑘 𝑙 𝑚 𝑛
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

] 

Dengan 

𝑘 

=
𝛽𝐸(0)𝑆0
𝜇1

+
𝛽𝐼(0)𝑆0𝛼(1 − 𝑝)

𝜇1𝜇2
+
𝛽𝐻(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞 + 𝛼𝑝𝜇2)

𝜇1𝜇2𝜇3

+
𝛽𝑣(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞𝜉3 + 𝛼(1 − 𝑝)𝜇3𝜉2 + 𝛼𝑝𝜇2𝜉3 + 𝜉1𝜇2𝜇3)

𝜇1𝜇2𝜇3𝜎
 

𝑙  =
𝛽𝐼(0)𝑆0
𝜇2

+
𝛽𝐻(0)𝑆0𝑞

𝜇2𝜇3
+
𝛽𝑣(0)𝑆0(𝑞𝜉3 + 𝜇3𝜉2)

𝜇2𝜇3𝜎
 

𝑚 = 
𝛽𝐻(0)𝑆0
𝜇3

+
𝛽𝑉(0)𝑆0
𝜇3𝜎

 

𝑛 =
𝛽𝑉(0)𝑆0

𝜎
  

Selanjutnya menentukan nilai eigen matriks (𝑭𝑽−𝟏) yang diperoleh dari 

persamaan berikut ini  

det(𝜆𝑰 − 𝑭𝑽−𝟏) = 0 

⟺ |[

𝜆 0 0 0
0 𝜆 0 0
0 0 𝜆 0
0 0 0 𝜆

] − [

𝑘 𝑙 𝑚 𝑛
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

]| 
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⟺ |

𝜆 − 𝑘 −𝑙 −𝑚 −𝑛
0 𝜆 0 0
0 0 𝜆 0
0 0 0 𝜆

| = 0 

⟺ (𝜆 − 𝑘)𝜆3 = 0 

⟺ (𝜆 −
𝛽𝐸(0)𝑆0
𝜇1

−
𝛽𝐼(0)𝑆0𝛼(1 − 𝑝)

𝜇1𝜇2
−
𝛽𝐻(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞 + 𝛼𝑝𝜇2)

𝜇1𝜇2𝜇3

−
𝛽𝑣(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞𝜉3 + 𝛼(1 − 𝑝)𝜇3𝜉2 + 𝛼𝑝𝜇2𝜉3 + 𝜉1𝜇2𝜇3)

𝜇1𝜇2𝜇3𝜎
) 𝜆3 = 0 

Sehingga diperoleh  

𝜆1,2,3 = 0  

dan 

𝜆4

=
𝛽𝐸(0)𝑆0
𝜇1

+
𝛽𝐼(0)𝑆0𝛼(1 − 𝑝)

𝜇1𝜇2
+
𝛽𝐻(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞 + 𝛼𝑝𝜇2)

𝜇1𝜇2𝜇3

+
𝛽𝑣(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞𝜉3 + 𝛼(1 − 𝑝)𝜇3𝜉2 + 𝛼𝑝𝜇2𝜉3 + 𝜉1𝜇2𝜇3)

𝜇1𝜇2𝜇3𝜎
 

Karena bilangan reproduksi dasar diperoleh dari radius spektral atau nilai 

terbesar dari nilai eigen, maka didapatkan: 

ℛ0 = ℛ𝐸 + ℛ𝐼 + ℛ𝐻 + ℛ𝑉 

Dengan  

ℛ𝐸 =
𝛽𝐸(0)𝑆0
𝜇1

 

ℛ𝐼 =
𝛼(1 − 𝑝)𝛽𝐼(0)𝑆0

𝜇1𝜇2
 

ℛ𝐻 =
𝛽𝐻(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞 + 𝛼𝑝𝜇2)

𝜇1𝜇2𝜇3
 

ℛ𝑉 =
𝛽𝑣(0)𝑆0(𝛼(1 − 𝑝)𝑞𝜉3 + 𝛼(1 − 𝑝)𝜇3𝜉2 + 𝛼𝑝𝜇2𝜉3 + 𝜉1𝜇2𝜇3)

𝜇1𝜇2𝜇3𝜎
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Berdasarkan nilai-nilai parameter pada tabel (2.1) dan tabel (2.2) maka 

diperoleh bilangan reproduksi dasar dari sistem (2.7) adalah ℛ0 =

1.421990377 × 106. Sehingga nilai ℛ0 > 1, ketika ℛ0 > 1 maka 

penyakit dapat menjadi wabah atau akan terjadi endemik. Selain itu, 

karena ℛ0 > 1  maka terdapat dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium 

bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik, dimana titik ekuilibrium 

endemik bersifat stabil asimtotik lokal. 

4.1.3 Titik Ekuilibrium Endemik 

Titik ekuilibrium endemik yaitu titik ekuilibrium disaat adanya 

penyebaran penyakit dalam populasi. Langkah pertama dengan menggunakan 

persamaan (4.1) sehingga diperoleh, 

 𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 = 0 

⟺−(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉 + 𝜇𝑆)𝑆 = −𝛬 

⟺ 𝑆 =
𝛬

(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉 + 𝜇𝑆)
 

⟺ 𝑆∗ =
𝛬

(𝛽𝐸𝐸∗ + 𝛽𝐼𝐼∗ + 𝛽𝐻𝐻∗ + 𝛽𝑉𝑉∗ + 𝜇𝑆)
 

Selanjutnya dari persamaan (4.2) diperoleh, 

𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 = 0 

⟺ (𝛽𝐸𝑆 − 𝜇2)𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 = 0 

⟺ (𝛽𝐸𝑆 − 𝜇2)𝐸 = −(𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉)𝑆 

⟺ 𝐸 = −
(𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉)𝑆

(𝛽𝐸𝑆 − 𝜇1)
 

⟺ 𝐸∗ =
(𝛽𝐼𝐼

∗ + 𝛽𝐻𝐻
∗ + 𝛽𝑉𝑉

∗)𝑆∗

(𝜇1 − 𝛽𝐸𝑆∗)
 

Dimana 𝜇1 = 𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸 
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Selanjutnya dari persamaan (4.3) diperoleh, 

𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 = 0 

⟺ −(𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 = −𝛼(1 − 𝑝)𝐸 

⟺  𝐼 =
−𝛼(1 − 𝑝)𝐸

−(𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)
 

⇔ 𝐼∗ =
𝛼(1 − 𝑝)𝐸∗

𝜇2
 

Dimana 𝜇2 = 𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼 

Selanjutnya dari persamaan (4.4) diperoleh, 

𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 = 0 

⟺− (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 = −𝛼𝑝𝐸 − 𝑞𝐼  

⟺− (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 = −(𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼)  

⟺𝐻 = −
(𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼)

− (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)
 

⟺𝐻 =
𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼

𝜇3
 

⟺𝐻∗ =
𝛼𝑝𝐸∗ + 𝑞𝐼∗

𝜇3
 

Dimana 𝜇3 = 𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻 

Selanjutnya dari persamaan (4.5) diperoleh, 

𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 = 0 

⟺− 𝜇𝑅𝑅 = −𝛾1𝐸 − 𝛾2𝐼 − 𝛾3𝐻  

⟺ 𝑅 = −
(𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻)

− 𝜇𝑅
  

⟺ 𝑅 =
𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻

 𝜇𝑅
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⟺ 𝑅∗ =
𝛾1𝐸

∗ + 𝛾2𝐼
∗ + 𝛾3𝐻

∗

 𝜇𝑅
 

Selanjutnya dari persamaan (4.6) diperoleh, 

𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 = 0 

⟺−𝜎𝑉 = −𝜉1𝐸 − 𝜉2𝐼 − 𝜉3𝐻 

⟺ 𝑉 = −
(𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻)

−𝜎
 

⟺ 𝑉∗ = 
𝜉1𝐸

∗ + 𝜉2𝐼
∗ + 𝜉3𝐻

∗

𝜎
 

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium endemik dari sistem persamaan (2.7) yaitu: 

𝑋∗ = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝐻∗, 𝑅∗, 𝑉∗),  

Dimana  

𝑆∗ =
𝛬

(𝛽𝐸𝐸∗ + 𝛽𝐼𝐼∗ + 𝛽𝐻𝐻∗ + 𝛽𝑉𝑉∗ + 𝜇𝑆)
 

𝐸∗ =
(𝛽𝐼𝐼

∗ + 𝛽𝐻𝐻
∗ + 𝛽𝑉𝑉

∗)𝑆∗

(𝜇1 − 𝛽𝐸𝑆∗)
 

𝐼∗ =
𝛼(1 − 𝑝)𝐸∗

𝜇2
 

𝐻∗ =
𝛼𝑝𝐸∗ + 𝑞𝐼∗

𝜇3
 

𝑅∗ =
𝛾1𝐸

∗ + 𝛾2𝐼
∗ + 𝛾3𝐻

∗

 𝜇𝑅
 

𝑉∗ = 
𝜉1𝐸

∗ + 𝜉2𝐼
∗ + 𝜉3𝐻

∗

𝜎
 

4.1.4 Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Analisis kestabilan titik ekuilibrium dilakukan berdasarkan nilai eigen 

yang diperoleh dari matriks Jacobi dengan metode lineriasi di sekitar titik 

ekuilibriumnya. Matrik Jacobi hasil linearitas dari model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 

(4.7) 
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di sekitar titik keuilibrium bebas penyakit 𝑋0 = (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0,𝑉0) =

(
𝛬

𝜇𝑆
 , 0, 0, 0, 0, 0) adalah  

𝑱(𝑿𝟎) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝑆

𝑑𝐼

𝑑𝑆

𝑑𝐻

𝑑𝑆

𝑑𝑅

𝑑𝑆

𝑑𝑉
𝑑𝐸

𝑑𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐻

𝑑𝐸

𝑑𝑅

𝑑𝐸

𝑑𝑉
𝑑𝐼

𝑑𝑆

𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝐼

𝑑𝑉
𝑑𝐻

𝑑𝑆

𝑑𝐻

𝑑𝐸

𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝑅

𝑑𝐻

𝑑𝑉
𝑑𝑅

𝑑𝑆

𝑑𝑅

𝑑𝐸

𝑑𝑅

𝑑𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝐻

𝑑𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑉
𝑑𝑉

𝑑𝑆

𝑑𝑉

𝑑𝐸

𝑑𝑉

𝑑𝐼

𝑑𝑉

𝑑𝐻

𝑑𝑉

𝑑𝑅

𝑑𝑉

𝑑𝑉]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga diperoleh 

𝑱(𝑿𝟎) =

(

 
 
 

𝜁1 −𝛽𝐸𝑆 −𝛽𝐼𝑆 −𝛽𝐻𝑆 0 −𝛽𝑉𝑆
𝜁2 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝜇1 𝛽𝐼𝑆 𝛽𝐻𝑆 0 𝛽𝑉𝑆

0 𝛼(1 − 𝑝) −𝜇2 0 0 0
0 𝛼𝑝 𝑞 −𝜇3 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 −𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎 )

 
 
 

 

Dimana 

𝜁1 = −𝛽𝐸𝐸 − 𝛽𝐼𝐼 − 𝛽𝐻𝐻 − 𝛽𝑉𝑉 − 𝜇𝑆 

𝜁2 = 𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉  

Kemudian substitusikan nilai titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu 𝑋0 =

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0,𝑉0) = (
𝛬

𝜇𝑆
 , 0, 0, 0, 0, 0) ke matriks (4.7) sehingga diperoleh 

matriks Jacobi sebagai berikut: 
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𝑱(𝑿𝟎) =

(

 
 
 
 
 
 
−𝜇𝑆 −𝛽𝐸

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0 −𝛽𝑉

𝛬

𝜇𝑆

0 𝛽𝐸
𝛬

𝜇𝑆
− 𝜇1 𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0 𝛽𝑉𝑆

0 𝛼(1 − 𝑝) −𝜇2 0 0 0
0 𝛼𝑝 𝑞 −𝜇3 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 −𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎 )

 
 
 
 
 
 

 

Dimana 

 𝜇1 = 𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸 

 𝜇2 = 𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼  

 𝜇3 = 𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻 

Nilai eigen matriks 𝑱(𝑿𝟎) diperoleh dari persamaan berikut 

det(𝜆𝑰 − 𝑱(𝑿𝟎)) = 0 

⟺

|

|

[
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 −𝜇𝑆 −𝛽𝐸

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0 −𝛽𝑉

𝛬

𝜇𝑆

0 𝛽𝐸
𝛬

𝜇𝑆
− 𝜇1 𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0 𝛽𝑉

𝛬

𝜇𝑆

0 𝛼(1 − 𝑝) −𝜇2 0 0 0
0 𝛼𝑝 𝑞 −𝜇3 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 −𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎 ]

 
 
 
 
 
 
 

|

|

= 0  

⟺

|

|

|
𝜆+𝜇𝑆 𝛽𝐸

𝛬

𝜇𝑆
𝛽𝐼
𝛬

𝜇𝑆
𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0 𝛽𝑉

𝛬

𝜇𝑆

0 𝜆 − 𝛽𝐸
𝛬

𝜇𝑆
+ 𝜇1 −𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0 −𝛽𝑉

𝛬

𝜇𝑆
0 −𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0 0
0 −𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0 0
0 −𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅 0
0 −𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0 𝜆 + 𝜎

|

|

|

= 0 
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⟺ (𝜆+𝜇𝑆)

|

|
𝜆 − 𝛽𝐸

𝛬

𝜇𝑆
+ 𝜇1 −𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0 −𝛽𝑉

𝛬

𝜇𝑆
−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅 0
−𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0 𝜆 + 𝜎

|

|

= 0 

⟺ (𝜆+𝜇𝑆)

[
 
 
 
 

(𝜆 + 𝜎)
|

|
𝜆 − 𝛽𝐸

𝛬

𝜇𝑆
+ 𝜇1 −𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
0

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅

|

|

+ (−𝛽𝑉
𝛬

𝜇𝑆
) |

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅
−𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0

|

]
 
 
 
 

= 0 

⟺ (𝜆+𝜇𝑆)

[
 
 
 
(𝜆 + 𝜎)(𝜆 + 𝜇𝑅) ||

𝜆 − 𝛽𝐸
𝛬

𝜇𝑆
+ 𝜇1 −𝛽𝐼

𝛬

𝜇𝑆
−𝛽𝐻

𝛬

𝜇𝑆
−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3

||

+ (−𝛽𝑉
𝛬

𝜇𝑆
) (−𝛼(1 − 𝑝) |

−𝑞 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅
−𝜉2 −𝜉3 0

|

− (𝜆 + 𝜇2) |

−𝛼𝑝 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾1 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅
−𝜉1 −𝜉3 0

|)

]
 
 
 

= 0 

Untuk memperoleh persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (4.8) diperlukan 

bantuan software Maple agar persamaan karakteristik yang diperoleh itu valid, 

adapun persamaan karakteristik yang diperoleh yakni sebagai berikut:  

𝑎0𝜆
6 + 𝑎1𝜆

5 + 𝑎2𝜆
4 + 𝑎3𝜆

3 + 𝑎4𝜆
2 + 𝑎5𝜆

1 + 𝑎6 = 0 

dengan 

𝑎0 = 1 

𝑎1 =
𝜇1𝜇𝑆 + 𝜇3𝜇𝑆 − 𝜆𝛽𝐸 + 𝜎𝜇𝑆 + 𝜇2𝜇𝑆 + 𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇𝑆

2

𝜇𝑆
 

(4.8) 

(4.9) 
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𝑎2 =
1

𝜇𝑆
(−𝜆𝛼𝑝𝛽𝐻 + 𝜆𝛼𝑝𝛽𝐼 + 𝜇1𝜇3𝜇𝑆 + 𝜇1𝜎𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇2𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇𝑆

2

− 𝜇3𝜆𝛽𝐸 + 𝜇3𝜎𝜇𝑆 + 𝜇3𝜇2𝜇𝑆 + 𝜇3𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇3𝜇𝑆
2 − 𝜆𝛼𝛽𝐼 − 𝜆𝜎𝛽𝐸

− 𝜆𝜇2𝛽𝐸 − 𝜆𝛽𝐸𝜇𝑅 − 𝜆𝛽𝐸𝜇𝑆 − 𝜆𝛽𝐸𝜉1 + 𝜎𝜇2𝜇𝑆 + 𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜎𝜇𝑆
2

+ 𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇2𝜇𝑆
2 + 𝜇𝑅𝜇𝑆

2) 

𝑎3 =
1

𝜇𝑆
 (𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝐼 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝐻 − 𝜆𝛼𝑝𝜎𝛽𝐻 + 𝜆𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼 − 𝜇2𝜆𝛼𝑝𝛽𝐻 − 𝜆𝛼𝑝𝛽𝐻𝜇𝑅

− 𝜆𝛼𝑝𝛽𝐻𝜇𝑆 + 𝜆𝛼𝑝𝛽𝐼𝑛𝜇𝑅 + 𝜆𝛼𝑝𝛽𝐼𝑛𝜇𝑆 + 𝜆𝛼𝑝𝛽𝑉𝜉3 + 𝜇1𝜇3𝜎𝜇𝑆

+ 𝜇1𝜇2𝜇3𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇3𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇3𝜇𝑆
2 + 𝜇1𝜎𝜇2𝜇𝑆 + 𝜇1𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆

+ 𝜇1𝜎𝜇𝑆
2 + 𝜇1𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇2𝜇𝑆

2 + 𝜇1𝜇𝑅𝜇𝑆
2 − 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝐼 − 𝜇3𝜆𝜎𝛽𝐸

− 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝐸 − 𝜇3𝜆𝜇𝑅𝛽𝐸 − 𝜇3𝜆𝜇𝑆𝛽𝐸 − 𝜇3𝜆𝛽𝑉𝜉1 + 𝜇3𝜎𝜇2𝜇𝑆

+ 𝜇3𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇3𝜎𝜇𝑆
2 + 𝜇3𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇3𝜇2𝜇𝑆

2 + 𝜇3𝜇𝑅𝜇𝑆
2 − 𝜆𝛼𝑞𝛽𝐻

− 𝜆𝛼𝜎𝛽𝐼 − 𝜆𝛼𝛽𝐼𝜇𝑅 − 𝜆𝛼𝛽𝐼𝜇𝑆 − 𝜆𝛼𝛽𝑉𝜉2 − 𝜆𝜎𝜇2𝛽𝐸 − 𝜆𝜎𝜇𝑅𝛽𝐸

− 𝜆𝜎𝜇𝑆𝛽𝐸 − 𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑅 − 𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑆 − 𝜆𝜇2𝛽𝑉𝜉1 − 𝜆𝜇𝑅𝛽𝐸𝜇𝑆

− 𝜆𝜇𝑅𝛽𝑉𝜉1 − 𝜆𝜇𝑆𝛽𝑉𝜉1 + 𝜎𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜎𝜇2𝜇𝑆
2 + 𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆

2

+ 𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆
2) 

𝑎4 =
1

𝜇𝑆
(𝜇3𝜆𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼 + 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝐼𝜇𝑅 + 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝐼𝜇𝑆 + 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝑉𝜉2 ++𝜆𝛼𝑝𝑞𝜎𝛽𝐻

+ 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝐻𝜇𝑅 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝐻𝜇𝑆 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝑉𝜉3 − 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇2𝛽𝐻

− 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇𝑅𝛽𝐻 − 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇𝑆𝛽𝐻 + 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇𝑅𝛽𝐼 + 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇𝑆𝛽𝐼

− 𝜆𝛼𝑝𝜇2𝛽𝐻𝜇𝑅 − 𝜆𝛼𝑝𝜇2𝛽𝐻𝜇𝑆 − 𝜆𝛼𝑝𝜇2𝛽𝑉𝜉3 − 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑆𝛽𝐻𝜇𝑅

+ 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑆𝛽𝐼𝜇𝑅 + 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑅𝛽𝑉𝜉2 − 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑅𝛽𝑉𝜉3 + 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑆𝛽𝑉𝜉2

− 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑆𝛽𝑉𝜉3 + 𝜇1𝜇3𝜎𝜇2𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇3𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇3𝜎𝜇𝑆
2

+ 𝜇1𝜇3𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇3𝜇2𝜇𝑆
2 + 𝜇1𝜇3𝜇𝑅𝜇𝑆

2 + 𝜇1𝜇2𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆

+ 𝜇1𝜎𝜇2𝜇𝑆
2 + 𝜇1𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆

2 + 𝜇1𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆
2 − 𝜇3𝜆𝛼𝜎𝛽𝐼 − 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝐼𝜇𝑅

− 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝐼𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝐼𝜉2 − 𝜇3𝜆𝜎𝜇2𝛽𝐸 − 𝜇3𝜆𝜎𝜇𝑅𝛽𝐸 − 𝜇3𝜆𝜎𝜇𝑆𝛽𝐸

− 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑅 − 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝑉𝜉1 − 𝜇3𝜆𝜇𝑅𝛽𝐸𝜇𝑆

− 𝜇3𝜆𝜇𝑅𝛽𝑉𝜉1 − 𝜇3𝜆𝜇𝑆𝛽𝑉𝜉1 + 𝜇2𝜇3𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇3𝜎𝜇2𝜇𝑆
2

+ 𝜇3𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆
2 + 𝜇3𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆

2 − 𝜆𝛼𝑞𝜎𝛽𝐻 − 𝜆𝛼𝑞𝛽𝐻𝜇𝑅 − 𝜆𝛼𝑞𝛽𝐻𝜇𝑆

− 𝜆𝛼𝑞𝛽𝑉𝜉3 − 𝜆𝛼𝜎𝛽𝐼𝜇𝑅 − 𝜆𝛼𝜎𝛽𝐼𝜇𝑆 − 𝜆𝛼𝛽𝑉𝜇𝑅𝜉2 − 𝜆𝛼𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉2

− 𝜇2𝜆𝜎𝜇𝑅𝛽𝐸 − 𝜇2𝜆𝜎𝜇𝑆𝛽𝐸 − 𝜇𝑅𝜆𝜎𝜇𝑆𝛽𝐸 − 𝜇2𝜆𝜇𝑆𝛽𝐸𝜇𝑅

− 𝜆𝜇2𝛽𝑉𝜇𝑅𝜉1 − 𝜆𝜇2𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉1 − 𝜆𝜇𝑆𝛽𝑉𝜇𝑅𝜉1 + 𝜎𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆
2) 
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𝑎5 =
1

𝜇𝑆
(𝜇3𝜆𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼𝜇𝑅 + 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼𝜇𝑆 + 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝐼𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝑉𝜇𝑅𝜉2

+ 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉2 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝐻𝜇𝑅 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝜎𝛽𝐻𝜇𝑆 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝐻𝜇𝑅𝜇𝑆

+ 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝑉𝜇𝑅𝜉3 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉3 − 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇2𝛽𝐻𝜇𝑅 − 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇2𝛽𝐻𝜇𝑆

− 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇𝑅𝛽𝐻𝜇𝑆 + 𝜆𝛼𝑝𝜎𝜇𝑅𝛽𝐼𝜇𝑆 − 𝜆𝛼𝑝𝜇2𝛽𝐻𝜇𝑆 − 𝜆𝛼𝑝𝜇2𝛽𝑉𝜇𝑅𝜉3

− 𝜆𝛼𝑝𝜇2𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉3 + 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑅𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉2 − 𝜆𝛼𝑝𝜇𝑅𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉3

− 𝜇1𝜇2𝜇3𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆 + 𝜇1𝜇3𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆
2 + 𝜇1𝜇2𝜇3𝜇𝑅𝜇𝑆

2 + 𝜇1𝜇2𝜎𝜇𝑅𝜇𝑆
2

− 𝜇3𝜆𝛼𝜎𝛽𝐼𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝐼𝜇𝑅𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝑉𝜇𝑅𝜉2 − 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉2

− 𝜇3𝜆𝜎𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑅 − 𝜇3𝜆𝜎𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝜎𝜇𝑅𝛽𝐸𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑅𝜇𝑆

− 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑅𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑅𝜉1 − 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝐸𝜇𝑆𝜉1

− 𝜇3𝜆𝜇𝑆𝛽𝐸𝜇𝑅𝜉1 + 𝜇3𝜎𝜇2𝜇𝑅𝜇𝑆
2 − 𝜆𝛼𝑞𝜎𝛽𝐻𝜇𝑅 − 𝜆𝛼𝑞𝜎𝛽𝐻𝜇𝑆

− 𝜆𝛼𝑞𝛽𝐻𝜇𝑅𝜇𝑆 − 𝜆𝛼𝑞𝛽𝐻𝜇𝑅𝜉3 − 𝜆𝛼𝑞𝛽𝑉𝜇𝑆𝜉3 − 𝜆𝛼𝜎𝛽𝐼𝜇𝑅𝜇𝑆

− 𝜆𝛼𝛽𝑉𝜇𝑅𝜇𝑆𝜉2 − 𝜆𝜎𝛽𝐼𝜇𝑅𝜇𝑆 − 𝜆𝜇2𝛽𝑉𝜇𝑅𝜇𝑆𝜉1) 

𝑎6 = 𝜇𝑅(𝜇3𝜆𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼 + 𝜇3𝜆𝛼𝑝𝛽𝑉𝜉2 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝜎𝛽𝐻 + 𝜆𝛼𝑝𝑞𝛽𝑉𝜉3 − 𝜆𝛼𝑝𝜎𝛽𝐻𝜇2

− 𝜆𝛼𝑝𝜇2𝛽𝑉𝜉3 + 𝜇1𝜇3𝜎𝜇2𝜇𝑆 − 𝜇3𝜆𝛼𝜎𝛽𝐼 − 𝜇3𝜆𝛼𝛽𝑉𝜉2

− 𝜇3𝜆𝜇2𝛽𝑉𝜉1 − 𝜆𝛼𝑞𝜎𝛽𝐻 − 𝜆𝛼𝑞𝛽𝑉𝜉3) 

Untuk menemukan persamaan karakteristik diatas dilakukan dengan 

bantuan software Maple yang dapat dilihat pada Lampiran. Pada kriteria Routh 

– Hurwitz untuk 𝑛 = 6, nilai akar-akar persamaan karakteristik tersebut dapat 

dianalisis kestabilannya jika memenuhi syarat berdasarkan kriteria Routh – 

Hurwitz berikut:  

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6 > 0 

Berdasarkan kriteria tersebut, titik kesetimbangan bebas penyakit akan 

stabil jika memenuhi syarat kriteria Routh-Hurwitz tersebut. Kemudian, karena 

pembuktian kriteria Routh-Hurwitz untuk titik kesetimbangan bebas penyakit 

secara umum sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu, digunakan nilai parameter 

pada Tabel 2.2 untuk melihat kestabilan titik kesetimbangan secara khusus 

sehingga diperoleh sebesar 
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𝑎0 = 1,00000208 > 0 

𝑎1 = −9,725003787 < 0 

𝑎2 = −35,04793772 < 0 

𝑎3 = −13,77109160 < 0 

𝑎4 = −1.3781313 < 0 

𝑎5 = −0.00916379 < 0 

𝑎6 = −0.00001283199122 < 0 

Berdasarkan hasil kriteria tersebut dapat diketahui bahwa jenis titik ekuiblirium 

bebas penyakit tidak stabil, dikarenakan terdapat beberapa kriteria yang tidak 

terpenuhi yaitu 𝑎0 > 0  sedangkan 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6 < 0. Perubahan tanda 

dari positif atau sebaliknya pada kolom pertama di tabel Routh menunjukkan 

banyaknya akar-akar positif dari persamaan karakteristik. Selanjutnya 

berdasarkan persamaan karakteristik (4.9) diperoleh nilai eigen dengan m 

enggunakan nilai-nilai parameter pada Tabel (2.2) yaitu sebagai berikut: 

𝜆1 = −0.002000000000 

𝜆2 = −0.005000000000 

𝜆3 = 12.5956134304374 

𝜆4 = −2.43713300248333 

𝜆5 = −0.144226881010652 

𝜆6 = −0.0822535469434475 

Berdasarkan nilai eigen yang telah diperoleh dapat diketahui bahwa 

terdapat 1 akar real positif yaitu 𝜆3 > 0 dan 5 akar real negatif yaitu 

𝜆1, 𝜆2, 𝜆4, 𝜆5, 𝜆6 < 0. Sehingga dapat kita ketahui bahwa sifat kestabilan titik 

ekuilibrium bebas penyakit pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 adalah tidak stabil. Selain itu 

berdasarkan kriteria Routh Hurwitz persamaan (4.9) bersifat tidak stabil. 
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4.1.5 Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium Endemik 

Analisis kestabilan titik ekuilibrium dilakukan berdasarkan nilai eigen 

yang diperoleh dari matriks Jacobi dengan metode lineriasi di sekitar titik 

ekuilibriumnya. Matrik Jacobi hasil linearitas dari model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 

di sekitar titik keuilibrium endemik 𝑋∗ = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝐻∗, 𝑅∗, 𝑉∗)  adalah  

𝑱(𝑿∗) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝑆

𝑑𝐼

𝑑𝑆

𝑑𝐻

𝑑𝑆

𝑑𝑅

𝑑𝑆

𝑑𝑉
𝑑𝐸

𝑑𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐻

𝑑𝐸

𝑑𝑅

𝑑𝐸

𝑑𝑉
𝑑𝐼

𝑑𝑆

𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝐼

𝑑𝑉
𝑑𝐻

𝑑𝑆

𝑑𝐻

𝑑𝐸

𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝑅

𝑑𝐻

𝑑𝑉
𝑑𝑅

𝑑𝑆

𝑑𝑅

𝑑𝐸

𝑑𝑅

𝑑𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝐻

𝑑𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑉
𝑑𝑉

𝑑𝑆

𝑑𝑉

𝑑𝐸

𝑑𝑉

𝑑𝐼

𝑑𝑉

𝑑𝐻

𝑑𝑉

𝑑𝑅

𝑑𝑉

𝑑𝑉]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga diperoleh 

𝑱(𝑿∗) =

(

 
 
 

𝜁1 −𝛽𝐸𝑆 −𝛽𝐼𝑆 −𝛽𝐻𝑆 0 −𝛽𝑉𝑆
𝜁2 𝛽𝐸𝑆𝐸 −  𝜇1 𝛽𝐼𝑆 𝛽𝐻𝑆 0 𝛽𝑉𝑆

0 𝛼(1 − 𝑝) −𝜇2 0 0 0
0 𝛼𝑝 𝑞 −𝜇3 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 −𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎 )

 
 
 

 

Dimana 

𝜁1 = −𝛽𝐸𝐸 − 𝛽𝐼𝐼 − 𝛽𝐻𝐻 − 𝛽𝑉𝑉 − 𝜇𝑆 

𝜁2 = 𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉  

𝜇1 = 𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸 

𝜇2 = 𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼  

 𝜇3 = 𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻 

Kemudian substitusikan nilai titik ekuilibrium endemik yaitu 𝑋∗ =

(𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝐻∗, 𝑅∗, 𝑉∗) ke dalam   sistem (4.10) sehingga diperoleh 

(4.10) 
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𝑱(𝑋∗) =

(

 
 
 

𝜁1 −𝛽𝐸𝑆
∗ −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗ 0 −𝛽𝑉𝑆

∗

𝜁2 𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1 𝛽𝐼𝑆

∗ 𝛽𝐻𝑆
∗ 0 𝛽𝑉𝑆

∗

0 𝛼(1 − 𝑝) −𝜇2 0 0 0
0 𝛼𝑝 𝑞 −𝜇3 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 −𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎 )

 
 
 

 

Dimana 

𝜁1 = −𝛽𝐸𝐸
∗ − 𝛽𝐼𝐼

∗ − 𝛽𝐻𝐻
∗ − 𝛽𝑉𝑉

∗ − 𝜇𝑆 

𝜁2 = 𝛽𝐸𝐸
∗ + 𝛽𝐼𝐼

∗ + 𝛽𝐻𝐻
∗ + 𝛽𝑉𝑉

∗  

𝜇1 = 𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸 

𝜇2 = 𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼  

 𝜇3 = 𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻 

Nilai eigen matriks 𝑱(𝑿∗) diperoleh dari persamaan berikut 

det(𝜆𝑰 − 𝑱(𝑿∗)) = 0 

⟺
|

|

[
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
𝜁1 −𝛽𝐸𝑆

∗ −𝛽𝐼𝑆
∗ −𝛽𝐻𝑆

∗ 0 −𝛽𝑉𝑆
∗

𝜁2 𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1 𝛽𝐼𝑆

∗ 𝛽𝐻𝑆
∗ 0 𝛽𝑉𝑆

∗

0 𝛼(1 − 𝑝) −𝜇2 0 0 0
0 𝛼𝑝 𝑞 −𝜇3 0 0
0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 −𝜇𝑅 0
0 𝜉1 𝜉2 𝜉3 0 −𝜎 ]

 
 
 
 
 

|

|
= 0  

⟺

[
 
 
 
 
 
𝜆 − 𝜁1 𝛽𝐸𝑆

∗ 𝛽𝐼𝑆
∗ 𝛽𝐻𝑆

∗ 0 𝛽𝑉𝑆
∗

−𝜁2 𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗ 0 −𝛽𝑉𝑆

∗

0 −𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0 0
0 −𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0 0
0 −𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅 0
0 −𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0 𝜆 + 𝜎 ]

 
 
 
 
 

= 0 
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⟺ (𝜆 − 𝜁1) |
|

𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗ 0 −𝛽𝑉𝑆

∗

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅 0
−𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0 𝜆 + 𝜎

|
|

+ 𝜉2 |
|

𝛽𝐸𝑆
∗ 𝛽𝐼𝑆

∗ 𝛽𝐻𝑆
∗ 0 𝛽𝑉𝑆

∗

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅 0
−𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0 𝜆 + 𝜎

|
|
= 0 

⟺

[
 
 
 
 

(𝜆 − 𝜁1)

[
 
 
 
(𝜆 + 𝜎) |

𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗ 0

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅

|

+ (−𝛽𝑉𝑆
∗) |

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅
−𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0

|

]
 
 
 

]
 
 
 
 

 

+

[
 
 
 
 

𝜉2

[
 
 
 
(𝜆 + 𝜎) |

𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗ 0

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅

|

+ (−𝛽𝑉𝑆
∗) |

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3 0
−𝛾1 −𝛾2 −𝛾3 𝜆 + 𝜇𝑅
−𝜉1 −𝜉2 −𝜉3 0

|

]
 
 
 

]
 
 
 
 

= 0 

⟺ [(𝜆 − 𝜁1) [(𝜆 + 𝜎)(𝜆 + 𝜇𝑅) |

𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3

|]

+ [(−𝛽𝑉𝑆
∗)(𝜆 + 𝜇𝑅) |

𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3

|]]  
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+[𝜉2 [(𝜆 + 𝜎)(𝜆 + 𝜇𝑅) |

𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3

|] + [(−𝛽𝑉𝑆
∗)(𝜆 +

𝜇𝑅) |

𝜆 − (𝛽𝐸𝑆
∗𝐸∗ − 𝜇1) −𝛽𝐼𝑆

∗ −𝛽𝐻𝑆
∗

−𝛼(1 − 𝑝) 𝜆 + 𝜇2 0
−𝛼𝑝 −𝑞 𝜆 + 𝜇3

|]] = 0  

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (4.10) yang diperoleh adalah 

𝑎0𝜆
6 + 𝑎1𝜆

5 + 𝑎2𝜆
4 + 𝑎3𝜆

3 + 𝑎4𝜆
2 + 𝑎5𝜆

1 + 𝑎6 = 0 

Dengan  

𝑎0 = 1 

𝑎1 = −𝐸
∗𝑆∗𝛽𝐸 + 𝜇1 + 𝜇3 + 𝜎 + 𝜇2−𝜁1 + 𝜇𝑅 

𝑎2 = −𝜇3𝐸
∗𝑆∗𝛽𝐸 + 𝐸

∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸 + 𝐸
∗𝑆∗𝜇2𝛽𝐸 + 𝐸

∗𝑆∗𝜁1𝛽𝐸 − 𝐸
∗𝑆∗𝛽𝐸𝜇𝑅

− 𝑆∗𝛼𝑝𝛽𝐻 + 𝑆
∗𝛼𝑝𝛽𝐼 − 𝑆

∗𝛼𝛽𝐼 + 𝑆
∗𝜁2𝛽𝐸 − 𝑆

∗𝛽𝑉𝜉1 + 𝜇1𝜇3

+ 𝜇3𝜎 + −𝜇3𝜁1 + 𝜇3𝜇1 + 𝜇3𝜇2 + 𝜎𝜇𝑟 − 𝜇𝑟𝜁1 + 𝜇𝑅𝜇1 + 𝜇𝑅𝜇2

− 𝜎𝜁1 + 𝜎𝜇1 −  𝜎𝜇2 − 𝜇1𝜁1 − 𝜇2𝜁1 + 𝜇1𝜇2 

𝑎3 = −𝜇3𝜇𝑅𝐸
∗𝑆∗𝛽𝐸 − 𝜇3𝐸

∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸 + 𝜇3𝐸
∗𝑆∗𝜁1𝛽𝐸 − 𝜇3𝐸

∗𝑆∗𝛽𝐸𝜇2

+ 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝛽𝐼 − 𝜇𝑅𝐸

∗𝑆∗𝛽𝐸𝜉1 − 𝜇𝑅𝐸
∗𝑆∗𝛽𝐸𝜇2 − 𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝑝𝛽𝐻

+ 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝛽𝐼 + 𝐸

∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸 − 𝐸
∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸𝜇2 + 𝐸

∗𝑆∗𝜁1𝛽𝐸𝜇2

+ 𝑆∗𝛼𝑝𝑞𝛽𝐻 + 𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝛽𝐼 + 𝑆

∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐻 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐼 + 𝑆

∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝐻

− 𝑆∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝐼 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝛽𝐻𝜇2 + 𝑆

∗𝛼𝑝𝛽𝑉𝜇2 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝛽𝑉𝜇3

− 𝜇3𝑆
∗𝛼𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆

∗𝜁2𝛽𝐸 − 𝜇3𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉 − 𝜇𝑟𝑆

∗𝛼𝛽𝐼 + 𝜇𝑟𝑆
∗𝜁2𝛽𝐸

− 𝜇𝑅𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉 − 𝑆

∗𝛼𝑞𝛽𝐻 − 𝑆
∗𝛼𝜎𝛽𝐼 + 𝑆

∗𝛼𝜁1𝛽𝐼 − 𝑆
∗𝛼𝜁2𝛽𝑉

+ 𝑆∗𝜁2𝛽𝐸 + 𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉𝜉1 + 𝑆

∗𝜁1𝛽𝑉𝜇2 + 𝑆
∗𝜁2𝛽𝑉𝜉1 − 𝑆

∗𝛽𝑉𝜇2𝜉1

+ 𝜇3𝜇𝑅𝜎 − 𝜇3𝜇𝑅𝜁1 + 𝜇3𝜇𝑅𝜇1 + 𝜇3𝜇𝑅𝜇2 − 𝜇3𝜁1𝜇2 + 𝜇3𝜎𝜇1

+ 𝜇3𝜎𝜇2 − 𝜇3𝜁1𝜇1 − 𝜇3𝜁1𝜇2 + 𝜇3𝜇1𝜇2 − 𝜇𝑅𝜎𝜁1 + 𝜇𝑅𝜎𝜇1

− 𝜁1𝜇1𝜇2 

(4.11) 

(4.12) 
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𝑎4 = −𝜇3𝜇𝑅𝐸
∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸 + 𝜇3𝜇𝑅𝐸

∗𝑆∗𝜁1𝛽𝐸 − 𝜇3𝜇𝑅𝐸
∗𝑆∗𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇3𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝑝𝛽𝐼

+ 𝜇3𝐸
∗𝑆∗𝜎𝜁1𝛽𝐸 − 𝜇3𝐸

∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇3𝐸
∗𝑆∗𝜁1𝛽𝐸𝜇2

+ 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆

∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐼 − 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆

∗𝛼𝑝𝜉1𝛽𝐸

− 𝜇3𝐸
∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇𝑟𝐸

∗𝑆∗𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇𝑟𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝛽𝐻 − 𝜇𝑟𝑆

∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐻

+ 𝜇𝑟𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼 + 𝜇𝑟𝑆

∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐻 − 𝜇𝑟𝑆
∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐼 + 𝜇𝑟𝑆

∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝐻

− 𝜇𝑟𝑆
∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝐼 − 𝜇𝑟𝑆

∗𝛼𝑝𝛽𝐻𝜇2 + 𝜇𝑟𝑆
∗𝛼𝑝𝛽𝑉𝜉2 − 𝜇𝑟𝑆

∗𝛼𝑝𝛽𝑉𝜉3

+ 𝐸∗𝑆∗𝜎𝜁1𝛽𝐸𝜇2 + 𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝜎𝛽𝐻 − 𝑆

∗𝛼𝑝𝑞𝜁1𝛽𝐻 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝛽𝑉𝜉3

+ 𝑆∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐻𝜁1 

−𝑆∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼𝜁1 + 𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐻𝜁2 − 𝑆

∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐼𝜁2 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝛽𝐻𝜇2 + 𝑆

∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝑉𝜇2

− 𝑆∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐻𝜉2 + 𝑆
∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝑉𝜉2 − 𝜇3𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝛽𝐼 + 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝜁2𝛽𝐸

− 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝛽𝑉𝜉1 − 𝜇3𝑆

∗𝛼𝜎𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆
∗𝛼𝜁1𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆

∗𝛼𝜁2𝛽𝐼

− 𝜇3𝑆
∗𝛼𝜁2𝛽𝑉 + 𝜇3𝑆

∗𝜎𝜁2𝛽𝐸 + 𝜇3𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉𝜉1 + 𝜇3𝑆

∗𝜁1𝛽𝐸𝜇2

+ 𝜇𝑟𝑆
∗𝜁2𝛽𝑉𝜉2 + 𝜇𝑟𝑆

∗𝜎𝛽𝐸𝜁2 + 𝑆
∗𝛼𝜁1𝛽𝑉𝜉2 + 𝑆

∗𝛼𝜁2𝛽𝑉𝜉2

+ 𝑆∗𝜎𝜁2𝛽𝐸𝜇2 + 𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉𝜇2𝜉1 + 𝑆

∗𝜁2𝛽𝑉𝜇2𝜉1 − 𝜇3𝜇𝑅𝜎𝜁1

+ 𝜇3𝜇𝑅𝜇1𝜎 + 𝜇3𝜇𝑅𝜇2𝜎 − 𝜇3𝜇𝑅𝜇1𝜁1 − 𝜇3𝜇𝑅𝜇2𝜁1 + 𝜇3𝜇𝑅𝜇1𝜇2

− 𝜇3𝜎𝜇2𝜁1 + 𝜇3𝜎𝜇2𝜇1 − 𝜇2𝜇1𝜇3𝜁1 − 𝜇𝑅𝜎𝜁1𝜇2 + 𝜇1𝜇𝑅𝜇2𝜎

− 𝜇1𝜇𝑅𝜇2𝜁1 − 𝜇1𝜎𝜁1𝜇2 

𝑎5 = 𝜇3𝜇𝑅𝐸
∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸𝜁1 − 𝜇3𝜇𝑅𝐸

∗𝑆∗𝜎𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇3𝜇𝑅𝐸
∗𝑆∗𝛽𝐸𝜁1𝜇2

+ 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝛽2𝜁2 + 𝜇3𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝑝𝛽𝑉𝜉2 + 𝜇3𝐸
∗𝑆∗𝜎𝜁1𝛽𝐸𝜇2

− 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝜁1𝛽𝐼 − 𝜇3𝑆

∗𝛼𝑝𝜎𝜁2𝛽𝐼 − 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝑣𝜉2

− 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝑣𝜉2 + 𝜇𝑅𝐸

∗𝑆∗𝜎𝜁1𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝜁2𝛽𝐻

− 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝜁3𝛽𝐻 + 𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝑝𝜎𝜁1𝛽𝐻 − 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝜁1𝛽𝐼

+ 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝜇2𝛽𝐻 + 𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝑣𝜉3 + 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝑣𝜉3

− 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑝𝛽𝑣𝜉3𝜇2 − 𝑆

∗𝛼𝑝𝑞𝜁1𝛽𝑣𝜉3 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝜁2𝛽𝑣𝜉3

+ 𝑆∗𝛼𝑝𝜎𝜁1𝛽𝐻𝜇2 + 𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝜁2𝛽𝐻𝜇2 + 𝑆

∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐻𝜇2𝜉3

+ 𝑆∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝑉𝜇2𝜉3 − 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝜎𝛼𝛽𝐼 + 𝜇3𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝜁1𝛽𝐼

+ 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝜁2𝛽𝐼 − 𝜇3𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝜉2𝛽𝑉 + 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝜎𝜉2𝛽𝐸

+ 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝜁1𝛽𝐼𝜉1 + 𝜇3𝜇𝑅𝑆

∗𝜁1𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉𝜉1 
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−𝜇3𝜇𝑅𝑆
∗𝜇2𝛽𝑉𝜉1 + 𝜇3𝑆

∗𝛼𝜎𝜁1𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆
∗𝛼𝜎𝜁2𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆

∗𝛼𝜉1𝛽𝑉𝜉2

+ 𝜇3𝑆
∗𝛼𝜉2𝛽𝑉𝜉2 + 𝜇𝑅𝑆

∗𝜎𝜁2𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇𝑅𝑆
∗𝜁2𝛽𝑉𝜇2𝜉1

+ 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝑞𝛽𝐻𝜉2 − 𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝑞𝛽𝑉𝜉3 + 𝜇𝑅𝑆
∗𝜎𝜁1𝛽𝐼 + 𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝜎𝜁2𝛽𝐼

+ 𝜇𝑅𝑆
∗𝛼𝜁1𝛽𝑉𝜉2 + 𝜇𝑅𝑆

∗𝛼𝜁2𝛽𝑉𝜉2 + 𝜇𝑅𝑆
∗𝜎𝜁2𝛽𝐸𝜇2

+ 𝜇𝑅𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉𝜇2𝜉1 + 𝜇𝑅𝑆

∗𝜁2𝛽𝑉𝜇2𝜉1 + 𝑆
∗𝛼𝑞𝜎𝜁2𝛽𝐻

+ 𝑆∗𝛼𝑞𝜁1𝛽𝑉𝜉3 + 𝑆
∗𝛼𝑞𝜁2𝛽𝑉𝜉3 − 𝜇3𝜇𝑅𝜎𝜇1 − 𝜇3𝜇𝑅𝜎𝜁1𝜇2

+ 𝜇3𝜇𝑅𝜎𝜇1𝜇2 − 𝜇3𝜇𝑅𝜁1𝜇1𝜇2 − 𝜇3𝜎𝜁1𝜇1𝜇2 − 𝜇𝑅𝜎𝜁1𝜇1𝜇2 

𝑎6 = 𝜇𝑅(𝜇3𝐸
∗𝑆∗𝜎𝜁1𝛽𝐸𝜇2 − 𝜇3𝑆

∗𝛼𝑝𝜎𝜁1𝛽𝐼 − 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝜎𝜁2𝛽𝐼 − 𝜇3𝑆

∗𝛼𝑝𝜁1𝛽𝑣𝜉2

+ 𝜇3𝑆
∗𝛼𝑝𝜁2𝛽𝑣𝜉2 − 𝑆

∗𝛼𝑝𝑞𝜎𝜁1𝛽𝐻 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝜎𝜁2𝛽𝐻

− 𝑆∗𝛼𝑝𝑞𝜁1𝛽𝑣𝜉3 − 𝑆
∗𝛼𝑝𝑞𝜁2𝛽𝑣𝜉3 + 𝛼𝑝𝜎𝜁1𝛽𝐻𝜇2 + 𝛼𝑝𝜎𝜁2𝛽𝐻𝜇2

+ 𝛼𝑝𝜁1𝛽𝐻𝜇2𝜉3 + 𝜇3𝑆
∗𝛼𝜎𝜁1𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆

∗𝛼𝜎𝜁2𝛽𝐼 + 𝜇3𝑆
∗𝛼𝜁1𝛽𝑣𝜉2

+ 𝜇3𝑆
∗𝛼𝜁2𝛽𝑣𝜉2 + 𝜇3𝑆

∗𝜎𝜁2𝛽𝐸𝜇2 + 𝜇3𝑆
∗𝜁1𝛽𝑉𝜇2𝜉1

+ 𝜇3𝑆
∗𝜁2𝛽𝑉𝜇2𝜉1 + 𝑆

∗𝛼𝑞𝜎𝜁1𝛽𝐻 + 𝑆
∗𝛼𝑞𝜎𝜁2𝛽𝐻

+ 𝑆∗𝛼𝑝𝑞𝜎𝜁2𝛽𝑉𝜉2 − 𝜇3𝜎𝜁1𝜇1𝜇2) 

Untuk menemukan persamaan karakteristik diatas dilakukan dengan 

bantuan software Maple yang dapat dilihat pada Lampiran. Pada kriteria Routh 

– Hurwitz untuk 𝑛 = 6, nilai akar-akar persamaan karakteristik tersebut dapat 

dianalisis kestabilannya jika memenuhi syarat berdasarkan kriteria Routh – 

Hurwitz berikut:  

i. 𝑎0 > 0 

ii. 𝑎1 > 0 

iii. 𝑎1. 𝑎2 − 𝑎3. 𝑎0 > 0 

iv. 𝑏1 > 0 

v. 𝑐1 > 0 

vi. 𝑑1 > 0 

Dengan  

𝑏1 =
(𝑎1. 𝑎2 − 𝑎3. 𝑎0)𝑎3 − (𝑎1. 𝑎4 − 𝑎5. 𝑎0)𝑎1

𝑎1. 𝑎2 − 𝑎3. 𝑎0
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𝑐1 =
(
(𝑎1. 𝑎2 − 𝑎3. 𝑎0)𝑎3 − (𝑎1. 𝑎4 − 𝑎5. 𝑎0)𝑎1

𝑎1. 𝑎2 − 𝑎3. 𝑎0
) (𝑎1. 𝑎4 − 𝑎5. 𝑎0)

𝑏1
 

−
(
(𝑎1. 𝑎4 − 𝑎5. 𝑎0)𝑎5 − (𝑎1. 𝑎6 − 𝑎7. 𝑎0)𝑎1

𝑎1. 𝑎4 − 𝑎5. 𝑎0
)

𝑏1
 

𝑑1 = 𝑐1 (
(𝑎1. 𝑎4 − 𝑎5. 𝑎0)𝑎5 − (𝑎1. 𝑎6 − 𝑎7. 𝑎0)𝑎1

𝑎1. 𝑎4 − 𝑎5. 𝑎0
) 

Berdasarkan kriteria tersebut, titik ekuilibrium endemik akan stabil jika 

memenuhi syarat kriteria Routh-Hurwitz tersebut. Kemudian, karena 

pembuktian kriteria Routh-Hurwitz untuk titik ekuilibrium endemik secara 

umum sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu, digunakan nilai parameter pada 

Tabel (2.2) untuk melihat kestabilan titik ekuilibrium endemik secara khusus 

sehingga diperoleh sebesar 

i. 𝑎0 = 0,999999861 > 0 

ii. 𝑎1 = 1,214991630 > 0 

iii. 2,341418051 > 0 

iv. 6,236627710 > 0 

v. 1,266003016 > 0 

vi. 1,295224387 > 0 

Berdasarkan hasil perhitungan diatas maka dapat diketahui bahwa titik 

ekuilibrium endemik adalah stabil. Selanjutnya berdasarkan persamaan 

karakteristik (4.12) diperoleh nilai eigen dengan menggunakan nilai-nilai pada 

tabel parameter (2.2) dan nilai titik ekuilibrium endemik yaitu sebagai berikut: 

𝜆1 = −0.00500000000000 

𝜆2 = −0.88753071739779 
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𝜆3 = −0.269165365926632 + 0.193117141080525 𝐼 

𝜆4 = −0.269165365926632 − 0.193117141080525 𝐼 

𝜆5 = −0.0909336990827455 

𝜆6 = −0.0822313350242120 

Berdasarkan nilai eigen yang diperoleh dari persamaan polinomial (4.11) 

dapat diketahui bahwa semua nilai eigennya mempunyai bagian real negative. 

Sehingga, sifat kestabilan dari titik ekuilibrium endemik pada populasi 

𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 adalah stabil asimtotik lokal. Perubahan tanda dari positif atau 

sebaliknya pada kolom pertama di tabel Routh menunjukkan banyaknya akar-

akar positif dari persamaan karakteristik. 

4.1.6 Kontrol Optimal 

Dalam masalah kontrol optimal ini yang ingin dilakukan oleh peneliti 

yaitu meminimalkan fungsi tujuan yakni meminimalkan jumlah populasi 

individu terinfeksi dan memaksimalkan pengobatan pada interval waktu 

[0, 𝑡𝑓]. Berdasarkan artikel rujukan (Mandal, et al., 2020) dan (Resmawan, M, 

Nurwan, & N, 2020) fungsi tujuan untuk masalah kontrol optimal yang 

dirumuskan sebagai berikut:  

𝐽(𝛾2(𝑡)) = min∫ [𝜁1𝐼(𝑡) − 𝜁2𝛾2
2(𝑡)]

𝑡𝑓

0

𝑑𝑡 

Dengan 𝑡𝑓 adalah waktu akhir. Fungsi di dalam tanda integral diekspresikan 

sebagai persamaan Lagrangian masalah kontrol optimal yaitu:  

𝐿(𝐼, 𝛾2) = 𝜁1𝐼(𝑡) − 𝜁2𝛾2
2(𝑡) 

Dengan 𝜁1 sebagai variabel kontrol populasi individu terinfeksi, 𝜁2 sebagai 

konstanta biaya populasi terinfeksi pada kontrol 𝛾2(𝑡), 𝐼(𝑡) sebagai populasi 

(4.13) 
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individu terinfeksi, 𝛾2(𝑡) sebagai pengobatan bagi populasi individu terinfeksi. 

Berdasarkan persamaan (4.13) maka dapat dihitung ekspresi persamaan 

Hamiltonian dengan memasukkan nilai parameter pada  Tabel 2.2. Persamaan 

Hamiltonian ini berupa penjumlahan antara sistem persamaan (2.7) dengan 

pengali Lagrange atau variabel co-state yakni 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5, 𝜆6 sebagai 

berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0.034 − 0.0000547𝑆𝐸 − 0.0000213𝑆𝐼 − 0.000027𝑆𝐻

− 0.0000554𝑆𝑉 − 0.002𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0.0000547𝑆𝐸 + 0.0000213𝑆𝐼 + 0.000027𝑆𝐻 + 0.0000554𝑆𝑉

− 0.343𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0.126𝐸 − 0.083𝐼 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 0.014𝐸 + 0.01𝐼 − 0.082𝐻 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0.2𝐸 + 0.14𝐻 + 0.7𝐼 − 0.005𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 2.3𝐸 + 1.15𝐻 + 0.013𝐼 − 0.5𝑉 

Berdasarkan persamaan (4.13) maka dihitung ekspresi persamaan Hamiltonian 

berupa penjumlahan antara sistem persamaan (4.14) dengan pengali Lagrange 

atau variabel co-state yakni 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5, 𝜆6 sebagai berikut: 

𝐻(𝐿, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5, 𝜆6) 

= 𝐿(𝐼, 𝛾2) + 𝜆1(𝑡)
𝑑𝑆

𝑑𝑡
+ 𝜆2(𝑡)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
+ 𝜆3(𝑡)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 𝜆4(𝑡)

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+ 𝜆5(𝑡)

𝑑𝑅

𝑑𝑡

+ 𝜆6(𝑡)
𝑑𝑉

𝑑𝑡
 

(4.14) 
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= [𝜁1𝐼(𝑡) − 𝜁2𝛾2
2(𝑡)] 

+𝜆1[0.034 − 0.0000547𝑆𝐸 − 0.0000213𝑆𝐼 − 0.00027𝑆𝐻 − 0.0000554𝑆𝑉

− 0.002𝑆] 

+𝜆2[0.0000547𝑆𝐸 + 0.0000213𝑆𝐼 + 0.00027𝑆𝐻 + 0.0000554𝑆𝑉

− 0.343𝐸] 

+𝜆3[0.126𝐸 − 0.083𝐼] 

+𝜆4[0.126𝐸 − 0.083𝐼] 

+𝜆5[0.2𝐸 + 0.14𝐻 + 0.7𝐼 − 0.005𝑅] 

+𝜆6[2.3𝐸 + 1.15𝐻 + 0.013𝐼 − 0.5𝑉] 

Agar mendapatkan kondisi Hamiltonian yang maksimal, maka harus dipenuhi 

syarat stasioner sebagai berikut: 

𝜕𝐻

𝜕𝛾2
= 0 

−𝜁2𝛾2
∗(𝑡) + 0.7𝜆5𝐼 − 0.083𝐼 = 0 

𝛾2
∗(𝑡) =

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
 

Sehingga diperoleh kemungkinan dengan kondisi batas variabel kontrol 0 ≤

𝛾2(𝑡) ≤ 1 yang optimal sebagai berikut: 

𝛾2
∗(𝑡) =

{
  
 

  
            0                   jika    

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
≤ 0 

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
     jika       0 ≤

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
≤ 1

            1                   jika      
(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
≥ 1

 

Maka diperoleh persamaan kontrol optimal sebagai berikut:  
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𝛾2
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {1,

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
} 

Kemudian syarat yang diperlukan untuk memperoleh kondisi optimal yaitu 

dengan menentukan persamaan state dan persamaan co-state. Berikut ini 

adalah persamaan statenya: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0.034 − 0.0000547𝑆𝐸 − 0.0000213𝑆𝐼 − 0.000027𝑆𝐻

− 0.0000554𝑆𝑉 − 0.002𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0.0000547𝑆𝐸 + 0.0000213𝑆𝐼 + 0.000027𝑆𝐻 + 0.0000554𝑆𝑉

− 0.343𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0.126𝐸 − 0.083𝐼 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 0.014𝐸 + 0.01𝐼 − 0.082𝐻 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0.2𝐸 + 0.14𝐻 + 0.7𝐼 − 0.005𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 2.3𝐸 + 1.15𝐻 + 0.013𝐼 − 0.5𝑉 

Sedangkan persamaan co-state adalah sebagai berikut: 

𝜆1̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑆
= 𝜆1(−0.0000547𝐸 − 0.0000213𝐼 − 0.000027𝐻

− 0.0000554𝑉 − 0.002)

− 𝜆2(0.0000547𝐸 + 0.0000213𝐼 + 0.00027𝐻

+ 0.0000554𝑉) 

𝜆2̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐸
= 𝜆1(−0.0000547𝑆) − 𝜆2(−0.0000547𝑆 − 0.343)

− 0.126𝜆3 − 0.014𝜆4 − 0.2𝜆5  − 2.3𝜆6 
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𝜆3̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐼
= 𝜆1(−0.0000213𝑆) − 0.0000213𝑆𝜆2 − 0.083𝜆3 − 0.01𝜆4 

− 0.14𝜆5 − 1.15𝜆6 

𝜆4̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐻
= 𝜆1(−0.00027𝑆) − 𝜆20.00027𝑆 − 0.0082𝜆4 − 0.7𝜆5

− 0.013𝜆6 

𝜆5̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑅
= 0.005𝜆5 

𝜆6̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑉
= 𝜆1(−0.000054𝑆) − 0.0000554𝑉𝜆2 + 0.5𝜆6 

Selanjutnya setelah menentukan persamaan state dan  persamaan co-

state, maka perlu dilakukan subtitusi 𝛾2
∗(𝑡) yang telah didapatkan ke dalam 

persamaan state dan persamaan co-state. Sehingga diperoleh sistem persamaan 

yang optimal sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  0.034 − 0.0000547𝑆𝐸 − 0.0000213𝑆𝐼 − 0.000027𝑆𝐻

− 0.0000554𝑆𝑉 − 0.002𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0.0000547𝑆𝐸 + 0.0000213𝑆𝐼 + 0.000027𝑆𝐻 + 0.0000554𝑆𝑉

− 0.343𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0.126𝐸 − (0.01 +  𝑚𝑖𝑛 {1,

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
} + 0.003) 𝐼 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 0.014𝐸 + 0.01𝐼 − 0.082𝐻 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0.2𝐸 + 𝑚𝑖𝑛 {1,

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
} 𝐼 + 0.7𝐻 − 0.005𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 2.3𝐸 + 1.15𝐼 + 0.013𝐻 − 0.5𝑉 
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𝜆1̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑆
= 𝜆1(−0.0000547𝐸 − 0.0000213𝐼 − 0.000027𝐻

− 0.0000554𝑉 − 0.002)

− 𝜆2(0.0000547𝐸 + 0.0000213𝐼 + 0.00027𝐻

+ 0.0000554𝑉) 

𝜆2̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐸
= 𝜆1(−0.0000547𝑆) − 𝜆2(−0.0000547𝑆 − 0.343)

− 0.126𝜆3 − 0.014𝜆4 − 0.2𝜆5  − 2.3𝜆6 

𝜆3̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐼
= 𝜆1(−0.0000213𝑆) − 0.0000213𝑆𝜆2

− 𝜆3 (0.01 +  𝑚𝑖𝑛 {1,
(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
} + 0.003) 𝐼

− 0.01𝜆4 −𝑚𝑖𝑛 {1,
(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
} 𝜆5 − 1.15𝜆6 

𝜆4̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝐻
= 𝜆1(−0.00027𝑆) − 𝜆20.00027𝑆 − 0.0082𝜆4 − 0.7𝜆5

− 0.013𝜆6 

𝜆5̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑅
= 0.005𝜆5 

𝜆6̇(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑉
= 𝜆1(−0.000054𝑆) − 0.0000554𝑉𝜆2 + 0.5𝜆6 

Berdasarkan uraian di atas, untuk mendapatkan nilai optimal perlu 

menyelesaikan persamaan state dan co-state yang berbentuk persamaan 

differensial nonlinear. Karena sistem persamaan differensial nonlinear sulit 

diselesaikan dengan analitik, sehingga akan diselesaikan secara numerik. 

Metode yang digunakan dalam penyelesaian numerik ini menggunakan metode 

Runge Kutta orde 4. Persamaan co-state akan diselesiakan menggunakan 

skema maju Runge Kutta orde 4 dan persamaan co-state akan diselesaikan 
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menggunakan skema mundur Runge Kutta orde 4 sebagaimana yang telah 

tercantum di Lampiran 3. Proses simulasi numerik dilakukan dengan 

menggunakan bantuan ode45 di software Matlab. 

4.2 Simulasi Pada Model 𝑺𝑬𝑰𝑯𝑹𝑽 Tanpa Kontrol dan Dengan Kontrol 

4.2.1 Simulasi Model Dalam Kondisi Bebas Penyakit 

Simulasi model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dalam keadaan bebas penyakit 

dapat dilakukan saat bilangan reproduksi dasarnya ℛ0 < 1. Artinya 

penyebaran penyakit dalam suatu populasi akan semakin berkurang dan 

kemudian menghilang. Sehingga jenis kestabilan titik ekuilibrium bebas 

penyakitnya akan stabil asimtotik lokal. Dalam melakukan simulasi numerik 

diperlukan nilai awal dan parameter. Dalam situasi bebas penyakit diasumsikan 

populasi bersifat tertutup artinya tidak ada penambahan populasi dari semesta 

populasi yang lain. Total populasi sebesar 𝑁 = 41.496.890 (sesuai Tabel 2.2) 

Sedangkan nilai parameter yang digunakan merupakan persekitaran nilai 

parameter-parameter yang disajikan pada Tabel 2.2. Hal ini dikarenakan 

setelah melakukan analisis kestabilan bebas penyakit dengan menggunakan 

parameter di Tabel 2.2, sifat titik ekuilibrium bebas penyakitnya tidak stabil. 

Sehingga perlu menggunakan parameter-parameter baru yang merupakan 

persekitaran nilai parameter agar sifat titiknya stabil asimtotik lokal. 

Berdasarkan hal tersebut, maka dinyatakan secara rinci dituliskan sebagai 

berikut: 

Λ = 3400; 𝜇𝑆 = 0.09; 𝜇𝐸 = 0.09; 𝜇𝐼 = 0.04; 𝜇𝐻 = 0.05; 𝜇𝑅 = 0.005; 

𝛼 = 3.2 × 10−6;  𝑝 = 1 × 10−4;  𝑞 = 1 × 10−2; 𝑤 = 1 × 10−2;  𝜎 = 0.5;  



74 

 

 

 

𝛾1 = 0.2; 𝛾2 = 0.7; 𝛾3 = 0.104; 𝜉1 = 1.3 × 10
−4; 𝜉2 = 15; 𝜉3

= 1.213 × 10−3;  

𝛽𝐼 = 5.222 × 10−9;  𝛽𝐻 = 2.347 × 10−9;  𝛽𝐸 = 5.434 × 10
−8; 𝛽𝑆

= 4.2 × 10−8 

Dari parameter diatas dapat dihasilkan nilai ℛ0 = 0.8122, maka dapat 

diketahui bahwa ℛ0 < 1 sehingga kondisinya bebas penyakit. Selanjutnya 

akan dilakukan simulasi dalam keadaan bebas penyakit dengan menganggap 

𝛾2 sebagai konstanta dan 𝛾2 sebagai fungsi kontrol. Berdasarkan hal ini maka 

simulasi dinyatakan berturut-turut sebagai berikut: 

a. Hasil Simulasi 𝜸𝟐 Sebagai Konstanta. 

 

Gambar 4.1 Grafik Dinamika Populasi Saat ℛ0 < 1 dan 𝛾
2
 Sebagai Konstanta. 

Berdasarkan Gambar 4.1 dapat diketahui, bahwa jumlah populasi 

Susceptible mengalami penurunan dalam kurun waktu 40 hari, yang semula 

sebesar 3.9 × 107 jiwa menjadi 1 × 106 jiwa. Populasi Susceptible akan terus 

menurun hingga berada dalam kondisi yang setimbang atau konstan. Hal 

tersebut dikarenakan tidak adanya interaksi langsung antara populasi Infected 
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dan Hospitalized dengan populasi Susceptible. Interaksi langsung ini tidak 

dapat terjadi karena populasi Infected dan Susceptible jumlahnya konstan. Pada 

populasi Exposed jumlah populasinya semula sebesar 1 × 106 jiwa, kemudian 

mengalami kenaikan pada interval waktu 1 sampai kurang dari 10 hari lalu 

mengalami penurunan hingga dalam kondisi setimbang. Penurunan jumlah 

individu dalam populasi ini dikarenakan individu di populasi Exposed tidak 

berinteraksi dengan individu di populasi Infected dan Susceptible. Pada 

populasi Infected dan Hospitalized berada dalam keadaan setimbang, hal ini 

dikarenakan tidak adanya individu yang terinfeksi setelah masa inkubasi oleh 

virus Covid-19. Pada populasi Recovered, jumlah populasinya mengalami 

kenaikan pada interval waktu 5 sampai kurang dari 20 hari kemudian berangsur 

menurun. Pada populasi Virus terjadi kenaikan jumlah populasi pada interval 

waktu 1-5 hari kemudian mengalami penurunan hingga dalam keadaan 

setimbang. Kesimpulannya, simulasi tersebut dapat menunjukkan perubahan 

jumlah populasi pada kondisi bebas penyakit dan penyebaran Covid-19 dalam 

suatu populasi akan semakin berkurang dan kemudian menghilang. 

b. Hasil Simulasi 𝜸𝟐 Sebagai Fungsi. 
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Gambar 4.2 Grafik Dinamika Populasi Saat ℛ0 < 1 dan 𝛾
2
 sebagai fungsi kontrol. 

Berdasarkan Gambar 4.2 dapat diketahui, bahwa jumlah populasi 

Susceptible mengalami penurunan dalam kurun waktu 40 hari, yang semula 

sebesar 3.9 × 107 jiwa menjadi 1 × 106 jiwa. Populasi Susceptible akan terus 

menurun hingga berada dalam kondisi yang setimbang atau konstan. Hal 

tersebut dikarenakan tidak adanya interaksi langsung antara populasi Infected 

dan Hospitalized dengan populasi Susceptible. Interaksi langsung ini tidak 

dapat terjadi karena populasi Infected dan Susceptible jumlahnya konstan. Pada 

populasi Exposed jumlah populasinya semula sebesar 1 × 106 jiwa, kemudian 

mengalami kenaikan pada interval waktu 1 sampai kurang dari 10 hari lalu 

mengalami penurunan hingga dalam kondisi setimbang. Penurunan jumlah 

individu dalam populasi ini dikarenakan individu di populasi Exposed tidak 

berinteraksi dengan individu di populasi Infected dan Susceptible. Pada 

populasi Infected dan Hospitalized berada dalam keadaan setimbang, hal ini 

dikarenakan tidak adanya individu yang terinfeksi setelah masa inkubasi oleh 

virus Covid-19. Pada populasi Recovered, jumlah populasinya mengalami 

kenaikan pada interval waktu 5 sampai kurang dari 20 hari kemudian berangsur 

menurun. Pada populasi Virus terjadi kenaikan jumlah populasi pada interval 

waktu 1-5 hari kemudian mengalami penurunan hingga dalam keadaan 

setimbang. 

Kesimpulannya, simulasi saat ℛ0 < 1  dan 𝛾2 sebagai fungsi kontrol 

dalam hal pengobatan secara mandiri bagi individu yang terinfeksi tidak 

berpengaruh dalam meminimalkan jumlah populasi Infected. Hal ini 

dikarenakan jumlah populasi Infected saat kondisi bebas penyakit bernilai 
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konstan. Selain itu, 𝛾2 sebagai fungsi kontrol dalam hal pengobatan secara 

mandiri bagi individu yang terinfeksi juga tidak berpengaruh dalam kenaikan 

maupun penurunan jumlah populasi Susceptible, Exposed, Hospitalized, 

Recovered dan Virus. 

c. Perbandingan Hasil Simulasi 𝜸𝟐 Sebagai Konstanta dan 𝜸𝟐 Sebagai 

Fungsi. 

Berdasarkan hasil simulasi saat ℛ0 < 1 dimana 𝛾2 sebagai konstanta 

dan 𝛾2 sebagai fungsi. Diperoleh informasi bahwa tidak ada perbedaan grafik 

yang dihasilkan dari kedua simulasi tersebut. Hal ini dikarenakan dalam 

kondisi bebas penyakit, jumlah individu dalam populasi Infected bernilai 

konstan sehingga 𝛾2 sebagai fungsi tidak berpengaruh dalam populasi 

tersebut. Sehingga dapat disimpulkan bahwa pemberlakuan 𝛾2 sebagai 

konstanta maupun sebagai fungsi dampaknya sama dalam kondisi bebas 

penyakit. 

4.2.2 Simulasi Model Dalam Kondisi Endemik 

Simulasi model matematika 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dalam keadaan endemik dapat 

dilakukan saat bilangan reproduksi dasarnya  ℛ0 > 1. Artinya wabah atau 

penyakit dapat menyebar dalam populasi. Dalam melakukan simulasi numerik 

diperlukan nilai awal dan parameter. Sehingga jenis kestabilan titik ekuilibrium 

endemiknya akan stabil asimtotik lokal. Adapun nilai awal yang digunakan 

dalam simulasi numerik khususnya pada kondisi endemik dimana populasi 

terinfeksi tidak sama dengan nol, berlaku 𝑆(0) = 39273012;  𝐸(0) =

1780902;  𝐼(0) = 145977;  𝐻(0) = 101520;  𝑅(0) = 195479;  𝑉(0) =

100 sehingga total populasi 𝑁 = 41.496.890 (sesuai Tabel 2.2). Sedangkan 
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nilai-nilai parameter yang digunakan untuk simulasi model dalam kondisi 

endemik bersumber dari data kasus Covid-19 Provinsi Jawa Timur dan artikel 

rujukan (Chayu Yang, 2020).  

 Berdasarkan nilai parameter tersebut dapat dihasilkan nilai ℛ0 =

1.4219903 × 106, maka dapat diketahui bahwa ℛ0 > 1 sehingga kondisinya 

endemik. Selain itu dapat diketahui bahwa terdapat 2 jenis titik ekuilibrium 

yakni bebas penyakit dan endemik. Titik ekuilibrium bebas penyakit yang 

diperoleh yakni 𝑋0 = (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0 , 𝑉0) = (17 , 0, 0, 0, 0, 0). Sedangkan 

titik ekuilibrium endemik yang diperoleh yakni 𝑋∗ = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝐻∗, 𝑅∗, 𝑉∗) =

(638.994 , 1162.4548 , 1764.690 , 413.674 , 82786.734 , 9416.89203). 

Selanjutnya akan dilakukan simulasi dalam kondisi endemik dengan 

menganggap 𝛾2 sebagai konstanta dan 𝛾2 sebagai fungsi kontrol, yaitu sebagai 

berikut: 

a. Hasil Simulasi 𝜸𝟐 Sebagai Konstanta. 

 

Gambar 4.3 Grafik Dinamika Populasi Saat ℛ0 > 1 dan 𝛾
2
 sebagai konstanta. 
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Berdasarkan Gambar 4.3 dapat diketahui bahwa jumlah populasi 

Susceptible tidak mengalami perubahan atau konstan dalam 90 hari. Pada 

populasi Exposed jumlah populasinya mengalami penurunan dalam rentang 

waktu 1 sampai 25 hari. Hal ini dikarenakan individu dalam populasi 

Exposed mengalami masa inkubasi karena terpapar oleh virus Covid-19, 

kematian alami dan kesembuhan. Kemudian populasi Exposed menjadi 

konstan dalam rentang waktu 25 sampai 90 hari. Pada populasi Infected 

dalam rentang waktu 1 sampai 20 hari mengalami kenaikan, hal ini 

dikarenakan individu yang terpapar telah menjadi individu yang terinfeksi 

setelah melewati masa inkubasi. Kemudian populasi Infected mengalami 

penurunan hingga hari ke 90 sebesar 6 × 106 jiwa dikarenakan adanya 

kematian alami dan kesembuhan pada individu yang terinfeksi. Pada 

populasi Hospitalized jumlah populasinya mengalami kenaikan jumlah 

populasi pada rentang waktu 2 sampai 60 hari, hal ini disebabkan adanya 

individu yang terpapar kemudian dibawa ke rumah sakit dan individu yang 

terinfeksi kemudian dibawa ke rumah sakit. Kemudian jumlah populasi 

Hospitalized pada hari ke-61 mulai mengalami penurunan dikarenakan 

adanya kematian alami, kematian akibat Covid-19 dan kesembuhan. Pada 

populasi Recovered, jumlah populasinya mengalami kenaikan secara stabil 

mulai hari pertama yang disebabkan oleh kesembuhan dari individu yang 

terpapar, terinfeksi dan dirawat di rumah sakit. Perlu diketahui bahwa 

populasi Recovered juga mengalami pengurangan populasi akibat kematian 

alami, sehingga kenaikan dari grafiknya termasuk landai. Selanjutnya 

populasi Virus yang ada di lingkungan mengalami kenaikan populasi dalam 
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rentang waktu 1-5 hari. Kemudian setelah hari ke-5, populasi Virus 

mengalami penurunan hingga menuju kondisi yang setimbang. Hal ini 

disebabkan jumlah populasi Exposed, Infected, Hospitalized yang 

mengalami penurunan.  

Kesimpulannya, simulasi tersebut dapat menunjukkan perubahan 

jumlah populasi pada kondisi endemik dan terjadi penyebaran penyakit 

Covid-19 dalam suatu populasi sehingga dapat menyebabkan wabah atau 

endemik. 

b. Hasil Simulasi 𝜸𝟐 Sebagai Fungsi Kontrol. 

 

Gambar 4.4 Grafik Dinamika Populasi Saat ℛ0 > 1 dan 𝛾
2
 sebagai fungsi kontrol. 

Berdasarkan Gambar 4.4 dapat diketahui bahwa jumlah populasi 

Susceptible tidak mengalami perubahan atau konstan dalam 90 hari. Pada 

populasi Exposed jumlah populasinya mengalami penurunan yang 

signifikan dalam rentang waktu 1 sampai 20 hari. Hal ini dikarenakan 

individu dalam populasi Exposed mengalami masa inkubasi karena terpapar 

oleh virus Covid-19, kematian alami dan kesembuhan. Kemudian populasi 
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Exposed menjadi konstan dalam rentang waktu 24 sampai 90 hari. Pada 

populasi Infected dalam rentang waktu 1 sampai 7 hari mengalami 

penurunan, hal ini dikarenakan pemberian pengobatan secara mandiri bagi 

individu yang terinfeksi berhasil membuat mereka sembuh. Kemudian 

populasi Infected bernilai konstan pada hari ke-8 sampai hari ke-90. Pada 

populasi Hospitalized jumlah populasinya mengalami kenaikan pada 

rentang waktu 2 sampai 10 hari, hal ini disebabkan adanya individu yang 

terpapar kemudian dibawa ke rumah sakit dan individu yang terinfeksi 

kemudian dibawa ke rumah sakit. Kemudian jumlah populasi Hospitalized 

pada hari ke-21 mulai mengalami penurunan hingga dalam kondisi yang 

setimbang, hal ini dikarenakan adanya kematian alami, kematian akibat 

Covid-19 dan kesembuhan. Pada populasi Recovered, jumlah populasinya 

mengalami kenaikan sejak hari ke-1 sampai hari ke-20, hal ini dikarenakan 

semakin banyaknya jumlah individu yang telah sembuh dari populasi 

Exposed, Infected dan Hospitalized. Selanjutnya jumlah populasi Recovered 

mengalami penurunan dari hari ke-20 sampai hari ke-90, hal ini dipengaruhi 

oleh jumlah populasi Exposed, Infected dan Hospitalized yang juga 

mengalami penurunan. Selanjutnya populasi Virus yang ada di lingkungan 

mengalami kenaikan populasi dalam rentang waktu 1-5 hari. Kemudian 

setelah hari ke-5, populasi Virus mengalami penurunan hingga menuju 

kondisi yang setimbang. Hal ini disebabkan jumlah populasi Exposed, 

Infected, Hospitalized yang mengalami penurunan.  

Kesimpulannya, simulasi saat ℛ0 > 1  dan 𝛾2 sebagai fungsi kontrol 

dalam hal pengobatan secara mandiri bagi individu yang terinfeksi sangat 
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berpengaruh dalam meminimalkan jumlah populasi Infected dan 

memaksimalkan jumlah populasi Recovered. Selain itu, ditemukan fakta 

baru bahwa pemberlakuan 𝛾2 sebagai fungsi kontrol berpengaruh dalam 

meminimalkan jumlah individu dalam populasi Hospitalized. Serta tidak 

berpengaruh dalam meminimalkan maupun memaksimalkan populasi 

Susceptible, Exposed dan Virus. 

c. Perbandingan Hasil Simulasi 𝜸𝟐 Sebagai Konstanta Dan 𝜸𝟐 Sebagai 

Fungsi. 

Berdasarkan hasil simulasi saat ℛ0 > 1 dimana 𝛾2 sebagai konstanta 

dan 𝛾2 sebagai fungsi, diperoleh hasil yang berbeda dari keduanya 

khususnya dalam populasi Infected. Saat 𝛾2 berlaku sebagai konstanta, 

pada populasi Infected  terjadi kenaikan jumlah populasi hingga mencapai 

2.4 × 107 jiwa pada hari ke-15 dan tidak menuju nilai konstan pada hari 

ke-90. Sedangkan saat 𝛾2 berlaku sebagai fungsi, pada populasi Infected 

terjadi penurunan populasi sejak hari ke-1 sampai hari ke-7 dan berubah 

menjadi konstan mulai hari ke-8 sampai hari ke-90. Maka dapat diketahui 

bahwa pemberlakuan 𝛾2 sebagai fungsi sangat efektif untuk meminimalkan 

populasi Infected.   
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BAB V 

PENUTUP 

 

 

5.1 Kesimpulan  

Berdasarkan tujuan dan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, maka 

diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut: 

1. Berdasarkan analisis dinamik model matematika penyebaran Covid-19 pada 

populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 (Susceptible, Exposed, Infected, Hospitalized, Recovered 

dan Virus) dengan dan tanpa kontrol diperoleh:  

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit menghasilkan 1 titik tetap sebagai 

berikut 𝑋0 = (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0,𝑉0) = (
𝛬

𝜇𝑆
 , 0, 0, 0, 0, 0)  

       Titik ekuilibrium bebas penyakit ini bersifat tidak stabil berdasarkan 

hasil perhitungan kriteria Routh-Hurwitz dan nilai eigennya. 

b. Titik ekuilibrium endemik menghasilkan 6 titik tetap sebagai berikut: 

𝑋∗ = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝐻∗, 𝑅∗, 𝑉∗) 

𝑆∗ =
𝛬

(𝛽𝐸𝐸∗ + 𝛽𝐼𝐼∗ + 𝛽𝐻𝐻∗ + 𝛽𝑉𝑉∗ + 𝜇𝑆)
 

𝐸∗ =
(𝛽𝐼𝐼

∗ + 𝛽𝐻𝐻
∗ + 𝛽𝑉𝑉

∗)𝑆∗

(𝜇1 − 𝛽𝐸𝑆∗)
 

𝐼∗ =
𝛼(1 − 𝑝)𝐸∗

𝜇2
 

𝐻∗ =
𝛼𝑝𝐸∗ + 𝑞𝐼∗

𝜇3
 

𝑅∗ =
𝛾1𝐸

∗ + 𝛾2𝐼
∗ + 𝛾3𝐻

∗

 𝜇𝑅
 

𝑉∗ =  
𝜉1𝐸

∗ + 𝜉2𝐼
∗ + 𝜉3𝐻

∗

𝜎
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Titik ekuilibrium endemik ini bersifat stabil asimtotik lokal berdasarkan 

hasil perhitungan kriteria Routh-Hurwitz dan nilai eigennya. 

c. Bilangan reproduksi dasar yang diperoleh adalah ℛ0 = 1.4219903 ×

106 > 1. Sehingga penyakit Covid-19 dapat menjadi wabah atau akan 

terjadi endemik.  

d. Kondisi optimal yang diperoleh untuk model 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan 

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin yaitu:  

𝛾2
∗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛 {1,

(0.7𝜆5 − 0.083𝜆3)𝐼

𝜁2
} 

2. Berdasarkan hasil simulasi numerik model 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 dengan dan tanpa 

kontrol, diperoleh: 

a. Pada kondisi bebas penyakit  

Berdasarkan hasil simulasi saat ℛ0 < 1 dimana 𝛾2 sebagai konstanta 

dan 𝛾2 sebagai fungsi. Dapat diketahui bahwa tidak ada perbedaan 

grafik yang dihasilkan dari kedua simulasi tersebut. Hal ini dikarenakan 

dalam kondisi bebas penyakit, jumlah individu dalam populasi Infected 

bernilai konstan sehingga 𝛾2 sebagai fungsi tidak berpengaruh dalam 

populasi tersebut.  

b. Pada kondisi endemik 

Berdasarkan hasil simulasi saat ℛ0 > 1 dimana 𝛾2 sebagai konstanta 

dan 𝛾2 sebagai fungsi, dapat diketahui bahwa 𝛾2 sebagai fungsi dalam 

hal pengobatan secara mandiri mampu meminimalkan jumlah populasi 

terinfeksi hingga keadaan konstan pada hari ke 10. Sedangkan saat 𝛾2 
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berlaku sebagai konstanta jumlah populasi Infected tidak kunjung 

dalam keadaan konstan dalam waktu 90 hari. 

5.2 Saran  

Pada penelitian ini telah membahas model matematika penyebaran Covid-

19 pada populasi 𝑆𝐸𝐼𝐻𝑅𝑉 (Susceptible, Exposed, Infected, Hospitalized, 

Recovered, dan Virus) yang melibatkan parameter tingkat penyembuhan dan 

fungsi kontrol dalam hal pengobatan secara mandiri bagi individu yang terinfeksi. 

Diharapkan pada penelitian selanjutnya dapat ditambahkan kontrol lain contohnya 

penerapan 3M (Memakai masker, Mencuci tangan, Menjaga jarak) agar dapat 

mengetahui sebesar apa efektivitas penerapan 3M dalam mengontrol jumlah virus 

yang ada di lingkungan. Selain itu, diharapkan pada penelitian selanjutnya dapat 

mempertimbangkan dampak distribusi usia dalam penyebaran virus  Covid-19. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1: Tabel Data Publik Kasus Covid-19. Data kasus Covid-19 diambil 

dari tanggal 20 Mei 2021 sampai 20 Agustus 2021. Data tersebut bersumber dari 

website resmi yakni (Timur, 2022) 
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Lampiran 2: Proses Diskritisasi Sistem Persamaan 

 Penyelesaian persamaan state menggunakan skema maju Runge Kutta orde 4 

sebagai berikut : 

𝑆𝑖+1 = 𝑆𝑖 +
ℎ

6
(𝑚1,𝑆 + 2𝑚2,𝑆 + 2𝑚3,𝑆 +𝑚4,𝑆) 

𝐸𝑖+1 = 𝐸𝑖 +
ℎ

6
(𝑚1,𝐸 + 2𝑚2,𝐸 + 2𝑚3,𝐸 +𝑚4,𝐸) 

𝐼𝑖+1 = 𝐼𝑖 +
ℎ

6
(𝑚1,𝐼 + 2𝑚2,𝐼 + 2𝑚3,𝐼 +𝑚4,𝐼) 

𝐻𝑖+1 = 𝐻𝑖 +
ℎ

6
(𝑚1,𝐻 + 2𝑚2,𝐻 + 2𝑚3,𝐻 +𝑚4,𝐻) 

𝑅𝑖+1 = 𝑅𝑖 +
ℎ

6
(𝑚1,𝑅 + 2𝑚2,𝑅 + 2𝑚3,𝑅 +𝑚4,𝑅) 

𝑉𝑖+1 = 𝑉𝑖 +
ℎ

6
(𝑚1,𝑉 + 2𝑚2,𝑉 + 2𝑚3,𝑉 +𝑚4,𝑉) 

dengan  

𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛  

𝑚1,𝑆 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝑆𝑖) 

 = 𝛬 − 𝛽𝐸𝑆𝐸 − 𝛽𝐼𝑆𝐼 − 𝛽𝐻𝑆𝐻 − 𝛽𝑉𝑆𝑉 − 𝜇𝑆𝑆 

𝑚1,𝐸 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝐸𝑖) 

 = 𝛽𝐸𝑆𝐸 + 𝛽𝐼𝑆𝐼 + 𝛽𝐻𝑆𝐻 + 𝛽𝑉𝑆𝑉 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)𝐸 

𝑚1,𝐼 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝐼𝑖) 

 = 𝛼(1 − 𝑝)𝐸 − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)𝐼 

𝑚1,𝐻 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝐻𝑖) 

 = 𝛼𝑝𝐸 + 𝑞𝐼 − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)𝐻 

𝑚1,𝑅 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝑅𝑖) 

 = 𝛾1𝐸 + 𝛾2𝐼 + 𝛾3𝐻 − 𝜇𝑅𝑅 

𝑚1,𝑉 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝑉𝑖) 

 = 𝜉1𝐸 + 𝜉2𝐼 + 𝜉3𝐻 − 𝜎𝑉 

𝑚2,𝑆 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑆𝑖 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑆) 
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= 𝛬 − 𝛽𝐸 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝐸 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐸) − 𝛽𝐼 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐼) 

−𝛽𝐻 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐻) − 𝛽𝑉 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝑉 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑉) 

−𝜇𝑆 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) 

𝑚2,𝐸 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝐸𝑖 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐸) 

= 𝛽𝐸 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝐸 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐸) + 𝛽𝐼 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐼) 

+𝛽𝐻 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐻) + 𝛽𝑉 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (𝑉 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑉) 

−(𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸) (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) 

𝑚2,𝐼 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝐼𝑖 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐼) 

= 𝛼(1 − 𝑝) (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼) (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐼) 

𝑚2,𝐻 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ,𝐻𝑖 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐻) 

= 𝛼𝑝 (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) + 𝑞 (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐼) − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐻) 

𝑚2,𝑅 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑅𝑖 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑅) 

= 𝛾1 (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) + 𝛾2 (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐼) + 𝛾3 (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐻)

− 𝜇𝑅 (𝑅 +
1

2
ℎ𝑚1,𝑅) 

𝑚2,𝑉 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑉𝑖 +

1

2
ℎ𝑚1,𝑉) 

= 𝜉1 (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) + 𝜉2 (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐼) + 𝜉3 (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚1,𝐻)

− 𝜎 (𝑉 +
1

2
ℎ𝑚1,𝑉) 

𝑚3,𝑆 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑆𝑖 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑆) 

= 𝛬 − 𝛽𝐸 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝐸 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐸) − 𝛽𝐼 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐼) 
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−𝛽𝐻 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐻) − 𝛽𝑉 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝑉 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑉) 

−𝜇𝑆 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) 

𝑚3,𝐸 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝐸𝑖 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐸) 

= 𝛽𝐸 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝐸 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐸) + 𝛽𝐼 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐼) 

+𝛽𝐻 (𝑆 +
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐻) + 𝛽𝑉 (𝑆 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (𝑉 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑉) 

−(𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸) (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) 

𝑚3,𝐼 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝐼𝑖 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐼) 

= 𝛼(1 − 𝑝) (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼) (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐼) 

𝑚3,𝐻 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ,𝐻𝑖 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐻) 

= 𝛼𝑝 (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) + 𝑞 (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐼) − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐻) 

𝑚3,𝑅 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑅𝑖 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑅) 

= 𝛾1 (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) + 𝛾2 (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐼) + 𝛾3 (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐻)

− 𝜇𝑅 (𝑅 +
1

2
ℎ𝑚2,𝑅) 

𝑚3,𝑉 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑉𝑖 +

1

2
ℎ𝑚2,𝑉) 

= 𝜉1 (𝐸 +
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) + 𝜉2 (𝐼 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐼) + 𝜉3 (𝐻 +

1

2
ℎ𝑚2,𝐻)

− 𝜎 (𝑉 +
1

2
ℎ𝑚2,𝑉) 

𝑚4,𝑆 = 𝑓(𝑡𝑖 + ℎ, 𝑆𝑖 + ℎ𝑚3,𝑆) 

= 𝛬 − 𝛽𝐸(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝐸 + ℎ𝑚3,𝐸) − 𝛽𝐼(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝐼 + ℎ𝑚3,𝐼) 

−𝛽𝐻(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝐻 + ℎ𝑚3,𝐻) − 𝛽𝑉(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝑉 + ℎ𝑚3,𝑉) 

−𝜇𝑆(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆) 
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𝑚4,𝐸 = 𝑓(𝑡𝑖 + ℎ, 𝐸𝑖 + ℎ𝑚3,𝐸) 

= 𝛽𝐸(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝐸 + ℎ𝑚3,𝐸) + 𝛽𝐼(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝐼 + ℎ𝑚3,𝐼) 

+𝛽𝐻(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝐻 + ℎ𝑚3,𝐻) + 𝛽𝑉(𝑆 + ℎ𝑚3,𝑆)(𝑉 + ℎ𝑚3,𝑉) 

−(𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)(𝐸 + ℎ𝑚3,𝐸) 

𝑚4,𝐼 = 𝑓(𝑡𝑖 + ℎ, 𝐼𝑖 + ℎ𝑚3,𝐼) 

= 𝛼(1 − 𝑝)(𝐸 + ℎ𝑚3,𝐸) − (𝑞 + 𝛾2 + 𝜇𝐼)(𝐼 + ℎ𝑚3,𝐼) 

𝑚4,𝐻 = 𝑓(𝑡𝑖 + ℎ, 𝐻𝑖 + ℎ𝑚3,𝐻) 

= 𝛼𝑝(𝐸 + ℎ𝑚3,𝐸) + 𝑞(𝐼 + ℎ𝑚3,𝐼) − (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻)(𝐻 + ℎ𝑚3,𝐻) 

𝑚4,𝑅 = 𝑓(𝑡𝑖 + ℎ, 𝑅𝑖 + ℎ𝑚3,𝑅) 

= 𝛾1(𝐸 + ℎ𝑚3,𝐸) + 𝛾2(𝐼 + ℎ𝑚3,𝐼) + 𝛾3(𝐻 + ℎ𝑚3,𝐻) − 𝜇𝑅(𝑅 + ℎ𝑚3,𝑅) 

𝑚4,𝑉 = 𝑓(𝑡𝑖 + ℎ, 𝑉𝑖 + ℎ𝑚3,𝑉) 

= 𝜉1(𝐸 + ℎ𝑚3,𝐸) + 𝜉2(𝐼 + ℎ𝑚3,𝐼) + 𝜉3(𝐻 + ℎ𝑚3,𝐻) − 𝜎(𝑉 + ℎ𝑚3,𝑉) 

 Persamaan co-state diselesaikan dengan skema mundur metode Runge Kutta 

orde 4 sebagai berikut: 

𝜆𝑆
𝑗
= 𝜆𝑆

𝑗−1
+
ℎ

6
(𝑚1,𝑆 + 2𝑚2,𝑆 + 2𝑚3,𝑆 +𝑚4,𝑆) 

𝜆𝐸
𝑗
= 𝜆𝐸

𝑗−1
+
ℎ

6
(𝑚1,𝐸 + 2𝑚2,𝐸 + 2𝑚3,𝐸 +𝑚4,𝐸) 

𝜆𝐼
𝑗
= 𝜆𝐼

𝑗−1
+
ℎ

6
(𝑚1,𝐼 + 2𝑚2,𝐼 + 2𝑚3,𝐼 +𝑚4,𝐼) 

𝜆𝐻
𝑗
= 𝜆𝐻

𝑗−1
+
ℎ

6
(𝑚1,𝐻 + 2𝑚2,𝐻 + 2𝑚3,𝐻 +𝑚4,𝐻) 

𝜆𝑅
𝑗
= 𝜆𝑅

𝑗−1
+
ℎ

6
(𝑚1,𝑅 + 2𝑚2,𝑅 + 2𝑚3,𝑅 +𝑚4,𝑅) 

𝜆𝑉
𝑗
= 𝜆𝑉

𝑗−1
+
ℎ

6
(𝑚1,𝑉 + 2𝑚2,𝑉 + 2𝑚3,𝑉 +𝑚4,𝑉) 

Dengan 

𝑗 = (𝑛 + 2 − 𝑖) 

𝑚1,𝑆 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝜆1
𝑗
) 

= 𝜆1
𝑗(−𝛽𝐸𝐸 − 𝛽𝐼𝐼 − 𝛽𝐻𝐻 − 𝛽𝑉𝑉 − 𝜇𝑆) − 𝜆2

𝑗(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉) 

𝑚1,𝐸 = 𝑓(𝑡𝑖 , 𝜆2
𝑗
) 
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= 𝜆1
𝑗
(−𝛽𝐸𝑆) − 𝜆2

𝑗
(𝛽𝐸𝑆 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸)) − 𝜆3

𝑗
𝛼(1 − 𝑝) − 𝜆4

𝑗
𝛼𝑝 − 𝜆5

𝑗
𝛾1

− 𝜆6
𝑗
𝜉1 

𝑚1,𝐼 = 𝑓(𝑡𝑖 , 𝜆3
𝑗
) 

= 𝜆1
𝑗(−𝛽𝐼𝑆) − 𝜆2

𝑗
𝛽𝐼𝑆 − 𝜆3

𝑗
(𝑞 +𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} + 𝜇𝐼) − 𝜆4 

𝑗
𝑞 

−𝜆5
𝑗
𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} − 𝜆6

𝑗
𝜉2 

𝑚1,𝐻 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝜆4
𝑗
) 

= 𝜆1
𝑗
(−𝛽𝐻𝑆) − 𝜆2

𝑗
𝛽𝐻𝑆 − 𝜆4

𝑗(𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) − 𝜆5
𝑗
𝛾3 − 𝜆6

𝑗
𝜉3 

𝑚1,𝑅 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝜆5
𝑗
) = 𝜆5

𝑗
𝜇𝑅 

𝑚1,𝑉 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝜆6
𝑗
) = 𝜆1

𝑗(−𝛽𝑉𝑆) − 𝜆2
𝑗
𝛽𝑉𝑉 + 𝜆6

𝑗
𝜎 

𝑚2,𝑆 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆1

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) 

= (𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (−𝛽𝐸𝐸 − 𝛽𝐼𝐼 − 𝛽𝐻𝐻 − 𝛽𝑉𝑉 − 𝜇𝑆) 

−(𝜆2
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) (𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉) 

𝑚2,𝐸 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) 

= ((𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (−𝛽𝐸𝑆)) − ((𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) (𝛽𝐸𝑆 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸))) 

−((𝜆3
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐼) 𝛼(1 − 𝑝)) − (𝜆4

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐻)𝛼𝑝 − (𝜆5

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑅) 𝛾1 

−(𝜆6
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑉) 𝜉1 

𝑚2,𝐼 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆3

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐼) 

= (−(𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) − (𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐸))𝛽𝐼𝑆 

−(𝜆3
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐼) (𝑞 + 𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} + 𝜇𝐼) − (𝜆4 

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐻) 𝑞 

−(𝜆5
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑅)𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} − (𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑉) 𝜉2 
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𝑚2,𝐻 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆4

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐻) 

= (𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (−𝛽𝐻𝑆) − (𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐸)𝛽𝐻𝑆 

−(𝜆4
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐻) (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) − 

(𝜆5
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑅)𝛾3 − (𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑉)𝜉3 

𝑚2,𝑅 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆5

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑅)  = (𝜆5

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑅) 𝜇𝑅 

𝑚2,𝑉 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑉) 

= (𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑆) (−𝛽𝑉𝑆) − (𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝐸) 𝛽𝑉𝑉 + (𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚1,𝑅) 𝜎 

𝑚3,𝑆 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆1

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) 

= (𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (−𝛽𝐸𝐸 − 𝛽𝐼𝐼 − 𝛽𝐻𝐻 − 𝛽𝑉𝑉 − 𝜇𝑆) 

−(𝜆2
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) (𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉) 

𝑚3,𝐸 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) 

= ((𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (−𝛽𝐸𝑆)) − ((𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) (𝛽𝐸𝑆 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸))) 

−((𝜆3
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐼)𝛼(1 − 𝑝)) − (𝜆4

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐻) 𝛼𝑝 − (𝜆5

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑅) 𝛾1 

−(𝜆6
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑉) 𝜉1 

𝑚3,𝐼 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆3

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐼) 

= (−(𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) − (𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐸))𝛽𝐼𝑆 

−(𝜆3
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐼) (𝑞 + 𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} + 𝜇𝐼) − (𝜆4 

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐻) 𝑞 

−(𝜆5
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑅)𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} − (𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑉) 𝜉2 
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𝑚3,𝐻 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆4

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐻) 

= (𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (−𝛽𝐻𝑆) − (𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) 𝛽𝐻𝑆 

−(𝜆4
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐻) (𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) − 

(𝜆5
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑅)𝛾3 − (𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑉)𝜉3 

𝑚3,𝑅 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆5

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑅) = (𝜆5

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑅)𝜇𝑅 

𝑚3,𝑉 = 𝑓 (𝑡𝑖 −
1

2
ℎ, 𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑉) 

= (𝜆1
𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑆) (−𝛽𝑉𝑆) − (𝜆2

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝐸) 𝛽𝑉𝑉 + (𝜆6

𝑗
−
1

2
ℎ𝑚2,𝑅) 𝜎 

𝑚4,𝑆 = 𝑓(𝑡𝑖 − ℎ, 𝜆1
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑆) 

= (𝜆1
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑆)(−𝛽𝐸𝐸 − 𝛽𝐼𝐼 − 𝛽𝐻𝐻 − 𝛽𝑉𝑉 − 𝜇𝑆) 

−(𝜆2
𝑗
− ℎ𝑚3,𝐸)(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐻𝐻 + 𝛽𝑉𝑉) 

𝑚4,𝐸 = 𝑓(𝑡𝑖 − ℎ, 𝜆2
𝑗
− ℎ𝑚3,𝐸) 

= ((𝜆1
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑆)(−𝛽𝐸𝑆)) − ((𝜆2

𝑗
− ℎ𝑚3,𝐸)(𝛽𝐸𝑆 − (𝛼 + 𝛾1 + 𝜇𝐸))) 

−((𝜆3
𝑗
− ℎ𝑚3,𝐼)𝛼(1 − 𝑝)) − (𝜆4

𝑗
− ℎ𝑚3,𝐻)𝛼𝑝 − (𝜆5

𝑗
− ℎ𝑚3,𝑅)𝛾1 

−(𝜆6
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑉)𝜉1 

𝑚4,𝐼 = 𝑓(𝑡𝑖 − ℎ, 𝜆3
𝑗
− ℎ𝑚3,𝐼) 

= (−(𝜆1
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑆) − (𝜆2

𝑗
− ℎ𝑚3,𝐸))𝛽𝐼𝑆 

−(𝜆3
𝑗
− ℎ𝑚3,𝐼) (𝑞 + 𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} + 𝜇𝐼) − (𝜆4 

𝑗
− ℎ𝑚3,𝐻)𝑞 

−(𝜆5
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑅)𝑚𝑖𝑛 {1,

(𝜆5 − 𝜆3)𝐼

𝜁2
} − (𝜆6

𝑗
− ℎ𝑚3,𝑉)𝜉2 

𝑚4,𝐻 = 𝑓(𝑡𝑖 − ℎ, 𝜆4
𝑗
− ℎ𝑚3,𝐻) 

  = (𝜆1
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑆)(−𝛽𝐻𝑆) − (𝜆2

𝑗
− ℎ𝑚3,𝐸)𝛽𝐻𝑆 − (𝜆4

𝑗
− ℎ𝑚3,𝐻)(𝑤 + 𝛾3 + 𝜇𝐻) 

−(𝜆5
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑅)𝛾3 − (𝜆6

𝑗
− ℎ𝑚3,𝑉)𝜉3 
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𝑚4,𝑅 = 𝑓(𝑡𝑖 − ℎ, 𝜆5
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑅) = (𝜆5

𝑗
− ℎ𝑚3,𝑅)𝜇𝑅 

𝑚4,𝑉 = 𝑓(𝑡𝑖 − ℎ, 𝜆6
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑉) 

= (𝜆1
𝑗
− ℎ𝑚3,𝑆)(−𝛽𝑉𝑆) − (𝜆2

𝑗
− ℎ𝑚3,𝐸)𝛽𝑉𝑉 + (𝜆6

𝑗
− ℎ𝑚3,𝑅)𝜎 
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Lampiran 3: Perhitungan Maple Untuk Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

dan Endemik 
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Lampiran 4: Perhitungan Maple Untuk Bilangan Reproduksi Dasar 𝓡𝟎 < 𝟏 
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Lampiran 5: Perhitungan Maple Untuk Bilangan Reproduksi Dasar 𝓡𝟎 > 𝟏 
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Lampiran 6: Perhitungan Maple Untuk Nilai Eigen dan Vektor Eigen Titik 

Ekuilibrium Bebas Penyakit dan Endemik 
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Lampiran 7: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Bebas 

Penyakit dan 𝜸𝟐  Sebagai Konstanta 

 
clc; clear all; close all; 

global a mu1 mu2 mu3 mu4 mu5 alpha beta1 beta2 beta3 beta4 

gamma1 gamma2 gamma3 ksi1 ksi2 ksi3 p q w sigma; 

a=0.14; 

mu1= 0.09; 

mu2= 0.09; 

mu3= 0.04; 

mu4= 0.04; 

mu5= 0.005; 

alpha= 0.14; 

beta1= 0.00000042; 

beta2= 0.0000005434; 

beta3= 0.000000005222; 

beta4= 0.00000002347; 

gamma1= 0.02; 

gamma2= 0.007; 

gamma3= 0.014; 

ksi1= 0.23; 

ksi2= 0.015; 

ksi3= 0.013; 

p= 0.1; 

q= 0.01; 

w= 0.01; 

sigma= 0.5; 

  

tn=90; 

u0=[39273012;1780902;145977;101520;195479;100]; 

[tsol,usol]=ode45(@rhs1,[0,tn],u0); 

Ssol=usol(:,1);Esol=usol(:,2);Isol=usol(:,3);Hsol=usol(:,4);

Rsol=usol(:,5);Vsol=usol(:,6); 

figure(1); 

plot(tsol,Ssol,'y','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Esol,'m','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Isol,'c','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Hsol,'r','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Rsol,'g','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Vsol,'b','linewidth',2);hold on; 

grid on 

legend('Susceptible(t)','Exposed(t)','Infected(t)','Hospital

ized(t)','Recovered(t)','Virus(t)'); 

xlabel('Waktu t (Hari)'); 

ylabel('Populasi'); 

function udot=rhs1(~,u) 

global a mu1 mu2 mu3 mu4 mu5 alpha beta1 beta2 beta3 beta4 

gamma1 gamma2 gamma3 ksi1 ksi2 ksi3 p q w sigma ; 

S=u(1); E=u(2);I=u(3);H=u(4);R=u(5);V=u(6); 

Sdash = a-beta1*S*E-beta2*S*I-beta3*S*H-beta4*S*V-mu1*S; 

Edash = (beta1*S*E+beta2*S*I+beta3*S*H+beta4*S*V)-

(alpha+gamma1+mu2)*E; 

Idash = (alpha*(1-p)*E)-(q+gamma2+mu3)*I; 
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Hdash = alpha*p*E+q*I-(w+gamma3+mu4)*H; 

Rdash = gamma1*E+gamma2*I+gamma3*H-mu5*R; 

Vdash = ksi1*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V; 

udot=[Sdash; Edash; Idash; Hdash; Rdash; Vdash]; 

end 
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Lampiran 8: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Bebas 

Penyakit dan 𝜸𝟐  Sebagai Fungsi Kontrol 

 
clc;clear all;close all; 

t=90; 

initial_S=39273012; 

initial_E=1780902; 

initial_I=145977; 

initial_H=101520; 

initial_R=195479; 

initial_V=100; 

[t,x]=ode45(@smg,t,[initial_S;initial_E;initial_I;initial_H;

initial_R;initial_V]); 

S=x(:,1); 

E=x(:,2); 

I=x(:,3); 

H=x(:,4); 

R=x(:,5); 

V=x(:,6); 

figure(1) 

plot(t,(x(:,1)),'y',t,(x(:,2)),'m',t,(x(:,3)),'c',t,(x(:,4))

,'r',(x(:,5)),'g',(x(:,6)),'b','LineWidth',2); 

legend('Susceptible','Exposed', 

'Infected','Hospitalized','Recovered','Virus'); 

grid off; 

 

dxdt_1=a*N-beta1*S*E-beta2*S*I-beta3*S*H-beta4*S*V-mu1*S; 

dxdt_2=(beta1*S*E+beta2*S*I+beta3*S*H+beta4*S*V)-

(alpha+gamma1+mu1)*E; 

dxdt_3=(alpha*(1-p)*E)-(q+gamma2*lambda+mu1)*I; 

dxdt_4=alpha*p*E+q*I-(w+gamma3+mu1)*H; 

dxdt_5=gamma1*E+gamma2*lambda*I+gamma3*H-mu1*R; 

dxdt_6=ksi1*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V; 
  

dxdt=[dxdt_1;dxdt_2;dxdt_3;dxdt_4;dxdt_5;dxdt_6]; 

end 
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Lampiran 9: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Endemik 

dan 𝜸𝟐  sebagai konstanta 
clc; clear all; close all; 

global a mu1 mu2 mu3 mu4 mu5 alpha beta1 beta2 beta3 beta4 

gamma1 gamma2 gamma3 ksi1 ksi2 ksi3 p q w sigma; 

a=0.034; 

mu1= 0.002; 

mu2= 0.003; 

mu3= 0.003; 

mu4= 0.002; 

mu5= 0.005; 

alpha= 0.14; 

beta1= 0.000054700000; 

beta2= 0.0000213000000; 

beta3= 0.0000027000000; 

beta4= 0.000055400000; 

gamma1= 0.2; 

gamma2= 0.07; 

gamma3= 0.14; 

ksi1= 2.3; 

ksi2= 1.15; 

ksi3= 0.013; 

p= 0.1; 

q= 0.01; 

w= 0.01; 

sigma= 0.5; 

  

tn=90; 

u0=[39273012;1780902;145977;101520;195479;100]; 

[tsol,usol]=ode45(@rhs1,[0,tn],u0); 

Ssol=usol(:,1);Esol=usol(:,2);Isol=usol(:,3);Hsol=usol(:,4);

Rsol=usol(:,5);Vsol=usol(:,6); 

figure(1); 

plot(tsol,Ssol,'y','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Esol,'m','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Isol,'c','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Hsol,'r','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Rsol,'g','linewidth',2);hold on; 

plot(tsol,Vsol,'b','linewidth',2);hold on; 

grid on 

legend('Susceptible(t)','Exposed(t)','Infected(t)','Hospital

ized(t)','Recovered(t)','Virus(t)'); 

xlabel('Waktu t (Hari);'); 

ylabel('Populasi'); 

function udot=rhs1(~,u) 

global a mu1 mu2 mu3 mu4 mu5 alpha beta1 beta2 beta3 beta4 

gamma1 gamma2 gamma3 ksi1 ksi2 ksi3 p q w sigma ; 

S=u(1); E=u(2);I=u(3);H=u(4);R=u(5);V=u(6); 

Sdash = a-beta1*S*E-beta2*S*I-beta3*S*H-beta4*S*V-mu1*S; 

Edash = (beta1*S*E+beta2*S*I+beta3*S*H+beta4*S*V)-

(alpha+gamma1+mu2)*E; 

Idash = (alpha*(1-p)*E)-(q+gamma2+mu3)*I; 

Hdash = alpha*p*E+q*I-(w+gamma3+mu4)*H; 
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Rdash = gamma1*E+gamma2*I+gamma3*H-mu5*R; 

Vdash = ksi1*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V; 

udot=[Sdash; Edash; Idash; Hdash; Rdash; Vdash]; 

end 
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Lampiran 10: M-File untuk Simulasi Model SEIHRV Saat Kondisi Endemik 

dan 𝜸𝟐 Sebagai Fungsi Kontrol 
clc;clear all;close all; 

t=90; 

initial_S=39273012; 

initial_E=1780902; 

initial_I=145977; 

initial_H=101520; 

initial_R=195479; 

initial_V=100; 

[t,x]=ode45(@smg,t,[initial_S;initial_E;initial_I;initial_H;

initial_R;initial_V]); 

S=x(:,1); 

E=x(:,2); 

I=x(:,3); 

H=x(:,4); 

R=x(:,5); 

V=x(:,6); 

figure(1) 

plot(t,(x(:,1)),'y',t,(x(:,2)),'m',t,(x(:,3)),'c',t,(x(:,4))

,'r',(x(:,5)),'g',(x(:,6)),'b','LineWidth',2); 

legend('Susceptible','Exposed', 

'Infected','Hospitalized','Recovered','Virus'); 

grid off; 

 

dxdt_1=a*N-beta1*S*E-beta2*S*I-beta3*S*H-beta4*S*V-mu1*S; 

dxdt_2=(beta1*S*E+beta2*S*I+beta3*S*H+beta4*S*V)-

(alpha+gamma1+mu1)*E; 

dxdt_3=(alpha*(1-p)*E)-(q+((lambda5-lambda3)/xi2)+mu1)*I; 

dxdt_4=alpha*p*E+q*I-(w+gamma3+mu1)*H; 

dxdt_5=gamma1*E+((lambda5-lambda3)/xi2)*I+gamma3*H-mu1*R; 

dxdt_6=ksi1*E+ksi2*I+ksi3*H-sigma*V; 
  

dxdt=[dxdt_1;dxdt_2;dxdt_3;dxdt_4;dxdt_5;dxdt_6]; 

end 
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