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ABSTRAK

Kholilurrohman, Mohammad Agus. 2022. Dimensi dari Grup Dihedral. Skripsi. Program
Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dewi Ismiarti,
M.Si (I1) Evawati Alisah, M.Pd

Kata Kunci: Dimensi, Grup Dihedral, Kelas Konjugasi, Subgrup Normal

Grup dapat dipandang sebagai perumuman dari ruang vektor. Oleh karena itu, beberapa
peneliti mengembangkan konsep basis dan dimensi pada grup. Dimensi dari suatu grup
hingga G, dinotasikan dengan dim(G), adalah minimal dari banyaknya kelas konjugasi
yang membangun G. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan dimensi dari grup dihedral
dan menentukan apakah pada grup dihedral berlaku dimensi subgrup normal kurang dari
atau sama dengan dimensi grup. Langkah-langkah yang digunakan pada penelitian ini
adalah sebagai berikut: Pertama, mendaftar kelas-kelas konjugasi dari grup dihedral D,,,,
menentukan kelas konjugasi yang membangun grup dihedral D,,, dan menentukan
minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang membangun grup dihedral D,,, untuk n =
3,4,5,6,7,8. Selanjutnya, membuat dugaan dimensi dari grup dihedral D,,, untuk n €
Z,n = 3. Dengan cara yang sama dapat dicari dimensi setiap subgrup normal dari grup
dihedral D,, untuk n = 3,4,5,6,7,8. Kemudian, membuat dugaan dimensi setiap
subgrup normal dari grup dihedral D,, untuk n € Z,n > 3. Diberikan n € Z,n > 3,
diperoleh dimensi dari grup dihedral D,,, adalah
n ganjil

. (1,
dim(Dzn) = {2, n genap
Selanjutnya, jika N adalah sebarang subgrup normal dari grup dihedral D,,,, maka berlaku
dim(N) < dim(Dy,).
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ABSTRACT

Kholilurrohman, Mohammad Agus. 2022. The Dimension of Dihedral Group. Thesis.
Mathematic Study Program, Faculty of Science and Technology,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor:
() Dewi Ismiarti, M.Si (11) Evawati Alisah, M.Pd

Keyword: Dimensions, Dihedral Groups, Conjugacy Classes, Normal Subgroups

Groups can be viewed as a generalization of vector spaces. Some researchers have
developed the concept of bases and dimensions in groups. The dimension of a finite group
G, denoted by dim(G), is the minimal number of conjugacy classes in G which generate G.
This study aims to determine the dimension of dihedral groups and determine whether in
dihedral group the dimension of normal subgroup is less than or equal to the dimension of
the group. The steps of this study are as follows: first, find the conjugacy classes of dihedral
group D,,,, determine some conjugacy classes which generate dihedral group D,,, and
determine the minimal number of conjugacy classes which generate dihedral group D, for
n = 3,4,5,6,7,8. Furthermore, we make conjecture about the dimension of dihedral group
Dy, for n € Z,n > 3. In the same way, we can find the dimension of each normal
subgroups of dihedral group D,,, forn = 3,4,5,6,7,8. Moreover, we make a conjecture
about the dimension of each normal subgroups of dihedral group D,,, forn € Z,n > 3.
Given n € Z,n > 3, we obtained the dimension of dihedral group D,,, is

. 1, nodd
dim(D,y) = {2 n even

Furthermore, if N is any normal subgroup of dihedral group D,,, then
dim(N) < dim(D,y,,).
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang vektor merupakan suatu struktur aljabar. Ruang vektor adalah
himpunan takkosong yang dibentuk oleh sekumpulan objek yang disebut vektor
yang dapat dijumlahkan dan dikalikan dengan suatu bilangan yang dinamakan
skalar. Skalar yang sering digunakan adalah bilangan riil, bilangan kompleks, dan
bilangan rasional. Operasi penjumlahan pada himpunan takkosong tersebut harus
memenuhi sifat-sifat tertentu yaitu komutatif dan asosiatif. Sedangkan perkalian
skalar pada himpunan takkosong tersebut bersifat asosiatif dan distributif. Adapun
himpunan tak kosong tersebut harus mengandung identitas terhadap penjumlahan,
identitas terhadap perkalian skalar, serta terdapat invers terhadap penjumlahan
(Roman, 2005).

Pada ruang vektor terdapat konsep basis dan dimensi. Sebelum mengenal
pengertian dimensi pada suatu ruang vektor, akan dikenalkan terlebih dahulu
pengertian basis. Basis adalah himpunan di suatu ruang vektor yang memenuhi sifat
bebas linier dan merentang atau membangun. Kemudian, pengertian dimensi adalah
banyaknya vektor pada suatu basis. Jika banyak vektor dalam basis suatu ruang
vektor takhingga maka dimensi dari ruang vektor tersebut adalah takhingga.
Sedangkan untuk ruang vektor nol yang tidak memiliki basis, maka dimensi dari
ruang vektor tersebut adalah nol (Roman, 2005).

Grup juga merupakan salah satu jenis struktur aljabar. Grup adalah
himpunan takkosong yang dilengkapi dengan operasi biner yang memiliki sifat-
sifat tertentu. Operasi biner pada himpunan tersebut harus bersifat tertutup dan

asosiatif. Sedangkan himpunan tak kosong tersebut harus mempunyai elemen



identitas dan mengandung invers. Lebih lanjut, grup yang bersifat komutatif disebut
grup abel. Grup dikatakan hingga jika banyak anggotanya berhingga. Sebaliknya,
grup dikatakan takhingga jika banyak anggotanya tak berhingga.

Grup dapat dipandang sebagai perumuman dari ruang vektor. Beberapa
peneliti mengembangkan konsep dimensi pada grup. Menurut Robinson (1982)
yang dikutip dalam Kaplan & Lev (2003) menyebutkan bahwa berdasarkan
Teorema basis Burnside, untuk p-grup G dengan p adalah bilangan prima, maka
dimensi dari grup dengan G adalah dimensi dari ruang vektor G/®(G) atas
lapangan FP. Akan tetapi, konsep tersebut tidak berlaku untuk grup secara umum,
hanya berlaku untuk p-grup. Hal ini disebabkan karena untuk mencari dimensi dari
p-grup dibutuhkan subgrup Frattini. Namun demikian terdapat grup yang tidak
dapat menjadi subgrup Frattini dari sebarang grup. Adapun subgrup Frattini dari
grup G, dinotasikan dengan ®(G), adalah irisan dari semua subgrup maksimal dari
G (Hobby, 1960).

Pada tahun 2003, perumuman konsep dimensi pada grup hingga kemudian
dikembangkan lagi oleh Gil Kaplan & Arieh Lev. Perumuman tersebut dipelajari
melalui kelas-kelas konjugasi. Kemudian, dengan memperhatikan himpunan
pembangun yang terdiri dari kelas-kelas konjugasi, terdapat kemungkinan bahwa
konsep dimensi dapat diperumum untuk sebarang grup hingga. Dimensi dari suatu
grup hingga adalah minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang membangun grup
tersebut.

Salah satu jenis dari grup hingga adalah grup dihedral. Grup dihedral adalah
grup simetri dari segi-n beraturan yang terdiri dari unsur rotasi dan unsur refleksi

(Dummit & Foote, 2004). Grup dihedral merupakan grup yang menarik untuk



dibahas karena banyak muncul di alam seperti pada struktur molekul air atau
struktur kristal. Selain di alam, representasi dari grup ini juga banyak dijadikan
sebagai karya seni misalnya dekorasi lantai atau dinding.

Berbicara ruang vektor dan grup tidak terlepas dari himpunan, karena ruang
vektor dan grup merupakan himpunan dengan sifat-sifat tertentu. Dalam al-Qur’an
juga telah dibahas mengenai himpunan. Salah satunya dalam surat fathir ayat 1,

yang berbunyi

4 ., & Vs s
d_@-é.x}‘/é Elsy faises }w»:&u yk,u@v}u,q\j;um&;
j’:\’:\sf“f&;‘m O\}u‘:ﬁ\:‘
“Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, yang menjadikan malaikat
sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam urusan) yang mempunyai
sayap, masing-masing (ada yang) dua, tiga dan empat. Allah menambahkan pada
ciptaan-Nya apa yang Dia kehendaki. Sungguh, Allah Mahakuasa atas segala
sesuatu” (Q.S Fathir/35:1).
Ayat tersebut menjelaskan bahwa terdapat pengelompokan malaikat berdasarkan
banyak sayapnya. Hal ini dapat diartikan bahwa terdapat himpunan malaikat yang
bersayap dua, bersayap tiga, dan bersayap empat. Meskipun memiliki banyak sayap
yang berbeda-beda, tetapi memiliki fungsi yang sama yaitu untuk menyampaikan
apa yang diperintahkan oleh Allah SWT dengan cepat.

Kemudian, kata 4l merupakan bentuk jamak dari kata z\s yang secara
harfiah diartikan sebagai sayap. Menurut Chodjim (2008), kata z\s dapat
diterjemahkan sebagai kekuatan. Kekuatan ini berhubungan dengan kecepatan dan
kemampuan gerak dalam menyampaikan apa yang diperintahkan oleh Allah SWT.
Terdapat malaikat yang bergerak dalam satu jalur dalam satu waktu, ada yang

bergerak dalam dua jalur, tiga jalur, empat jalur seperti menembus satu ruang ke

ruang yang lain tanpa merusak batas-batas di sekelilingnya. Hal ini dapat diartikan



bahwa Allah SWT menjelaskan tentang dimensi dari himpunan, dalam hal ini
adalah himpunan malaikat.

Berdasarkan paparan di atas, permasalahan yang dapat dikaji dan
dikembangkan dalam hal ini adalah konsep dimensi dari grup hingga, khususnya
pada grup dihedral. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk mengangkat judul

“Dimensi dari Grup Dihedral”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan di atas, maka rumusan
masalah penelitian ini adalah sebagai berikut:
1.  Bagaimana menentukan dimensi dari grup dihedral?
2. Apakah pada grup dihedral berlaku dimensi subgrup normal kurang dari

atau sama dengan dimensi grup?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari
penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Untuk menentukan dimensi dari grup dihedral.
2. Untuk mengetahui pada grup dihedral berlaku dimensi subgrup normal

kurang dari atau sama dengan dimensi grup.
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1.5

Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat:

Bagi penulis

1. Menambah pengetahuan dan keilmuan mengenai hal-hal yang
berkaitan dengan dimensi dari grup dihedral.

2. Mengembangkan wawasan keilmuan mengenai dimensi dari grup
hingga, khususnya grup dihedral.

Bagi pembaca

1. Sebagai sarana informasi mengenai dimensi dari grup dihedral.

2. Sebagai bahan informasi dalam melakukan kajian lebih lanjut mengenai

dimensi dari grup hingga, khususnya grup dihedral.

Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah pada definisi dimensi yang

digunakan. Dimensi grup adalah minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang

membangun grup.



BAB Il
KAJIAN TEORI

2.1  Teori Pendukung
211 Grup
Definisi 2.1
Misalkan A adalah himpunan takkosong. Operasi biner = pada A adalah suatu
pemetaan dari A x A ke A,
*x 1 AXA->A
(Gilbert & Gilbert, 2015).
Contoh
Operasi penjumlahan (+) pada himpunan bulat adalah operasi biner karena
+:ZXZ -
(a,b) > c€L

adalah pemetaan.
Definisi 2.2
Misalkan G adalah himpunan takkosong dengan operasi *, dinotasikan sebagai
(G,*), disebut grup jika memenuhi empat syarat (Gilbert & Gilbert, 2015):

1. G tertutup terhadap operasi *, yaitu untuk setiap a,b € G berlakua * b € G

2. Operasi = bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c € G berlaku

ax(bxc)=(axb)xc
3. G memiliki elemen identitas, yaitu terdapat e € G, sehingga untuk setiap
a € G berlaku

axe=e*xa=a



4. G memuat invers, yaitu untuk setiap a € G, terdapat b € G sehingga
axb=bxa=e
Selanjutnya, G disebut grup abel (komutatif) jika a*b = b *a untuk a,b € G
(Gilbert & Gilbert, 2015).
Contoh
Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi + merupakan suatu grup.
Teorema 2.1
Misalkan (G,*) adalah grup, maka
1. Elemen identitas di G bersifat tunggal
2. Untuk setiap a € G, a™* bersifat tunggal
3. JikaaeGmaka(a ) t=a
4. Jikaa,b e Gmaka(axb) 1 =b"txqg?!
5. Untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku:
Q) Jikaa * b = a * c maka b = c (Sifat kanselasi kiri)
(i)  Jikaa*c = b *c maka a = b (Sifat kanselasi kanan)
(Gilbert & Gilbert, 2015).
Bukti
1. Misalkan e; dan e, merupakan elemen identitas di G.
Karena e, elemen identitas di G maka e; * e, = e;.
Karena e; elemen identitas di G maka e, * e, = e,. Sehingga,
e =e *xe; =¢e,
Jadi, elemen identitas di G bersifat tunggal
2. Ambil sebarang a € G, Misalkan e merupakan elemen identitas di G

Asumsikan b dan ¢ merupakan invers dari a di G, maka



Perhatikan bahwa

b=bxe [Sifat identitas]
=bx*x(axc) [Subtitusi e = a * c]
=(b*xa)*c [Sifat asosiatif]
=excC [Subtitusi b * a = e]
=c [Sifat identitas]

Jadi, invers dari a bersifat tunggal.

3. Untuk setiap a € G maka terdapat a~! € G. Berdasarkan definisi elemen
identitas maka a™!*a =e =a=*a~!, maka dapat dikatakan bahwa a
adalah invers dari a~. Karena invers bersifat tunggal maka diperoleh
(aHt=a.

4. Ambil sebarang a, b € G maka terdapat a=1,b~1 € G.

Perhatikan bahwa
(@axb)* (b txa™') = ((axb)xb~1)*xa™! [Sifat asosiatif]

=(ax(bxb™1))*a? [Sifat asosiatif]

=(axe)*xal [Sifat invers]

=axa! [Sifat identitas]

=e [Sifat invers]
Dengan cara yang senada,

(b~txa V) x(axb)=b"1x(at*(axbh)) [Sifat asosiatif]
=b1x((atxa)xh) [Sifat asosiatif]
=b"lx(exb) [Sifat invers]
=b71xp [Sifat identitas]

=e [Sifat invers]



Sehingga, dengan sifat ketunggalan invers, diperoleh (a * b)™* = b~ x a7 1,

5. (i) Ambil sebarang a, b, c € G dengan a * b = a * ¢ maka

alx(axb)=alx(axc) [* Operasi]
& (alxa)xb=(alxa)xc [Sifat asosiatif]
= exb=exc [Sifat invers]
= b=c [Sifat identitas]

Jadi, jikaa*b =axcmakab = c.
Selanjutnya,

(i) Ambil sebarang a, b, c € G dengan a * ¢ = b * ¢ maka

(axc)xct=(bx*xc)*c? [* Operasi]
& ax(cxc V) =bx*(cxc™?) [Sifat asosiatif]
= axe=Dbxe [Sifat invers]
= a=b>b [Sifat identitas]

Jadi, jikaa*c=bxcmakaa =b

Jadi, teorema tersebut terbukti.

2.1.2 Subgrup

Definisi 2.3

Misalkan G adalah suatu grup dan H < G dengan H # @. Himpunan H disebut
suatu subgrup dari G, dinotasikan H < G, jika H juga merupakan grup terhadap
operasi di G. Jika H = {e} atau H = G maka H disebut subgrup trivial (Gilbert &

Gilbert, 2015).
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Teorema 2.2
Misalkan (G,*) grup dan H < G dengan H # @. Himpunan H adalah subgrup dari
G jika dan hanya jika memenuhi kondisi berikut:
1. Jikaa,b e Hmakaax*b € H
2. Jikaa€e Hmakaa e H
(Gilbert & Gilbert, 2015).
Bukti
Untuk membuktikan teorema tersebut, harus dibuktikan dari dua arah.
Misalkan (G,*) grup dan H < G dengan H # Q.
(=) JikaH <G makaVa,b € Hberlakua+h € Hdana ! € H.
Karena H adalah subgrup maka H memenuhi syarat-syarat grup. Sehingga
karena H bersifat tertutup maka a = b € H. Selanjutnya untuk a € H, karena H
memuat invers dari setiap elemennya, maka berlaku a=! € H untuk setiap a, b € H.
Dengan demikian kondisi 1 dan 2 sudah terpenuhi.
(&) Jikaaxb € Hdana™! € H, untuk setiap a, b € H maka maka H < G.
Karena H < G, maka sifat asosiatif di G berlaku juga di H. Kemudian
karena H # @ maka terdapat a € H, berdasarkan kondisi 2 terdapat a™! € H.
Perhatikan bahwa, berdasarkan kondisi 1 diperoleh e = a x a™! € H sehingga H
memiliki elemen identitas dan setiap elemennya memiliki invers. Selanjutnya,
berdasarkan kondisi 1 maka H tertutup. Jadi, terbukti bahwa H merupakan subgrup
dari G.

Dengan demikian, teorema tersebut terbukti.
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Contoh

Masing-masing Z, Q, R dan C adalah grup terhadap operasi penjumlahan
danZc Qc Rc C.OlehkarenaituZ < Q <R < C.
2.1.3 Grup Dihedral

Diberikan segi-n beraturan yang berpusat di titik asal pada bidang-xy dan
setiap sudutnya diberi label secara berurutan searah jarum jam dari 1 sampai n

seperti pada Gambar 2.1

Gambar 2.1 Pelabelan pada Segi-n Beraturan

Segi-n beraturan dengan n sisi mempunyai 2n simetri yang berbeda yaitu
n simetri rotasi dan n simetri refleksi. Selanjutnya, masing-masing simetri
dideskripsikan dengan mengorespondensikan permutasi ¢ pada {1,2,3,...,n}
(Dummit & Foote, 2004).

Misalkan r merupakan rotasi yang searah jarum jam terhadap titik asal
sejauh 27” radian maka o permutasi yang memetakkan titik i ke i + 1 untuk 1 <

i <n-—1, dan o(n) = 1. Misalkan pula s merupakan refleksi terhadap sumbu
simetri yang melalui titik 1 dan titik asal. Himpunan dari permutasi-permutasi
tersebut yang dilengkapi dengan operasi komposisi memenuhi aksioma-aksioma
pada grup. Oleh karena itu, didefinisikan suatu grup D,,, seperti yang dinyatakan

dalam Definisi 2.4 (Dummit & Foote, 2004).
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Definisi 2.4

Misalkan n bilangan bulat dan n > 3. Grup dihedral D,, adalah grup dengan
operasi komposisi dari simetri-simetri pada segi—n beraturan (Dummit & Foote,
2004).

Grup dihedral D,,, dapat disederhanakan menggunakan beberapa notasi dan
hitungan yang akan menyederhanakan perhitungan selanjutnya dan membantu
mengamati D,,,. Elemen identitas dari D,,, dinotasikan dengan 1. Selanjutnya, grup
dihedral D,,, secara umum memiliki sifat sebagai berikut:

1. 1,772 ..,7" 1 merupakan elemen-elemen yang berbeda dan ™ = 1.

Oleh karena itu, |r| = n.

2. |s| = 2.

3. s # r'untuk setiap i.

4. sr' = sr/ untuk setiap 0 < i,j < n — 1dengan i # j jadi
D,, = {1,r,7% ..., 7" L s, 57,572, ..., s 1},

yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s/r* untuk

je{01},0<i<n-1}

5. rs = sr~1, hal ini menunjukkan bahwa D,,, tidak abel.
6. ris=sr7t untuk setiap0 <i<n
(Dummit & Foote, 2004).

Contoh

Misalkan n = 4, digambarkan suatu segi empat beraturan (persegi) pada
bidang- xy. Sumbu-sumbu simetrinya adalah garis x =0 (sumbu-y), y =0

(sumbu-x), y = x,y = —x.
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Gambar 2.2 Sumbu-sumbu Simetri pada Segi Empat Beraturan

Persegi tersebut diputar sebesar 90° searah jarum jam, maka menghasilkan

permutasi sebagai berikut:

0=
o=}
o=
=]

NN R

w N

2
2

_ W

AW

3
3

w S

NS

)
)
)

_ s

)

Sedangkan refleksinya menghasilkan permutasi sebagai berikut:

s 2)

o= (!

1
4

I I
W =

(
(
(

ag
az
ag

1
2

2
4

w N

w

Selanjutnya, setiap permutasi dinotasikan sebagai berikut:

l. aq=rororor=1

2. a,=r
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3. az=ror=r?

4. ay=roror =13

6. ag=sor =sr
7. a; =sor?=sr?
8. ag=sor3=ysr3

Sehingga diperoleh Dg = {1,7,72%,73,s, s, sr?,sr3}.

Jika elemen-elemen di Dg dioperasikan dengan operasi komposisi " o
maka diperoleh grup dihedral Dg. Selanjutnya hasil operasi komposisi dari Dg
disajikan pada tabel Cayley berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley dari Dg

° 1 | r | r> | r3| s | sr |sr?|srd
1 1 r | r®2 | r3| s | sr |sr?|srd
r | r |2 | r3| 1 |sr3| s | sr |sr?
r2 | r2 | r3 | 1 r |sr?|srd3| s | sr
r3lr3 |1 r | r? | sr |sr?|sr3| s
s s | sr|sr?|sr3| 1 | r | r? |
sr | sr|sr?|sr3| s [ 3| 1 | r |r?
sr?|sr?|sr3| s | sr| 2|3 | 1| r
sr3|sr3| s | sr|sr?| r | r? | 3| 1

2.1.4 Grup yang Dibangun oleh Subhimpunan
Definisi 2.5
Misalkan G adalah grup dan Misalkan X = {x;, x5, ..., x,,} adalah subhimpunan
dari G maka subgrup yang dibangun oleh X adalah
H = (X) = (x4, X3, .., Xp) = {xf1 Pk ...-xfl‘”|xl- €X,a; € Z}.

(Dummit & Foote, 2004).
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Contoh
Diberikan grup dihedral Dy = {1, 7,72, s, sr, sr?}. Misalkan pula
X = {r?, sr} adalah subhimpunan dari D,. Subgrup yang dibangun oleh X dapat
ditentukan dengan memperhatikan perkalian berikut
1. (r®)%o(sr)2=r
2. rH)o(sr)t=s
Karena (r,s) € (r2,sr) € (X) = (r, s), sehingga subgrup yang dibangun oleh X
adalah {1,7,7%,s,sr,sr?} = D,.
Definisi 2.6
Misalkan G adalah suatu grup. Grup G disebut grup siklis jika terdapat a € G
sehingga G = {a*| k € Z}. Selanjutnya, H dikatakan dibangun oleh a, dinotasikan
dengan H = (a), atau a adalah pembangun dari H (Dummit & Foote, 2004).
Contoh
Misalkan n bilangan bulat dan n > 3 maka D,,, = (s,r: 7" = s2 = 1,rs =
sr~1). Misalkan pula N = {1,7,72%,...,7" 1} < D,,, maka N = (r) (Dummit &
Foote, 2004).
Bukti
Akan ditunjukkan setiap a € N berlaku
a = r¥untuk k € Z.

Perhatikan bahwa

Secara umum, untuk menuliskan setiap a € N dalam bentuk r* untuk 0 < k <

n — 1 digunakan Algoritma Pembagian, yaitu
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i=nq+k,untuk 0 <k <n.
Sehingga
a = ratk = (rM)ark = 197k =k,
Karena setiap a € N dapat dituliskan sebagai a = r* untuk k € Z, maka dapat
disimpukan bahwa N = (r).
Teorema 2.3
Setiap grup siklis adalah grup abel (Muchlisah, 2005).
Bukti
Misalkan G merupakan grup siklis dan a € G merupakan pembangun dari
G, sehingga G = {a*|k € Z}.
Ambil sebarang x, y € G maka x = aP dan y = a? untuk suatu p, q € Z.
Selanjutnya, akan ditunjukkan xy = yx.

Perhatikan bahwa

xy = aPal [Subtitusi xy]
= gP*4 [Sifat perpangkatan di G]
= qi*? [Sifat komutatif di Z]
= alaP [Sifat perpangkatan di G]
= yx [Subtitusi yx]

Karena xy = yx maka terbukti bahwa G merupakan grup abel.
Jadi, teorema tersebut terbukti.

2.1.5 Subgrup Normal

Definisi 2.7

Misalkan H adalah subgrup dari grup G. Untuk setiap a di G,

aH = {x € G|x = ah,h € H}
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adalah koset kiri dari H di G dan a disebut wakil koset dari aH. Begitu juga untuk
Ha disebut koset kanan dari H di G dan a disebut wakil koset dari Ha,
Ha ={x € G|x = ha,h € H}
(Gilbert & Gilbert, 2015).
Contoh
Diberikan grup Dy dan H = {1, s} adalah subgrup dari D.

Koset kanan dari H di Dy adalah

l. Hil=Hs=H

2. Hr = Hsr = {r,sr}

3. Hr?=Hsr?={r?sr?}
Sedangkan koset kiri dari H di Dy adalah

1. 1TH=sH=H

2. TH = sr?H = {r,sr?}

3. r2H = srH = {r?,sr}
Jadi, koset kanan dari H di D adalah H, {r, s}, {r?, sr?} dan koset kiri dari H di
D¢ adalah H, {r, sr?},{r?,sr}.
Definisi 2.8
Misalkan N adalah subgrup dari G. Himpunan N disebut subgrup normal dari G,
dinotasikan dengan N = G, jika aN = Na untuk setiap a € G (Gilbert & Gilbert,
2015).
Contoh

Diberikan grup Dg dan N = {1,r, 72} adalah subgrup dari Dg.

Koset kanan dari N di D adalah

1. Nl=Nr=Nr?2={1,r1r?}=N
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2. Ns = Nsr = Nsr? = {s, sr,sr?}
Sedangkan koset kiri dari N di Dy adalah
1. IN=rN=r*N={1,r,r?}=N
2. Ns = Nsr = Nsr? = {s, sr,sr?}
Karena aN = Na untuk setiap a € D, maka H adalah subgrup normal dari Dg.
Selanjutnya, berdasarkan Tarnauceanu (2015), semua subgrup normal dari
grup dihedral D,,, untuk n ganjil berbentuk
(i) {1,7%7r%4, .., r"%Juntuk d > 1dan d|n,
(i) Dzn
Sedangkan semua subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk n genap adalah
sebagai berikut:
() {1,v%47r%4, ..., r" 9} untukd > 1 dand|n,
(i) {1,7% .,7v"%s,s1% ..., 5172},
(iii) {1,7% ...,v" 2, sr,s7r3, ..., sr™7 1},
(iv) Dz
Contoh
Diberikan grup dihedral Dg = {1,7,72, s, s, sr?}. Semua subgrup normal
dari D¢ adalah
1. {1,r,7%}
2. {1}
3. Dg.
Diberikan grup dihedral Dg = {1,7,72,73,s, sr, sr?, sr3}. Semua
subgrup normal dari Dg adalah

1. {1,r,7%71r3},



19

2. {1,7%},

3. {13

4. {1,172 s,s1%},

5. {1,72, sr,sr3},

6. Ds.
2.1.6 Kelas Konjugasi
Definisi 2.9
Misalkan G adalah suatu grup dan a € G maka b € G disebut suatu konjugat dari a
jika b = gag™! untuk suatu g € G . Selanjutnya, b dan a dikatakan saling
konjugat (James & Liebeck, 2001).
Contoh

Diberikan grup D = {1,7,72, 5, sr,sr?} maka konjugat dari r pada grup

D¢ adalah r dan r2.
Teorema 2.4

Misalkan G grup dan a, b € G. Relasi konjugasi R pada G yang didefinisikan

dengan bRa < b = gag~! untuk suatu g € G

merupakan suatu relasi ekivalen (Gallian, 2012).
Bukti

1. Ambil sebarang a € G jelas bahwa aRa karena terdapat elemen identitas

e € G sehingga eae™! = eae = a. Dengan demikian R bersifat refleksif.
2. Ambil sebarang a,b € G dengan bRa maka terdapat g € G yang

memenuhi b = gag™?!
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Perhatikan bahwa
b =gag™!
g thg =a
artinya, aRb. Jadi, R bersifat simetris
3. Ambil sebarang a, b, c € G dengan bRa dan aRc maka tedapat g,h € G
yang memenuhi b = gag~! dan a = hch™?.

Perhatikan bahwa

b =gag™!
= g(hch ) g™t [Subtitusi a = hch™1]
= (gh)c(h™'g™) [Sifat asosiatif]
= (gh)c(gh)™* [Sifat invers hasil kali pada grup]
=mcm L, meG [Sifat ketertutupan pada grup]

Sehingga diperoleh b = mem™1, untuk suatu m € G. Oleh karena itu, bRc.
Dengan demikian R bersifat transitif.
Jadi, R merupakan suatu relasi ekivalen pada G.
Definisi 2.10
Kelas ekivalen dari relasi konjugasi pada suatu grup disebut kelas konjugasi.
Misalkan G adalah grup dan a € G maka kelas konjugasi dari a adalah
[a] = {gag™|g € G}

(James & Liebeck, 2001).
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Contoh

Diberikan grup Dy = {1,7,72,s, s, sr?}. Kelas konjugasi dari s € D, pada

grup D dapat diperoleh dengan meninjau semua hasil kali gsg~1, g € G sebagai

berikut:

1.

2.

3.

4.

5.

6.

losol l=1o0os0l=s

1

rosor l=rosor?=sr

r20s50(r?) 1 =r20s0r =sr?

1

SoSoS T =So0SoS=35§

1

srososr 1 =srososr=sr?

sr2oso(sr®) ' =sr?ososr? =sr

Jadi, diperoleh [s] = {s, sr, sr2}.

Selanjutnya, berdasarkan Conrad (2017), semua kelas konjugasi dari grup

dihedral D,,, adalah sebagai berikut:

1.

2.

Jikan > 3,n € Z dan n ganjil, maka

0 [={1

n-1
2

(i) [r*¥]={*r"* luntuk1 <k <
(i) [s]={srij0<i<n-—1}={ss7, .., st}
Jikan > 3,n € Z dan n genap, maka

0 [ ={1}

(i) [¥]={krm " untuk 1 < k<2

(i) [s]= {sr2i|0 <i< g — 1} = {s,sr?,sr* ...sr"?}

(iv) [sr]= {ST2i+1|O <i< g — 1} = {sr,sr3,sr>, ..., sr""1}



22

Contoh
1. Kelas konjugasi dari D = {1,7,71%, s, sr, sr?} adalah
a. [1] ={1}
b. [r]={rr?*}=[r?]
c. [s] ={s,sr,sr?}=[sr] = [sr?]

2. Kelas konjugasi Dg = {1,7,72%,13,s,s7, sr?,sr3} adalah

a. [1]={1}
b. [r]={r,r’}=[r’]
c. [r?]={r?

d. [s] ={s,sr?} = [sr?]

e. [sr] = {sr,sr?} = [sr?]
2.1.7 Dimensi dari Grup
Definisi 2.11
Misalkan G merupakan grup, dimensi dari G, dinotasikan dim(G), adalah minimal
dari banyaknya kelas konjugasi dari G yang membangun G (Kaplan & Lev, 2003).
Contoh

Misalkan n =3 maka Dy = {1,r,72%5s,sr,sr?}. Kemudian, akan
ditunjukkan dimensi dari grup Dy adalah 1. Untuk menunjukkannya pilih kelas
konjugasi [s] dari Dg. Perhatikan bahwa [s] = {s, sr, sr?} sehingga diperoleh

([s]) = (s, sr, s7?)

Elemen r = s o sr € ([s]), sehingga r,s € ([s]).
Jadi, (r,s) € ([s]) € Dy = (r,s). Karena minimal dari banyaknya kelas konjugasi

yang membangun Dy adalah 1 maka diperoleh dim(Dg) = 1.
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2.2  Kajian Agama

Kajian mengenai himpunan sudah dijelaskan dalam al-Qur’an. Misalnya
penggolongan malaikat berdasarkan banyak sayapnya. Dimana golongan juga
merupakan himpunan, karena himpunan didefinisikan sebagai kumpulan objek-
objek yang terdefinisi (Nurdin & Nufus, 2018). Allah SWT berfirman dalam surat

Fathir ayat 1 yang berbunyi

£

3&\33‘3/8""‘“}&* 12 L&u y\,u@v}u,q\j;umi.l\
58 B e (e
“Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, yang menjadikan malaikat
sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam urusan) yang mempunyai
sayap, masing-masing (ada yang) dua, tiga dan empat. Allah menambahkan pada
ciptaan-Nya apa yang Dia kehendaki. Sungguh, Allah Mahakuasa atas segala
sesuatu”. (Q.S. Fathirl35: 1).
Menurut (Ghoffar & al-Atsari, 2004), Allah SWT menjadikan malaikat memiliki
sayap untuk menyampaikan apa yang diperintahkan oleh Allah SWT dengan cepat.
Di antara malaikat tersebut ada yang memiliki dua sayap, tiga sayap, dan empat
sayap. Menurut (Shihab, 2002), firman-Nya: Allah menambahkan pada ciptaan-
Nya apa yang Dia kehendaki, penambahan ini dapat mencakup beberapa aspek.
Ada yang ditambah kekuatan fisiknya, atau spiritual dan kecerdasannya. Penggalan
ayat ini mengisyaratkan juga terdapat malaikat yang memiliki sayap lebih dari
empat.

Malaikat memiliki perbedaan dan persamaan dalam hal sifat. Hal ini seperti

yang telah difirmankan Allah SWT pada ayat 6 surat at-Tahrim yang berbunyi,

N3 Byl K0 e 5ty 200 kg 15 sSaly S 1 134 Gl

; Q}}Z}?j e Q’,}M’ 55 ;.a}:\ = :us\ Q’,.a;g



24

“Wahai orang-orang yang beriman, peliharalah diri kalian dan keluarga kalian
dari api neraka yang bahan bakarnya adalah manusia dan batu; penjaganya
malaikat-malaikat yang kasar, keras, dan tidak durhaka kepada Allah terhadap apa
yang Dia perintahkan kepada mereka dan selalu mengerjakan apa yang
diperintahkan” (Q.S. At-Tahrim/66: 6).

Menurut (Ghoffar & al-Atsari, 2004), dalam firman-Nya: “penjaganya malaikat-
malaikat yang kasar”, maksudnya adalah sifat malaikat sangat kasar, telah
dihilangkan dari hatinya rasa kasihan terhadap orang-orang yang kafir kepada Allah
SWT. Kemudian maksud dari “yang keras” adalah susunan tubuh mereka sangat
keras, tebal, dan penampilannya menakutkan. Menurut (Az-Zuhaili, 2013), pada
penggalan ayat: “Dan tidak durhaka kepada Allah terhadap apa yang Dia
perintahkan kepada mereka dan selalu mengerjakan apa yang diperintahkan”
menjelaskan bahwa kalimat pertama untuk menunjukkan ketaatan pada masa
lampau. Sedangkan kalimat kedua menunjukkan ketaatan di masa mendatang.
Dalam al-Qur’an, Allah SWT secara tersirat telah menjelaskan tentang
representasi dari grup dihedral. Salah satunya yang termaktub dalam Surat Yasin
ayat 40 yang berbunyi
<. 57 1z g”ﬁi g TR 2o 22T i < T
. Q’,zjwsgi,\béﬁjggﬁ L g S<E@) _dj/x, S o WEALRY

“Tidaklah mungkin bagi matahari mendapatkan bulan dan malam pun tidak dapat
mendahului siang. Dan masing-masing beredar pada garis edarnya” (Q.S.
Yasin/36: 40).

Menurut (Al-Qarni, 2007), matahari tidak akan pernah menyusul bulan begitupula
sebaliknya. Demikian pula malam tidak akan mendahului siang, begitu juga
sebaliknya. Malam, siang, Matahari, bulan, telah memiliki tempat peredaran

masing-masing dan tidak akan bertabrakan satu sama lain. Allah telah mengetahui

peredaran dan ketentuan tempat mereka.
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Tubuh manusia juga diciptakan dalam keadaan yang seimbang antara
bagian demi bagian sehingga menjadi bentuk yang sempurna. Hal ini dijelaskan
oleh Allah SWT dalam surat Al-Infithaar ayat 7 yang berbunyi

“Yang telah menciptakan kamu, lalu menyempurnakan kejadianmu dan
menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang” (Q.S. Al-Infithaar/82: 7).

Menurut (Al-Atsari, 2004), Allah menjadikan dalam bentuk yang sempurna setiap
detailnya yaitu, sepasang tangan yang sama panjangnya, sepasang kaki yang sama
panjangnya, sepasang jari-jemari yang sama panjangnya antara yang kiri dan yang
kanan, demikian seterusnya. Dalam penggalan ayat “dan menjadikan (susunan
tubuh)mu seimbang” artinya, menjadikan tubuhmu tegak lurus dalam bentuk yang
sempurna. Tegak lurus dalam hal ini menerangkan bahwa manusia adalah spesies
yang berjalan tegak lurus dengan kedua kaki. Struktur tubuh semacam ini
memudahkan berbagai aktivitas manusia. Selain struktur tubuh yang sempurna,
manusia juga dianugerahi akal yang sempurna pula, sehingga manusia memiliki

akal yang kreatif, inovatif dan konstruktif sebagai khalifah di muka bumi.

2.3 Kajian Teori Dimensi dari Grup Dihedral
Untuk mencari dimensi dari grup digedral, akan dicari terlebih dahulu
semua kelas konjugasi pada D,,,. Adapun semua kelas konjugasi dari D,,, adalah
sebagai berikut:
a. Jikan = 3,n € Z dan n ganjil, maka
@ [1]={1}

(i) [ ={*rm Y untuk 1< k<™=
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iy [s]={srijo<i<n-—1}={ssr, .., sr™"}
b. Jikan > 3,n € Z dan n genap, maka

0 [1]={1}

(i) [ ={*rmFuntuk 1 < k<2

(i) [s] = {sr2i|0 <i< g - 1} = {s,sr?,sr4, ...sr"?}

(iv) [sr] = {sr2i+1|0 <i< 2 - 1} = {sr,sr3,sr>, ..., sr" 1}
Berikutnya, akan dicari kelas konjugasi yang membangun D,,,. Kemudian, dicari
minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang membangun D,,,. Minimal dari
banyaknya kelas konjugasi tersebut dikatakan dimensi dari suatu grup dihedral.

Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai sifat-sifat dimensi dari D,,,. Salah
satu sifat dimensi dari ruang vektor terhadap subruangnya adalah: Misalkan V
adalah ruang vektor atas lapangan F dan Misalkan pula S adalah subruang dari V/,
maka dim(S) < dim(V). Dalam hal ini, akan digunakan subgrup normal sebagai
padanan dari subruang. Berikut adalah semua subgrup normal dari D,,:

a. Jikan = 3,n € Z dan n ganjil, maka
(i) {1,7%47r%4, ..., r" 9} dengand > 1 dan d|n,
(i)  Dyp.

b. Jikan > 3,n € Z dan n genap, maka

(i) {1,7%7r%4, ..., r" 4} dengand > 1dan d|n,

(i) {1,7% ..,7"2% 5,512, ..., 5172,

(i) {1,7%, ..., 7" 2, s, s73, ..., s 1Y,

(iv)  Dan
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Selanjutnya, dicari dimensi dari setiap subgrup normal dari D,,, dan akan
disimpulkan apakah sifat dimensi subgrup normal dari grup dihedral berpadanan

dengan sifat dimensi subruang pada ruang vektor.



BAB Il
METODE PENELITIAN
3.1  Jenis Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur atau studi
pustaka, yaitu proses pengumpulan data maupun informasi dengan mengkaji
berbagai macam sumber literatur seperti artikel jurnal, buku, dan sebagainya yang

menjelaskan mengenai dimensi dari grup hingga, khususnya grup dihedral.

3.2 PraPenelitian
Langkah-langkah yang ditempuh peneliti sebelum memulai penelitian ini
adalah:
1.  Mencari literatur utama yang akan dijadikan rujukan utama dalam
menentukan topik pembahasan.
2. Mengumpulkan berbagai literatur pendukung yang berkaitan dengan
pembahasan.
3. Mempelajari dan memahami konsep yang berhubungan dengan konsep
dimensi dari grup hingga.
4.  Mempelajari dan memahami konsep-konsep yang berhubungan dengan
grup dihedral.
5. Mengumpulkan dan memahami hubungan dimensi dari ruang vektor
terhadap subruangnya.
6.  Mempelajari dan memahami mengenai konsep subgrup normal dari grup

dihedral.

28



29

3.3  Tahapan Penelitian

Langkah-langkah yang digunakan dalam untuk penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1.  Menentukan kelas-kelas konjugasi pada grup dihedral D,,,n = 3,n € Z

a. Menentukan kelas konjugasi yang membangun grup dihedral D,,, untuk

n = 3,5,7 dengan cara:

(i)

(ii)

(iii)

Mendaftar semua kelas konjugasi dari grup dihedral D,,, untuk
n=3,57.

Membangun grup dari beberapa kelas konjugasi dari grup
dihedral D,, untuk n = 3,5, 7.

Menentukan minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang

membangun grup dihedral D,,, untuk n = 3,5, 7

b. Membuat dugaan dimensi dari grup dihedral D,, untuk n ganjil

kemudian membuktikannya.

c. Menentukan kelas konjugasi yang membangun grup dihedral D,,, untuk

n = 4, 6,8 dengan cara:

(i)

(i)

(iii)

Mendaftar semua kelas konjugasi dari grup dihedral D,,, untuk
n=4,6,8.

Membangun grup dari beberapa kelas konjugasi dari grup
dihedral D,,, untuk n = 4,6, 8.

Menentukan minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang

membangun grup dihedral D,,, untuk n = 4, 6,8

d. Membuat dugaan dimensi dari grup dihedral D,, untuk n genap

kemudian membuktikannya.
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2. Menentukan dimensi subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk

n=3,neEZx

a. Mendaftar semua subgrup normal dari D,,, untuk n = 3,5, 7.

b. Menentukan kelas konjugasi yang membangun subgrup normal dari

grup dihedral D,,, untuk n = 3,5, 7 dengan cara:

(i)

(ii)

(iii)

Mendaftar semua kelas konjugasi subgrup normal dari grup
dihedral D,, untuk n = 3,5, 7.

Membangun grup dari beberapa kelas konjugasi subgrup normal
dari grup dihedral D,,, untuk n = 3,5, 7.

Menentukan minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang
membangun subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk

n=357.

¢. Membuat dugaan dimensi setiap subgrup normal dari grup dihedral D,

untuk n ganjil kemudian membuktikannya.

d. Menentukan kelas konjugasi yang membangun subgrup normal dari

grup dihedral D,,, untuk n = 4, 6, 8 dengan cara:

(i)

(i)

(iii)

Mendaftar semua kelas konjugasi subgrup normal dari grup
dihedral D,,, untuk n = 4,6, 8.

Membangun grup dari beberapa kelas konjugasi subgrup normal
dari grup dihedral D,,, untuk n = 4,6, 8.

Menentukan minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang
membangun subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk

n=46,8.
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Membuat dugaan dimensi setiap subgrup normal dari grup dihedral D,

untuk n genap kemudian membuktikannya.



BAB IV
PEMBAHASAN
4.1 Dimensi dari Grup Dihedral D,

Pada bagian ini akan ditentukan dimensi dari grup dihedral D,,. Untuk
menentukan dimensi dari D,,, akan ditinjau melalui dua kasus yaitu untuk n ganjil
dan n genap. Dalam menentukan dimensi dari grup dihedral D,,, dengan n ganjil
secara umum, terlebih dahulu akan ditinjau dimensi beberapa grup dihedral tertentu
antara lain D¢, D1, D14. Selanjutnya untuk menentukan dimensi dari grup dihedral
D,,, dengan n genap, terlebih dahulu akan ditinjau dimensi beberapa grup dihedral
tertentu antara lain Dg, D;5, Dy¢.

4.1.1 Dimensi dari Grup Dihedral D4

Untuk mencari dimensi dari Dg = {1,7,72, s, s, sr?}, pertama akan dicari

semua kelas konjugasinya. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari Dy:
1 [1]= (1)
2. [r]1={r,r%}
3. [s] = {s,sr,sr?}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Dg. Untuk itu, ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun oleh
satu kelas konjugasi. Himpunan yang dibangun oleh kelas konjugasi [s] adalah

([s]) = (s, sr,sT?).
Perhatikan bahwa elemen r = s o sr € ([s]) sehingga r,s € ([s]). Jadi, (r,s) S
([s]) € Dg = (r,s). Artinya, [s] membangun Dy. Oleh karena itu, Dg memiliki
himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Sehingga

diperoleh dim(Dg) = 1.
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4.1.2 Dimensi dari Grup Dihedral D

Untuk mencari dimensi dari D;q = {1,7,72%,73,7% 5,51, sr2%, 513,51},
pertama akan dicari semua kelas konjugasi dari D,,. Berikut adalah semua kelas
konjugasi dari D;:

1 [1]1={1}

2. [r]={rr"Y}

3. [r?]={r?3r3)

4. [s] ={s,sr,sr? sr3 srt}

Berikutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun D, . Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh kelas [s] adalah

([s]) = (s, sr, 572,513, 51%)
Perhatikan bahwa elemen r = s o sr € ([s]) sehingga r,s € ([s]).
Jadi, (r,s) € ([s]) € D;o = (r,s). Artinya, [s] membangun D,,. Karena D,,
memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja, maka
diperoleh dim(D;,) = 1.
4.1.3 Dimensi dari Grup Dihedral D4

Untuk mencari dimensi dari
Dy ={1,7,73,73,r%1r5, 18 s, 57,512,573, sr%, 515, sr®}, pertama akan dicari
semua kelas konjugasi dari D, ,. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari D, ,:

L [ ={13
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5. [s] = {s,sr,sr? sr3, sr* sr5 sro}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun D,,. Oleh sebab itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang
dibangun oleh satu kelas konjugasi. Himpunan yang dibangun oleh kelas konjugasi
[s] adalah

([s]) = (s, sr,sr?,sr3,sr* sr>, sro).
Perhatikan bahwa elemen r = s o sr € ([s]) sehingga r,s € ([s])
Jadi, (r, s) € ([s]) € D;, = (r,s). Artinya, [s] membangun D,,. Oleh karena itu,
D, 4 memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas konjugasi. Dengan
demikian, diperoleh dim(D;,) = 1.
4.1.4 Dimensi dari Grup Dihedral D,, untuk n > 3,n € Z dan n Ganjil

Berdasarkan perhitungan dimensi grup dihedral D,, dengan n = 3,5,7
diperoleh dugaan bahwa dimensi dari grup dihedral untuk n >3,n€Z dann
ganjil adalah 1. Selanjutnya, hasil ini dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 4.1
Dimensi dari grup dihedral D,,, untuk n > 3,n € Z dan n ganjil adalah 1.

Bukti
Misalkan n > 3 dan n ganjil perhatikan grup dihedral
D,, ={1,7r, .., v s,s1,...,sr" 1}
Untuk mencari dimensi dari D,,,, pertama akan dicari semua kelas konjugasi dari
D,,,. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari D,,,:
O [1={1

(i) [ ={*r" " untuk 1< k<

(i) [s]={srll0<i<n—1}={ssr, ..,st" 1}
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Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun D,,. Oleh karena itu, ditinjau terlebih dahulu himpunan yang
dibangun oleh satu kelas konjugasi. Himpunan yang dibangun oleh
[s] adalah

([s]) = (s, s, ..., sT™ 1)
Perhatikan bahwa elemen r = s o sr € ([s]) sehingga r,s € ([s]).
Jadi, (r,s) € ([s]) € D,, = (r,s). Artinya [s] membangun D,, . Karena D,,
untuk n ganjil memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas
konjugasi saja, maka diperoleh dim(D,,,) = 1. Jadi, teorema tersebut terbukti.
4.1.5 Dimensi dari Grup Dihedral Dg
Untuk mencari dimensi dari Dg = {1,7,7%,73,s, sr,sr?,sr3}, pertama,

akan dicari semua kelas konjugasi dari Dg. Berikut adalah semua kelas konjugasi

dari Dg:
1. [1] = {1}
2. [r] ={r,r3}
3. [r*]=1{r*}

5. [sr] = {sr, sr3}

Kemudian, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Dg. Oleh karena itu, ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
satu kelas konjugasi.

1. Himpunan yang dibangun oleh [1] adalah
([1]) = (1).

Perhatikan bahwa (1) = {1}, oleh karena itu [1] tidak membangun Ds.
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2. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah
(Ir]) = (r,7°).
Perhatikan bahwa (r,r3) = {1, r,72,7r3}, oleh sebab itu [r] tidak
membangun Dg.
3. Himpunan yang dibangun oleh [r2] adalah
([r?]) = (r?).
Perhatikan bahwa (r2) = {1, 72}, artinya, [r?] tidak membangun Ds.
4. Himpunan yang dibangun oleh [s] adalah
([s]) = (s,572).
Perhatikan bahwa (s, sr?) = {1,712, s, sr?}, oleh karena itu maka [s] tidak
membangun Dg.
5. Himpunan yang dibangun oleh [sr] adalah
([sT]) = (sr,sT3).
Perhatikan bahwa (sr, sr3) = {1,712, sr, sr3}, artinya [sr] tidak
membangun Dg.
Karena Dg tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi maka dim(Dg) >
1. Selanjutnya akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas konjugasi.
Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r] dan [s] adalah
([r], [s]) = (r,73,s,s72).
Karena r,s € ([r], [s]) maka (r,s) S ([r], [s]) € Dg = (r, s). Oleh karena itu [r]
dan [s] membangun Dg. Karena dim(Dg) > 1 dan Dg memiliki himpunan

pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi maka dim(Dg) = 2.
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4.1.6 Dimensi pada Grup Dihedral D4,

Untuk mencari dimensi dari

Dy, = {1,7,7%3,73,r%, 15, s, 51,572,513, sr*, s>}, pertama dicari terlebih
dahulu semua kelas konjugasi dari D;,. Adapun semua kelas konjugasi dari D;,
adalah sebagai berikut:

1 [1] = {1}

2. [r] ={r,r>}

3. [ ={r?3r*}

4. [r*]={r’}

5. [s] = {s,sr? sr*}
6. [sr] = {sr,sr3 sr’}

Selanjutnya, dicari minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang
membangun D,,. Untuk itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu kelas
konjugasi.

1. Himpunan yang dibangun oleh [1] adalah
(1) = (1).

Perhatikan bahwa (1) = {1}, artinya [1] tidak membangun D, ,.

2. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah
([r]) = (r,r®).

Perhatikan bahwa (r, %) = {1,7,72,r3,r%,r>}, artinya,[r] tidak

membangun D, ,.
3. Himpunan yang dibangun [r2] adalah

([r?]) = (r2,r*).

Perhatikan bahwa (r2,r*) = {1,r2,r*}, oleh karena itu[r?] tidak
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membangun Dy ,.
4. Himpunan yang dibangun oleh [r3] adlah
([r°]) = (r3).
Perhatikan bahwa (r3) = {1,73}, oleh karena itu [r3] tidak membangun
D1,
5. Himpunan yang dibangun oleh [s] adalah
([s]) = (s,sr?,sr*).

Perhatikan bahwa (s, sT2,sr*) = {1,72,r%,s,sr?, sr*}, artinya [s] tidak

membangun D, ,.

6. Himpunan yang dibangun oleh [sr] adalah
([sr]) = (sr,s73,s1°).

Perhatikan bahwa (sr,sr3,sr®) = {1,72,r% sr,sr3,sr%}, artinya [sr]

tidak membangun D, ,.

Karena D;, tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi maka
dim(D;,) > 1. Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas
konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r] dan [s] adalah

([r], [s]) = (7,75, 5,572, s7%).
Karenar,s € ([r],[s]) maka (r,s) € ([r], [s]) € D,, = (r,s). Oleh karena itu [r]
dan [s] membangun D;,. Karena dim(D,,) > 1 dan D;, memiliki himpunan

pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi maka diperoleh dim(D;,) = 2.
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4.1.7 Dimensi pada Grup Dihedral D44

Untuk mencari dimensi dari
Dig = {1,7,13,73,r% v, 18 17, s,s1, 572,513, 517%,57°,57°, 517}, pertama, akan
dicari semua kelas konjugasi dari D,4. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari

D¢

5 [r*]={r"}
6. [s] = {s,sr? sr*, sré}
7. [sr] = {sr,sr3,sr5 sr’}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun D, . Untuk itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
oleh satu kelas konjugasi.

1. Himpunan yang dibangun oleh [1] adalah
([1]) = (1).
Perhatikan bahwa (1) = {1}, artinya [1] tidak membangun D, .
2. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah
([r]) = (r,77).
Perhatikan bahwa (r,r7) = {1,7,7%,7r3, 7415 r% 1"}, oleh karena itu [r]
tidak membangun D

3. Himpunan yang dibangun oleh [r2] adalah

([r?]) = (r#, 7).
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Perhatikan bahwa (r?,7°) = {1,72,r* r®}, olen karena itu [r?] tidak
membangun D .
4. Himpunan yang dibangun oleh [r3] adalah
([r3]) = (r3,7r®).
Perhatikan bahwa (r3,r%) = {1,72,r3,r%r5r®}, artinya [r3] tidak
membangun Dy¢.
5. Himpunan yang dibangun oleh [r*] adalah
([r*]) = (r).
Perhatikan bahwa (r*) = {1,74}, oleh karena itu [r*] tidak membangun
D16
6. Himpunan yang dibangun oleh [s] adala
([s]) = (s, sr?,sr* s7°).
Perhatikan bahwa (s, sr2, sr*,sr®) = {1,7%,73,r*,r>,1%,s,sr?, sr*,sr°},
artinya, [s] tidak membangun D,.
7. Himpunan yang dibangun oleh [sr] adalah

5 sr7).

([sr]) = (sr,sr3, sr
Perhatikan bahwa (sr,sr3,sr% sr”) = {1,r%,v41r® sr,sr3,sr% sr’},

oleh karena itu [sr] tidak membangun D,.
Karena D;, tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi maka
dim(D;¢) > 1. Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas

konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r] dan [s] adalah

([, [s]) = (r,77,s,sr?, sr*, sro).
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Karenar,s € ([r], [s]), maka (r,s) € ([r], [s]) € D, = (r,s). Oleh karena itu [r]
dan [s] membangun D;,. Karena dim(D,¢) > 1 dan D;¢ memiliki himpunan
pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi maka diperoleh dim(D;¢) = 2.
4.1.8 Dimensi dari Grup Dihedral D,, untuk n > 3,n € Z dan n Genap

Berdasarkan perhitungan dimensi grup dihedral D,, dengan n = 4,6,8
diperoleh dugaan bahwa dimensi dari grup dihedral untuk n > 3,n € Z dan n
genap adalah 2. Selanjutnya, hasil ini dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 4.2
Dimensi dari grup dihedral D,,, dengan n > 3,n € Z dan n genap adalah 2.
Bukti

Misalkan n > 3,n € Z dan n genap, perhatikan grup dihedral

Dy, ={1,r,.., 7" L, 5,51, ...,51

Untuk mencari dimensi dari D,,,, pertama akan dicari semua kelas konjugasi dari
D,,,. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari D, :

@) [1]={1}

(i) [r]={rr"untuk1<k<Z

(iii) [s]= {eri :0<i< g — 1} = {s,sr?,sr*, ..sr"?}

(iv) [sr] = {eri+1 0<i < g - 1} = {sr,sr3,sr>, ..., sr*1}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun D,,,. Untuk itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
oleh satu kelas konjugasi. Andaikan D,,, dibangun oleh satu kelas konjugasi maka

r dan s terdapat dalam satu kelas konjugasi. Artinya, r = gsg~?! untuk suatu

g € D,,. Misalkan g = s'r/ dengan i € {0,1} dan 0 < j < n — 1. Diperoleh
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rr~t=gsg~lr1

Karena r~! adalah invers dari r dan g = s‘r/ maka

1= (s'r)s(sir/) 1rnt

=N 1=slrisris~iyn-1
=N 1=sisrirJs iyn1
=N 1 = stsr2/s~iyn-1
Jika i = 0 maka
1= sr2/yn-1
=N 1= srn 271

Jikai = 1 maka

= 1= sr2iyn-1t
= 1= ST'n+2j_1
Di lain sisi, karena pada grup dihedral s # r* untuk sebarang i maka sr™ 2/=1 =
s? = 1 dan sr™2/=1 # s2 = 1. Oleh karena itu, terjadi kontradiksi.
Dengan demikian r dan s tidak berada dalam satu kelas konjugasi. Jadi, D,,, tidak
dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi. Oleh karena itu, dim(D,,,) > 1.
Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas
konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r] dan [s] adalah
([r], [sD) = (r, v 1, 5,572, s14, ... sT™72).
Karenar,s € ([r], [s]) maka (r,s) € ([r], [s]) € D,, = (r,s). Oleh karena itu [r]
dan [s] membangun D,, . Karena dim(D,,) > 1 dan D,,, memiliki himpunan

pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi maka diperoleh dim(D,,) = 2.

Jadi, teorema tersebut terbukti.
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4.2  Hubungan Dimensi Subgrup Normal dengan Grup pada Grup

Dihedral D,,

Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai hubungan dimensi subgrup
normal dengan dimensi dari grup pada grup dihedral. Sebelum itu, akan dijelaskan
terlebih dahulu hubungan dimensi dari subruang dengan dimensi dari ruang vektor.
Hal ini sebagai acuan untuk mencari hubungan dimensi dari subgrup dengan
dimensi dari grup pada dihedral. Salah satu hubungan dimensi dari ruang vektor
terhadap subruangnya adalah: Misalkan V' adalah ruang vektor atas lapangan F dan
Misalkan pula S adalah subruang dari V, maka dim(S) < dim(V).

Selanjutnya, akan dicari hubungan dimensi dari subgrup normal dengan
grup pada grup dihedral yang berpadanan dengan hubungan di atas. Dalam hal ini,
akan digunakan subgrup normal sejati sebagai padanan dari subruang.

4.2.1 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral D

Untuk mencari dimensi dari semua subgrup normal sejati dari D, pertama
akan dicari semua subgrup normal sejati dari Dg. Subgrup normal sejati dari Dg
yaitu H; = {1} dan H, = {1,r,72}. Selanjutnya, akan dicari semua kelas konjugasi
dari masing-masing subgrup normal.

a. Kelas konjugasi dari H, yaitu hanya [1] = {1}.

Jelas bahwa (1) = {1} = H;. Dengan demikian, dim(H;) = 1.
b. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H,:

1. [1] = {1}

2. [r] ={r}

3. [r?] ={r*}
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Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H,. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah

([r]) = (7).
Perhatikan bahwa
(ry={1,r,1*}=H,.
Artinya [r] membangun H,. Oleh karena itu, H, memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H,) = 1.

Sehingga diperoleh, dimensi dari sebarang subgrup normal sejati H dari Dg
adalah 1. Karena dim(Dg) adalah 1 maka dapat disimpulkan bahwa dim(H) <
dim(Dg).

4.2.2 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral D4,

Untuk mencari dimensi dari semua subgrup normal sejati dari D, pertama,
akan dicari semua subgrup normal sejati dari D,,. Adapaun subgrup normal sejati
dari D, yaitu H; = {1} dan H, = {1,7,72,73,r*}. Kemudian, akan dicari semua
kelas konjugasi dari masing-masing subgrup normal.

a. Kelas konjugasi dari H, yaitu hanya [1] = {1}.
Jelas bahwa (1) = {1} = H;. Dengan demikian, dim(H;) = 1.

b. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H,:

L [={1
2. [r]={r}
3. [r?]=1{r*}
4. [r®] ={r}

5. [r]={r"}
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Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H,. Untuk itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
oleh satu kelas konjugasi. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah

([r]) = (7).
Perhatikan bahwa
(ry={1,r,r%7r3r*} = H,.
Artinya [r] membangun H,. Oleh karena itu, H, memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H,) = 1.

Sehingga diperoleh, dimensi dari sebarang subgrup normal sejati H dari D,
adalah 1. Karena dim(D,,) adalah 1 maka dapat disimpulkan bahwa dim(H) <
dim(Dy,).

4.2.3 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral D4

Untuk mencari dimensi dari semua subgrup normal sejati dari D, ,, pertama,
akan dicari semua subgrup normal sejati dari D,,. Adapaun subgrup normal sejati
dari D, yaitu H, = {1} dan H, = {1,7,72,73,r%,r>,r°}. Kemudian, akan dicari
semua kelas konjugasi dari masing-masing subgrup normal.

a. Kelas konjugasi dari H, yaitu hanya [1] = {1}.
Jelas bahwa (1) = {1} = H;. Dengan demikian, dim(H;) = 1.

b. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H,:

L [={1
2. [r]={r}
3. [r?]=1{r*}
4. [r*]={r®}

5. [r]={r"}
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6. [r°] ={r"}

7. [r®] ={r®}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H,. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah

([r]) = (7).
Perhatikan bahwa
(ry={1,7r,7%,73,r*r>r° = H,.
Artinya [r] membangun H,. Oleh karena itu, H, memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H,) = 1.

Sehingga diperoleh, dimensi dari sebarang subgrup normal sejati H dari D, ,
adalah 1. Karena dim(D,,) adalah 1 maka dapat disimpulkan bahwa dim(H) <
dim(Dy4).

4.2.4 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral D,,, untuk n > 3
dan n Ganjil

Berdasarkan perhitungan dimensi setiap subgrup normal dari dihedral D,,,
dengan n = 3,5,7, diperoleh dugaan bahwa hubungan dimensi dari sebarang
subgrup normal H dari D,, untuk n > 3,n € Z dan n ganjil adalah 1. Sehingga
diperoleh, dim(H) < dim(D,,,). Selanjutnya, hasil ini dinyatakan dalam teorema
berikut.

Teorema 4.3
Misalkan n > 3,n € Z dan n ganjil. Diberikan grup dihedral D,, dan H adalah

sebarang subgrup normal dari D,,,, maka dim(H) < dim(D,,,).
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Bukti
Misalkan H adalah sebarang subgrup normal sejati dari D,,,, maka

H=N;={1,r%r?, . r" % = (r¢)

untuk suatu d|n dan d > 1. Karena H siklis maka H komutatif. Oleh karena itu,

[r4] = {r%}. Perhatikan himpunan yang dibangun oleh kelas konjugasi [r¢] adalah

(r'h =% =H

Dengan demikian, dim(H) = 1. Jadi, dim(H) < dim(D,,) untuk sebarang

subgrup normal H.

4.2.,5 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral Dg

Untuk mencari dimensi dari setiap subgrup normal sejati dari Dg, pertama,
akan dicari semua subgrup normal sejati dari Dg. Sebelum itu, akan dicari semua
subgrup normal sejati dari Dg. Berikut adalah semua subgrup normal dari Dg:

1. H ={1,r,r%r3}
2. H,={1}

3. Hy={1,r%}

4, H, ={1,7r%s,sr?}
5. Hg ={1,72% sr,sr3}

Selanjutnya, untuk menentukan dimensi dari setiap subgrup normal sejati
dari Dg terlebih dahulu dicari semua kelas konjugasi dari masing-masing subgrup
normal.

a. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari Hy:

1. [1] = {1}

2. [r] ={r}

3. [r¥] ={r?}
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4. [r®] ={r®}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H;. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah

([r]) = (r).
Perhatikan bahwa
(ry={1,r,r%r3} =H,.

Artinya [r] membangun H,. Oleh karena itu, H; memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H,) = 1.

b. Kelas konjugasi dari H, yaitu hanya [1] = {1}.

Jelas bahwa (1) = {1} = H,. Dengan demikian, dim(H,) = 1.

c. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H;:

1. [1] = {1}

2. [r?] = {r?}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Hs. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [2] adalah

([r?]) = (r?).
Perhatikan bahwa
(r?) = {1,7*} = H,.
Artinya [r2] membangun Hs. Oleh karena itu, H; memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H;) = 1.

d. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H,:

L[] ={1
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2. [r?*]=1{r?}

3. [s] ={s}

4, [sr?] = {sr?}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H,. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu.

1. Himpunan yang dibangun oleh [1] adalah
(1) = (1).
Perhatikan bahwa ([1]) = {1}, artinya [1] tidak membangun H,.
2. Himpunan yang dibangun oleh [r2] adalah
([r?]) = (r?).
Perhatikan bahwa (r?) = {1,r2}, artinya [r?] tidak membangun H,.
3. Himpunan yang dibangun oleh [s] adalah
([s]) = (s)-
Perhatikan bahwa (s) = {1, s}, artinya [s] tidak membangun H,.
4. Himpunan yang dibangun oleh [sr?] adalah
([sT2]) = (s12).
Perhatikan bahwa (sr?2) = {1, sr2}, artinya [sr?] tidak membangun
H,.

Karena H, tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi maka

dim(H,) > 1. Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas

konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r2] dan [s] adalah

([r2][s]) = (r2,5).
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Karena 72,s € ([r?],[s]) maka (r2,s) € ([r?],[s]) € H, = (r?,s). Oleh karena
itu, [r?] dan [s] membangun H,. Karena dim(H,) > 1 dan H, memiliki
himpunan pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi, maka dim(H,) = 2.

e. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari Hs:

1. [1]={1}
2. [r?] = {r?}
3. [sr] = {sr}

4, [sr3] = {sr3}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Hg. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu.

1. Himpunan yang dibangun oleh [1] adalah
([1]) = (1).
Perhatikan bahwa (1) = {1}, artinya [1] tidak membangun Hs.
2. Himpunan yang dibangun oleh [r?2] adalah
([r?]) = (r?).
Perhatikan bahwa (r2) = {1,r2}, artinya [r2] tidak membangun Hs.
3. Himpunan yang dibangun oleh [sr] adalah
([sr]) = (sr).
Perhatikan bahwa (sr) = {1, sr}, artinya [sr] tidak membangun Hs.
4. Himpunan yang dibangun oleh [sr3] adalah
([sT3]) = (s7°).
Perhatikan bahwa (sr3) = {1, sr3}, artinya [sr3] tidak membangun

H.
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Karena Hg tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi maka
dim(Hs) > 1. Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas
konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r2] dan [sr] adalah

([r?], [sr]) = (r?,sr).
Karena 72,sr € ([r?],[sr]) maka (r? sr) € {([r?],[sr]) € Hs = (r?,sr). Oleh
karena itu, [r?] dan [sr] membangun Hg. Karena dim(Hg) > 1 dan Hg memiliki
himpunan pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi, maka dim(Hs) = 2.

Karena dimensi dari Dg adalah 2. Dengan demikian, diperoleh:

1. dim(H,) < dim(Dg)

2. dim(H,) < dim(Dg)

3. dim(H;3) < dim(Dg)

4. dim(H,) = dim(Dg)

5. dim(Hs) = dim(Dg)

Jadi, dapat disimpulkan bahwa sebarang subgrup normal sejati H dari Dg berlaku
dim(H) < dim(Dg).
4.2.6 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral D,

Untuk mencari dimensi dari setiap subgrup normal sejati dari D, pertama,
akan dicari semua subgrup normal sejati dari D;,. Sebelum itu, akan dicari semua
subgrup normal sejati dari D;,. Berikut adalah semua subgrup normal dari D, ,:

1. H ={1,r,r%7r3r%r%}
2. H,={1}

3. Hy={1,7%1%}

4. H,={1,r3}

5. H: ={1,7%,1r%s,sr? sr}
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6. Hg ={1,7%,1% sr,sr3 sr5}
Kemudian, untuk menentukan dimensi dari setiap subgrup normal sejati dari
D,, terlebih dahulu dicari kelas-kelas konjugasi dari masing-masing subgrup
normal.

a. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H :

L[] ={1
2. [r]={r}
3. [r?] ={r%}
4. [r°] ={r%}
5. [r*]=1{r"}
6. [r°] = {r®}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H;. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah

([r]) = (7).
Perhatikan bahwa
(ry={1,7r,v%7r3,r*r°} = H,.
Artinya [r] membangun H,. Oleh karena itu, H; memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H,) = 1.
b. Kelas konjugasi dari H, yaitu hanya [1] = {1}.
Jelas bahwa (1) = {1} = H,. Dengan demikian, dim(H,) = 1.
c. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H;:
1. [1] = {1}

2. [r*] ={r*}
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3. [r*]1=1{r"}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Hs. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r2] adalah

([r?]) = (r?).
Perhatikan bahwa
(ry={1,r%r*} = H,.
Artinya [r2] membangun H;. Oleh karena itu, H; memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H;3) = 1.
d. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H,:

1 [1]1={1

2. [r]=1{r%}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H,. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [3] adalah

([r°]) = (r3).
Perhatikan bahwa
(r3y={1,r3} =H,.
Artinya [r3] membangun H,. Oleh karena itu, H, memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H,) = 1.
e. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari Hs:
1. [1] = {1}
2. [r?] = {3, rY)

3. [s] = {s,s1?,sr*}
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Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Hg. Untuk itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu kelas
konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [s] adalah

([s]) = (s,s12,s1%).
Perhatikan bahwa elemen 2 = s o s72 € ([s]).
Jadi, (r2,s) € ([s]) € Hs = (r?,s). Artinya [s] membangun Hc. Oleh karena itu,
H: memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja.
Dengan demikian, dim(Hs) = 1.
f. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari Hg:

1. [1] = {1}

2. [r?] = {3 rY)

3. [sr] = {sr, sr3,sr5}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H. Untuk itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu kelas
konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [sr] adalah

([sr]) = (sr, s73,s1>).
Perhatikan bahwa elemen 2 = sr o sr3 € ([sr]).
Jadi, (r2,sr) € ([sr]) € Hg = (r?, sr). Artinya [sr] membangun H,. Oleh karena
itu, H, memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja.
Dengan demikian, dim(Hy) = 1.

Karena dimensi dari D;, adalah 2. Dengan demikian, diperoleh

1. dim(H,) < dim(Dy,)

2. dim(H,) < dim(Dy,)
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4. dim(H,) < dim(D;3)
5. dim(Hs) < dim(D13)
6. dim(Hg) < dim(D;;)
Jadi, dapat disimpulkan bahwa sebarang subgrup normal sejati H dari D, berlaku
dim(H) < dim(Dy,).
4.2.7 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral D¢
Untuk mencari dimensi dari setiap subgrup normal sejati dari D, pertama,
akan dicari semua subgrup normal sejati dari D;. Sebelum itu, akan dicari semua
subgrup normal sejati dari D;¢. Berikut adalah semua subgrup normal dari D;:
1. H={1L,rr%r3r4r5r%r"}
2. H, ={1}
3. Hy;={1,7%,r%7r°%}
4. H,={1,r*}
5. Hs ={1,7%,7%75 5,512, s1% 57}

>, sr’}

6. Ho={1,7%,1% 7% sr,sr3 sr
Selanjutnya, untuk menentukan dimensi dari setiap subgrup normal sejati
dari D¢ terlebih dahulu dicari semua kelas konjugasi dari masing-masing subgrup
normal.
a. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H;:
1. [1] = {1}
2. [r] ={r}
3. [r?] = {r?}
4. [r®] ={r®}

5. [r*] = {r*}
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6. [r°] = {r®}
7. [r®] = {r®}
8. [r7] ={r"}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H;. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r] adalah

([r]) = (7).
Perhatikan bahwa
(ry={1,7r,7r%r3r*r>r%r’} = H,.
Artinya [r] membangun H,. Oleh karena itu, H; memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H;) = 1.
b. Kelas konjugasi dari H, yaitu hanya [1] = {1}.
Jelas bahwa (1) = {1} = H,. Dengan demikian, dim(H,) = 1.

c. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H;:

1 [1] ={1}

2. [r?] = {r?}
3. [r4] = (r}
4. [r] = {r°}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Hs. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r2] adalah

([r?]) = (r?).
Perhatikan bahwa

(r?y ={1,r%,r*r° = H,.
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Artinya [r2] membangun H;. Oleh karena itu, H; memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H;) = 1.
d. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari H,:
1. [1] = {1}
2. [r*] = {r*}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H,. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu. Himpunan yang dibangun oleh [r*] adalah

([r*]) = (r).
Perhatikan bahwa
(r*y={1,r*} = H,.
Artinya [r*] membangun H,. Oleh karena itu, H, memiliki himpunan pembangun
yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja. Dengan demikian, dim(H,) = 1.
e. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari Hs:

1. [1] = {1}

2. [r?] = {r?, 1%}

3. [r*]1=1{r"}

4. [s] = {s,sr*}

5. [sr?] = {sr?,sr}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun Hs. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu.

1. Himpunan yang dibangun oleh [1] adalah

(I11) = (1).
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Perhatikan bahwa ([1]) = {1}, artinya [1] tidak membangun Hs.
2. Himpunan yang dibangun oleh [r2] adalah
([r?]) = (r?,7°).
Perhatikan bahwa (r2,r°) = {1,72,r*,r®}, artinya [r?] tidak

membangun Hs.

3. Himpunan yang dibangun oleh [r*] adalah
([r*]) = (r*).

Perhatikan bahwa (r*) = {r*}, artinya [1] tidak membangun Hx.

4. Himpunan yang dibangun oleh [s] adalah
([s]) = (s,s7%).

Perhatikan bahwa (s, sr*) = {1, s, sr*}, artinya [s] tidak

membangun H.
5. Himpunan yang dibangun oleh [sr?] adalah

([sT?]) = (s1?,s1°).

Perhatikan bahwa (sr?2,sr®) = {1,sr?,sr®}, artinya [sr?] tidak

membangun Hs.

Karena Hg tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi maka
dim(Hs) > 1. Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas
konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r?] dan [s] adalah

([r?], [s]) = (r?,s,sT).
Karena r2,s € ([r?],[s]) maka (r2,s) € ([r?],[s]) € Hs = (r?,s). Oleh karena
itu, [r?] dan [s] membangun Hs. Karena dim(Hg) >1 dan Hg memiliki

himpunan pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi, maka dim(Hg) = 2.
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f. Berikut adalah semua kelas konjugasi dari Hg:

1 [1] ={1}

2. [r?] = {r?,r®)

3. [r*]1=1{r"}

4. [sr] = {sr,sr°}

5. [sr3] = {s13,s17}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun H. Oleh karena itu, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh satu
kelas konjugasi terlebih dahulu.

1. Himpunan yang dibangun oleh [1] adalah
([1]) = (1).
Perhatikan bahwa (1) = {1}, artinya [1] tidak membangun H,.
2. Himpunan yang dibangun oleh [r2] adalah
([r?]) = (r?,r®).
Perhatikan bahwa (r2,7°) = {1,72,r* 1}, artinya [r?] tidak
membangun Hg.
3. Himpunan yang dibangun oleh [r*] adalah
([r*]) = (r*).
Perhatikan bahwa (r*) = {1,r*}, artinya [r*] tidak membangun H,.
4. Himpunan yang dibangun oleh [sr] adalah
([sr]) = (sr,sT°).
Perhatikan bahwa (sr, sr>) = {1, sr, sr°}, artinya [sr] tidak
membangun Hg.

5. Himpunan yang dibangun oleh [sr3] adalah



60

([sT3]) = (sr3,s17).
Perhatikan bahwa (s73,sr”) = {1, sr3,sr7}, artinya [sr3] tidak
membangun H.

Karena Hg tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi maka
dim(Hg) > 1. Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas
konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r?] dan [sr] adalah

([r?], [sr]) = (r?, 78, sr,sro).
Karena 72, sr € ([r?],[sr]) maka (r2,sr) € ([r?],[sr]) € Hg = (r?,sr). Oleh
karena itu, [r2] dan [sr] membangun H. Karena dim(Hg) > 1 dan Hg memiliki
himpunan pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi, maka dim(Hg) = 2.

Karena dimensi dari D;¢ adalah 2. Dengan demikian, diperoleh

1. dim(H;) < dim(Dy¢)

2. dim(H,) < dim(Dys)

3. dim(Hs3) < dim(Dyg)

4. dim(H,) < dim(Dyg)

5. dim(Hs) = dim(Dys)

6. dim(Hg) = dim(Dys)

Jadi, dapat disimpulkan bahwa sebarang subgrup normal sejati H dari D, berlaku
dim(H) < dim(Dys).
4.2.8 Dimensi Subgrup Normal dari Grup Dihedral D,, untukn > 3

dan n Genap

Berdasarkan perhitungan dimensi setiap subgrup normal dari dihedral D,,,
dengan n = 4, 6,8, diperoleh dugaan bahwa hubungan dimensi dari sebarang

subgrup normal H dari D,, untuk n > 3,n € Z dan n genap adalah 1 atau 2.
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Sehingga diperoleh, dim(H) < dim(D,,). Selanjutnya, hasil ini dinyatakan dalam
Teorema 4.4 dan Teorema 4.5. Untuk membuktikan kedua teorema tersebut,
pertama akan dibuktikan dulu beberapa lemma berikut.
Lemma 4.1
Misalkan n > 3,n € Z, n genap dan g ganjil.
a. Kelas konjugasi dari N' = {1,72,...,7""%,s,s7?, ...,sr™""2} 2 D,,, adalah
sebagai berikut:
(i [1]={1}

(i) [r?]={r2r"2juntuk 1<k <2 -1.
(iii) [s] = {sr‘”,sr"_“il 0<i< 2 — 1} = {s,sr?,..,sr" 2},
b. Kelas konjugasi dari N"” ={1,72, ...,v" 2, sr,sr3, ..., sr* 1} 2 D,,
adalah sebagai berikut:
i) [1]={1}
(i) [r?]= {2 r 2 untuk 1<k <2 -1.
(iii) [sr] = {sr‘““,sr"“‘”ll 0<i< g - 1} = {sr,sr3,...,sr" 1}
Bukti
a. Berikut akan ditunjukkan semua kelas konjugsi dari N':
1. Akan dicari kelas konjugasi dari 1 € N'.
Ambil sebarang a € N’
Perhatikan bahwaaol1oa ! =1
Jadi, [1] = {1}.
2. Akan dicari kelas konjugasi dari 72 € N’ dengan 1 < k < g - 1.

Ambil sebarang %' € N’ dengan 0 < i < g -1



Perhatikan bahwa 72t o 12k o y1=20 = 2k
Ambil sebarang st € N’ dengan 0 < i <2 — 1.
Perhatikan bahwa sr?t o 12K o sy?t = =2k = yn=2k,
Jadi, [r2K] = {r?k,rn2k},
3. Akan dicari kelas konjugasi dari s € N’
Ambil sebarang r2! € N’ dengan 0 < i <> —1.
Perhatikan bahwa 2% o 5 oy 72t = gy™=4,
Ambil sebarang s7% € N’ dengan 0 < i <~ — 1.
Perhatikan bahwa sr?! o s o 572! = sr*,
Jadi, [s] = {sr‘”,sr"“”l 0<i< %— 1} = {s,sr?, ..., sr" 2},
b. Berikut akan ditunjukkan semua kelas konjugsi dari N'':
1. Akan dicari kelas konjugasi dari 1 € N".
Ambil sebarang a € N".
Perhatikan bahwaa o 1oa™! = 1.
Jadi, [1] = {1}.
2. Akan ditunjukkan kelas konjugasi dari 2% € N”’

dengan 1 <k Sg— 1.

Ambil sebarang 7% € N dengan 0 < i < g - 1.

Perhatikan bahwa 12t o 72K o =20 = pn+2k — o2k

Sehingga, elemen r2* saling berkonjugasi dengan elemen r2~,

Ambil sebarang sv?' € N, dengan 0 < i <2 — 1.

Perhatikan bahwa sr2t o 12k o gy2l = y=2k = yn-2k



63

Sehingga, elemen r2¥ saling berkonjugasi dengan elemen ™2k,
Jadi, [r2K] = {r?k, rn=2k},
3. Akan dicari kelas konjugasi dari sr € N"
Ambil sebarang % € N" dengan 0 < i < % -1
Perhatikan bahwa 72t o s7 o y™72t = gpn=4i+1,
Ambil sebarang sr?*1 € N dengan 0 < i < g —1.
Perhatikan bahwa sr2it1 o s1 o sr2it1l = gr4i+l,
Jadi, [sr] = {sr‘”“,sr"_“i“l 0<i< g — 1} = {sr,sr3, ..., sr" 1}
Dengan demikian, lemma tersebut terbukti.
Lemma 4.2
Misalkan n > 3,n € Z, n genap dan % genap.
a. Kelas konjugasi dari N’ = {1,72,...,7""%,s,s1?, ...,sr""2} 2 D,,, adalah
sebagai berikut:
) [1]1={1}

(i) [r?]= {2 r"2}untuk 1<k <2-1.

(iii) [s] = {sr4i,sr"‘4i|0 <i< 2 — 1} = {s,sr*, ..., sr" 4}

(iv) [sr?] = {sr4i+2,srn_4i_2|0 <i< g - 1} = {sr?,sr®, ..., sr" 2},
b. Kelas konjugasi dari N"” ={1,r% ..,v"2,sr,sr3 .., sr"1} 2 D,,

adalah sebagai berikut:

@) [1]={1}

(i) [r?]= {22 untuk 1 < k <2 - 1.

(iii) [sr] = {sr‘”_l,srn_““l 0<i< g - 1} = {sr,sr>,...,sr"3}.



(iv) [sr3] = {sr4i_3,srn_4i+3|0 <i< g — 1} = {sr3,sr7,..,sr" 1},
Bukti
a. Berikut akan ditunjukkan semua kelas konjugsi dari N':
1. Akan dicari kelas konjugasi dari 1 € N'.
Ambil sebarang a € N’
Perhatikan bahwaao1oa™t =1
Jadi, [1] = {1}.
2. Akan dicari kelas konjugasi dari 72 € N’ dengan 1 < k < % - 1.
Ambil sebarang r2! € N’ dengan 0 < i <2 — 1.
Perhatikan bahwa 12t o 12K o =20 = pn+2k — o2k
Ambil sebarang sr?* € N’ dengan 0 < i < g -1
Perhatikan bahwa sr2¢ o 12K o sy2t = =2k = yn=2k,
Jadi, [r?*] = {r?k, rn2k},
3. Akan dicari kelas konjugasi dari s € N’
Ambil sebarang r2' € N’ dengan 0 < i <2 — 1.
Perhatikan bahwa 72¢ o s 0 r™=2t = gyn—%
Ambil sebarang sr?* € N’ dengan 0 < i < g - 1.
Perhatikan bahwa sr? o s o sr2t = s1*,
Jadi, [s] = {sr‘”,sr”"“ilO <i< g - 1} = {s,sr%, ..., sr" 4}
4. Akan dicari kelas konjugasi dari sr? € N’
Ambil sebarang r2' € N’ dengan 0 < i <2 — 1.

Perhatikan bahwa r2i o s72 o y 721 = gpn—4i+2
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Ambil sebarang sr?* € N’ dengan 0 < i < % -1
Perhatikan bahwa sr?t o s72 o s72t = syH4i=2 = gp4i=2,
Jadi, [sT?] = {sr‘”‘z,sr”“‘”zlo <i< % — 1} = {sr?,sr®, ..., sr"2}.
Berikut akan dicari semua kelas konjugasi dari N'':
1. Akan dicari kelas konjugasi dari 1 € N".
Ambil sebarang a € N"
Perhatikan bahwaaoloa™t =1
Jadi, [1] = {1}.
2. Akan dicari kelas konjugasi dari r?* € N” dengan 1 < k < % -1
Ambil sebarang %' € N dengan 0 < i < g -1
Perhatikan bahwa 72t o 72K o =20 = pn+2k — o2k
Ambil sebarang sr?* € N dengan 0 < i < g - 1.
Perhatikan bahwa sr2! o 12k o syt = y=2k = yn-2k
Jadi, [r?*] = {r?k, rn2k},
3. Akan dicari kelas konjugasi dari sr € N
Ambil sebarang %' € N dengan 0 < i < 2 - 1.
Perhatikan bahwa 12t o sy o y™=2t = gpn-4i+1
Ambil sebarang sr?* € N dengan 0 < i < g - 1.
Perhatikan bahwa sr2 o sr o s2l = syF4i=1 = gp4i-1,
Jadi, [sr] = {sr4i‘1,sr”‘4i+1| 0<i< g - 1} = {sr,sr>,...,sr"3}.
4. Akan dicari kelas konjugasi dari sr3 € N”

Ambil sebarang %! € N dengan 0 < i < g -1
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Perhatikan bahwa 72! o 573 o y™=2t = gpn=4i+3,
Ambil sebarang st € N dengan 0 < i <~ — 1.
Perhatikan bahwa sr2¢ o s73 o s12! = sr*iFn=3 = gp4i=3
Jadi, [sT3] = {sr4i‘3,sr”‘4i+3|0 <i< % — 1} = {sr3 sr7, .., sr* 1}
Dengan demikian, lemma tersebut terbukti.
Teorema 4.4
Misalkan n > 3,n € Z, n genap dan 2 ganjil. Diberikan grup dihedral D,, dan
Misalkan pula N adalah sebarang subgrup normal sejati dari D,,,, maka dim(N) <
dim(D,,,).
Bukti
Semua subgrup normal sejati dari D,,, untuk n genap adalah sebagai berikut:
(i) Ng={1,r%47r%4, .., r" %} untuk d|n
(i) N ={1,7%..,r"2% 5,512 .., s %}
(i) N" ={1,7% .., v 2 sr,sr3 .., sr" 1}
Misalkan H adalah sebarang subgrup normal sejati dari D,,,, maka
H=N,;={1,r%4r%, . "% = (r?)
untuk suatu d|n dan d > 1. Karena H siklis maka H komutatif. Oleh karena itu,

[r4] = {r?}. Perhatikan himpunan yang dibangun oleh kelas konjugasi [r%] adalah

Dengan demikian, dim(Ny) = 1.
Berikutnya, akan dicari dimensi dari N'. Berdasarkan Lemma 4.1 maka

kelas konjugasi dari N' adalah

(i) [1]={1}
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(i) [P =@ juntuk 1<k <Z-1

(iii) [s] = {Sr“,srn_“il 0<i< g — 1} = {s,sr?,..,sr"?}.

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun N'. Untuk itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
oleh satu kelas konjugasi. Himpunan yang dibangun oleh [s] adalah

([s]) = (s, sr?, ..., sT™7?).
Perhatikan bahwa elemen r? = s o sr2 € ([s]) sehingga 72, s € ([s]).
Jadi, (r2,s) € ([s]) € N’ = (r?,s). Artinya [s] membangun N’. Oleh karena itu,
N’ memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas konjugasi saja.
Dengan demikian, dim(N") = 1.

Selanjutnya, akan dicari dimensi dari N'. Berdasarkan Lemma 4.1 maka

kelas konjugasi dari N'' adalah
i [1]={1}
(i) [ =2 Yuntuk 1 <k <Z-1
(i) [sr] = {sr““,sr""“”ll 0<i< %— 1} = {sr,sr3, .., sr" 1}

Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun N". Untuk itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
oleh satu kelas konjugasi. Himpunan yang dibangun oleh [sr] adalah

([sr]) = (sr,s73, ..., sr™ 1)
Perhatikan bahwa elemen 2 = sr o sr3 € ([sr]) sehingga 1?2, sr € ([sr]).
Jadi, (r?,sr) € ([sr]) € N” = (r?,sr). Artinya [sr] membangun N’. Oleh
karena itu, N memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari satu kelas

konjugasi saja. Dengan demikian, dim(N"") = 1.
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Sehingga diperoleh, dimensi dari sebarang subgrup normal sejati N dari
Dy, untuk n > 3,n € Z,n genap dan g ganjil adalah 1. Karena dim(D,,,) untuk n
genap adalah 2 maka dapat disimpulkan bahwa dim(N) < dim(D,,).
Teorema 4.5
Misalkan n > 3,n € Z, n genap dan % genap. Diberikan grup dihedral D,, dan
Misalkan pula N adalah sebarang subgrup normal sejati dari D,,,, maka dim(N) <
dim(D,,,).
Bukti
Semua subgrup normal sejati dari D,,, untuk n genap adalah sebagai berikut:
(i) Ny;={1,r%4r?%, .., r" 2} untuk d|n
(i) N ={1,7%..,r"2%s,sr?, .., sr" %}
(i) N" ={1,7% .., v 2 sr,sr3 .., sr" 1}
Misalkan H adalah sebarang subgrup normal sejati dari D,,,, maka
H=N,;={1,r%4r%, . r" % = (r)
untuk suatu d|n dan d > 1. Karena H siklis maka H komutatif. Oleh karena itu,

[r4] = {r?}. Perhatikan himpunan yang dibangun oleh kelas konjugasi [r%] adalah

Dengan demikian, dim(N,) = 1.
Berikutnya, akan dicari dimensi dari N'. Berdasarkan Lemma 4.2 maka
kelas konjugasi dari N' adalah
0 []={13

iy [r*]={r*r" 2 untuk 1 <k < g— 1.

(iii) [s] = {sr‘“,sr”‘“lo <i< % - 1} = {s,sr* ..., st}
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(iv) [sr?] = {sr‘”_z,srn_‘””lO <i< g — 1} = {sr?,sr®, ..., sr" 2},
Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun N'. Untuk itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
oleh satu kelas konjugasi. Andaikan N’ dibangun oleh satu kelas konjugasi maka
r2 dan s terdapat dalam satu kelas konjugasi. Artinya, 72 = gsg~! untuk suatu
g € N'. Misalkan g = s'r?/ dengani € {0,1}dan 0 < j < g — 1. Diperoleh

r2r"=% = gsg~r

n—2
Karena r™~2 adalah invers dari r? dan g = s'r/ maka

1= (Siij)S(Siij)—lrn—Z

= 1 = sir2igr—2ig=iyn-2
= 1 = sisr~2y=2jg7iyn-2
= 1 =sisr #siyn—2

Jika i = 0 maka
1= sr 4yn2

= 1 =srn 42

Jikai = 1 maka

= 1= sr¥rn=2

= 1 — Srn+4j_2
Di lain sisi, karena pada grup dihedral s # r! untuk sebarang i maka sr™ %/=2 =
s? = 1 dan sr™"*/=2 # s2 = 1. Oleh karena itu, terjadi kontradiksi.
Dengan demikian r2 dan s tidak berada dalam satu kelas konjugasi. Jadi, N’ tidak

dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi. Oleh karena itu, dim(N") > 1.
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Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas
konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r2] dan [s] adalah
([r?), [s]) = (r,v™ L, s, 572, 514, ... s 2).
Karena r2,s € ([r?],[s]) maka (r?,s) € ([r?], [s]) € D,, = (r?,s). Oleh karena
itu [r2] dan [s] membangun N'. Karena dim(N") > 1 dan N’ memiliki himpunan
pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi maka diperoleh dim(N') = 2.
Berikutnya, akan dicari dimensi dari N". Berdasarkan Lemma 4.2 maka
kelas konjugasi dari N'' adalah
0 [1={1
(i) [P =2 juntuk 1 <k <2-1
(iii) [sr] = {sr‘”_l,sr"_‘”“l 0<i< g — 1} = {sr,sr>, ...,sr"3}.
(iv) [sr3] = {sr4i‘3,sr"‘4i+3|0 <i< g — 1} = {sr3,sr7,..,sr" 1}
Selanjutnya, akan dicari minimal banyaknya kelas konjugasi yang
membangun N". Untuk itu, akan ditinjau terlebih dahulu himpunan yang dibangun
oleh satu kelas konjugasi. Andaikan N'' dibangun oleh satu kelas konjugasi maka
r2 dan sr terdapat dalam satu kelas konjugasi. Artinya, 2 = gsrg~?! untuk suatu
g € N'. Misalkan g = sir?*1 dengani € {0,1}dan 0 < j < g — 1. Diperoleh

r2r"2 = gsg~1r

n-2
Karena ™2 adalah invers dari 2 dan g = s'r/ maka
1= (SiT‘Zj+1)S(SiT'2j+1)_1T'n_2
P 1 = sir2itlgp=2j-1g-ipn-2

P 1 = sisr=2/-1p2j-1g-1pn-2

= 1 = sisr~4-1g-iyn-2
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Jikai = 0 maka

1=sr 4 -1yn-2
=3 1=srn4-3
Jikai = 1 maka
1= ssr~4-lgyn=2
= 1 — Sr4j+1rn—2
= 1= ST‘n+4j—1

Di lain sisi, karena pada grup dihedral s # r! untuk sebarang i maka sr™=4/=3 =
s? = 1 dan sr™*/~1 # s2 = 1 Oleh karena itu, terjadi kontradiksi.
Dengan demikian r2 dan sr tidak berada dalam satu kelas konjugasi. Jadi, N"
tidak dapat dibangun oleh satu kelas konjugasi. Oleh karena itu, dim(N'") > 1.
Selanjutnya, akan ditinjau himpunan yang dibangun oleh dua kelas
konjugasi. Perhatikan bahwa himpunan yang dibangun oleh [r2] dan [sr] adalah
([r?], [sr]) = (r?3,r™ 2,51, 57>, ..., sr™ 1),
Karena r2,sr € {[r?],[sr]) maka (r?, sr) € ([r?],[sr]) € N = (r?,sr). Oleh
karena itu, [r?] dan [sr] membangun N”. Karena dim(N'") > 1. dan N”
memiliki himpunan pembangun yang terdiri dari dua kelas konjugasi, maka
dim(N'") = 2.
Sehingga diperoleh dimensi dari sebarang subgrup normal sejati N dari D,,,
untuk n > 3,n € Z, dan n genap adalah 1 atau 2. Karena dim(D,,,) untuk n genap

adalah 2 maka dapat disimpulkan bahwa dim(N) < dim(D,,,).
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4.3 Integrasi Agama

Kajian mengenai himpunan sudah dijelaskan dalam Al-Qur’an. Salah

satunya dalam surat Fathir ayat 1. Allah SWT menjadikan malaikat memiliki sayap
untuk menyampaikan apa yang diperintahkan oleh Allah SWT dengan cepat.
Diantara malaikat tersebut ada yang memiliki dua sayap, tiga sayap, dan empat
sayap. Hal ini merepresentasikan himpunan malaikat berdasarkan banyak sayapnya.
Selain dalam al-Qur’an, penjelasan mengenai banyaknya sayap malaikat juga
diceritakan dalam beberapa hadits. Salah satunya dalam hadits yang diriwayatkan
oleh Bukhori 3232 dan Muslim 174. ‘Abdullah bin Mas’ud mengatakan:
“Sesungguhnya Nabi Shallahu ‘alaihi wa sallam melihat jibril dengan 600 sayap”
(HR. Bukhari 3232 dan Muslim 174).
Hadits ini mengisyaratkan bahwa terdapat himpunan malaikat yang memiliki sayap
lebih dari empat. Meskipun malaikat memiliki banyak sayap yang berbeda-beda,
tetapi memiliki fungsi yang sama vyaitu untuk menyampaikan apa yang
diperintahkan oleh Allah SWT dengan cepat.

Kemudian, kata 4233 merupakan bentuk jamak dari kata z\s yang secara
harfiah, memang diartikan sebagai sayap. Akan tetapi kata tersebut juga dapat
diartikan sebagai kekuatan. Kekuatan ini berhubungan dengan kecepatan dan
kemampuan gerak dalam menyampaikan apa yang diperintahkan oleh Allah SWT.
Terdapat malaikat yang bergerak dalam satu jalur dalam satu waktu, ada yang
bergerak dalam dua jalur, tiga jalur, empat jalur seperti menembus satu ruang ke
ruang yang lain tanpa merusak batas-batas di sekelilingnya. Lebih lanjut, terdapat

malaikat yang berkemampuan untuk bergerak dalam 600 jalur dalam satu kali
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waktu. Hal ini dapat artikan bahwa Allah SWT menjelaskan tentang dimensi dari
himpunan, dalam hal ini adalah himpunan malaikat.

Selanjutnya, dalam hal sifat, setiap himpunan malaikat memiliki perbedaan
dan kesamaan. Perbedaan dan kesamaan sifat ini dijelaskan dalam al-Qur’an, yaitu
dalam surat at-Tahrim ayat 6. Allah SWT menjelaskan bahwa malaikat penjaga
neraka memiliki sifat yang kasar dan keras. Akan tetapi sifat ini hanya berlaku
untuk himpunan malaikat tertentu saja. Sedangkan secara umum setiap himpunan
malaikat memiliki sifat tidak pernah durhaka kepada Allah dan selalu mengerjakan
apa yang Allah perintahkan. Hal ini menunjukkan bahwa himpunan dengan syarat
tertentu memiliki perbedaan dan kesamaan. Jika dihubungkan dengan pembahasan
dalam penelitian ini, ruang vektor dan grup hingga masing-masing merupakan
himpunan dengan perbedaan syarat. Akan tetapi kedua himpunan tersebut juga
memiliki kesamaan sifat. Salah satunya adalah konsep dimensi.

Salah satu jenis grup hingga adalah grup dihedral. Secara tersirat Allah
SWT telah menjelaskan mengenai representasi dari grup dihedral. Salah satunya
pada surat Yasin ayat 40 yang menjelaskan mengenai sistem tata surya. Matahari
tidak akan pernah menyusul bulan, begitupula sebaliknya. Demikian pula malam
tidak akan mendahului siang, begitu juga sebaliknya. Malam, siang, matahari, bulan,
telah memiliki tempat peredaran masing-masing dan tidak akan bertabrakan satu
sama lain. Allah telah mengetahui peredaran dan ketentuan tempat mereka. Hal ini
merupakan representasi dari grup dihedral dimana matahari sebagai pusat.
Sedangkan benda-benda angkasa seperti planet, meteor, asteroid dan sebagainya

berada di sekeliling matahari, seolah-olah sudah diurutkan berdasarkan urutannya.
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Kemudian, benda-benda angkasa tersebut berotasi mengelilingi matahari sesuai
garis edarnya.

Representasi grup dihedral juga terdapat dalam susunan tubuh manusia.
Manusia diciptakan dalam keadaan yang seimbang antara bagian demi bagian
sehingga menjadi bentuk yang sempurna. Allah SWT dalam surat Al-Infithaar ayat
7 menjelaskan tentang penciptaan susunan tubuh manusia yang seimbang dan
simetri. Allah menjadikan dalam bentuk yang sempurna setiap detailnya yaitu,
sepasang tangan yang sama panjangnya, sepasang kaki yang sama panjangnya,
sepasang jari-jemari yang sama panjangnya antara yang Kiri dan yang kanan,
demikian seterusnya. Susunan yang simetri semacam ini merupakan representasi
dari grup dihedral.

Allah SWT juga berfirman dalam surat al-Qamar ayat 49 yang berbunyi

P AP AR “ Y2
“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu sesuai dengan ukuran (Q.S. al-

Qamar/54: 49).

Allah SWT menjelaskan bahwa segala sesuatu diciptakan sesuai dengan ukurannya.
Keseimbangan ukuran ini menjadikan bentuk fisik yang sempurna pada setiap
makhlug-Nya. Misalnya dapat dijumpai dalam kingdom plantae (dunia tumbuhan)
dan kingdom animalia (dunia binatang). Salah satu contoh dalam dunia tumbuhan,
terdapat Hibiscus rosa-sinensis L. atau kembang sepatu. Kembang sepatu memiliki
bentuk bunga simetri radial, yaitu memiliki banyak bidang simetri. Sedangkan
dalam dunia binatang terdapat asteroidea atau bintang laut. Bintang laut juga
termasuk jenis simetri radial, umumnya memiliki lima lengan. Hal ini menunjukkan

bahwa representasi grup dihedral juga banyak ditemukan di alam.
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Keseimbangan ciptaan Allah tidak hanya berlaku pada hal yang super besar
seperti tata surya, tidak hanya berlaku pada makhlug hidup, akan tetapi berlaku
sampai pada tingkat molekuler. Salah satu contohnya terdapat pada molekul kristal

air. Allah SWT telah menjelaskan tentang air dalam surat

— — '
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“Allahlah yang telah menciptakan langit dan bumi, menurunkan air (hujan) dari
langit, lalu dengan (air hujan) itu Dia mengeluarkan berbagai buah-buahan
sebagai rezeki untukmu. Dia juga telah menundukkan kapal bagimu agar berlayar
di lautan dengan kehendak-Nya. Dia pun telah menundukkan sungai-sungai
bagimu” (Q.S Ibrahim/14: 32).

Maha besar Allah yang telah menciptakan air yang mempunyai banyak
manfaat bagi kehidupan manusia. Selain bermanfaat bagi manusia, air juga
memiliki sifat yang unik. Sifat air dapat dipahami dengan memahami struktur dan
ikatan molekul air. Molekul air terdiri dari 2 atom hidrogen dan 1 atom oksigen.
Jika air dibekukan pada suhu —25°C, maka akan terbentuk kristal air. Kristal air

yang sempurna akan membentuk heksagon yang indah. Bentuk heksagon ini

menunjukkan bahwa kristal air juga merepresentasikan grup dihedral.



5.1

BAB V
PENUTUP

Kesimpulan

Diberikan n > 3, n € Z, berdasarkan hasil pembahasan diperoleh beberapa

kesimpulan antara lain:

5.2

1. Dimensi dari grup dihedral D,,, dapat ditentukan dengan langkah-langkah

sebagai berikut:

a. Menentukan semua kelas konjugasi dari grup dihedral D,,,.

b. Membangun grup dari himpunan kelas konjugasi dari grup dihedral
D,y

c. Menentukan minimal dari banyaknya kelas konjugasi yang
membangun grup dihedral.

Sehingga diperoleh dimensi dari grup dihedral D,,, adalah

. 1, n ganjil
dim(Dzn) = {2 n genilp

Misalkan N adalah sebarang subgrup normal dari grup dihedral D,,,, maka
berlaku

dim(N) < dim(D,,,).

Saran untuk Penelitian Lanjutan

Penelitian selanjutnya diharapkan mampu untuk mengkaji tentang sifat

dimensi dari grup yang berpadanan dengan sifat dimensi pada ruang vektor. Salah

satunya adalah sifat: Misalkan S dan T adalah subruang dari suatu ruang vektor V
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maka dim(S) + dim(T) = dim(S + T) + dim(S NnT). Penelitian selanjutnya

dapat mengkaji apakah sifat tersebut berlaku pada grup.
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