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ABSTRAK 

 
Nugraha, Anastasia Angie, 2022. Analisis Kestabilan Model Matematika Meta Populasi 

Penyebaran Virus Ebola. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains 

dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si, (2) Juhari,M.Si. 
 

Kata Kunci: Analisis Kestabilan, Analisis perilaku, Fungsi Ketakutan, Runge Kutta Orde-

4, Virus Ebola. 

 
 Penelitian ini membahas tentang analisis kestabilan model matematika meta 

populasi penyebaran Virus Ebola. Populasi diklasifikasikan menjadi lima variabel yakni 

Susceptible–Infected–Hospitalised-Deceased-Patogen (SIHDP). Model matematika yang 

terbentuk hanya sistem persamaan diferensial biasa orde satu bergantung waktu dengan 

lima variabel. Model tersebut kemudian dicari titik kesetimbangannya dan ditentukan sifat 

kestabilan lokal setiap titik. Dua titik kesetimbangan dari model ini yaitu, titik 

kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Kemudian, dilakukan 

linierisasi di sekitar setiap titik kesetimbangan untuk mendapatkan syarat kestabilan lokal 

dengan menggunakan parameter yang diberikan. Substitusi nilai parameter sesuai data 

Kivu Utara dan Selatan pada jacobian yang dievaluasi di sekitar titik kesetimbangan bebas 

penyakit menghasilkan lima nilai eigen yang mana salah satunya bernilai positif. Substitusi 

nilai parameter sesuai data Kivu Utara dan Selatan pada jacobian yang dievaluasi di sekitar 

titik kestabilan endemik menghasilkan lima nilai eigen dengan bagian riil negatif. Analisis 

Numerik pada penelitian ini akan menggunakan Runge Kutta orde-4. Simulasi pada 

penelitian ini akan menentukan 𝛽1 = 0.67 ≠ 0 juga 𝛽1 = 0  pada individu yang terinfeksi, 

dimana efek ketakutan tersebut berpengaruh pada jumlah populasi yang berinteraksi oleh 

patogen di lingkungan, dengan nilai yang semakin kecil jika 𝛽1 = 0. 
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ABSTRACT 

 
Nugraha, Anastasia Angie, 2022. The Analysis of the Stability of the Mathematical 

Model of Metapopulation Spread of the Ebola Virus. Thesis. Department of 

Mathematics , Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si, (2) 

Juhari,M.Si. 

 

Keywords: Stability Analysis, Behavioral Analysis, Fear Function, Runge Kutta Order-4, 

Ebola Virus. 

 

The research discussed the stability analysis of the meta mathematical model of 

the ebola virus spread. The population is classified into five variables of the Susceptible–

Infected–Hospitalised–Deceased–Patogen (SIHDP). The only thing that makes up a 

mathematical model is a common differential equations system of the one order for a time 

of five variables. The model is then searched for a spot of equilibrium and defined the local 

stability properties of every dot. The two points of equilibrium between this model, namely 

the point of sickness free equilibrium and endemic equilibrium. Then, linierization around 

every point of equilibrium is used for local stability requirements. Substitution parameters 

match the parameters of north and south Kivu data on jacobian evaluated around the 

disease-free equilibrium point produces five eigen values which one is of positive value. 

Substitution parameters according to north and south Kivu data on jacobian evaluated 

around endemic stability results in five ethically negative. Numerical analysis of this study 

will use Runge Kutta 4𝑡ℎ order. The simulations on this study obtained 𝛽1 = 0.67 ≠
0 and 𝛽1 = 0  on infected individuals, where the effects of fear affect the number of 

populations that interact with pathogens in the environment, with increasing value if 𝛽1 =
0.
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بحثال مستخلص  
 

البحث . فيروس الإيبولا تحليل استقرار نودج الرياضيات السكان الفوقية لاننشار.٢٠٢٢.نوغراها، أناستاسيا أنجي
الحكومية مالانج. الجامعي. قسم الرياضيات، كلية العلوم التكنولوجيا. جامعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية 

 جوهاري، الماجستير. الماجستير (٢( الدكتور هني ويدساني، الماجستير؛ )١المشرف: )
 

.4-تحليل الاستقرار، نمودج الرياضيات السكان الفوقية لانتشار فيروس الإيبولا، رونج كوتا ترتيبالكلمات الرئسية:   
 

التلوي لانتشار فيروس الإيبولا. يتم تصنيف السكان إلى خمسة متغيرات منتحليل استقرار النموذج الرياضي ناقش البحث   
(SIHDP)  باتوجين. الشيء الوحيد الذي يشكل نموذجًا رياضيًا هو  -المتوفاة  -المستشفيات  -المصابة  -الحساسة

ن بقعة من التوازن وتحديد نظام معادلات تفاضلية مشترك من رتبة واحدة لزمن خمسة متغيرات. ثم يتم البحث عن النموذج ع
ين هذا النموذج، نقطة التوازن الخالي من المرض والتوازن المستوطن. بعد خصائص الاستقرار المحلية لكل نقطة. نقطتا التوازن ب

تم استخدام الخطوطة حول كل نقطة توازن لمتطلبات الاستقرار المحلي. تتطابق بارامترات الاستبدال مع بارامترات ذلك، ي
ن الأمراض تنتج خمس قيمت شمال وجنوب كيفو حول اليعاقبة التي تم تقييمها حول نقطة التوازن الخالية مبيانا واحدة لها  

قيمة موجبة. وتؤدي بارامترات الاستبدال وفقا لبيانات شمال وجنوب كيفو عن اليعاقبة التي جرى تقييمها حول الاستقرار 
يستخدم التحليل العددي لهذه الدراسةالمتوطن إلى خمسة نتائج سلبية أخلاقيا. س 4-رونج كوتا ترتيب  ستحدد عمليات  .

ة في هذه الدراسةالمحاكا  𝛽1 = 0.67 𝛽1و0 ≠ = على الأفراد المصابين، حيث تؤثر آثار الخوف على عدد    0
𝛽1 السكان الذين يتفاعلون مع مسببات الأمراض في البيئة، مع زيادة القيمة إذا = 0 . 
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BAB I 

PENDAHULUAN 
 

1.1 Latar Belakang  

Virus Ebola ialah penyakit pada yang menjangkit manusia diakibatkan 

oleh Virus Ebola. Virus Ebola pertama kali timbul pada tahun 1976, virus ini 

bernama Zaire Ebola Virus setelah negara Zaire (sekarang Republik Demokratik 

Kongo). Tanda-tanda terjangkitnya virus ialah pada dua hari sampai tiga minggu 

pertama. Diawali dengan tanda-tanda sakit tenggorokan, demam, sakit kepala, serta 

nyeri otot. Kebanyakan disertai dengan diare, mual, dan muntah, yang kemudian 

diikuti oleh menurunnya fungsi liver dan ginjal. Terdapat kasus tebaru pada 7 

Februari 2021, dengan spesies Zaire ebolavirus yang memiliki jumlah kasus 

sebanyak 12 kasus dengan jumlah kematian dan persentase kasus fatal yang 

dilaporkan sebanyak 6 (50%) (WHO, 2014). 

Virus Ebola merebak di dua tempat sekalius pada tahun 1976, yakni di wilayah 

Republik Demokratik Kongo dan Sudan Selatan. Wabah pertama terjadi di sebuah 

desa di dekat sungai Ebola. Seluruh waga desa tepatnya di desa Yambuku 

memanfaatkan sungai untuk kehidupan sehari-hari (Baseler, 2017). Satu-satunya 

populasi inang yang dipertimbangkan dalam model ini adalah populasi manusia. 

Hewan tidak dianggap sebagai inang dari Virus Ebola karena, pada kenyataannya 

hewan liar seperti monyet, kera hidup di hutan yang jauh dari habitat manusia, 

sehingga kontak antara manusia dan hewan hampir tidak ada. Faktor ketakutan 

individu rentan terhadap Virus Ebola akan mengurangi peluang interaksi antara 

individu rentan dengan individu terinfeksi, dirawat di rumah sakit dan meninggal.  
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Pemodelan matematika telah berkontribusi pada penyelidikan dinamika 

penyakit, untuk memahami bagaimana ia berkembang. Terdapat penelitian lain 

yang membahas pemodelan dampak karantina selama wabah penyakit virus Ebola 

(Attila Denes. 2019). Dengan menggunakan model pada Jumlah penduduk terhadap 

waku 𝑡, dilambangkan dengan 𝑁(𝑡) dibagi menjadi populasi dan orang yang 

dikarantina (dilambangkan dengan 𝑁𝑄(𝑡)) dan yang tidak dikarantina 

(dilambangkan dengan 𝑁𝑄(𝑡), sehingga 𝑁(𝑡) =  𝑁𝑄(𝑡) + 𝑁𝑄(𝑡). Jumlah penduduk 

yang dikarantina pada waktu tersebut dibagi menjadi mereka yang rentan (𝑆𝑄(𝑡)), 

terpapar (𝐸𝑄(𝑡); yaitu terinfeksi tetapi belum menular) dan simptomatik (𝐼𝑄(𝑡)).  

Studi lain yang telah dikembangkan yakni dengan memodelkan wabah Ebola. 

Menggunakan model (Susceptible-Infectious-Infected Deceased-Recovered) 

deterministik yang untuk menyelidiki penyebaran, persistensi, dan kekambuhan 

wabah Penyakit Virus Ebola (EVD) di Afrika (Aqsa Nazir, 2020). Penelitian ini 

belum mengakomodir patogen di lingkungan padahal peluang patogen di 

lingkungan yang tertinggal terdapat seperti di tempat tidur atau pakaian untuk 

menginfeksi individu rentan. 

Beberapa penelitian lain yakni dengan memodelkan wabah Ebola pada tahun 

2021 menggunakan model SEIR (A.M Rohmah, 2021). Dalam model ini populasi 

dibagi menjadi empat subpopulasi, yaitu subpopulasi Rentan (S), subpopulasi 

Terkena (E), Subpopulasi Terinfeksi (I), dan subpopulasi Sembuh (R). Perubahan 

setiap subpopulasi dipengaruhi oleh interaksi antara individu yang rentan dan 

individu yang terinfeksi atau (𝑆𝑖, 𝐼𝑖) dengan 𝑖 = 1, 2. Penelitian yang dilakukan pada 

tahun 2021 oleh Rohma memiliki kekurangan bahwa perlunya untuk 
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mempertimbangan patogen yang ada pada lingkungan sehingga individu yang 

rentan lebih waspada terkait peyebab terinfeksinya.  

Dari beberapa hasil studi yang dilakukan oleh peneliti dapat kita ketahui bahwa 

semua peristiwa yang ada di dunia ini seperti kehidupan dan kematian telah diatur 

oleh Allah SWT. Kehidupan yang datang tidak hanya manusia, tumbuhan, dan 

hewan. Melainkan juga termuat pada penyakit virus yang ada di muka bumi. Hal 

ini merujuk pada firman Allah SWT dalam QS. Al-baqarah: 243 (Al-qur’an 

Terjemahan, 2015) 

Artinya: “Tidakkah kamu memperhatikan orang-orang yang keluar dari kampung 

halamannya, sedang jumlahnya ribuan karena takut mati?. Lalu Allah Swt berfirman kepada 

mereka, “Matilah kamu!” Kemudian Allah menghidupkan mereka. Sesungguhnya Allah 

memberikan karunia kepada manusia, tetapi kebanyakan manusia tidak bersyukur.” 

 

Melalui penjelasan arti pada ayat ini dijelaskan bahwa ada segerombol orang yang 

keluar dari wilayahnya dikarenakan takut tertular wabah penyakit, dan dari rasa ketakutan 

ini membuat mereka waspada sehingga karunia yang Allah SWT berikan menyertai 

mereka. Disitulah dapat memberi gambaran pada para peneliti terkait. Dari uraian pada 

QS. Al-Baqarah: 243. Di dalam penelitian ini penulis mengusulkan model ebola 

dengan rasa takut, yang mempertimbangkan patogen di lingkungan dengan tujuan 

untuk mengukur efek ketakutan dan transmisi lingkungan pada virus ebola. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Menurut uraian latar belakang, maka rumusan masalah yang diambil pada 

penelitian ini ialah:  

1. Bagaimana model Susceptible–Infected–Hospitalised-Deceased-Patogen 

(SIHDP) pada penyebaran penyakit Virus Ebola? 
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2. Bagaimana analisa dinamik solusi model Susceptible–Infected–Hospitalised-

Deceased-Patogen (SIHDP) penyebaran penyakit Virus Ebola? 

3. Bagaimana solusi numerik dari model penyebaran Virus Ebola dengan 

kompartmen Susceptible–Infected–Hospitalised-Deceased-Patogen (SIHDP)? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah tersebut maka tujuan pada penelitian ini yaitu: 

1. Untuk mengetahui bagaimana model Susceptible–Infected–Hospitalised-

Deceased-Patogen (SIHDP) pada penyebaran penyakit Virus Ebola. 

2. Untuk mengetahui bagaimana analisa dinamik solusi model Susceptible–

Infected–Hospitalised-Deceased-Patogen (SIHDP) penyebaran penyakit Virus 

Ebola. 

3. Untuk mengetahui bagaimana solusi numerik dari model penyebaran Virus 

Ebola dengan kompartmen Susceptible–Infected–Hospitalised-Deceased-

Patogen (SIHDP). 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menambah pengetahuan mengenai konstruksi model Susceptible–Infected–

Hospitalised-Deceased-Patogen (SIHDP) sehingga dapat menjadi acuan 

penelitian mendatang. 

2. Menambah pengetahuan mengenai analisis dinamik model Susceptible–

Infected–Hospitalised-Deceased-Patogen (SIHDP) terhadap meta populasi 
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pada penyakit virus ebola, sehingga bisa menambah khazanah ilmu matematika 

dan implementasinya. 

3. Memberikan ilustrasi mengenai solusi numerik model Susceptible–Infected–

Hospitalised-Deceased-Patogen (SIHDP) dan perilaku jangka panjang 

sehingga diharapkan dapat dijadikan rujukan oleh tenaga medis dan pemangku 

kebijakan. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini dibuat agar pembahasan skripsi lebih 

terarah, yaitu diantaranya: 

1. Model meta populasi didasarkan oleh dengan rasa takut, yang 

mempertimbangkan patogen di lingkungan. 

2. Pada penelitian ini individu yang lahir masuk ke kelas rentan karena belum ada 

penelitian yang menunjukan bahwa virus ebola ditularkan dari ibu hamil ke 

dalam kandungan. 

3. Penelitian ini mempertimbangkan patogen di lingkungan dengan tujuan untuk 

mengukur efek ketakutan dan transmisi lingkungan pada dinamika Penyakit 

Virus Ebola. 

4. Pada penelitian ini hanya ada satu strain virus ebola yang dikaji yakni Zaire 

Ebola Virus.



 

 

6 

BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 
 

2.1 Teori Pendukung 

2.1.1 Sistem Persamaan Diferensial Biasa 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang mengandung satu atau lebih 

turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui, dan juga dapat mengandung fungsi 

itu sendiri dan suatu konstanta. Turunan yang dibentuk oleh persamaan diferensial 

membentuk jenis dan penjelasan dari persamaan diferensial itu sendiri. Persamaan 

diferensial dapat dibagi menjadi persamaan diferensial biasa dan persamaan 

diferensial parsial (Prayudi, 2006). Persamaan diferensial parsial adalah persamaan 

yang pada suku-sukunya memiliki turunan (diferensial) parsial yakni turunan 

terhadap lebih dari satu variabel bebas. Sedangkan persamaan diferensial biasa 

adalah fungsi yang tidak diketahui atau variabel dependen yang bergantung hanya 

pada satu variabel bebas. Jika 𝑦(𝑡) merupakan fungsi dari suatu variabel, maka 𝑡 

disebut variabel bebas, y disebut variabel terikat, dan ODE dapat dinyatakan dalam 

bentuk dibawah ini (Purcell, 1990). 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … . , 𝑦(𝑛)) = 0                              (2.1) 

Adapun jenis solusi persamaan diferensial biasa, yakni solusi implisit dan 

solusi eksplisit. Dimana solusi impisit merupakan solusi persamaan diferensial 

biasa yang mana variabel bebas dengan varibel tidak bebas tidak dapat dibedakan 

secara jelas, biasa ditulis 

𝐹(𝑡, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
) = 0 
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sedangkan solusi eksplisit yakni solusi persamaan diferensial biasa dengan fungsi 

yang mana variabel bebas dan variabel tak bebas dapat dibedakan secara jelas, bisa 

ditulis  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑦) 

Adapula persamaan diferensial logistik, Model populasi logistik adalah 

model pertumbuhan yang memperhitungkan faktor logistik berupa ketersediaan 

makanan dan ruang hidup. Dengan demikian model ini menjelaskan suatu 

ekosistem dengan suatu batas kemampuan menampung sejumlah populasi. Jika 

kepadatan populasi masih di bawah ambang batas ekosistem maka pertumbuhan 

populasi bernilai positif dalam arti masih terjadi pertambahan populasi. Namun jika 

sudah di atas ambang batas maka pertumbuhan populasi bernilai negatif dalam arti 

akan terjadi penurunan populasi. Bentuk umum persamaan diferensial logistik 

adalah: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑘𝑦(1 −

𝑦

𝐾
) 

Persamaan diatas menggambarkan bahwa pada saat 𝑦 sangat kecil dibandingkan 

dengan 𝐾, maka 
𝑦

𝐾
 mendekati 0 sehingga 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
≈ 𝑘𝑦. Hal ini berarti bahwa 

pertumbuhan 𝑦 mendekati eksponensial. Namun, jika y → 𝐾 (Populasi mendekati 

kapasitas tampungnya), maka 
𝑦

𝐾
→ 1 sehingga 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 =  0, hal ini menunjukkan bahwa 

pertumbuhan semakin melambat.  
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Gambar 2.1 Grafik Persamaan Diferensial Logistik  

Pada persamaan diferensial juga terdapat teorema yang menjamin ketungggalan 

sebuah sistem yakni: 

Teorema 1: 

Jika terdapat fungsi 𝑝 dan 𝑞 yang kontinu pada interval tebuka 𝐼: 𝛼 < 𝑡 < 𝛽 

yang memuat titik 𝑡 = 𝑡0 maka terdapat fungsi unik yakni 𝑦 = 𝜙(𝑡) yang 

memenuhi persamaan diferensial. 

𝑦′ + 𝑝(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡) 

untuk setiap 𝑡 dan 𝐼 di dan yang memenuhi kondisi awal. 

𝑦(𝑡0) = 𝑦0 

dimana 𝑦0 adalah nilai awal yang ditentukan secara arbitrer Teorema 1 nantinya 

akan digunakan untuk menunjukkan model solusinya eksis dan tunggal pada Λ 

(Edwards, Penney, 2014) 

2.1.2 Nilai Eigen 

Misalkan A matriks 𝑛 𝑥 𝑛, serta 𝑥 merupakan vektor bukan-nol di 𝑅0 , maka 

𝑥 merupakan vektor eigen asal 𝐴, dan bila 𝐴𝑥 ialah kelipatan skalar berasal dari 𝑥 
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yaitu 𝐴𝑥 =  𝜆𝑥, bagi skalar sebarang 𝜆. Nilai eigen dari 𝑨 ialah Skalar 𝜆 , dan 

𝑥 disebut sebagai vector eigen dari 𝐴 yang terkait 𝜆. 

Untuk memperoleh nilai eigen dari matriks 𝑨𝒏 𝒙 𝒏 maka, 

𝑨𝑥 =  𝜆𝑥 sebagai 𝐴𝑥 =  𝜆𝑰 

atau ekuivalen dengan 

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0                                            (2.6) 

Agar 𝜆 bisa menjadi nilai eigen, harus ada satu solusi tidak nol dari persamaan (2.6). 

Persamaan (2.6) memiliki solusi tak nol jika dan hanya jika  

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0                                         (2.7) 

Persamaan (2.7) diklaim menggunakan persamaan karakteristik matriks 𝐴. Skalar-

skalar yang memenuhi persamaan (2.7) dianggap nilai- nilai eigen 𝐴 (Anton, 2000).  

2.1.3 Matriks Jacobi 

Matriks jacobi merupakan matriks dari order pertama derivative parsial dari 

vektor nilai fungsi. Misalkan 𝐹: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚 adalah fungsi dari ruang Euclidean 𝑛 ke 

ruang Euclidean 𝑚. Fungsi seperti ini diberikan oleh komponen 𝑚 maka 

𝑦1(𝑥1, … , 𝑥𝑛), … , 𝑦𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛). Derivatif parsial dari seua fungsi (jika ada) dapat 

dibentuk dalam 𝑚 → 𝑛 matriks. Matriks jacobian J dapat ditulis sebagi berikut: 

[
 
 
 
 
𝜕𝑦1
𝜕𝑥

⋯
𝜕𝑦1
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑦𝑚
𝜕𝑥1

⋯
𝜕𝑦𝑚
𝜕𝑥𝑛 ]

 
 
 
 

  

Matriks ini juga dilambangkan dengan 𝐽𝐹 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) dan 
𝜕(𝑦1,…,𝑦𝑛)

𝜕(𝑥1,…,𝑥𝑛)
 (Anton, 

2004). 
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2.1.4 Titik Tetap Atau Titik Kesetimbangan  

Tititk tetap atau titik kesetimbangan adalah titik yang tidak mengalami 

perubahan terhadap waktu. Ketika 𝑡 = 1,2,3, . . , 𝑛 nilai titik ekuilibrium tidak 

berubah atau tetap. Terdapat persamaan diferensial biasa orde satu linier dan non 

homogen: 

𝑦′ = 0 

sehingga 

𝑦ℎ(𝑡) = 𝐶1 

𝑦′ = 𝐴𝑦 − 𝐵𝑦2                                               (2.8) 

sehingga solusi yang didapatkan 

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦(𝐴 − 𝐵𝑦) 

1

𝑦(𝐴 − 𝐵𝑦)
=
𝑝

𝑦
+

𝑞

𝐴 − 𝐵𝑦
=
𝑝(𝐴 − 𝐵𝑦) + 𝑞𝑦

𝑦(𝐴 − 𝐵𝑦)
 

𝑝𝐴 − 𝑦(𝑝𝐵 − 𝑞)

𝑦(𝐴 − 𝐵𝑦)
 

misalkan  

𝑝𝐴 = 1 → 𝑝 =
1

𝐴
 

𝑝𝐵 − 𝑞 = 0 → 𝑞 =
1

𝐴
𝐵 → 𝑞 =

𝐵

𝐴
 

maka 

1

𝐴

𝑦
+

𝐵

𝐴

𝐴−𝐵𝑦
=

1

𝑦(𝐴−𝐵𝑦)
  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦(𝐴 − 𝐵𝑦) 

∫
1

𝑦(𝐴 − 𝐵𝑦)
𝑑𝑦 = ∫𝑑𝑡 
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∫

1
𝐴
𝑦
+

𝐵
𝐴

𝐴 − 𝐵𝑦
𝑑𝑦 = 𝑡 + 𝐶1 

∫
1

𝐴
ln|𝑦| +

𝐵

𝐴
ln |
𝐵𝑦 − 𝐴

𝐴
| = 𝑡 + 𝐶1 

𝑒
1
𝐴
ln|𝑦|+

𝐵
𝐴
ln|
𝐵𝑦−𝐴
𝐴

| = 𝑒𝑡+𝐶1 

|𝑦|

𝐴
+
𝐵

𝐴
|
𝐵𝑦 − 𝐴

𝐴
| = 𝑒𝑡+𝐶1 

|𝑦| =
𝐵

𝐴
|
𝐵𝑦 − 𝐴

𝐴
| 𝑒𝑡+𝐶1 

𝑦(𝑡) =  𝐶1𝑒
−𝐴𝑡 + (

𝐵

𝐴
)
−1

 

𝑦(𝑡) =
1

𝐶1𝑒−𝐴𝑡 + (
𝐵
𝐴)

 

Dapat dilihat bahwa pada persamaan (2.8) yang  menggunakan metode oprasional 

bahwa variabel bebas 𝑡 tidak terjadi secara eksplisit, maka persamaan diferensial 

biasa dimana 𝑡 tidak muncul secara eksplisit disebut persamaan diferensial 

autonomus yang berbentuk: 

 𝑦′ = 𝑓(𝑦)                                                 (2.9) 

Persamaan diatas memiliki solusi konstan, yang disebut dengan solusi 

kesetimbangan atau titik kesetimbangan. Solusi titik kesetimbangan dari (2.9) 

diperoleh saat 𝑦′ = 0 kondisi ini ekuivalen dengan 𝑓(𝑦) = 0 (Erwin, 2011). 

2.1.5 Linierisasi 

Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan non-linier dengan persamaan 

linier. Menurut Hardiningsih (2010), linearitas digunakan untuk melengkapi sistem 

independen yang berupa: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑦, ) 
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𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑡, 𝑦)                                         (2.10)  

Dimana 𝑓 dan 𝑔 adalah tidak linier. Jika (𝑥0, 𝑦0) adalah titik kritis dari system 

(2.10) maka: 

𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0 

𝑔(𝑥0, 𝑦0) = 0 

Selanjutnya akan dicari pendekatan system linier jika (𝑥, 𝑦) terhadap titik 

(𝑥0, 𝑦0) dengan melakukan ekspansi menurut deret taylor di sekitar titik (𝑥0, 𝑦0) 

dengan menghilangkan suku tak liniernya seperti berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥0, 𝑦0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0)  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥0, 𝑦0) +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0)  

Bila dilakukan substitusi 𝑥 − 𝑥0 = 𝑢 dan 𝑦 − 𝑦0 = 𝑣, maka 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑑𝑣

𝑑𝑡
, 

pada keadaan setimbang 𝑓(𝑥0, 𝑦0) =  𝑔(𝑥0, 𝑦0) = 0 sehingga diperoleh persamaan 

linier sebagai berikut: 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)𝑢 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)𝑣 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)𝑢 +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)𝑣                          (2.11) 

Sistem tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks  

𝑑

𝑑𝑡
(�⃗�) = 𝐴𝑂 �⃗�                                              (2.12)  

dimana 

�⃗� = (𝑢, 𝑣)𝑇 

sehingga 
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 𝑨𝑶 = [

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

]|

(𝑥0,𝑦0)

                                       (2.13) 

Dimana 𝐴 = 𝑨𝟎 pada 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0. Matriks (2.12) disebut matriks Jacobian, 

dimana ukuran matriks tergantung pada jumlah persamaan yang menyusun sistem 

persamaan diferensial, akar-akar dari akar karakteristik akan menentukan stabilitas 

persamaan diferensial linier. Sedangkan jika persamaan diferensial (2.12) tidak 

dapat dibentuk menjadi persamaan (2.13) maka sistem persamaan diferensial (2.12) 

disebut sistem persamaan diferensial non linier (Hardiningsih, 2010). 

2.1.6 Radius Spektral 

Radius Spektral merupakan besaran penting untuk masalah nilai eigen. 

Misalkan Radius Spektral pada matriks A diberikan oleh 

𝜌(𝐴) = 𝑚𝑎𝑥𝑖|𝜆𝑖| 

dimana maksimum diambil nilai eigen keseluruhan, maka kita harus Ingat bahwa 

jika 𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽 adalah bilangan kompleks maka |𝜆| =  √𝛼2 + 𝛽2 (Lee, 2020). 

2.1.7 Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

Bilangan reproduksi dasar (Basic Reproduction Number) yang dilambangkan 

dengan 𝑅0 didefinisikan menjadi bilangan yang menyatakan rata-rata individu baru 

yang bisa terinfeksi sebab adanya individu yang terinfeksi masuk ke pada populasi 

individu rentan (Giesecke, 2017). The Next Generation Matrix ,  

𝐾 =  𝐹𝑉−1 

merupakan bilangan non negatif dan oleh karena itu memiliki nilai eigen 

nonnegatif, 

𝑅0  =  𝜌(𝐹𝑉
−1) 
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sehingga tidak ada yang lain nilai eigen dari 𝐾 dengan modulus lebih besar dari 𝑅0 

dan ada nonnegatif 𝜔 terkait dengan 𝑅0 (Berman dan Plemmons, 1979). Vektor 

eigen dalam arti tertentu adalah distribusi individu yang terinfeksi yang 

menghasilkan jumlah terbesar, 𝑅0 infeksi sekunder per generasi. Dengan demikian, 

𝑅0 dan vektor eigen 𝜔 terkait secara tepat mendefinisikan infektif tipikal dan 

bilangan reproduksi dasar dapat dengan tepat didefinisikan sebagai radius spektral 

dari matriks generasi berikutnya, 𝐾 Jari-jari spektral a matriks 𝐾, dilambangkan 

𝜌(𝐾), adalah modulus maksimum dari nilai eigen dari 𝐾. Jika 𝐾 tidak dapat 

direduksi, maka 𝑅0 adalah nilai eigen sederhana dari 𝐾. Namun, jika 𝐾 dapat 

direduksi, yang sering terjadi pada penyakit dengan banyak strains, maka 𝐾 

mungkin memiliki beberapa vektor eigen positif yang sesuai untuk nomor 

reproduksi untuk setiap strain bersaing penyakit. Karena itu, 

𝑅0  =  𝜌(𝐹𝑉−1)                                             (2.14) 

dimana 𝐹𝑉−1 matriks generasi berikutnya untuk model dan kami akan menetapkan 

𝑅0 sama dengan jari-jari spektral 𝐹𝑉−1 dan 𝜌(𝐴) menunjukkan radius spektral 

matriks 𝐴 (Berman dan Plemmons, 1979). 

Dalam epidemiologi, matriks generasi berikutnya digunakan untuk 

menurunkan nomor reproduksi dasar, untuk model kompartemen penyebaran 

penyakit menular. Dalam dinamika populasi digunakan untuk menghitung bilangan 

reproduksi dasar untuk model populasi terstruktur (Zhao, Xiao-Qiang, 2017). Ini 

juga digunakan dalam model percabangan multi-tipe untuk komputasi analog 

(Mode,Chaarles J, 1971). Untuk menghitung bilangan reproduksi dasar dengan 

menggunakan matriks generasi berikutnya, seluruh populasi dibagi menjadi 𝑁 

kompartemen di mana terdapat 𝑚 < 𝑛 kompartemen terinfeksi. Misalkan 𝑥𝑖 , 𝑖 =
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1,2,3, … ,𝑚 adalah jumlah individu yang terinfeksi dalam 𝑖𝑡ℎ kompartemen 

terinfeksi pada waktu t. Sekarang, model epidemi adalah 

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝐹𝐼(𝑋) − 𝑉𝑖(𝑥) 

dimana 

𝑉𝑖(𝑥) = [𝑉𝑖
−(𝑥) − 𝑉𝑖

+(𝑥)] 

Dalam persamaan di atas, 𝐹𝑖(𝑥)mewakili tingkat kemunculan infeksi baru di 

kompartemen 𝑖. 𝑉𝑖
+mewakili laju perpindahan individu ke dalam kompartemen 

𝑖 dengan cara lain, dan 𝑉𝑖
−(𝑥) mewakili laju perpindahan individu keluar dari 

kompartemen 𝑖. Model di atas juga dapat ditulis sebagai 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑥) − 𝑉(𝑥) 

di mana 

 𝐹(𝑥) = 𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥),… , 𝐹𝑚(𝑥))
𝑇  

dan 

𝑉(𝑥) = 𝑉1(𝑥), 𝑉2(𝑥),… , 𝑉𝑚(𝑥))
𝑇  

Biarkan 𝑥0menjadi keseimbangan bebas penyakit. Nilai matriks Jacobian 𝐹(𝑥) dan 

𝑉(𝑥) adalah: 

𝑫𝑭(𝒙𝟎) = (
𝐹 0
0 0

) 

dan 

𝑫𝑽(𝒙𝟎) = (
𝑉 0
𝐽3 𝐽4

) 

di sini, 𝑭 dan 𝑽 adalah matriks 𝑚 ×  𝑚, yang didefinisikan sebagai 𝐹 =
𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑥𝑗
(𝑥0) 

dan 𝑉 =
𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑉
(𝑥0). Sekarang, matriks 𝐹𝑉−1 dikenal sebagai next generation matrix. 
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Modulus terbesar dari nilai eigen atau radius spektral 𝐹𝑉−1 adalah bilangan 

reproduksi dasar model. 

2.1.8 Bifurkasi  

Terdapat persamaan: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑎, 𝑦) 

Dimana 𝑎 adalah persamaan yang merupakan billangan riil, titik kritis (solusi 

kesetimbangan) biasanya bergantung pada nilai dari 𝑎. Seiring dengan kenaikan 

atau penurunan yang terus-menerus, sering terjadi bahwa pada nilai tertentu, 

disebut titik bifurkasi. Diagram bifurkasi memberikan gambaran tentang 

bagaimana solusi ekuilibrium ini bergantung pada rasio reproduksi dasar 𝑅0, 

dimana 𝑅0 didefinisikan sebagai jumlah kasus sekunder yang disebabkan oleh satu 

kasus terinfeksi yang memasuki populasi bebas penyakit pada titik keseimbangan. 

Umumnya ada perubahan dalam perilaku kualitatif sistem ketika 𝑅0 = 1 dimana 

keseimbangan bebas penyakit bercabang menjadi cabang yang mewakili 

keseimbangan endemik dan cabang selanjutnya dari bebas penyakit. Titik pada 

diagram ini disebut titik bifurkasi, dan kurva yang memancar darinya disebut kurva 

bifurkasi. Kebanyakan model epidemi sederhana, tidak ada keseimbangan endemik 

yang muncul saat 𝑅0 > 1. Dalam kasus ini ketika kita berjalan pada kurva bifurkasi 

dari titik bifurkasi, tingkat infeksi akan meningkat dengan mengingkatnya 𝑅0. Hal 

ini disebut dengan bifurkasi mundur (Edward,Penney, 2014). 

2.1.9 Jenis-Jenis Bifurkasi  

A. Saddle-node Bifurcation 

Istilah 'bifurkasi saddle-node' paling sering digunakan mengacu pada sistem 

dinamik kontinu. Dalam sistem dinamik diskrit, bifurkasi yang sama sering 
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disebut bifurkasi lipat. Nama lain adalah bifurkasi langit biru yang mengacu pada 

penciptaan dua titik tetap secara tiba-tiba (Strogatz,1994). 

Contoh persamaan diferensial dengan bifurkasi saddel-node adalah: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟 + 𝑥2 

0 =  𝑟 + 𝑥2 

∫
1

𝑟 + 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑡 

∫
1

𝑟 + 𝑥2
𝑑𝑥 

misalkan 𝑢 =
𝑥

√𝑟
 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1

√𝑟
 ⇔ √𝑟 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

sehingga 

∫
1

𝑟 + 𝑥2
𝑑𝑥 

∫
1

𝑟 + 𝑢2
√𝑟 𝑑𝑢 

1

√𝑟
∫

1

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 

1

√𝑟
arctan|𝑢| + 𝐶 

1

√𝑟
arctan |

𝑥

√𝑟
| + 𝐶 

𝑡 =
1

√𝑟
arctan |

𝑥

√𝑟
| + 𝐶 

𝑡√𝑟 − 𝐶 = arctan |
𝑥

√𝑟
| 

𝑥

√𝑟
= tan(𝑡√𝑟 − 𝐶) 
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𝑥 = √𝑟 tan(𝑡√𝑟 − 𝐶) , 𝐶 ∈ ℝ 

Disini 𝑥 adalah variabel status dan 𝑟 adalah parameter bifurkasi.catatan 

bahwa: 

1. Jika 𝑟 <  0 maka ada dua titik kesetimbangan di titik kesetimbangan stabil 

di −√−𝑟 dan titik tidak stabil di +√𝑟. 

2. Pada 𝑟 = 0 terdapat tepat satu titik kesetimbangan. Pada titik ini titik tetap 

tidak lagi hiperbolik. Dalam hal ini titik tetap tersebut disebut titik tetap 

saddle-node. 

3. Jika 𝑟 > 0 maka tidak ada titik kesetimbangan (Kuznetsov,1998). 

B. Transcritical Bifurcation  

Transcritical Bifurcation adalah salah satu bifurkasi di mana titik tetap ada 

untuk semua nilai parameter dan tidak pernah hancur. Namun, titik tetap tersebut 

menukar stabilitasnya dengan titik tetap lainnya karena parameternya bervariasi 

(Strogatz,2001). Dengan kata lain, baik sebelum dan sesudah bifurkasi, ada satu 

titik tetap yang tidak stabil dan satu titik tetap yang stabil. Namun, stabilitas 

mereka dipertukarkan ketika mereka bertabrakan. Jadi titik tetap yang tidak stabil 

menjadi stabil dan sebaliknya. 

Contoh persamaan diferensial dengan bifurkasi transcritical adalah: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 + 𝑥2 

0 = 𝑟𝑥 + 𝑥2 

= 𝑥(𝑟 + 𝑥) 

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑟 
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Dalam persamaan ini kita menggunakan 𝑟 dan 𝑥 menjadi positif dan negatif. 

dia titik tetap berada di 𝑥 = 0 dan 𝑥 = 𝑟. Jika parameter 𝑟 adalah negatif, maka 

titik tetap di 𝑥 = 0 stabil dan titik tetap 𝑥 = 𝑟 tidak stabil. namun untuk 𝑟 > 0, 

titik di 𝑥 = 0 tidak stabil dan titik di 𝑥 = 𝑟 stabil. Jadi bifurkasi terjadi di 𝑟 = 0. 

Sehingga bifurkasi transkritikal nantinya akan di gunakan dalam penelitian ini 

dikarenakan terdapat satu titik tetap dan stabil pada bifurkasi maju. 

2.1.10 Metode Runge Kutta Orde Empat 

Metode Runge-Kutta orde empat merupakan metode yang paling teliti 

dibandingkan dengan metode Runge-Kutta orde dua dan orde tiga. Oleh karena itu, 

Metode Runge-Kutta orde empat sering digunakan untuk menyelesaikan persamaan 

diferensial. Metode Runge-Kutta orde empat diturunkan dengan cara yang sama 

seperti metode Runge-Kutta orde dua untuk nilai 𝑛 = 4. Metode Runge-Kutta orde 

empat mempunyai bentuk sebagaimana pada persamaan berikut 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)ℎ             (2.15) 

dengan  

𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝑥1) 

𝑘2 = 𝑓 (𝑡𝑖,
1

2
ℎ, 𝑥1 +

1

2
𝑘1ℎ) 

𝑘3 = 𝑓 (𝑡𝑖 ,
1

2
ℎ, 𝑥1 +

1

2
𝑘2ℎ) 

𝑘4 = 𝑓(𝑡𝑖 , ℎ, 𝑥1 + 𝑘3ℎ) 

Metode Runge-Kutta orde empat ini mempunyai tingkat ketelitian solusi yang lebih 

tinggi daripada metode Runge-Kutta orde sebelumnya. Metode Runge-Kutta orde 

empat mudah diprogram, stabil, kecil kesalahan pemotongan dan juga kecil 

kesalaham pembulatan (Boyce, DiPrima, 2008). 
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2.2 Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Qur’an 

Islam mengatur segala aspek kehidupan manusia. Semua ciptaan Allah telah 

terangkum dalam lingkungan, menurut tafsir Adam Aalmaraghi, lingkungan adalah 

segala sesuatu yang diciptakan Allah yang meliputi kehidupan manusia, yaitu 

langit, bumi, bulan, bintang, sesama manusia, binatang, dan lain-lain. Allah SWT 

menciptakan segala sesuatu sesuai dengan hukum yang ditetapkan oleh-Nya, 

sunnatullah. Karena segala sesuatu diciptakan oleh Allah SWT dengan tujuan dan 

kemampuan, tanpa cacat sedikitpun. Nikmat terbesar dari Allah yang dirasakan 

manusia adalah kesehatan. Kesehatan adalah anugrah dari Tuhan yang harus kita 

syukuri dengan menjaganya dan menggunakannya dengan cara yang benar. Karena 

kesehatan adalah syarat dari semua aktivitas utama kehidupan. (Al-Maraghi, 1993).  

Nikmat Allah SWT yang paling besar bagi manusia adalah sehat. Kesehatan 

adalah anugrah dari Tuhan yang harus disyukuri dengan menjaga, merawat, 

memelihara, dan memanfaatkannya dengan sebaik-baiknya di jalan kebenaran. 

Karena kesehatan merupakan hal yang diperlukan untuk terselenggaranya segala 

jenis aktivitas manusia. Banyak individu yang mengalami perasaan tidak nyaman, 

antara lain perasaan tidak nyaman dalam beraktivitas, beribadah, dan lain-lain. 

Manusia harus mensyukuri nikmat yang diberikan Tuhan. Islam sangat 

memperhatikan masalah kesehatan dalam beberapa ayat Al-Qur'an dan beberapa 

Hadits. Sebagaimana disebutkan dalam Al-Qur'an QS. Yunus:57 (Al-qur’an 

Terjemahan, 2015) 

Artinya: “ Hai manusia, sesungguhnya telah datang kepadamu pelajaran dari 

Tuhanmu dan penyembuh bagi penyakit-penyakit (yang berada) dalam dada dan 

petunjuk serta rahmat bagi orang-orang yang beriman.” (QS. Yunus:57) 
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Dari kutipan ayat diatas dijelaskan bahwa manusia senantiasa harus menjaga 

kesehatan, karena kesehatan ialah rahmat bagi orang yang beriman, dan juga salah 

satu nikmat Allah SWT. Dikehidupan lingkungan yang Allah SWT ciptakan tak 

hanya manusia yang memiliki peran, tetapi makhluk hidup lainnya seperti hewan, 

tumbuhan dan lain sebagainya juga memiliki peran. Hidup dilingkungan pastinya 

membuat kita memiliki kesinambungan seperti manusia dan hewan beserta timbal 

baliknya.  

 Wabah penyakit sebelumnya pernah terjadi pada masa Nabi Muhammad, 

pada masa kekhalifahan Umar bin Khattab, dengan munculnya wabah sebagai yang 

paling menonjol. Wabah muncul sebagai yang paling menonjol. Pada Abad 

Pertengahan, proses penyebarannya sangat cepat. Pada waktu yang berbeda selama 

perkembangannya, teori evolusi telah menyebabkan para ilmuwan menemukan 

banyak penyakit baru. Para peneliti membahas penyakit menular, yang dapat 

berupa kelainan biologis atau mikroorganisme. Meski sudah banyak penyakit yang 

sudah ditemukan obatnya, beberapa orang masih harus menjalani karantina. Salah 

satu cara untuk mengevaluasi penularan penyakit berbahaya adalah dengan 

mengkarantina diri sendiri. Wabah penyakit diperkirakan tidak menimbulkan 

kekhawatiran. Namun, selalu ada alasan dan hikmah yang terkandung dalam setiap 

peristiwa yang telah terjadi. 

 

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung  

Penularan dari virus ebola dapat terjadi melalui hubungan langsung dari orang 

ke orang. Dalam hal ini, cairan dari tubuh orang yang terinfeksi dapat ditularkan. 

Cairan dari tubuh ini termasuk diare, muntah, ari liur, air mani, dan darah. Virus 
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Ebola tidak dapat ditularkan secara langsung melalui udara sama sekali. Myers dkk. 

mengatakan bahwa penularannya tidak seperti campak atau influenza (Meyers dkk, 

2015). Virus Ebola memiliki cara kerja penularan kemanusia melalui kontak dekat 

dan kontak langsung menggunakan darah, lendir, organ maupun cairan dari bagian 

tubuh lainnya yang berasal dari individu yang sedang mengalami sakit atau sudah 

meninggal karena terinfeksi. Serta dapat ditularkan melalui bahan (contohnya, 

pakaian maupun tempat tidur) yang meradang atau terinfeksi oleh cairan tersebut.  

Melalui penjelasan diatas dapat diketahui bahwa individu harus benar memiliki 

kewaspadaan akan lingkungan sekitar, karena dapat pula diketahui bahwa pada 

penyakit ini memiliki tingkat kematian yang tinggi sehingga individu disekitar akan 

memiliki rasa ketakutan yang tinggi pada individu lain yang terinfeksi. Terdapat 

lima variabel yang mendukung penelitian ini yakni; individu yang rentan (𝑆). 

Individu yang lahir masuk ke kelas rentan terkena penyakit virus ebola, karena ibu 

hamil yang terinfeksi tidak menularkan virus ebola ke bayi secara vertikal, Individu 

yang terinfeksi (𝐼), Individu yang dirawat dirumah sakit (𝐻), Individu yang 

meninggal (𝐷), dan patogen di lingkungan (𝑃). Kelima variabel ini akan 

membentuk persamaan diferensial biasa non-linier karena variabel turunannya 

berderajat satu. Pada penelitian ini akan memiliki variabel dan parameter 

pendukungnya, dan didalam sistem yang seperti itu akan cenderung memiliki nilai 

yang unik dan dapat menjamin ketunggalan, sehingga nilai dari varibel itu akan 

menjadi persamaan diferensial biasa. 

Selanjutnya akan dicari dua titik kesetimbangan yakni; titik kesetimbangan 

bebas virus, dimana individu yang terinfeksi (𝐼∗) akan bernilai 0 (𝐼∗ = 0) sehingga 

nantinya tidak ada satupun individu yang terinfeksi, dan juga titik kesetimbangan 
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terhadap virus, yang artinya di dalam populasi selalu ada individu yang terserang 

penyakit, sehingga diperoleh I pada titik kesetimbangan endemik penyakit yaitu 

𝐼∗ > 0.  

Setelahnya dilanjutkan untuk mencari bilangan reproduksi dasar dengan 

menentukan nilai jacobian melalui variabel terinfeksinya, yakni individu yang 

terinfeksi itu sendiri (𝐼∗), individu yang dirawat dirumah sakit (𝐻∗), individu yang 

meninggal (𝐷∗), dan patogen di lingkungan (𝑃∗). Selanjutnya akan dilakukan 

pencarian bilangan reproduksi dasar yang nantinya digunakan untuk mengetahui 

saran-saran pencegahan virus untuk meperkecil nilai penyebarannya, yakni melalui 

nilai eigen dominan next generation matrix. 

Kemudian dilanjutkan dengan linierisasi dengan menentukan nilai jacobi di 

semua variabel yang nantinya hasil yang didapatkan disubtitusikan oleh variabel 

terkaitnya yang dirumuskan dalam dua analisis kestabilan, yakni analisis kestabilan 

bebas penyakit dan analisis kestabilan endemik. Setelah didapatkan hasil maka 

dilanjutnya mencari nilai eigen sehingga dapat dilihat nilai kestabilannya. 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 
 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini menggunakan akan jenis penelitian kualitatif. Metode penelitian 

kualitatif lebih menekankan pada pengamatan fenomena dan lebih meneliti ke 

subtansi makna dari fenomena tersebut. Analisis pada penelitian kualitatif sangat 

terpengaruh pada kekuatan kata dan kalimat yang digunakan. Begitupun ide pada 

penelitian kualitatif adalah pada prosesnya dan pemaknaan hasilnya (Basri, 2014). 

Penelitian kualitatif lebih bersifat eksploratif karena tujuannya adalah untuk 

menemukan ide-ide dan wawasan baru atau bahkan menghasilkan teori-teori baru. 

Penelitian ini berfokus pada pemahaman yang khusus dan yang khas sehingga tidak 

selalu berusaha untuk menggeneralisasikan temuan ke konteks lain. (Mohamed, 

Abdul Majid & Ahmad, 2010).  

 

3.2 Pra Penelitian 

Pra Penelitian yang dilakukan penulis ialah mengkaji beberapa jurnal, dan 

referensi lain yang berhubungan dengan materi  penyebaran virus ebola, banyak 

penelitian membahas mengenai analisis dinamik penyebaran virus, tanpa 

mempertimbangan faktor yang mendasari penyebaran virus. Maka, pada penelitian 

ini penulis akan mengkaji bagaimana proses penularan terhadap meta populasi pada 

penyakit virus ebola di lingkungan dengan mempertimbangkan efek ketakutan pada 

individu.  
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3.3 Tahapan Penelitian 

Tahapan penelitian yang dipergunakan pada penelitian ini ialah menganalisis. 

Langkah-langkah yang dilakukan penulis dalam menganalisis model matematika 

terhadap meta populasi pada penyakit virus ebola adalah: 

1) Melakukan konstruksi model matematika terhadap meta populasi pada 

penyakit virus ebola. 

2) Melakukan analisis kestabilan terhadap meta populasi pada penyakit virus 

ebola. Tahapan yang dilakukan yaitu: 

a) Menganalisis diagram kompartmen.  

b) Menentukan titik tetap. 

c) Menentukan bilangan reproduksi dasar (𝑅0). 

d) Menentukan nilai eigen dominan. 

e) Menganalisis bifurkasi. 

3) Melakukan simulasi numerik dari model penyebaran Virus Ebola 

menggunakan Runge-Kutta orde 4. 
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BAB IV 

PEMBAHASAN 
 

4.1. Diagram Kompartmen 

Dalam penelitian ini, pemodelan matematika pada penyebaran penyakit Ebola 

menggunakan model matematika Susceptible–Infected–Hospitalised-Deceased-

Patogen (SIHDP). Dengan diagram kompartemennya adalah:  

 

 

Penulis membuat model deterministik dengan enam kompartemen independen, 

yaitu: rentan (𝑆), terinfeksi (𝐼), dirawat di rumah sakit (𝐻), memulihkan (𝑅), yang 

telah meninggal (𝐷) dan kompartemen untuk patogen di lingkungan (𝑃). Virus 

Ebola diasumsikan ditularkan baik melalui kontak orang ke orang atau individu 

yang bersentuhan dengan objek yang terinfeksi patogen (kontak orang ke patogen). 

Jika terjadi wabah Ebola di suatu komunitas atau forum, tingkat penularan dapat 

diasumsikan berkurang oleh ketakutan yang sebanding dengan jumlah kematian. 

Asumsi ini didorong oleh gagasan bahwa individu menjadi lebih berhati-hati karena 

mereka mengalami lebih banyak kematian akibat Virus Ebola di dalam komunitas. 

 

(1− 𝜌)𝐷 

𝜎1𝐼 

𝜇𝑆 

𝜃𝑃 𝜌𝐷 

𝛾2𝐻 

𝛾1𝐻 

𝜇𝐻 

𝜇𝑅 

𝜎2𝐼 𝜎3𝐼 

𝜇𝐼 

Λ𝑆 𝜋 
S 

D H 

R I 

P 

𝜎1𝐼 

Gambar 4. 1 Diagram Kompartmen (Susceptible–Infected–Hospitalised–Deceased- 

Patogen di lingkungan) SIHDP 
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Hal ini menyebabkan penurunan tingkat kontak. Penulis memodelkan tingkat 

ketakutan dengan parameter 𝜀 > 0 yang mengukur dampak ketakutan individu 

rentan ketika seseorang meninggal. Parameter 𝜀 = 0 mewakili tidak ada rasa takut 

sama sekali, sedangkan 0 < 𝜀 menunjukkan adanya tingkat ketakutan individu  

ketika ada seorang yang meninggal, Hal ini masuk akal untuk percaya bahwa 

tingkat kontak efektif akan berkurang dengan meningkatnya tingkat ketakutan 

sehingga,  

Λ = (
𝛽1

𝐾+𝑃
)𝑃 +

𝛽2𝐼

1+𝜀𝐷
+

𝜂1𝐻

1+𝜀𝐷
+

𝜂2𝐷

1+𝜀𝐷
                                (4.1) 

 Dimana K adalah konstanta setengah jenuh, yaitu konsentrasi patogen yang 

dapat menyebabkan 50% kemungkinan infeksi. Di sini, 𝛽1 dan 𝛽2 ialah taraf kontak 

efektif antara individu yang rentan serta patogen pada lingkungan dan antara 

individu yang rentan serta orang yang terinfeksi. Maka, (
𝛽1

𝐾+𝑃
)𝑃 ialah Laju 

interaksi per 50% kejadian. Sedangkan 
𝛽2𝐼

1+𝜀𝐷
 berati setiap sub populasi individu 

terinfeksi, dirawat dirumah sakit serta individu yang meninggal mereka didasari rasa 

takut. 
𝜂1𝐻

1+𝜀𝐷
 berarti laju rata-rata individu terinfeksi dan dapat menular di rumah sakit 

memiliki rasa takut, begitu pula pada 
𝜂2𝐷

1+𝜀𝐷
 dimana laju rata-rata individu yang terinfeksi 

dan meninggal. 

Model diawali dengan individu yang lahir melalui seorang ibu yang sudah 

terinfeksi. Maka, individu tersebut dianggap rentan. Ada beberapa model 

matematika yang menjadi persamaan melalui diagram kompartmen diatas yakni 

perubahan nilai individu yang baru lahir akan rentan oleh virus ebola terhadap 

waktu dibengaruhi oleh individu yang baru lahir dari ibu yang yang terinfeksi (𝜋). 

Hal ini dapat melalui dua proses yakni individu tersebut akan meninggal dan rentan 



28 

 

 

(𝜇𝑆), dan juga rentan pada individu yang terinfeksi (Λ𝑆). Dari uraian tersebut 

didapatkan model dinamika individu yang rentan terhadap waktu sebagai berikut 

(Juga, Nyabadza, 2021): 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜋 − (

𝛽1𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽2𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂1𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂2𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇) 𝑆 

Perubahan nilai individu yang terinfeksi oleh virus ebola terhadap waktu 

dipengaruhi oleh individu yang rentan dan terinfeksi (Λ𝑆) akan berkurang dengan 

individu yang dapat pulih (𝜎1𝐼) , individu yang terinfeksi dan kemudian dirawat 

dirumah sakit (𝜎2𝐼),juga dengan individu yang meninggal karena terinfeksi (𝜎3𝐼), 

dan orang yang meninggal karena penyebab alami (𝜇𝐼). Hal ini dapat dirangkum 

dengan 𝑣1 = 𝜇 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3. Dari uraian tersebut didapatkan model dinamika 

individu yang terinfeksi oleh virus ebola terhadap waktu sebagai berikut (Juga, 

Nyabadza, 2021): 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= (

𝛽1𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽2𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂1𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂2𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇) 𝑆 − 𝑣1𝐼 

Perubahan nilai individu yang dirawat dirumah sakit terhadap waktu 

dipengaruhi oleh individu yang terinfeksi dan dirawat dirumah sakit berkurang 

karena orang yang dirawat dirumah sakit meninggal karena penyebab alami (𝜇𝐻). 

juga individu yang mendapatkan rawat inap kemudian dapat pulih (𝛾1𝐻), dan juga 

individu yang melakukan rawat inap kemudian meninggal karena terinfeksi (𝛾2𝐻). 

Hal ini dapat dirangkum dengan 𝑣2 = 𝜇 + 𝛾1 + 𝛾2. Dari uraian tersebut didapatkan 

model dinamika individu yang dirawat dirumah sakit terhadap waktu sebagai 

berikut (Juga, Nyabadza, 2021): 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝜎2𝐼 − 𝑣2𝐻 
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Perubahan nilai individu yang meninggal terhadap waktu dipengaruhi oleh 

jumlah dari individu yang meninggal karena terinfeksi (𝜎3𝐼), dengan individu yang 

melakukan rawat inap dan meninggal karena terinfeksi (𝛾2𝐻), juga dengan individu 

yang meninggal dan dikuburkan atau dikarmasi dengan aman (𝜌𝐷). Dari uraian 

tersebut didapatkan model dinamika individu yang meninggal terhadap waktu 

sebagai berikut (Juga, Nyabadza, 2021): 

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝜎3𝐼 + 𝛾2𝐻 − 𝜌𝐷 

Perubahan nilai kompartmen untuk patogen di lingkungan terhadap waktu 

ialah dipengaruhi oleh individu yang terinfeksi dan menumpahkan patogen ke 

lingkungan (𝛼1𝐼) dengan individu yang telah meninggal dan menumpahkan 

patogen ke lingkungan sehingga dapat dibibuat parameter (1 − 𝜌)𝐷 berkurang 

dengan patogen dalam pembusukan di lingkingkan dengan jumlah perkapita (𝜃𝑃). 

Dari uraian tersebut didapatkan model dinamika nilai kompartmen untuk patogen 

di lingkungan terhadap waktu sebagai berikut (Juga, Nyabadza, 2021): 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝛼1𝐼 + (1 − 𝜌)𝐷 − 𝜃𝑃 

Diagram kompartemen bersama dengan asumsi model yang menimbulkan 

sistem persamaan diferensial:  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜎1𝐼 − 𝜇𝑅 

Dimana 
𝑑𝑅

𝑑𝑡
 merupakan persamaan yang mengartikan bahwa individu sudah sembuh. 

Secara ringkas model matematika SIHDP pada Virus Ebola 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
,
𝑑𝐼

𝑑𝑡
,
𝑑𝐻

𝑑𝑡
,
𝑑𝐷

𝑑𝑡
,
𝑑𝑅

𝑑𝑡
,
𝑑𝑃

𝑑𝑡
 fungsi 𝑅(𝑡) tidak muncul secara eksplisit pada laju 

pertumbuhan 𝑆, 𝐼, 𝐻, 𝐷,dan 𝑃 sehingga model yang  dikaji selanjutanya adalah:  
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𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜋 − (

𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇) 𝑆 = 𝑓1(𝑆, 𝐼, 𝐻, 𝐷, 𝑃) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= (

𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
) 𝑆 − 𝑣1𝐼 

= 𝑓2(𝑆, 𝐼, 𝐻, 𝐷, 𝑃)  

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝜎2𝐼 − 𝑣2𝐻 = 𝑓3(𝑆, 𝐼, 𝐻, 𝐷, 𝑃) 

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝜎3𝐼 + 𝛾2𝐻 − 𝜌𝐷 = 𝑓4(𝑆, 𝐼, 𝐻, 𝐷, 𝑃) 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝛼1𝐼 + (1 − 𝜌)𝐷 − 𝜃𝑃 = 𝑓5(𝑆, 𝐼, 𝐻, 𝐷, 𝑃)  

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

Nilai awal dan parameter yang digunakan pada sistem persamaan diferensial 

dari model mata populasi pada penyakit virus ebola bersumber dari karya M.L Juga, 

F. Nyabadza, F.Chirove dengan jurnalnya yang berjudul “An Ebola Virus Disease 

model with fear and environmental transmission dynamics” . 

 

4.2 Menentukan Titik Kesetimbangan  

Memilih titik tetap dibutuhkan untuk menganalisis titik kesetabilan. Titik tetap 

pada penelitian ini bisa diperoleh bila 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 0 di saat 

titik tetap diraih, maka laju pertumbuhan dari setiap persamaan akan tetap. Hal ini 

bisa menandakan bahwa tidak terdapat pertumbuhan populasi pada penyakit virus 

ebola pada individu yang rentan 𝑆(𝑡), populasi virus ebola pada individu yang 

terinfeksi 𝐼(𝑡), populasi virus ebola pada individu yang dirawat dirumah sakit 𝐻(𝑡), 

populasi virus ebola pada individu yang meninggal 𝐷(𝑡), populasi virus ebola pada 

kompartmen untuk patogen di lingkungan 𝑃(𝑡). Keberadaan titik-titik ekuilibrium 
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ialah terdapat pada model (4.2) hingga (4.6) dengan menetapkan sisi kanan sistem 

(4.2) hingga (4.6) ialah nol sehingga akan menjadi persamaan berikut: 

𝜋 − (
𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇)𝑆∗ = 0 

(
𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
) 𝑆∗ − 𝑣1𝐼

∗ = 0 

𝜎2𝐼
∗ − 𝑣2𝐻

∗ = 0 

𝜎3𝐼
∗ + 𝛾2𝐻

∗ − 𝜌𝐷∗ = 0 

𝛼1𝐼
∗ + (1 − 𝜌)𝐷∗ − 𝜃𝑃∗ = 0 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

4.2.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Titik kesetimbangan bebas penyakit didapat ketika tidak ada penyakit dalam 

populasi, agar memenuhi titik kesetimbangan bebas penyakit maka tidak ada 

satupun individu yang terinfeksi sehingga 𝐼0 = 0. 

Substitusikan persamaaan (4.9) dengan 𝐼0 = 0 

𝜎2𝐼
0 − 𝑣2𝐻

0 = 0 

⇔ 𝜎2(0) − 𝑣2𝐻
0 = 0 

⇔ 𝜎2(0) = 𝑣2𝐻
0 

⇔
𝜎2(0)

𝑣2
= 𝐻0 

⇔ 0 = 𝐻0 

Substitusikan persamaaan (4.10) dengan 𝐼0 = 0 

𝜎3𝐼
0 + 𝛾2𝐻

0 − 𝜌𝐷0 = 0 

⇔ 𝜎3(0) + 𝛾2𝐻
0 − 𝜌𝐷0 = 0 

⇔ 𝜎3(0) + 𝛾2𝐻
0 =  𝜌𝐷0 

⇔
𝜎3(0) + 𝛾2𝐻

0

 𝜌
= 𝐷0 
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0 = 𝐷0 

Substitusikan persamaaan (4.11) dengan 𝐼0 = 0 

𝛼1𝐼
0 + (1 − 𝜌)𝐷0 − 𝜃𝑃0 = 0 

⇔ 𝛼1(0) + (1 − 𝜌)𝐷
0 − 𝜃𝑃0 = 0 

⇔ 𝛼1(0) + (1 − 𝜌)𝐷
0 =  𝜃𝑃0 

⇔
𝛼1(0) + (1 − 𝜌)𝐷

0

 𝜃
= 𝑃0 

0 = 𝑃0 

Substitusikan persamaaan (4.7) dengan 𝐼0 = 0 

𝜋 − (
𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇) 𝑆0 = 0 

dengan 𝐻0, 𝐷0, 𝑃0 = 0 maka didapatkan, 

⇔ 𝜋 − 𝜇𝑆0 = 0 

⇔
𝜋

𝜇
= 𝑆0 

maka diperoleh 𝐻0 = 𝐷0 = 𝑃0 = 0 dan 𝑆0 =
𝜋

𝜇
 Jadi diperoleh titik 

kesetimbangan 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝐻0, 𝐷0, 𝑃0) = (
𝜋

𝜇
, 0,0,0,0) 

4.2.2 Titik Kesetimbangan Endemik 

Titik kesetimbangan endemik merupakan titik kesetimbangan ketika kelas 

terinfeksi tak nol atau saat penyakit menyebar pada populasi. Endemik penyakit 

artinya di dalam populasi selalu ada individu yang terserang penyakit, sehingga 

diperoleh 𝐼 pada titik kesetimbangan endemik penyakit yaitu 𝐼∗ > 0. 

Pertama, kita cari 𝐻∗,  

𝜎2𝐼
∗ − 𝑣2𝐻

∗ = 0 

⇔ −𝑣2𝐻
∗ = −𝜎2𝐼

∗ 
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⇔ 𝐻∗ =
−𝜎2
𝑣2

𝐼∗ 

Dengan 
−𝜎2

𝑣2
𝐼∗= 𝜑1𝐼

∗ 

Maka menghasilkan,  

𝐻∗ = 𝜑1𝐼
∗ 

Kedua, kita cari 𝐷∗, 

𝜎3𝐼
∗ + 𝛾2𝐻

∗ − 𝜌𝐷∗ = 0 

⇔ −𝜌𝐷∗ = −𝜎3𝐼
∗ − 𝛾2𝐻

∗ 

⇔ −𝜌𝐷∗ = −𝜎3𝐼
∗ − 𝛾2𝜑1 

⇔ 𝐷∗ =
−𝜎3𝐼

∗ − 𝛾2𝜑1
𝜌

𝐼∗ 

Dengan 
−𝜎3𝐼

∗−𝛾2𝜑1

𝜌
𝐼∗, misalkan 𝜑2𝐼

∗ 

Maka menghasilkan, 

 𝐷∗ = 𝜑2𝐼
∗ 

Ketiga, kita cari 𝑃∗, 

𝛼1𝐼
∗ + (1 − 𝜌)𝐷∗ − 𝜃𝑃∗ = 0  

⇔ −𝜃𝑃∗ = −𝛼1𝐼
∗ − (1 − 𝜌)𝐷∗ 

⇔ −𝜃𝑃∗ = −𝛼1𝐼
∗ − (1 − 𝜌)𝜑2 

⇔ 𝑃∗ =
−𝛼1𝐼

∗ − (1 − 𝜌)𝜑2
𝜃

𝐼∗ 

Dengan 
−𝛼1𝐼

∗−(1−𝜌)𝜑2

𝜃
𝐼∗, misalkan 𝜑3𝐼

∗ 

Maka menghasilkan 

𝑃∗ = 𝜑3 𝐼∗ 

Untuk mencari 𝑆∗ maka harus mesubtitusikan persamaan (4.8) ke titik ekuilibrium 

endemik yang didapakan pada 𝐻∗, 𝐷∗, 𝑃∗ 
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subtitusi 

(
𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
) 𝑆∗ − 𝑣1𝐼

∗ = 0 

dengan  

𝐻∗ = 𝜑1𝐼
∗, 𝐷∗ = 𝜑2𝐼

∗, 𝑃∗ = 𝜑3𝐼
∗ 

maka, 

⇔
𝛽1𝑃

𝐾 + 𝑃
+
𝛽2(𝐼 + 𝜂1𝐻 + 𝜂2𝐷)

1 + 𝜀𝐷
𝑆∗ = 𝑣1𝐼

∗ 

⇔
𝛽2(𝐼 + 𝜂1𝜑1𝐼

∗ + 𝜂2𝜑2𝐼
∗)

1 + 𝜀𝜑2𝐼∗
+

𝛽1𝜑3𝐼
∗

𝐾 + 𝜑3𝐼∗
𝑆∗ = 𝑣1𝐼

∗ 

⇔ 𝑆∗ =
𝑣1𝐼

∗

𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1𝐼∗ + 𝜂2𝜑2𝐼∗)
1 + 𝜀𝜑2𝐼∗

+
𝛽1𝜑3𝐼∗

𝐾 + 𝜑3𝐼∗

                                               (4.12) 

Analisis kestabilan titik ekuilibrium endemik dilakukan dengan 

mensubstitusikan 𝑆∗ (4.12) dengan (4.8) dan menyederhanakan persamaaan 

yang dihasilkan sehingga mendapatkan polinomial sebagai berikut: 

𝑆∗ =
𝑣1𝐼

∗

𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1𝐼∗ + 𝜂2𝜑2𝐼∗)
1 + 𝜀𝜑2𝐼∗

+
𝛽1𝜑3𝐼∗

𝐾 + 𝜑3𝐼∗

 

dengan 

𝜋 − (
𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1𝐼

∗ + 𝜂2𝜑2𝐼
∗)

1 + 𝜀𝜑2𝐼∗
+

𝛽1𝜑3𝐼
∗

𝐾 + 𝜑3𝐼∗
+ 𝜇)𝑆∗ = 0 

⇔ 𝑆∗ =  

𝜋

𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1𝐼∗ + 𝜂2𝜑2𝐼∗)
1 + 𝜀𝜑2𝐼∗

+
𝛽1𝜑3𝐼∗

𝐾 + 𝜑3𝐼∗
+

𝑣1𝐼∗

𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1𝐼∗ + 𝜂2𝜑2𝐼∗)
1 + 𝜀𝜑2𝐼∗

+
𝛽1𝜑3𝐼∗

𝐾 + 𝜑3𝐼∗

 

maka, 
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⇔ 𝛽2𝑣1𝜑3(1 + 𝜂1𝜑1𝐼
∗ + 𝜂2𝜑2𝐼

∗) +  𝜀𝑣1𝜑2𝜑3(𝜇 + 𝛽1) 

+𝑣1[𝐾𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) + 𝐾𝜀𝜇 + (𝛽1 + 𝜇)𝜑3] 

−𝜋[𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) + 𝛽1𝜀𝜑2] 

+𝐾𝜇𝑣1

(

 
 
1 −

𝜋

𝜇

[
 
 
 
 𝛽2 (

1

𝑣1
+
𝜂1𝜎2
𝑣1𝑣2

+
𝜂2(𝛾2𝜎2 + 𝑣2𝜎3)

𝜌𝑣1𝑣2
)

+
𝛽1
𝜌𝜃𝐾

(
𝛼2𝛾2𝜎2
𝑣1𝑣2

+
𝜌𝛼1 + 𝛼2𝜎3

𝑣1
)
)

 
 

]
 
 
 
 

 

⇔ 𝛽2𝑣1𝜑3(1 + 𝜂1𝜑1𝐼
∗ + 𝜂2𝜑2𝐼

∗) +  𝜀𝑣1𝜑2𝜑3(𝜇 + 𝛽1) 

+𝑣1[𝐾𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) + 𝐾𝜀𝜇 + (𝛽1 + 𝜇)𝜑3] 

−𝜋[𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) + 𝛽1𝜀𝜑2] + 𝐾𝜇𝑣1 (1 −
𝜋

𝜇
− 𝑅0) 

Buat bentuk sederhana, 

𝑎2𝐼
∗2 + 𝑎1𝐼

∗ + 𝑎0 = 0                                     (4.13) 

Dimana 

𝑎2= 𝛽2𝑣1𝜑3(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) +  𝜀𝑣1𝜑2𝜑3(𝜇 + 𝛽1) 

𝑎1= 𝑣1[𝐾𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) + 𝐾𝜀𝜇 + (𝛽1 + 𝜇)𝜑3] 

−𝜋[𝛽2(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) + 𝛽1𝜀𝜑2] 

𝑎0= 𝐾𝜇𝑣1(1 − 𝑅0) 

sehingga diperoleh  

𝐼∗ =
−𝑎1 ±√𝑎1

2 − 4𝑎2𝑎0
2𝑎2

 

Dari nilai diatas maka dapat diketahui bahwa koefisien 𝑎2 selalu posiif. 

Karena dapat diketahui bahwa: 

i) 𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 = 0 maka , 𝐼1,2

∗ = −
𝑎1

2𝑎2
, dengan 𝑎1 < 0 

ii) 𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 > 0, maka 𝐼1

∗ =
−𝑎1−√𝑎1

2−4𝑎2𝑎0

2𝑎2
 dan 𝐼2

∗ =
−𝑎1+√𝑎1

2−4𝑎2𝑎0

2𝑎2
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jika 𝑎1 > 0, maka 𝐼2
∗ < 0, dan 𝐼1

∗ < 0 

dimana,  

𝑎0 > 0 dan 𝑎1 > 0 

⇔ 𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 > 𝑎1

2 

⇔ √𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 > 𝑎1 

⇔ −𝑎1 > −√𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 

⇔
−𝑎1 + √𝑎1

2 − 4𝑎2𝑎0
2𝑎2

< 0 

dan  

𝑎0 > 0 dan 𝑎1 > 0 

⇔ −𝑎1 < 0 dan −√𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 < 0 

⇔
−𝑎1 − √𝑎1

2 − 4𝑎2𝑎0
2𝑎2

< 0 

jika 𝑎1 < 0, maka 𝐼1
∗ > 0 dan 𝐼2

∗ < 0 

dimana,  

𝑎0 > 0 dan 𝑎1 < 0 

𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 > 𝑎1

2 

⇔ √𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 > −𝑎1 

⇔ 0 <
−𝑎1 −√𝑎1

2 − 4𝑎2𝑎0
2𝑎2

 

dan  

𝑎0 > 0 dan 𝑎1 < 0 

⇔ −𝑎1 > 0 dan √𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 > 0 
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⇔
−𝑎1 + √𝑎1

2 − 4𝑎2𝑎0
2𝑎2

> 0 

iii) 𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 < 0, maka 𝐼1,2

∗ ∈ ℂ sehingga tidak ada solusi riil 𝐼∗. 

dari keterangan diatas, Batas ketika 𝐼∗ eksis adalah: 

𝑎1
2 − 4𝑎2𝑎0 ≥ 0 

⇔ 𝑎1
2 − 4𝑎2𝐾𝜇𝑣1(1 − 𝑅0) ≥ 0 

⇔ 1−
𝑎1
2

4𝑎2𝐾𝜇𝑣1
≤ 𝑅0 

⇔ 𝑅0
𝐶 ≤ 𝑅0 

𝑅0
𝐶 = 1 −

𝑎1
2

4𝑎2𝐾𝜇𝑣1
 

dan memiliki kemungkinan percabangan mundur yang ditunjukan oleh kasus 

𝑎0 > 0, yakni dengan  

⇔ 1-𝑅0 > 0 

⇔ 1 > 𝑅0 

maka dapat diketahui bahwa memiliki dua kesetimbangan positif untuk 𝑅0
𝐶 <

𝑅0 < 1. 

Sehingga titik kesetimbangan model matematika dari proses transmisi 

penyakit virus ebola terhadap metapopulasi mempunyai 2 titik kesetimbangan 

yaitu: 

1. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝐻0, 𝐷0, 𝑃0) = (
𝜋

𝜇
, 0,0,0,0) 

2. Titik Kesetimbangan Endemik Eksis Ketika 𝑅0
𝐶 < 𝑅0 < 1. 

𝐻∗ = 
−𝜎2

𝑣2
 



38 

 

 

𝐷∗ =
−𝜎3𝐼

∗−𝛾2𝜑1

𝜌
𝐼∗ 

𝑃∗ =
−𝛼1𝐼

∗−(1−𝜌)𝜑2

𝜃
𝐼∗ 

𝑆∗ = 
𝑣1𝐼

∗

𝛽2(1+𝜂1𝜑1𝐼
∗+𝜂2𝜑2𝐼

∗)

1+𝜀𝜑2𝐼
∗ +

𝛽1𝜑3𝐼
∗

𝐾+𝜑3𝐼
∗

 

𝐼∗ =
−𝑎1+√𝑎1

2−4𝑎2𝑎0

2𝑎2
, dengan 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 sebagaimana persamaan (4.13) 

 

4.3 Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

Bilangan reproduksi dasar yang dilambangkan menggunakan 𝑅0 didefinisikan 

menjadi jumlah rata-rata infeksi baru yang dihasilkan oleh individu yang terinfeksi 

atau orang meninggal yang terinfeksi atau melalui kontak dengan objek yang 

terinfeksi patogen dalam populasi yang sepenuhnya rentan. Penulis menggunakan 

metode next generation matrix berikutnya untuk menghitung 𝑅0. 

Linierisasi terhadap substensi terinfeksi pada titik ekuilibrium bebas penyakit. 

maka diperoleh matriks jacobian: 

𝐽𝐸=

[
 
 
 
 
 
𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝐻
𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝐻

𝑑𝐼

𝑑𝐷

𝑑𝐼

𝑑𝑃
𝑑𝐻

𝑑𝐷

𝑑𝐻

𝑑𝑃
𝑑𝐷

𝑑𝐼

𝑑𝐷

𝑑𝐻
𝑑𝑃

𝑑𝐼

𝑑𝑃

𝑑𝐻

𝑑𝐷

𝑑𝐷

𝑑𝐷

𝑑𝑃
𝑑𝑃

𝑑𝐷

𝑑𝑃

𝑑𝑃]
 
 
 
 
 

 

𝐽𝐸=[

𝑣1 −𝑀1 −𝑀2 −𝑀3 −𝑀4

𝜎2 −𝑣2 0 0
𝜎3  𝛾2 −𝜌 0
 𝛼1 𝛼2 𝛼3 0

]|

𝐸0

 

dimana, 

𝑀1 = (
𝐷(𝛽2)(𝐷𝜂2 + 𝐻𝜂1 + 𝐼)𝑆

𝜇
) 
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𝑀2 =
𝐷(𝛽2)(𝐷𝜂2 + 𝐻𝜂1 + 𝐼)𝜂1𝑆

𝜇
 

𝑀3 =
𝐷(𝛽2)(𝐷𝜂2 + 𝐻𝜂1 + 𝐼)𝜂2𝑆

𝜇
 

𝑀4 =
𝛽1

𝐾 + 𝑃
−

𝛽1𝑃

(𝐾 + 𝑃)2
𝑆 

Dengan 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝐻0, 𝐷0, 𝑃0)  = (
𝜋

𝜇
, 0,0,0,0) 

maka, 

𝐽(𝐼,𝐻,𝐷,𝑃) =

[
 
 
 
 
 𝑣1 − (

𝜋𝛽2
𝜇
) −

𝜋𝛽2𝜂1
𝜇

−
𝜋𝛽2𝜂2
𝜇

−
𝜋𝛽1
𝜇𝐾

𝜎2 −𝑣2 0 0
𝜎3  𝛾2 −𝜌 0

 𝛼1 𝛼2 𝛼3 0 ]
 
 
 
 
 

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑋) − 𝑉(𝑋) 

dimana, 

X = [𝑆, 𝐼, 𝐻, 𝐷, 𝑃]𝑇 

dengan  

𝐹 =

(

 
 

𝜋𝛽2
𝜇

𝜋𝛽2𝜂1
𝜇

𝜋𝛽2𝜂2
𝜇

𝜋𝛽1
𝜇𝐾

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 )

 
 

 

𝑉 = (

𝑣1 0 0 0
−𝜎2  𝑣2 0 0
−𝜎3 −𝛾2 𝜌 0
−𝛼1 −𝛼2 −𝛼3 𝜃

) 

selanjutnya dicari 𝑉−1, sehingga diperoleh: 

𝑉−1 = 
1

𝑑𝑒𝑡𝑉
𝑎𝑑𝑗(𝑉) 

 =
1

𝑑𝑒𝑡𝑉
(

𝑣1 −𝜎2 −𝜎3 −𝛼1
0  𝑣2 −𝛾2 −𝛼2
0 0 𝜌 𝛼3
0 0 0 𝜃

) 
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=

(

 
 
 
 
 
 

1

𝑣1

𝜎2
𝑣1𝑣2

𝑣2𝜎3 + 𝛾2𝜎2
𝑣1𝑣2𝜌

𝜌𝑣2𝛼1 + 𝜌𝛼2𝜎2 + 𝑣2𝛼3𝜎3 + 𝛼3𝛾2𝜎2
𝑣1𝑣2𝜌𝜃

0
1

𝑣2
 

𝛾2
𝑣2

𝜌𝛼2 + 𝛼3𝛾2
𝑣2𝜌𝜃

0 0
1

𝜌

𝛼3
𝜌𝜃

0 0 0 
1

𝜃 )

 
 
 
 
 
 

 

Berdasarkan Van den Driesche serta Watmough (2002), bilangan reproduksi dasar 

dihasilkan dari nilai eigen dominan next generation matrix (NGM). Sehingga 𝑅0 

didapat:  

𝑅0 = F𝑉−1 

𝑅0= 

(

 
 

𝜋𝛽2

𝜇

𝜋𝛽2𝜂1

𝜇

𝜋𝛽2𝜂2

𝜇

𝜋𝛽1

𝜇𝐾

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 )

 
 
.

(

 
 
 
 

1

𝑣1

𝜎2

𝑣1𝑣2

𝑣2𝜎3+𝛾2𝜎2

𝑣1𝑣2𝜌

𝜌𝑣2𝛼1+𝜌𝛼2𝜎2+𝑣2𝛼3𝜎3+𝛼3𝛾2𝜎2

𝑣1𝑣2𝜌𝜃

0
1

𝑣2
 

𝛾2

𝑣2

𝜌𝛼2+𝛼3𝛾2

𝑣2𝜌𝜃

0 0
1

𝜌

𝛼3

𝜌𝜃

0 0 0 
1

𝜃 )

 
 
 
 

 

𝑅0 = [

𝐽11 𝐽12 𝐽13 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

] 

Dimana, 

𝐽11 =
𝜋𝛽2

𝜇𝑣1
+
𝜋𝛽2𝜂1𝜎2

𝜇𝑣1𝑣2
+
𝜋𝛽2𝜂2(𝑣2𝜎3+𝛾2𝜎2)

𝜇𝜌𝑣1𝑣2
+
𝜋𝛽1(𝜌𝑣2𝛼1+𝜌𝛼2𝜎2+𝑣2𝛼3𝜎3+𝛼3𝛾2𝜎2

𝜇𝐾𝑣1𝑣2𝜌𝜃
, 

𝐽12 =
𝜋𝛽2𝜂1
𝜇𝑣2

+
𝜋𝛽2𝜂2𝛾2
𝜇𝑣2𝜌

−
𝜋𝛽1(𝜌𝛼2 + 𝛼3𝛾2)

𝜇𝐾𝑣2𝜌𝜃
 

𝐽13 =
𝜋𝛽2𝜂2𝜌

𝜇𝜌
−
𝜋𝛽1𝛼3
𝜇𝐾𝜌𝜃

 

Sehingga didapatkan nilai eigan dominan yaitu: 

𝑅0 =
𝜋

𝜇
[𝛽2 (

1

𝑣1
+
𝜂1𝜎2
𝑣1𝑣2

+
𝜂2(𝛾2𝜎2 + 𝑣2𝜎3)

𝜌𝑣1𝑣2
) +

𝛽1
𝜌𝜃𝐾

(
𝛼2𝛾2𝜎2
𝑣1𝑣2

+
𝜌𝛼1 + 𝛼2𝜎3

𝑣1
)] 
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Berikut ini saran pencegahan penyebaran, yakni dengan: 

1. Menurunkan laju rata-rata kelahiran atau migrasi yang konstan dibagi dengan 

laju rata-rata individu yang meninggal karena penyebab alami (
𝜋

𝜇
). 

2. Menurunkan laju rata-rata taraf kontak efektif antara indivu yang rentan serta 

patogen pada lingkungan (𝛽1) dan laju rata-rata antara individu yang rentan 

serta orang terinfeksi yang masing-masing mengarah pada infeksi ( 𝛽2). 

3. Menurunkan laju rata-rata menular tetapi efektifan yang lebih rendah (𝜂1) dan 

laju rata-rata individu yang meninggal dan dapat menular (𝜂2). 

4. Menaikkan laju rata-rata individu yang meninggal karena penyebab alami 

ditambah dengan laju rata-rata individu yang dapat pulih ditambah dengan laju 

rata-rata individu yang dirawat dirumah sakit ditambah dengan laju rata-rata 

individu yang meninggal (𝑣1) dan laju rata-rata individu yang meninggal 

karena penyebab alami ditambah dengan laju rata-rata individu rawat inap yang 

dapat pulih ditambah dengan laju rata-rata individu yang rawat inap dan 

meninggal akibat virus ebola (𝑣2).  

5. Menaikkan laju rata-rata individu yang minggal dan dikuburkan atau dikremasi 

dengan aman dikali dengan laju rata-rata patogen dalam pembusukan di 

lingkungan perkapita dikali dengan konstanta setangah jenuh, yaitu dengan 

konsentrasi patogen yang dapat menyebabkan 50% kemungkinan terinfeksi 

(𝜌𝜃𝐾). 
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4.4 Analisis Kesetabilan Lokal Titik Kesetimbangan 

Dalam menganalisis titik kesetimbanagan maka langkah selanjutnya ialah 

menggunakan matrik jacobian untuk menghitung nilai eigen. Dimana matrik jacobi 

tersebut diperoleh dari persamaan (4.2) hingga (4.6). 

Dari persamaan diatas akan dibuat matriks jacobi yakni  

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑆

𝜕𝑓1
𝜕𝐼

𝜕𝑓1
𝜕𝐻

𝜕𝑓1
𝜕𝐷

𝜕𝑓1
𝜕𝑃

𝜕𝑓2
𝜕𝑆

𝜕𝑓2
𝜕𝐼

𝜕𝑓2
𝜕𝐻

𝜕𝑓2
𝜕𝐷

𝜕𝑓2
𝜕𝑃

𝜕𝑓3
𝜕𝑆

𝜕𝑓3
𝜕𝐼

𝜕𝑓3
𝜕𝐻

𝜕𝑓3
𝜕𝐷

𝜕𝑓3
𝜕𝑃

𝜕𝑓4
𝜕𝑆

𝜕𝑓4
𝜕𝐼

𝜕𝑓4
𝜕𝐻

𝜕𝑓4
𝜕𝐷

𝜕𝑓4
𝜕𝑃

𝜕𝑓5
𝜕𝑆

𝜕𝑓5
𝜕𝐼

𝜕𝑓5
𝜕𝐻

𝜕𝑓5
𝜕𝐷

𝜕𝑓5
𝜕𝑃]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                               (4.14) 

Sehingga didapatkan hasil  

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
𝐽51 𝐽52 𝐽53 𝐽54 𝐽55
Λ 𝐽62 𝐽63 𝐽64 𝐽65
0 𝜎2 −𝑣2 0 0
0 𝜎3 𝛾2 −𝜌 0
0 𝛼1 0 1 − 𝜌 −𝜃 ]

 
 
 
 
 

 

dimana 

𝐽51 = −Λ − 𝜇 

𝐽52 =
−𝛽2𝑆

𝐷𝜀 + 1
 

𝐽53 =
−𝜂1𝑆

𝐷𝜀 + 1
 

𝐽54 = −(
𝛽2𝐼𝜀

(−𝐷𝜀 + 1)2
−

𝜂1𝐻𝜀

(−𝐷𝜀 + 1)2
−

𝜂2
(−𝐷𝜀 + 1)2

−
𝜂2 − 𝐷𝜀

(−𝐷𝜀 + 1)2
)𝑆 

𝐽55 = −
𝛽1

𝐾 + 𝑃
−

𝛽1𝑃

(𝐾 + 𝑃)2
 

𝐽62 =
𝛽2𝑆

−𝐷𝜀 + 1
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𝐽63 =
𝜂1𝑆

−𝐷𝜀 + 1
 

𝐽64 = −(
𝛽2𝐼𝜀

(−𝐷𝜀 + 1)2
−

𝜂1𝐻𝜀

(−𝐷𝜀 + 1)2
−

𝜂2
(−𝐷𝜀 + 1)2

−
𝜂2 − 𝐷𝜀

(−𝐷𝜀 + 1)2
)𝑆 

𝐽65 =
𝛽1

𝐾 + 𝑃
−

𝛽1𝑃

(𝐾 + 𝑃)2
 

4.4.1  Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Pada tahap berikut disubtitusikan persamaan jacobian (4.14) dengan nilai 

titik kesetimbangan bebas penyakit yakni 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝐻0, 𝐷0, 𝑃0) = 

(
𝜋

𝜇
, 0,0,0,0), sehinggan didapatkan matriks jacobi sebagai berikut, 

𝐽(𝐸0) =

[
 
 
 
 
 
 
 −𝜇 −

𝛽2𝜋

𝜇
−
𝜂1𝜋

𝜇
−
𝜂2𝜋

𝜇
−
𝛽1𝜋

𝐾𝜇

0
𝛽2𝜋

𝜇

𝜂1𝜋

𝜇

𝜂2𝜋

𝜇

𝛽1𝜋

𝐾𝜇
0 𝜎2 −𝑣2 0 0
0 𝜎3 𝛾2 −𝜌 0
0 𝛼1 0 1 − 𝜌 −𝜃 ]

 
 
 
 
 
 
 

                   (4.15) 

Akan ditentukan kestabilan bebas penyakit dengan menggunakan matriks Jacobi 

(4.15). Nilai Eigen Matriks (4.15) diperoleh sebagai berikut, 

𝑑𝑒𝑡(𝐽(𝐸0) − 𝜆𝐼) = 0 

𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 −𝜇 −

𝛽2𝜋

𝜇
−
𝜂1𝜋

𝜇
−
𝜂2𝜋

𝜇
−
𝛽1𝜋

𝐾𝜇

0
𝛽2𝜋

𝜇
− 𝑣1

𝜂1𝜋

𝜇

𝜂2𝜋

𝜇

𝛽1𝜋

𝐾𝜇
0 𝜎2 −𝑣2 0 0
0 𝜎3 𝛾2 −𝜌 0
0 𝛼1 0 1 − 𝜌 −𝜃 ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

− 𝜆

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1]

 
 
 
 

= 0 
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𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 −𝜇 − λ −

𝛽2𝜋

𝜇
−
𝜂1𝜋

𝜇
−
𝜂2𝜋

𝜇
−
𝛽1𝜋

𝐾𝜇

0
𝛽2𝜋

𝜇
− 𝑣1 − λ

𝜂1𝜋

𝜇

𝜂2𝜋

𝜇

𝛽1𝜋

𝐾𝜇
0 𝜎2 −𝑣2 − λ 0 0
0 𝜎3 𝛾2 −𝜌 − λ 0
0 𝛼1 0 1 − 𝜌 −𝜃 − λ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0 

(−𝜇 − λ)

[
 
 
 
 
𝛽2𝜋

𝜇
− 𝑣1 − λ

𝜂1𝜋

𝜇

𝜂2𝜋

𝜇

𝛽1𝜋

𝐾𝜇
𝜎2 −𝑣2 − λ 0 0
𝜎3 𝛾2 −𝜌 − λ 0
𝛼1 0 1 − 𝜌 −𝜃 − λ]

 
 
 
 

= 0 

(−𝜇 − λ)(−𝜃 − λ)[

𝛽2𝜋

𝜇
− 𝑣1 − λ

𝜂1𝜋

𝜇

𝜂2𝜋

𝜇

𝜎2 −𝑣2 − λ 0
𝜎3 𝛾2 −𝜌 − λ

] = 0 

Dari dua faktor pertama diperoleh 

𝜆1 = −𝜇 < 0 dan 

𝜆2 = −𝜃 < 0  

Dari matriks diatas maka akan didapatkan persamaan karakteristik 

𝜆5 + 𝑎4𝜆
4 + 𝑎3𝜆

3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎1𝜆

1 + 𝑎0 = 0 

Dengan, 

𝑎4 =
𝜇2 + 𝜇𝜌 + 𝜇𝜃 + 𝑣1𝜇 + 𝜇𝑣2 − 𝛽2𝜋

𝜇
 

𝑎3 =
1

Κ𝜇
(Κ𝜇2𝜌 +  Κ𝜇2𝜃 + Κ𝜇2𝑣1 + Κ𝜇

2𝑣2 −  Κ𝜇𝜋𝛽2 + Κ𝜇𝜌𝜃 + Κ𝜇𝜌𝑣1 

+Κ𝜇𝜌𝑣2 + Κ𝜇𝜃𝑣1 + Κ𝜇𝜃𝑣2 + Κ𝜇𝑣1𝑣2 − Κ𝜋𝜌𝛽2 − Κ𝜋𝜃𝛽2 

−Κ𝜋𝛽2𝑣2 − Κ𝜋𝜂1𝜎2 − Κ𝜋𝜂2𝜎3 − 𝛼1𝛽1𝜋) 

𝑎2 =
1

Κ𝜇
(Κ𝜇2𝜌𝜃 + Κ𝜇2𝜌𝑣1 + Κ𝜇

2𝜌𝑣2 + Κ𝜇
2𝜃𝑣1 + Κ𝜇

2𝜃𝑣2 + Κ𝜇
2𝑣1𝑣2 

−Κ𝜇𝜋𝜌𝛽2 − Κ𝜇𝜋𝜃𝛽2 − Κ𝜇𝜋𝛽2𝑣2 − Κ𝜇𝜋𝜂2𝜎2 − Κ𝜇𝜋𝜂2𝜎3 + Κ𝜇𝜌𝜃𝑣1 
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+Κ𝜇𝜌𝜃𝑣2 + Κ𝜇𝜌𝑣1𝑣2 + Κ𝜇𝜃𝑣1𝑣2 − Κ𝜋𝜌𝜃𝛽2 − Κ𝜋𝜌𝛽2𝑣2 − Κ𝜋𝜌𝜂1𝜎2 

−Κ𝜇𝜃𝛽2𝑣2 − Κ𝜋𝜃𝜂1𝜎2 − Κ𝜋𝜃𝜂2𝜎3 − Κ𝜋𝜃𝜂2𝛾2𝜎2 − Κ𝜋𝜂2𝜎3 

−𝜇𝜋𝛼1𝛽1 − 𝜋𝜌𝛼1𝛽1 + 𝜋𝜌𝛽1𝜎3 − 𝜋𝛼1𝛽1𝑣2 − 𝜋𝜌𝜎3) 

𝑎1 =
1

Κ𝜇
(Κ𝜇2𝜌𝜃𝑣1 + Κ𝜇

2𝜌𝜃𝑣2 + Κ𝜇
2𝜌𝑣1𝑣2 + Κ𝜇

2𝜃𝑣1𝑣2 − Κ𝜇𝜋𝜌𝜃𝛽2 

−Κ𝜇𝜋𝜌𝛽2𝑣2 − Κ𝜇𝜋𝜌𝜂1𝜎2 − Κ𝜇𝜋𝜃𝛽2𝑣2 − Κ𝜇𝜋𝜃𝜂1𝜎2 − Κ𝜇𝜋𝜃𝜂2𝜎3 

−Κ𝜇𝜋𝜂2𝛾2𝜎2 − Κ𝜇𝜋𝜂2𝜎3𝑣2 + Κ𝜇𝜌𝜃𝑣1𝑣2 − Κ𝜋𝜌𝜃𝛽2𝑣2 − Κ𝜋𝜌𝜃𝜂1𝜎2 

−Κ𝜋𝜃𝜂2𝛾2𝜎2 − Κ𝜋𝜃𝜂2𝜎3𝑣2 − 𝜇𝜋𝜌𝛼1𝛽1 + 𝜌𝜎3𝛽1𝜋𝜇 − 𝜇𝜋𝛼1𝛽1𝑣2 

−𝜋𝜌𝛼1𝛽1𝑣2 + 𝜋𝜌𝛽1𝛾2𝜎2 + 𝜋𝜌𝛽1𝜎3𝑣2 − 𝜇𝜋𝛽1𝜎3 − 𝛾2𝜎2𝛽1𝜋 − 𝜋𝛽1𝜎3𝑣2) 

𝑎0 =
1

Κ
(Κ𝜇𝜌𝜃𝑣1𝑣2 − Κ𝜋𝜌𝜃𝛽2𝑣2 − Κ𝜋𝜌𝜃𝜂1𝜎2 − Κ𝜋𝜃𝜂2𝛾2𝜎2 − Κ𝜋𝜃𝜂2𝜎3𝑣2 

−𝜋𝜌𝛼1𝛽1𝑣2 + 𝜋𝜌𝛽1𝛾2𝜎2 + 𝜋𝜌𝛽1𝜎3𝑣2 − 𝛾2𝜎2𝛽1𝜋 − 𝜋𝛽1𝜎3𝑣2) 

Berdasarkan akar–akar persamaan karakteristik diatas maka kestabilannya dapat 

dikerjakan dengan mensubtitusikan Tabel (4.1) ke polinomial pada  

𝜆5 + 𝑎4𝜆
4 + 𝑎3𝜆

3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎1𝜆

1 + 𝑎0 = 0 sebagaimana terlampir pada 

Lampiran 3, maka akan didapatkan nilai eigen untuk titik kesetimbangan bebas 

penyakit, yaitu 

𝑎0 = −2.909273375 

𝑎1 = −99978.055246
5 

𝑎2 = −5.051015964 × 10
5 

𝑎3 = −9.256676417 × 10 
5 

𝑎4 = −4.324304719 × 10 
5 

𝑎5 = 1 

dengan, 

𝜆1 = −0.000296000000000000 
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𝜆2 = 4.32431487516670 ×  10
5 

𝜆3 = −0.020111141573441 

𝜆4 = −1.06005055850669 + 0.0292691642142447 𝐼 

𝜆5 = −1.06005055850669 − 0.0292691642142447 𝐼 

Berdasarkan nilai eigen yang didapatkan dapat diketahui bahwa 𝜆1, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5, < 0 

tetapi untuk 𝜆2 > 0. Maka, dapat disimpulkan bahwa nilai eigen tidak memenuhi 

syarat pada kriteria Routh-Hurwitz. sehingga, secara keseluruhan sifat 

kestabilannya adalah tidak stabil. Sehingga model matematika meta populasi 

penyebaran Virus Ebola tidak stabil pada titik kesetimbangan 𝐸0. 

4.4.2 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 

Bentuk penyelesaian analisis kestabilan titik kesetimbangan endemik yakni  

nilai eigen akan dicari menggunakan matriks (4.14) melalui persamaan 

karakteristiknya yaitu dengan mensubtitusi titik kesetimbangan endemik. Adapun 

nilai-nilai parameter yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

Tabel 4.1 Estimasi Parameter dan Nilai Awal 

Parameter Keterangan Nilai Awal Satuan 

𝜋 

Rata-rata kelahiran 

atau migrasi yang 

konstan 

200 
Individu/ 

Minggu 

𝜎1 
Rata-rata individu yang 

terinfeksi dan pulih 
0.33 

Individu/ 

Minggu 

𝜎2 

Rata-rata individu yang 

melakukan rawat inap 

dan dapat menular 

0.019 
Individu/ 

Minggu 

𝜎3 

Nilai individu yang 

meninggal karena 

terinfeksi 

0.6 
Individu/ 

Minggu 

𝜂1 

Nilai rata-rata individu 

yang terinfeksi dan 

dapat menular 

0.09 
Individu/ 

Minggu 
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𝜂2 

Nilai rata-rata 

individu yang terinfeksi 

dan meninggal 

1.2 
Individu/ 

Minggu 

𝛾1 

Nilai rata-rata 

individu yang 

melakukan rawat 

inap dan dapat pulih 

0.8 
Individu/ 

Minggu 

𝛾2 

Nilai individu yang 

melkukan rawat inap 

dan meninggal karena 

virus ebola 

0.2 
Individu/ 

Minggu 

𝜌 

Laju pemakaman 

individu meninggal 

secara aman 

0.009 Minggu 

𝛼1 

Nilai rata-rata indivdu 

terinfeksi ebola 

menumpahkan patogen 

ke lingkungan 

0.05 
Individu/ 

Minggu 

𝛼2 

Nilai rata-rata pasien 

yang meninggal 

terjangkit ebola 

menumpahkan patogen 

ke lingkungan 

0.06 
Individu/ 

Minggu 

𝜃 

Nilai rata-rata 

penghapusan patogen 

ke lingkungan 

0.0016 
Individu/ 

Minggu 

𝜇 
Laju kematian alami 

individu 
0.000296 Minggu 

K 

Konstanta setengah 

jenuh (konsentrasi 

patogen yang dapat 

menyebabkan 50% 

kemungkinan infeksi) 

30 
Individu/ 

Minggu 

𝛽1 

Laju kotak individu ke 

individu lain yang 

terinfeksi 

0.67 
Individu/ 

Minggu 

𝛽2 

Laju kotak patogen ke 

individu lain yang 

terinfeksi 

0.64 
Individu/ 

Minggu 
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sehingga didapatkan matriks jacobi sebagai berikut: 

[
 
 
 
 
𝐽51 𝐽52 𝐽53 𝐽54 𝐽55
𝐽61 𝐽62 𝐽63 𝐽64 𝐽65
0 0.019 −1.00029 0 0
0 0.6 0.2 −0.009 0
0 0.05 0 0.991 −0.0016]

 
 
 
 

              (4.16) 

dimana, 

𝐽51 = −3.693671612 

𝐽52 = −0.006128744995 

𝐽53 = 0.00008954826382 

𝐽54 = 0.00008954826382 

𝐽55 = −1.418101161 × 10−11 

𝐽61 = 3.693671612 

𝐽62 = −0.9431672550 

𝐽63 = −0.00008954826382 

𝐽64 = −0.00008954826382 

𝐽65 = 1.418101161 × 10−11 

Kemudian akan ditentukan kestabilan bebas penyakit dengan menggunakan 

matriks Jacobi (4.15). Nilai Eigen Matriks (4.15) diperoleh sebagai berikut, 

𝒅𝒆𝒕(𝑱(𝑬) − 𝝀𝑰) = 𝟎 

𝑑𝑒𝑡

(

 
 

[
 
 
 
 
𝐽51 𝐽52 𝐽53 𝐽54 𝐽55
𝐽61 𝐽62 𝐽63 𝐽64 𝐽65
0 0.019 −1.00029 0 0
0 0.6 0.2 −0.009 0
0 0.05 0 0.991 −0.0016]

 
 
 
 

)

 
 
− 𝜆

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1]

 
 
 
 

 

= 0 
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𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
𝐽51 − 𝜆 𝐽52 𝐽53 𝐽54 𝐽55
𝐽61 𝐽62 − 𝜆 𝐽63 𝐽64 𝐽65
0 0.019 −1.00029 − 𝜆 0 0
0 0.6 0.2 −0.009 − 𝜆 0
0 0.05 0 0.991 −0.0016 − 𝜆]

 
 
 
 

(4.17) 

dimana, 

𝐽51 = −3.693671612 

𝐽52 = −0.006128744995 

𝐽53 = 0.00008954826382 

𝐽54 = 0.00008954826382 

𝐽55 = −1.418101161 × 10−11 

𝐽61 = 3.693671612 

𝐽62 = −0.9431672550 

𝐽63 = −0.00008954826382 

𝐽64 = −0.00008954826382 

𝐽65 = 1.418101161 × 10−11 

Persamaan karakteristik dari matriks (4.17) maka akan diperoleh hasil polinomial 

sebagai berikut, 

𝜆5 + 𝑎4𝜆
4 + 𝑎3𝜆

3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎1𝜆

1 + 𝑎0 = 0               (4.18) 

Pada kriteria Routh-Hurwitz nlai akar-akar perssamaan karakteristik tersebut 

dapat dianalisis kestabilannya jika memenuhi syarat berdasarkan kriteria Routh-

Hurwizt berikut: 

i) 𝑎5 > 0 

ii) 𝑎4 > 0 

iii) 𝑎4. 𝑎3 − 𝑎5. 𝑎2 > 0 

iv) 𝑏1 > 0 



50 

 

 

v) 𝑏2 > 0 

dimana 

𝑏1 =
(
𝑎2(−𝑎2𝑎5 + 𝑎3𝑎4)

𝑎4
+ 𝑎5𝑎0 − 𝑎4𝑎1)𝑎4

−𝑎2𝑎5 + 𝑎3𝑎4
 

𝑏2 = 

(
(
𝑎2(−𝑎2𝑎5 + 𝑎3𝑎4)

𝑎4
+ 𝑎5𝑎0 − 𝑎4𝑎1)

−𝑎2𝑎5 + 𝑎3𝑎4
)− (

(𝑎4𝑎1 − 𝑎5𝑎0)
𝑎4

)(−𝑎2𝑎5 + 𝑎3𝑎4)

(
𝑎2(−𝑎2𝑎5 + 𝑎3𝑎4)

𝑎4
+ 𝑎5𝑎0 − 𝑎4𝑎1)𝑎4

 

Berdasarkan kriteria tersebut, titik kesetimbangan endemik akan stabil jika 

memenuhi syarat kriteria Routh-Hurwitz tersebut. Kemudian, karena 

pembuktian kriteria Routh-Hurwitz untuk titik kesetimbangan endemik 

secara umum sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu, digunakan nilai 

parameter pada Tabel (4.1) untuk melihat kestabilan titik kesetimbangan endemik 

secara khusus. Nilai koefisien polinom (4.18) menggunakan Tabel (4.1) diperoleh 

sebesar: 

𝑎0 = 0.00005050692771 

𝑎1 = 0.03729607639 

𝑎2 = 3.593891677 

𝑎3 = 8.204402627 

𝑎4 = 5.647734867 

𝑎5 = 1 

sedangkan nilai pada 𝑏1dan 𝑏2 adalah 

𝑏1 = 3.566065811 

𝑏2 = 0.03717994553 
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Dengan demikian jelas bahwa 𝑎5 > 0, 𝑎4 > 0, 𝑎4. 𝑎3 − 𝑎5. 𝑎2 > 0, 𝑏1 > 0, 

dan 𝑏2 > 0 ketika digunakan nilai parameter pada tabel (4.1). Maka, dapat 

disimpulkan bahwa titik kesetimbangan endemik ialah stabil asimtotik lokal 

karena memenuhi syarat dari kriteria Routh-Hurtwizt lebih lanjut untuk menilai 

nilai eigen dari persamaan karakteristik (4.18) dengan parameter pada tabel (4.1) 

adalah sebagai berikut: 

𝜆1 = −3.68540573255888 

𝜆2 = −0.951561030254832 

𝜆3 = −0.00899986416070120 

𝜆4 = −1.00016824002516 

𝜆5 = −0.00160000000042762 

Berdasarkan nilai eigen tersebut dapat diketahui secara keseluruhan nilai eigen 

tersebut semua mempunyai bagian real negatif. Sehingga, sifat ketatabilan dari 

titik kesetimbangan endemik adalah stabil asimtotik lokal. 

 

4.5 Analisis Bifurkasi 

4.5.1 Arah Bifurkasi 

Asumsikan bahwa 𝛽2 = 𝑐𝛽1, dimana c adalah konstanta positif. Persamaan 

(4.13) dimisalkan sebagai fungsi dari 𝛽1 dan 𝐼∗ sebagai berikut: 

𝐹(𝛽1, 𝐼
∗) = (𝑑2𝛽1 + 𝑑22)𝐼

∗2 + (𝑑1𝛽1 + 𝑑11)𝐼
∗ + 𝑑0𝛽1 + 𝑑00 = 0   

dimana 

𝑑1 = 𝑐(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2)(𝐾𝑣1 − 𝜋) + 𝜑3(𝑣1 − 𝜋𝜀𝜑2), 

𝑑11 = (𝐾𝜀 + 𝜑3)𝜇,  

𝑑22 = 𝜀𝑣1𝜑2𝜑3𝜇,  
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𝑑00 = 𝐾𝜇𝑣1, 

𝑑2 = 𝑐𝑣1𝜑3(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜂2𝜑2) + 𝜀𝑣1𝜑2𝜑3, 

𝑑0 = −𝜋[𝑐𝐾(1 + 𝜂1𝜑1 + 𝜋𝜂2𝜑2)𝜑3] 

sehingga dapat dihasilkan, 

Pada gambar (4.2) menunjukan bahwa telah terjadi bifurkasi mundur untuk 

𝑅0 sehingga 𝑅0
𝐶 < 𝑅0 < 1 sehingga diperoleh dua titik tetap yakni titik tetap bebas 

penyakit dan titik tetap endemik. Juga pada saat 𝑅0
𝐶 < 𝑅0 < 1 ada dua titik 

kesetimbangan yang bersifat stabil (berwanra biru) dan titik yang tidak stabil 

(berwarna merah). sehingga untuk 𝑅0 > 1  penularan virus akan sulit diatasi. 

Pada gambar (4.3) menujukkan bahwa terjadi bifurkasi maju dengan 𝑅0 >

1. Terdapat satu titik tetap yaitu pada titik 1 . Di titik 1 terjadi bifurkasi transkritikal. 

Pada saat 𝑅0 < 1 tidak ada penyebaran penyakit sedangkan pada saat 𝑅0 > 1 

merupakan titik stabil endemik sehingga walaupun terjadi penyebaran wabah masih 

bisa untuk diatasi. 

4.5.2 Simulasi Bifurkasi 

Terjadinya bifurkasi ke belakang memiliki implikasi kesehatan masyarakat 

yang penting karena mungkin tidak cukup untuk mengurangi 𝑅0 di bawah 1 untuk 

Gambar 4.2 Bifurkasi Mundur 𝛽1 = 0.67, 𝛽2 =
0.64, 𝑣1 = 0.949296, 𝑣2 = 1.000.296, 𝐾 =

30. 𝜀 = 0.4 

Gambar 4.3 Bifurkasi Maju 𝛽1 = 0.67, 𝛽2 =
0.64, 𝑣1 = 0.949296, 𝑣2 = 1.000.296, 𝐾 =

30. 𝜀 = 0.4 
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menghilangkan penyakit. Bilangan reproduksi dasar harus diturunkan lebih lanjut 

di bawah 𝑅0
𝑐 sehingga dapat memastikan pemberantasan penyakit. Untuk nilai 𝑅0 

lebih besar dari satu, maka dapat memiliki bifurkasi ke depan, artinya penyakit akan 

bertahan dalam populasi dan menurunkan 𝑅0 menjadi nilai di bawah satu bukanlah 

kondisi yang cukup untuk pemberantasan penyakit. 

Kehadiran bifurkasi ke belakang membuat peningkatan pada tingkat 

ketakutan akan kematian akibat virus ebola tidak cukup untuk mewujudkan 

pemberantasan penyakit. Tindakan pengendalian seperti media kampanye, isolasi 

yang terinfeksi, dan penemuan kasus perlu dilaksanakan bersama-sama dengan 

perubahan yang sudah ada dalam perilaku manusia karena memiliki kekhawatiran 

untuk meninggal, sehingga membawa membawa populasi ke keadaan DFE.  

 

4.6  Simulasi Numerik 

4.6.1  Nilai Parameter 

 Simulasi dilakukan menggunakan program Matlab dan dengan memberikan 

nilai-nilai masing-masing parameter. Simulasi ini diberikan untuk memberikan 

gambaran geometris terkait dengan hasil yang telah dianalisis. Beberapa nilai 

parameter yang digunakan diambil dari beberapa penelitian sebelumnya mengenai 

penyakit virus ebola. Berikut ini ialah data yang di peroleh dari WHO terhadap 

wabah Virus ebola pada tahun 2019 dan 2020 di Kivu Utara dan Selatan.  
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Gambar 4.4 Data WHO dari Wabah 2019 dan 2020 di Kivu Utara dan Selatan 

4.6.2 Penyelesaian Model dengan Metode Runge-Kutta Orde Empat 

Perhatikan sistem persamaan (4.15) 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜋 − (

𝛽1𝑃

𝐾+ 𝑃
+

𝛽2𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂1𝐻

1+ 𝜀𝐷
+

𝜂2𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇)𝑆

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= (

𝛽1𝑃

𝐾+ 𝑃
+

𝛽2𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂1𝐻

1+ 𝜀𝐷
+

𝜂2𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇)𝑆 − 𝑣1𝐼

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝜎2𝐼 − 𝑣2𝐻

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝜎3𝐼 + 𝛾2𝐻− 𝜌𝐷

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝛼1𝐼 + (1 − 𝜌)𝐷− 𝜃𝑃 }

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

       (4.19) 

Sistem persamaan (4.19) diselesaikan menggunakan metode runge-kutta orde 

empat seperti pada persamaan (2.15) yaitu 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 +

𝑘4)ℎ Model penyakit virus ebola yang akan diselesaikan sudah merupakan sistem 

persamaan sehingga tidak perlu mengubahnya. Sistem persamaan (4.19) 

disubstitusikan pada persamaan Runge-Kutta orde empat sehingga diperoleh 

persamaan (4.20) sampai (4.24). 

𝑆𝑖+1 = 𝑆𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)ℎ                                                          (4.20) 

𝐼𝑖+1 = 𝐼𝑖 +
1

6
(𝑙1 + 2𝑙2 + 2𝑙3 + 𝑙4)ℎ                                                               (4.21) 

𝐻𝑖+1 = 𝐻𝑖 +
1

6
(𝑚1 + 2𝑚2 + 2𝑚3 +𝑚4)ℎ                                                    (4.22) 
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𝐷𝑖+1 = 𝐷𝑖 +
1

6
(𝑛1 + 2𝑛2 + 2𝑛3 + 𝑛4)ℎ                                                        (4.23) 

𝑃𝑖+1 = 𝑃𝑖 +
1

6
(𝑜1 + 2𝑜2 + 2𝑜3 + 𝑜4)ℎ                                                          (4.24) 

dengan nilai pada 𝑘1 sampai 𝑘4, 𝑙1sampai 𝑙4, 𝑚1 sampai 𝑚4, 𝑛1 sampai 𝑛4, 𝑜1 

sampai 𝑜4 terdapat pada Lampiran 1. 

4.6.3  Simulasi  

Simulasi yang dilakukan yaitu dengan mensubstitusikan nilai awal dan nilai 

parameter-paremeter yang telah diberikan dengan nilai variabelnya yakni dengan 

𝑆0 = 98000, 𝐼0 = 1500,𝐻0 = 1000, 𝐷0 = 300, 𝑃0 = 600, nilai variabel ini 

diperoleh dengan memvariasikan tingkat ketakutan, dengan parameter yang 

konstan. Nilai-nilai tersebut merupakan solusi numerik model penyakit virus ebola 

menggunakan metode Runge-Kutta orde empat yang selanjutnya akan digambarkan 

melalui plot grafik melalui aplikasi Maple. Selanjutnya akan diberikan 𝑆𝑖 = 𝑆0, 𝐼𝑖 =

𝐼0, 𝐻𝑖 = 𝐻0, 𝐷𝑖 = 𝐷0, 𝑃𝑖 = 𝑃0 Sebagai nilai awal sehingga diperoleh hasil solusi 

numerik model penyakit virus ebola menggunakan metode Runge-Kutta orde empat 

sebagaimana pada persamaan (4.20) hingga (4.24). 

𝑆0+1 = 𝑆0 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)ℎ                                                          (4.25) 

𝐼0+1 = 𝐼0 +
1

6
(𝑙1 + 2𝑙2 + 2𝑙3 + 𝑙4)ℎ                                                               (4.26) 

𝐻0+1 = 𝐻0 +
1

6
(𝑚1 + 2𝑚2 + 2𝑚3 +𝑚4)ℎ                                                    (4.27) 

𝐷0+1 = 𝐷0 +
1

6
(𝑛1 + 2𝑛2 + 2𝑛3 + 𝑛4)ℎ                                                         (4.28) 

𝑃0+1 = 𝑃0 +
1

6
(𝑜1 + 2𝑜2 + 2𝑜3 + 𝑜4)ℎ                                                           (4.29) 

Kemudian dengan mensubtitusikan nilai 𝑘1 sampai 𝑘4, 𝑙1sampai 𝑙4, 𝑚1 sampai 

𝑚4, 𝑛1 sampai 𝑛4, 𝑜1 sampai 𝑜4 pada Lampiran 2 kedalam persamaan (4.25) sampai 
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(4.29) didapatkan hasil solusi numerik model penyakit virus ebola menggunakan 

metode Runge Kutta orde-4 sebagai berikut : 

𝑆0+1 = 𝑆0 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)ℎ  

 = 98000 +
1

6
(−62880.68844 + 2 . 199.3563195 + 2 .199.3563195 +

199.3563195)0.01 

=  97896.86016   

𝐼0+1 = 𝐼0 +
1

6
(𝑙1 + 2𝑙2 + 2𝑙3 + 𝑙4)ℎ  

= 1500 +
1

6
(61627.73644 + 2 . −0.3059115057 + 2.−0.3059115057 +

−0.3059115057)0.01  

= 1602.710345  

𝐻0+1 = 𝐻0 +
1

6
(𝑚1 + 2𝑚2 + 2𝑚3 +𝑚4)ℎ  

=1000 +
1

6
(−971.796000 + 2 . −0.981296 + 2.−0.981296 +

−0.981296)0.01  

= 998.3721625  

𝐷0+1 = 𝐷0 +
1

6
(𝑛1 + 2𝑛2 + 2𝑛3 + 𝑛4)ℎ  

= 300 +
1

6
(1097.300 + 2 . 196.8788255 + 2. 197.8901592 +

197.8901136)0.01  

=  303.4745468   

𝑃0+1 = 𝑃0 +
1

6
(𝑜1 + 2𝑜2 + 2𝑜3 + 𝑜4)ℎ  

= 600 +
1

6
(92.0400 + 2.−0.8507363200 + 2.−8400031941 +

−0.8499932000)0.01  

= 600.1463142   



57 

 

 

4.7 Hasil Simulasi Model  

Pada Penelitian ini nantinya akan melihat bagaimana grafik pada populasi 

individdu terinfeksi dengan faktor ketakutan patogen dilingkungan. Hasil simulasi 

untuk 𝛽1 = 0.67 ≠ 0 dapat dilihat pada gambar (4.5) menggunakan program Maple 

dengan dengan ODE 4 berdasarkan parameter pada tabel (4.1) dan dengan sebarang 

nilai awal 𝑆(0) = 98000, 𝐼(0) = 1500,𝐻(0) = 9000, 𝐷(0) = 300, 𝑃(0) = 600. 

Berdasarkan gambar (4.5) terdapat 5 kompartemen untuk menilai dampak 

ketakutan yang disebabkan oleh virus ebola pada dinamika penularan penyakit, 

dengan mempertimbangkan transmisi lingkungan. Populasi individu rentan 

awalnya menurun, hingga pada minggu pertama berjalan dengan vertikal dan stabil 

pda garis tersebut. Populasi individu terinfeksi virus ebola naik ke angka 90000 dan 

pada minggu pertama berjalan menurun dengan kecemasan sehingga individu mulai 

menekankan kehati-hatiannya kepada lingkungan begitu pula populasi individu 

dirawat dirumah sakit konsisten berjalan menurun hingga minggu terakhir. 

Sedangkan populasi individu yang meninggal terus berjalan naik, dan populasi 

patogen yang berada dilingkungan konsiten naik hingga minggu ke empat. 

 

 

 

 

  

 

Gambar 4.5 Simulasi Sistem pada Persamaan (4.2) hingga (4.6) Titik Ekuilibrium Endemik 

dengan 𝛽1 = 0, 𝛽2 = 0.64, 𝑣1 = 0.949296, 𝑣2 = 1.000.296, 𝐾 = 30, 𝜀 = 0.4, 𝜂1 = 0.09, 

𝜂2 = 1.2 
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Berdasarkan gambar (4.6) untuk 𝛽1 = 0.67 ≠ 0 menggunakan parameter pada 

tabel (4.1) dan dari nilai awal 𝐼(0) = 1500. Pada grafik (4.6) menggunakan tingkat 

ketakutan atau varepsilon (𝜀) yakni 0,4. Hal ini menunjukan bahwa rasa takut akan 

mempengaruhi tingkat ketakutan sehingga dicerminkan oleh garis pada grafik ialah 

naik di angka 90000 dan konstan turun sengan varepsilon 0,4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hasil simulasi untuk 𝛽1 = 0 dapat dilihat pada gambar (4.7) menggunakan 

program Maple dengan dengan ODE 4 berdasarkan parameter pada tabel (4.1) dan 

dengan sebarang nilai awal 𝑆(0) = 98000, 𝐼(0) = 1500, 𝐻(0) = 9000, 𝐷(0) =

300, 𝑃(0) = 600. Berdasarkan gambar (4.9) terdapat 5 kompartemen untuk 

menilai dampak ketakutan yang disebabkan oleh virus ebola pada dinamika 

penularan penyakit, dengan mempertimbangkan transmisi lingkungan. Populasi 

individu rentan awalnya menurun, hingga pada minggu pertama berjalan dengan 

vertikal dan stabil pda garis tersebut. Populasi individu terinfeksi virus ebola naik 

ke angka 60000 dan pada minggu pertama berjalan menurun dengan kecemasan 

sehingga individu mulai menekankan kehati-hatiannya kepada lingkungan begitu 

pula populasi individu dirawat dirumah sakit konsisten berjalan menurun hingga 

Gambar 4.6 Simulasi Sistem pada Persamaan (4.3) Titik Ekuilibrium Endemik dengan 𝛽1 =
0, 𝛽2 = 0.64, 𝑣1 = 0.949296, 𝑣2 = 1.000.296, 𝐾 = 30, 𝜀 = 0.4, 𝜂1 = 0.09, 𝜂2 = 1.2 
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minggu terakhir. Sedangkan populasi individu yang meninggal terus berjalan naik, 

dan populasi patogen yang berada dilingkungan konsiten naik hingga minggu ke 

empat. 

 

 

 

 

 

 

  

Berdasarkan gambar (4.8) untuk 𝛽1 = 0 menggunakan parameter pada tabel (4.1) 

dan dari nilai awal 𝐼(0) = 1500. Pada grafik (4.8) menggunakan tingkat ketakutan 

atau varepsilon (𝜀) yakni 0,4. Hal ini menunjukan bahwa rasa takut akan 

mempengaruhi tingkat ketakutan sehingga dicerminkan oleh garis pada grafik ialah 

naik di angka 90000 dan konstan turun sengan varepsilon 0,4. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.7 Simulasi Sistem pada Persamaan (4.2) hingga (4.6) Titik Ekuilibrium Endemik 

dengan 𝛽1 = 0, 𝛽2 = 0.64, 𝑣1 = 0.949296, 𝑣2 = 1.000.296, 𝐾 = 30, 𝜀 = 0.4, 𝜂1 = 0.09, 

𝜂2 = 1.2 

 

Gambar 4.8 Simulasi Sistem pada Persamaan (4.3) Titik Ekuilibrium Endemik  

dengan 𝛽1 = 0, 𝛽2 = 0.64, 𝑣1 = 0.949296, 𝑣2 = 1.000.296, 𝐾 = 30, 𝜀 = 0.4, 𝜂1 =
0.09, 𝜂2 = 1.2 
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Sehingga dari analisis yang telah dilakukan di atas, dapat disimpulkan bahwa 

dengan metode runge-kutta, grafik akan stabil jika menggunakan nilai ℎ = 0.01. 

pada saat 𝑅0 > 1 maka akan terjadi penyebaran penyakit. Hasil diatas menunjukan 

tingkat ketakutan memiliki hubungan terbalik dengan pelepasan patogen di 

lingkungan oleh individu yang terinfeksi virus ebola. Hal ini menunjukan bahwa 

penigkatan tingkat ketakutan tidak hanya menyebabkan penurunan angka penularan 

dari orang ke orang, tetapi juga mengakibatkan penurunan tingkat penularan ke 

lingkungan (penularan patogen ke setiap individu). Model ini dapat ditingkatkan 

dengan mempertimbangan pertumbuhan patogen di lingkungan yang tidak 

bergantung pada dinamika infeksi.
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, dapat disimpulkan 

sebagai berikut: 

1. Melalui asumsi-asumsi dan pembahasan yang telah dibuat maka model 

penyebaran virus Ebola yakni: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜋 − (

𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
+ 𝜇) 𝑆 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= (

𝛽
1
𝑃

𝐾 + 𝑃
+

𝛽
2
𝐼

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
1
𝐻

1 + 𝜀𝐷
+

𝜂
2
𝐷

1 + 𝜀𝐷
) 𝑆 − 𝑣1𝐼 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝜎2𝐼 − 𝑣2𝐻 

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝜎3𝐼 + 𝛾2𝐻 − 𝜌𝐷 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝛼1𝐼 + (1 − 𝜌)𝐷 − 𝜃𝑃)  

2. Pada model persamaan diferensial yang telah dibentuk maka didapatkan dua 

titik kesetimbangan yakni titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik dimana hasilnya yakni: 

a. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝐻0, 𝐷0, 𝑃0) = (
𝜋

𝜇
, 0,0,0,0) 

b. Titik Kesetimbangan Endemik Eksis Ketika 𝑅0
𝐶 < 𝑅0 < 1. 

𝐻∗ = 
−𝜎2

𝑣2
𝐼∗ 

𝐷∗ =
−𝜎3𝐼

∗−𝛾2𝜑1

𝜌
𝐼∗ 

𝑃∗ =
−𝛼1𝐼

∗−(1−𝜌)𝜑2

𝜃
𝐼∗ 
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𝑆∗ = 
𝑣1𝐼

∗

𝛽2(1+𝜂1𝜑1𝐼
∗+𝜂2𝜑2𝐼

∗)

1+𝜀𝜑2𝐼
∗ +

𝛽1𝜑3𝐼
∗

𝐾+𝜑3𝐼
∗

 

𝐼∗ =
−𝑎1 +√𝑎1

2 − 4𝑎2𝑎0
2𝑎2

 

kemudian dengan menggunakan matriks generasi selajutnya untuk mencari 

bilangan reproduksi dasar dari sistem tersebut, didapatkan: 

𝑅0 =
𝜋

𝜇
[𝛽2 (

1

𝑣1
+
𝜂1𝜎2
𝑣1𝑣2

+
𝜂2(𝛾2𝜎2 + 𝑣2𝜎3)

𝜌𝑣1𝑣2
) +

𝛽1
𝜌𝜃𝐾

(
𝛼2𝛾2𝜎2
𝑣1𝑣2

+
𝜌𝛼1 + 𝛼2𝜎3

𝑣1
)] 

3. Setelah dilakukan analisis kestabilan pada masing-masing titik 

kesetimbangannya maka dapat diketahui bahwa simulasi numerik yang 

dilakukan untuk melihat kurva kestabilan pada masing-masing kompartmen. 

Analisis model mengungkapkan adanya titik kesetimbangan bebas penyakit 

yang tidak stabil untuk 𝑅0 < 1 atau keberadaan titik kesetimbangan bebas 

penyakit yang stabil secara global untuk nilai 𝑅0
𝐶 < 𝑅0 yang dipengaruhi oleh 

tingkat ketakutan yang tinggi. Kemudian pada analisis kestabilan pada titik 

kesetimbangan endemik ialah stabil asimtotik lokal. 

Berdasarkan hal tersebut, maka meta populasi penyebaran virus Ebola dapat 

dicegah dengan menujukan bahwa tingkat ketakutan pada setiap individu. ketika 

tingkat ketakutan kematian akibat penyakit rendah dan tingkat kontak meningkat 

maka pengendalian virus ebola menjadi lebih sulit karena adanya bifurkasi ke 

belakang. Peningatan tingkat ketakutan mengubah perilaku manusia dan mengarah 

pada penurunan tingat kontak secara langung, sehingga muncul bifurkasi kedepan 

dan pengurangan jumlah 𝑅0 < 1 yang dapat memberantas virus ebola. 
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5.2 Saran 

Untuk menindaklanjuti penelitian ini, dapat dikembangkan model matematika 

meta pupolasi penyebaran virus ebola dengan menggunkan nilai parameter 

berdasarkan data virus ebola di seluruh dunia, dengan mempertimbangkan perilaku 

masyarakat sekitar juga dan juga memperhitungkan faktor lain seperti rasa 

ketakutan dan kebiasaan individu dengan menggunakan metode penyelesaian 

model matematika lain yang lebih akurat dan terbaru.
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Lampiran 1: Nilai Pada 𝒌𝟏 sampai 𝒌𝟒, 𝒍𝟏sampai 𝒍𝟒,𝒎𝟏 sampai 𝒎𝟒, 𝒏𝟏 sampai 

𝒏𝟒, 𝒐𝟏 sampai 𝒐𝟒 

 

𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑖, 𝑆𝑖, 𝐼𝑖 , 𝐻𝑖, 𝐷𝑖, 𝑃𝑖) 

= 𝜋 − (𝜆 + 𝜇)𝑆𝑖 

𝑙1 = 𝑔(𝑡𝑖, 𝑆𝑖, 𝐼𝑖, 𝐻𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝑃𝑖) 

= 𝜆𝑆𝑖 − 𝑣1𝐼𝑖  

𝑚1 = 𝑝(𝑡𝑖, 𝑆𝑖, 𝐼𝑖 , 𝐻𝑖, 𝐷𝑖 , 𝑃𝑖) 

= 𝜎2𝐼𝑖 − 𝑣2𝐻𝑖  

𝑛1 = 𝑞(𝑡𝑖, 𝑆𝑖, 𝐼𝑖, 𝐻𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝑃𝑖) 

= 𝜎3𝐼𝑖 + 𝛾2𝐻𝑖 − 𝜌𝐷𝑖  

𝑜1 = 𝑟(𝑡𝑖, 𝑆𝑖, 𝐼𝑖 , 𝐻𝑖, 𝐷𝑖 , 𝑃𝑖) 

= 𝛼1𝐼𝑖 + (1 − 𝜌)𝐷𝑖 − 𝜃𝑃𝑖 

𝑘2 = 𝑓(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘1

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙1

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚1

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛1

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂1

ℎ

2
) 

=  𝜋 − (𝜆 + 𝜇)(𝑆𝑖 + 𝑘1
ℎ

2
) 

𝑙2 = 𝑔(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘1

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙1

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚1

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛1

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂1

ℎ

2
) 

= 𝜆 (𝑆𝑖 + 𝑘1
ℎ

2
) − 𝑣1 (𝐼𝑖 + 𝑙1

ℎ

2
) 

𝑚2 = 𝑝(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘1

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙1

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚1

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛1

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂1

ℎ

2
) 

= 𝜎2 (𝐼𝑖 + 𝑙1
ℎ

2
) − 𝑣2 (𝐻𝑖 +𝑚1

ℎ

2
) 

𝑛2 = 𝑞(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘1

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙1

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚1

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛1

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂1

ℎ

2
) 

= 𝜎3 (𝐼𝑖 + 𝑙1
ℎ

2
) + 𝛾2 (𝐻𝑖 +𝑚1

ℎ

2
) − 𝜌 (𝐷𝑖 + 𝑛1

ℎ

2
) 

𝑜2 = 𝑟(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘1

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙1

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚1

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛1

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂1

ℎ

2
) 

= 𝛼1 (𝐼𝑖 + 𝑙1
ℎ

2
) + 𝛾2 + (1 − 𝜌) (𝐷𝑖 + 𝑛1

ℎ

2
) − 𝜃 (𝑃𝑖 + 𝑂1

ℎ

2
) 

𝑘3 = 𝑓(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘2

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙2

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚2

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛2

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂2

ℎ

2
) 

=  𝜋 − (𝜆 + 𝜇)(𝑆𝑖 + 𝑘2
ℎ

2
) 

𝑙3 = 𝑔(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘2

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙2

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚2

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛2

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂2

ℎ

2
) 
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= 𝜆 (𝑆𝑖 + 𝑘2
ℎ

2
) − 𝑣1 (𝐼𝑖 + 𝑙2

ℎ

2
) 

𝑚3 = 𝑝(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘2

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙2

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚2

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛2

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂2

ℎ

2
) 

= 𝜎2 (𝐼𝑖 + 𝑙2
ℎ

2
) − 𝑣2 (𝐻𝑖 +𝑚2

ℎ

2
) 

𝑛3 = 𝑞(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘2

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙2

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚2

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛2

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂2

ℎ

2
) 

= 𝜎3 (𝐼𝑖 + 𝑙2
ℎ

2
) + 𝛾2 (𝐻𝑖 +𝑚2

ℎ

2
) − 𝜌 (𝐷𝑖 + 𝑛2

ℎ

2
) 

𝑜3 = 𝑟(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘2

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙2

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚2

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛2

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂2

ℎ

2
) 

= 𝛼1 (𝐼𝑖 + 𝑙2
ℎ

2
) + 𝛾2 + (1 − 𝜌) (𝐷𝑖 + 𝑛2

ℎ

2
) − 𝜃 (𝑃𝑖 + 𝑂2

ℎ

2
) 

𝑘4 = 𝑓(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘3

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙3

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚3

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛3

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂3

ℎ

2
) 

=  𝜋 − (𝜆 + 𝜇)(𝑆𝑖 + 𝑘3
ℎ

2
) 

𝑙4 = 𝑔(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘3

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙3

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚3

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛3

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂3

ℎ

2
) 

= 𝜆 (𝑆𝑖 + 𝑘3
ℎ

2
) − 𝑣1 (𝐼𝑖 + 𝑙3

ℎ

2
) 

𝑚4 = 𝑝(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘3

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙3

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚3

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛3

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂3

ℎ

2
) 

= 𝜎2 (𝐼𝑖 + 𝑙3
ℎ

2
) − 𝑣2 (𝐻𝑖 +𝑚3

ℎ

2
) 

𝑛4 = 𝑞(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘3

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙3

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚3

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛3

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂3

ℎ

2
) 

= 𝜎3 (𝐼𝑖 + 𝑙3
ℎ

2
) + 𝛾2 (𝐻𝑖 +𝑚3

ℎ

2
) − 𝜌 (𝐷𝑖 + 𝑛3

ℎ

2
) 

𝑜4 = 𝑟(𝑡𝑖 +
ℎ

2
, 𝑆𝑖 + 𝑘3

ℎ

2
, 𝐼𝑖 + 𝑙3

ℎ

2
, 𝐻𝑖 +𝑚3

ℎ

2
, 𝐷𝑖 + 𝑛3

ℎ

2
, 𝑃𝑖 + 𝑂3

ℎ

2
) 

= 𝛼1 (𝐼𝑖 + 𝑙3
ℎ

2
) + 𝛾2 + (1 − 𝜌) (𝐷𝑖 + 𝑛3

ℎ

2
) − 𝜃 (𝑃𝑖 + 𝑂3

ℎ

2
) 

Lampiran 2: Mensubtitusikan Nilai 𝒌𝟏 sampai 𝒌𝟒, 𝒍𝟏sampai 𝒍𝟒, 𝒎𝟏 sampai 𝒎𝟒, 

𝒏𝟏 sampai 𝒏𝟒, 𝒐𝟏 sampai 𝒐𝟒 pada Lampiran 2 Kedalam Persamaan (4.25) 

 

𝑘1 =  𝜋 − (
𝛽1𝑃0
𝐾 + 𝑃0

+
𝛽2𝐼0
1 + 𝜀𝐷

+
𝜂1𝐻0
1 + 𝜀𝐷0

+
𝜂2𝐷0
1 + 𝜀𝐷0

+ 𝜇) 𝑆0 
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= 200 − (
0.67.600

30 + 600
+
0.64.1500

1 + 0.4.300
+
0.09.1000

1 + 0.4.300
+

1.2 . 300

1 + 0.4.300

+ 0.000296) 98000 

= −62880.68844 

𝑙1 = (
𝛽1𝑃0
𝐾 + 𝑃0

+
𝛽2𝐼0
1 + 𝜀𝐷

+
𝜂1𝐻0
1 + 𝜀𝐷0

+
𝜂2𝐷0
1 + 𝜀𝐷0

) 𝑆0 − 𝑣1𝐼0 

= (
0.67.600

30 + 600
+
0.64.1500

1 + 0.4.300
+
0.09.1000

1 + 0.4.300
+

1.2 . 300

1 + 0.4.300
) 98000

− 0.949296 . 1500 

=  61627.73644 

𝑚1 = 𝜎2𝐼0 − 𝑣2𝐻0 

= 0.019 . 1500 − 1.000296 . 1000 

= −971.796000 

𝑛1 = 𝜎3𝐼0 + 𝛾2𝐻0 − 𝜌𝐷0 

=  0.6 . 1500 + 0.2 . 1000 − 0.009 . 300 

= 1097.300 

𝑜1 = 𝛼1𝐼0 + 𝛼2𝐷0 − 𝜃𝑃0 

= 0.005 . 1500 + 0.06 . 300 − 0.0016 . 600 

= 92.0400 

𝑘2= 𝜋 − (
𝛽1𝑃0

𝐾+𝑃0
+

𝛽2𝐼0

1+𝜀𝐷
+

𝜂1𝐻0

1+𝜀𝐷0
+

𝜂2𝐷0

1+𝜀𝐷0
+ 𝜇) (𝑆0 + 𝑘1

ℎ

2
) 

= 200 − (
0.67.600

30 + 600
+
0.64.1500

1 + 0.4.300
+
0.09.1000

1 + 0.4.300
+

1.2 . 300

1 + 0.4.300
+ 0.000296) 

(98000 + −62880.68844
0.01

2
) 

= 199.3563195 

𝑙2 = (
𝛽1𝑃0
𝐾 + 𝑃0

+
𝛽2𝐼0
1 + 𝜀𝐷

+
𝜂1𝐻0
1 + 𝜀𝐷0

+
𝜂2𝐷0
1 + 𝜀𝐷0

+ 𝜇) (𝑆0 + 𝑘1
ℎ

2
) − 𝑣1 (𝐼0 + 𝑙1

ℎ

2
) 

= (
0.67.600

30 + 600
+
0.64.1500

1 + 0.4.300
+
0.09.1000

1 + 0.4.300
+

1.2 . 300

1 + 0.4.300
+ 0.000296) 

(98000 + −62880.68844
0.01

2
) − 0.949296 (1500 + 61627.73644

0.01

2
) 

= −0.3059115057 

𝑚2 = 𝜎2 (𝐼0 + 𝑙1
ℎ

2
) − 𝑣2 (𝐻0 +𝑚1

ℎ

2
) 
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= 0.019 (1500 + 61627.73644
0.01

2
) − 1.00296 (1000 + −971.796000

0.01

2
) 

= −0.981296 

𝑛2 = 𝜎3 (𝐼0 + 𝑙1
ℎ

2
) + 𝛾2 (𝐻0 +𝑚1

ℎ

2
) − 𝜌 (𝐷0 + 𝑛1

ℎ

2
) 

=0.6 (1500 + 61627.73644
0.01

2
) + 0.2 (1000 + −971.796000

0.01

2
) −

0.009 (300 + 1097.300
0.01

2
) 

= 196.8788255 

𝑜2 = 𝛼1 (𝐼0 + 𝑙1
ℎ

2
) + 𝛾2 + 𝛼2 (𝐷0 + 𝑛1

ℎ

2
) − 𝜃 (𝑃0 + 𝑜1

ℎ

2
) 

=0.005 (1500 + 61627.73644
0.01

2
) + 0.2 + 0.06 (300 + 1097.300

0.01

2
) −

0.016 (600 + 92.0400
0.01

2
) 

= −0.8507363200 

𝑘3= 𝜋 − (
𝛽1𝑃0

𝐾+𝑃0
+

𝛽2𝐼0

1+𝜀𝐷
+

𝜂1𝐻0

1+𝜀𝐷0
+

𝜂2𝐷0

1+𝜀𝐷0
+ 𝜇) (𝑆0 + 𝑘2

ℎ

2
) 

= 200 − (
0.67.600

30+600
+

0.64.1500

1+0.4.300
+

0.09.1000

1+0.4.300
+

1.2 .300

1+0.4.300
+ 0.000296) (98000 +

199.3563195
0.01

2
) 

= 199.3563195 

𝑙3 = (
𝛽1𝑃0
𝐾 + 𝑃0

+
𝛽2𝐼0
1 + 𝜀𝐷

+
𝜂1𝐻0
1 + 𝜀𝐷0

+
𝜂2𝐷0
1 + 𝜀𝐷0

+ 𝜇) (𝑆0 + 𝑘2
ℎ

2
) − 𝑣1 (𝐼0 + 𝑙2

ℎ

2
) 

= (
0.67.600

30 + 600
+
0.64.1500

1 + 0.4.300
+
0.09.1000

1 + 0.4.300
+

1.2 . 300

1 + 0.4.300
+ 0.000296) 

(98000 + 199.3563195
0.01

2
) − 0.949296 

(1500 ± 0.3059115057
0.01

2
) 

= −0.3059115057 

𝑚3 = 𝜎2 (𝐼0 + 𝑙2
ℎ

2
) − 𝑣2 (𝐻0 +𝑚2

ℎ

2
) 

= 0.019 (1500 + −0.3059115057
0.01

2
) − 1.00296 (1000 + −0.981296

0.01

2
) 

= −0.981296 

𝑛3 = 𝜎3 (𝐼0 + 𝑙2
ℎ

2
) + 𝛾2 (𝐻0 +𝑚2

ℎ

2
) − 𝜌 (𝐷0 + 𝑛2

ℎ

2
) 
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= 0.6 (1500 + −0.3059115057
0.01

2
) + 0.2 (1000 + −0.981296

0.01

2
)

− 0.009 (300 + 196.8788255
0.01

2
) 

= 197.8901592 

𝑜3 = 𝛼1 (𝐼0 + 𝑙2
ℎ

2
) + 𝛾2 + 𝛼2 (𝐷0 + 𝑛2

ℎ

2
) − 𝜃 (𝑃0 + 𝑂2

ℎ

2
) 

= 0.005 (1500 + −0.3059115057
0.01

2
) + 0.2 + 0.06 (300 + 196.8788255

0.01

2
)

− 0.016 (600 + −0.8507363200
0.01

2
) 

= −8400031941 

𝑘4 = 𝜋 − (
𝛽1𝑃0
𝐾 + 𝑃0

+
𝛽2𝐼0
1 + 𝜀𝐷

+
𝜂1𝐻0
1 + 𝜀𝐷0

+
𝜂2𝐷0
1 + 𝜀𝐷0

+ 𝜇) (𝑆0 + 𝑘3
ℎ

2
) 

= 200 − (
0.67.600

30 + 600
+
0.64.1500

1 + 0.4.300
+
0.09.1000

1 + 0.4.300
+

1.2 . 300

1 + 0.4.300

+ 0.000296) (98000 + 199.3563195
0.01

2
) 

= 199.3563195 

𝑙4 = (
𝛽1𝑃0
𝐾 + 𝑃0

+
𝛽2𝐼0
1 + 𝜀𝐷

+
𝜂1𝐻0
1 + 𝜀𝐷0

+
𝜂2𝐷0
1 + 𝜀𝐷0

+ 𝜇) (𝑆0 + 𝑘3
ℎ

2
) − 𝑣1 (𝐼0 + 𝑙3

ℎ

2
) 

= (
0.67.600

30 + 600
+
0.64.1500

1 + 0.4.300
+
0.09.1000

1 + 0.4.300
+

1.2 . 300

1 + 0.4.300

+ 0.000296) (98000 + 199.3563195
0.01

2
)

− 0.949296 (1500 + −0.3059115057
0.01

2
) 

= −0.3059115057 

𝑚4 = 𝜎2 (𝐼0 + 𝑙3
ℎ

2
) − 𝑣2 (𝐻0 +𝑚3

ℎ

2
) 

= 0.019 (1500 + −0.3059115057
0.01

2
)

− 1.00296 (1000 + −0.981296
0.01

2
) 

= −0.981296 

𝑛4 = 𝜎3 (𝐼0 + 𝑙3
ℎ

2
) + 𝛾2 (𝐻0 +𝑚3

ℎ

2
) − 𝜌 (𝐷0 + 𝑛3

ℎ

2
) 
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= 0.6 (1500 + −0.3059115057
0.01

2
) + 0.2 (1000 + −0.981296

0.01

2
)

− 0.009 (300 + 197.8901592
0.01

2
) 

= 197.8901136 

𝑜4 = 𝛼1 (𝐼0 + 𝑙3
ℎ

2
) + 𝛾2 + 𝛼2 (𝐷0 + 𝑛3

ℎ

2
) − 𝜃 (𝑃0 + 𝑂3

ℎ

2
) 

= 0.005 (1500 + −0.3059115057
0.01

2
) + 0.2

+ 0.06 (300 + 197.8901136
0.01

2
)

− 0.016 (600 + −8400031941
0.01

2
) 

= −0.8499932000 

Lampiran 3: Script Maple untuk menghitung Titik Kesetimbangan dan 

Bilangan Reproduksi Dasar 
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Mencari Analisis Kestabilan Endemik 
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Lampiran 4: M-File Untuk Menentukan Grafik Endemik dari Model 

Matematika Metapopulasi Penyebaran Virus Ebola 
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