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ABSTRAK

Wichaksono, Mochamad Bagus Vicky. 2022. Indeks Omega Graf Total Diperumum
dari Ring Bilangan Bulat Modulo. Skripsi. Program Studi Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd (1) Evawati Alisah,
M.Pd

Kata Kunci: Indeks Omega, Graf Total Diperumum, Ring Bilangan Bulat Modulo

Misalkan R ring komutatif dengan H adalah himpunan bagian dari R sedemikian sehingga
H tertutup terhadap operasi perkalian R. Graf total diperumum G T (R) adalah graf dengan
semua elemen R sebagai titik dan dua titik berbeda x dan y akan terhubung langsung jika
dan hanya jika x + y € H. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan rumus indeks omega
GTy(Z,,) dengan n bilangan prima untuk H himpunan bilangan genap dan n > 3 untuk
H himpunan pembagi nol, serta H himpunan unit dari Z,,. Metode penelitian yang
digunakan adalah studi kepustakaan dengan menggunakan beberapa buku dan artikel
sebagai bahan rujukan. Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan H
himpunan bilangan genap dari Z,,, adalah
Q(GTy(Z,y)) = 2n (n - 3).
2. Indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan H
himpunan pembagi nol dari Z,,, adalah
Q(GTy(Zyn)) = 2n (n - 2).
3. Indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan H
himpunan unit dari Z,,, adalah
Q(GTy(Zyn)) = 2n (n - 3).

Xiii



ABSTRACT

Wichaksono, Mochamad Bagus Vicky. 2022. Omega Index of the Generalized Total
Graph of the Ring of Integers Modulo. Thesis. Mathematic Study
Program, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd (I1)
Evawati Alisah, M.Pd

Keywords: Omega Index, Generalized Total Graph, Ring Integer Modulo

Suppose R is a commutative ring with H is a subset of R such that H is closed to
multiplication operation on R. The generalized total graph GTy (R) is a graph with every
elements of R as the vertex set and two different vertices x and y are adjacent if and only
x +y € H. The purpose of this research is to determine the omega index formula of
GTy(Z,,) with n primes for H is a set of even numbers and n > 3 for H is the zero divisors,
and H is the units of Z,,,. The method of the research used is library study by using several
books and article as source. The result of this research is as follow.

1. The generalized index of total omega graph of ring integers modulo 2n with H set of
even numbers from Z,,, is
Q(GTy(Z,,)) = 2n (n - 3).
2. The generalized index of total omega graph of ring integers modulo 2n with H set of
zero divisors from Z,,, is
Q(GTy(Zyn)) = 2n (n - 2).
3. The generalized index of total omega graph of ring integers modulo 2n with H set of
units from Z,,, is

Q(GTy(Zyn)) = 2n (n - 3).

Xiv
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Matematika adalah induk ilmu pengetahuan yang memiliki beberapa cabang
yang di antaranya adalah teori graf. Perkembangan teori graf saat ini menjadikan
teori graf sangat diminati oleh para ilmuwan ataupun pakar bidang aljabar. Teori
graf dapat diaplikasikan di berbagai bidang misalnya dalam matematika, kimia,
fisika, biologi, ilmu kesehatan, ilmu komputer, ilmu sosial dan ekonomi. Dalam
segala aspek kehidupan, graf dapat menjadi alat pengaplikasian yang sangat tepat
digunakan untuk menemukan solusi dari suatu permasalahan di kehidupan manusia
(Abdussakir, dkk, 2009:1).

Seorang ahli bidang matematika asal Swiss yang bernama Leonhard Euler
telah memperkenalkan graf di tahun 1736 untuk membuktikan kemungkinan
seseorang berjalan dan melewati empat daerah yang saling terhubung oleh tujuh
jembatan yang berada di sungai Pregel di daerah Konisberg (Rusia) dalam satu kali
jalan. Berawal dari permasalahan yang ada di jembatan Konisberg, Euler mencoba
mengaplikasikan graf untuk menemukan solusi dengan menjadikan empat daerah
tersebut sebagai titik dan ketujuh jembatan dianggap sebagai sisi sebagai
penghubung antara titik yang satu dengan yang lainya (Munir, 2016).

Teori graf dalam kehidupan nyata dapat digunakan untuk membantu
menyelesaikan permasalahan dengan merepresentasikan masalah ke bentuk graf.
Beberapa masalah yang dapat direpresentasikan dengan menggunakan graf adalah

penjadwalan, penggambaran struktur organisasi, dan penggambaran struktur kimia.



Pengembangan teori graf dapat diaplikasikan dalam bidang keilmuan lainnya
seperti ekonomi, kimia, dan biologi (Permana & Darmaji, 2012).

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah
himpunan yang berhingga dan tidak kosong dari suatu objek yang dinamakan titik,
sedangkan E(G) merupakan himpunan yang mungkin kosong dari pasangan titik
berbeda di V' yang dinamakan sisi. Jika (u,v) € E(G) maka u dan v disebut
terhubung langsung. Misalkan v merupakan titik pada graf G, maka banyaknya titik
yang terhubung langsung ke titik v disebut derajat titik v pada graf G dan
disimbolkan dengan deg(v) (Chartrand, dkk, 2016).

Misalkan G = (V(G),E(G)) berhingga dengan V(G) = {vy, v, ..., Vp}
sebagai himpunan titik dan E(G) = {ey, e, ..., €4} sebagai himpunan sisi di G
dengan p dan q adalah order dan ukuran dari G. Himpunan dari semua derajat titik
di G adalah

D = {1(a),2(@) 3@s) Ala}
dengan a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di G, A adalah derajat titik
maksimum, dan D sebagai barisan derajat dari graf G. Dari D =
{100, 2(a2) 3(@3) A} dibentuk indeks graf yang dinamakan indeks omega

dan ditulis sebagai

A

Q6) = Z ay,(dy, — 2)

i=1
untuk A adalah derajat maksimal di G dan d,, adalah derajat titik ke-i dari graf G

(Delen, dkk, 2021). Rumus tersebut dapat diformulasikan ulang menjadi

D

Q6) = z ay,(dy, — 2)

i=1



dengan p adalah order dari graf G. Sesuai formula ini, maka barisan derajat di G
adalah D = {d,*i,d,"", d5™, ..., d,*"i}.

Penelitian terkait indeks omega masih sedikit mengingat indeks omega
masih baru dikenalkan oleh Sadik Delen dkk pada tahun 2021 membahas pengaruh
penghapusan titik dan sisi pada derajat rata-rata di graf G dan bukti baru terhadap
lemma yang mendukung indeks omega. Sadik Delen dkk pada tahun 2021
membahas hubungan dari dua graf turunan yaitu graf garis dan graf total dengan
menggunakan indeks omega. Allah SWT berfirman dalam al-Qur’an surah al-

Qamar ayat 49 yaitu:

<%oslef. 4 s & e
€9 0% awals o5 570

“Sungguh, Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” (Qs. Al-

Qamar/54:49).

Surah al-Qamar ayat 49 menjelaskan mengenai kebesaran Allah SWT yang
menciptakan segala sesuatu berdasarkan ukurannya. Alam semesta yang luas ini
merupakan satu dari banyaknya tanda kebesaran Allah sebagai Dzat Yang Maha
Pencipta. Keserasian dan struktur yang matematis pada setiap ciptaan-Nya sedikit
demi sedikit terbukti dengan adanya ilmu pengetahuan melalui proses penelitian
yang dilakukan oleh manusia. Seperti pada penelitian ini yang bertujuan untuk
menemukan pola pada indeks omega graf total diperumum sebagai salah satu
bentuk usaha untuk membuktikan kekuasaan Allah terhadap segala ciptaan-Nya.

Graf juga bisa didapat dari struktur aljabar pada grup dan ring. Beberapa
graf yang didapat dari struktur aljabar grup seperti graf non-commuting (Abdollahi,
Akbari, & Maimani, 2006), graf Cayley (Guo, dkk, 2019), graf subgrup (Anderson,
Fasteen, & LaGrange, 2012), graf konjugasi (Erfanian dan Tolue, 2012), graf non-

centralizer (Tolue, 2015), graf invers (Alfuraidan dan Zakariya, 2017), dan graf



identitas (Herawati, Henryanti, dan Aditya, 2021). Sedangkan graf yang didapat
dari struktur aljabar ring di antaranya graf pembagi nol (Anderson dan Livingston,
1999), graf total (Anderson dan Badawi, 2008), graf total pembagi nol (Duric dan
Jevdenic, 2019), graf unit (Ashrafi, dkk, 2010), graf identitas (Ibrahim dan Essa,
2020), graf annihilator (Badawi, 2014), dan graf total diperumum (Anderson &
Badawi, 2013).

Pada penelitian ini akan membahas graf dari ring untuk ring R adalah
himpunan tak kosong dengan dua operasi biner yaitu operasi penjumlahan dan
perkalian yang memenuhi sifat dari grup R abelian terhadap penjumlahan, R
tertutup terhadap perkalian, operasi perkalian di R bersifat asosiatif, serta operasi
perkalian di R bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan. Misalkan R adalah
ring yang perkaliannya bersifat komutatif dan mempunyai unsur identitas sehingga
ring R bisa dikatakan sebagai ring komutatif. Maka R dikatakan sebagai ring yang
komutatif sekaligus juga ring dengan kesatuan (Gilbert & Gilbert, 2015).

Misalkan R merupakan ring komutatif dan H merupakan himpunan bagian
dari R sedemikian sehingga R\H adalah himpunan bagian yang tertutup terhadap
operasi perkalian dari R. Graf total diperumum dari R dinotasikan dengan GTy(R)
untuk semua anggota dari R sebagai titik. Dua titik yang berbeda misalkan x dan
y terhubung langsung jika dan hanya jika x + y € H (Anderson & Badawi, 2013).

Penelitian mengenai graf total diperumum telah dilakukan oleh Anderson &
Badawi pada tahun 2013 membahas mengenai graf total diperumum dari ring
komutatif. Asir & Chelvam pada tahun 2018. Chelvam & Balamurugan pada tahun

2020. Asir & Mano pada tahun 2019.



Hingga saat ini belum ada penelitian terkait indeks omega yang diperoleh
dari graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n. Sehingga penulis
mengambil judul “Indeks Omega Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat

Modulo”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, maka rumusan masalah dari penelitian ini yaitu:
1.  Bagaimana rumus indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan
bulat modulo 2n dengan H himpunan bilangan genap dari Z,,,?
2.  Bagaimana rumus indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan
bulat modulo 2n dengan H himpunan pembagi nol dari Z,,,?
3. Bagaimana rumus indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan

bulat modulo 2n dengan H himpunan unit dari Z,,,?

1.3  Batasan Masalah

Penelitian ini memfokuskan pembahasannya pada indeks omega graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n yang dapat dinotasikan sebagai
GTy(Z,,) dengan n adalah bilangan prima untuk H himpunan bilangan genap dan

n = 3 untuk H himpunan pembagi nol serta H himpunan unit.



1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan pada rumusan masalah, sehingga tujuan dari penelitian ini
sebagai berikut:
1.  Untuk menemukan rumus dari indeks omega graf total diperumum dari ring
bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan bilangan genap dari Z,,,.
2. Untuk menemukan rumus dari indeks omega graf total diperumum dari ring
bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan pembagi nol dari Z,,.
3. Untuk menemukan rumus dari indeks omega graf total diperumum dari ring

bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan unit dari Z,,.

1.5  Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan mampu memberikan informasi tentang graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n. Selanjutnya dapat dicari rumus

indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n.



BAB Il
KAJIAN TEORI

2.1  Teori Pendukung
211 Graf

Suatu graf G merupakan pasangan himpunan (V(G),E(G)) untuk V(G)
adalah himpunan yang berhingga dan tidak kosong dari objek-objek yang
dinamakan titik, sedangkan E (G) merupakan himpunan yang mungkin kosong dari
pasangan titik berbeda di V yang dinamakan sisi (Chartrand, dkk, 2016:3). Order
dari G merupakan banyaknya unsur di V(G) dan ukuran dari G merupakan
banyaknya unsur di E(G). Order serta ukuran dari G dinotasikan dengan p(G) dan
q(G). Apabila graf yang dimaksud adalah graf G, maka untuk order dan ukuran
cukup ditulis dengan p dan g (Abdussakir, dkk, 2009:4).

Contoh:

Gambar 2.1 Graf G Berorde 9

Pada Gambar 2.1, graf G mempunyai sembilan titik yaitu V(G) =

{v1, V2, V3, Vs, Vs, Vg, V7, Vg, Vg } Maka order dari graf G adalah 9. Graf G memiliki



sisi sebanyak lima belas yang terhimpun dalam E (G) = {e;, e,, e3, €4, €5, €6, €7, €g,
€9, €10, €11, €12, €13, €14, €15} Sehingga ukuran dari graf G ialah 15.
2.1.1.1 Terhubung Langsung dan Terkait Langsung
Misalkan e = (u,v) merupakan sisi pada graf G. Titik u dan v
dikatakan terhubung langsung (adjacent), sedangkan untuk v dan e serta u dan
e disebut terkait langsung. Misalkan e, dan e, saling terkait langsung pada satu
titik yang sama, maka e; dan e, disebut terhubung langsung (Abdussakir, dkk,
2009:6).
Contoh:
Misalkan graf G memuat V(G) = {v,,v,,v3} dan E(G) = {ey, e3, €3}

berikut ini:

e3 e

(2] ) 12}

Gambar 2.2 Graf G Berorde 3

Dari Gambar 2.2, diketahui bahwa titik v; dan v5 terhubung langsung,
sedangkan v; dan e; serta e; dan v, terkait langsung.
2.1.1.2 Derajat Titik (Degree)

Misalkan v merupakan titik di graf G, maka banyaknya titik yang
terhubung langsung ke v disebut derajat titik v pada graf G. Selain itu banyaknya
sisi yang terkait langsung dengan v disebut derajat titik v. Derajat titik v
disimbolkan dengan deg. (v) atau dapat disederhanakan menjadi deg(v). Titik

v yang memiliki derajat nol atau deg(v) = 0 disebut titik terasing. Sedangkan



titik v yang memiliki derajat satu atau deg(v) = 1 disebut titik ujung. A(G)
adalah titik dengan derajat terbesar pada G. Sedangkan 6 (G) adalah titik dengan
derajat terkecil pada G. Sehingga jika pada order n untuk v merupakan titik dari
suatu graf di G, maka

0<6(G)<deg(v) <A(G)<n-1

(Chartrand, dkk, 2016:5).

Contoh:
175 174,
G:
[ @
vl vz v3

Gambar 2.3 Graf G Berorde 5

Dapat diketahui pada Gambar 2.3 didapatkan derajat titik sebagai berikut:

deg(v,) =2 deg(vs) = 2
deg(vz) = 4 deg(vs) = 2
deg(vs) = 2

Sehingga diperoleh A(G) = 4 dan §(G) = 2.
2.1.1.3 Graf Terhubung (Connected Graph)

Misalkan G suatu graf dengan u dan v merupakan titik di G. Jalan u — v
pada graf G merupakan barisan berhingga dari titik dan sisi yang berselang-
seling

W:u = vy, eq,v1,63, 0y, €3,V3,84,..,6p, Uy =V

antara titik dan sisi yang diawali dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan
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e =V;_1V; i=127345,..,n
merupakan sisi yang ada di G. Titik v, dikatakan sebagai titik awal, titik v,
dikatakan sebagai titik akhir, titik-titik v,, v,, v, vs, ..., v, dikatakan sebagai
titik internal, dan n adalah panjang dari W. Jika v, # v,, maka W dikatakan
sebagai jalan terbuka, sedangkan jika v, = v,, maka W dikatakan sebagai jalan
tertutup. Jalan yang tidak memiliki sisi disebut jalan trivial dan jalan yang sisinya
berbeda disebut trail. Untuk jalan terbuka dengan titik yang tak sama disebut
lintasan (Abdussakir, dkk, 2009:49).

Jika terdapat titik berbeda x dan y pada graf G, titik u dan v dikatakan
terhubung ketika terdapat lintasan x — y di G. Dengan kata lain, graf G dengan
dua titik berbeda x,y € V(G) dikatakan terhubung jika terdapat lintasan x — y
di G. Sedangkan, jika graf G dengan dua titik berbeda x, y € V(G) namun tidak

terdapat lintasan x — y di G, maka G dikatakan tak terhubung (Abdussakir, dkk,

2009:55).
Contoh:
vl 7.71
Uy v,
°
Gl : G2
U2 U3 Uy V3

Gambar 2.4 Graf G, Berorde 4 dan Graf G, Berorde 4

Pada Gambar 2.4, titik yang saling terhubung langsung pada graf G,

yakni v; dan v,, v, dan v3, v, dan vs, serta v dan v,. Maka graf G, disebut
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graf terhubung. Sedangkan untuk graf G, mempunyai satu titik yang terasing
yakni titik v,, sehingga graf G, bukan graf terhubung.
2.1.2 Ring
Ring R adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner yaitu operasi
penjumlahan yang disimbolkan dengan (4) dan operasi perkalian yang
disimbolkan dengan () untuk setiap a, b, c € R yang kedua operasinya memenuhi
aksioma sebagai berikut:
1. R tertutup pada operasi penjumlahan, sedemikian sehingga a € R dan b €
R makaa+ b € R.
2. Operasi penjumlahan bersifat asosiatif, yaitu a+ (b +c) =(a+b) +c¢
untuk setiap a, b, ¢ € R.
3. Terdapat unsur identitas pada penjumlahan yaitu 0. Maka untuk a + 0 =
0 + a = a untuk semua a di R.
4.  Terdapat unsur invers pada penjumlahan, yaitu -a di R sedemikian
sehinggaa + (—a) = (—a) + a = 0.
5. Operasi penjumlahan bersifat komutatif, yaitu a + b = b + a untuk setiap
a,b €R.
6. R tertutup pada operasi perkalian, sedemikian sehingga jikaa € R dan b €
Rmakaa-b €R.
7. Operasi perkalian di R bersifat asosiatif, yaitu a - (b - ¢) = (a - b) - c untuk
setiap a, b, ¢ di R.
8.  Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan di R,
yaitua-(b+c)=a-b+a-cdan(a+b)-c=a-c+ b-cuntuksemua

a,b,cdiR.
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(Gilbert & Gilbert, 2015:265).

Contoh:

Misalkan Z himpunan bilangan bulat dengan dua operasi biner yaitu operasi

penjumlahan dan operasi perkalian, sehingga untuk (Z, +,-) merupakan ring

dikarenakan memenuhi:

1.

Z tertutup pada operasi penjumlahan.

Berlaku (p + q) € Z untuk setiap p,q € Z.

Operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z.

Berlakup + (q + ) = (p + q) + r untuk setiap p, q, r € Z.
Pada operasi penjumlahan di Z terdapat 0 sebagai unsur identitas.
Berlaku p + 0 = 0 + p = p untuk setiap p € Z.

Untuk p € Z maka terdapat —p € Z.

Berlakup + (—p) = (—=p) +p = 0.

Operasi penjumlahan bersifat komutatif di Z.

Berlaku p + q = q + p untuk setiap p,q € Z.

Z tertutup pada operasi perkalian.

Berlaku p - g € Z untuk setiap p, q € Z.

Operasi perkalian bersifat asosiatif di Z.

Berlaku (p - q) - = p - (q - r) untuk setiap p, q,r € Z.

Operasi perkalian berifat distributif terhadap operasi penjumlahan.
Berlaku (p +q) v = (p-r) + (q - r) untuk setiap p, q,r € Z.

Berlakup- (g +71r) = (p-q) + (p-r) untuk setiap p,q,r € Z.
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2.1.2.1 Ring Komutatif

Ring R disebut ring komutatif ketika R komutatif terhadap operasi
perkalian, yaitu a-b=b-a untuk setiap a,b € R (Gilbert & Gilbert,
2015:269).
Contoh:

Misalkan Z,,, adalah ring yang merupakan himpunan bilangan genap,
sehingga:
x -y =y -xuntuk setiap x, y € Z,,,, artinya operasi perkalian pada Z,,, bersifat
komutatif. Jadi Z,,, merupakan ring komutatif.
2.1.2.2 Ring dengan Unsur Kesatuan

Ring R disebut sebagai ring dengan unsur kesatuan jika terdapat unsur
identitas terhadap operasi perkalian, yaitu x - e = e - x = x untuk setiap x di R
(Gilbert & Gilbert, 2015:269).
Contoh:

Misalkan Z merupakan ring untuk Z himpunan bilangan bulat,

sehingga:
Diketahui 1 € Z maka a1 =1-a = a dengan a € Z, artinya Z mempunyai
unsur identitas pada operasi perkalian. Jadi Z merupakan ring dengan unsur
kesatuan.
2.1.2.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan

Ring R disebut ring komutatif dengan unsur kesatuan ketika R komutatif
dan terdapat unsur identitas pada operasi perkalian (Gilbert & Gilbert,

2015:269).
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Contoh:
Untuk Z merupakan ring komutatif dan ring dengan unsur kesatuan,
maka Z merupakan ring komutatif dengan unsur kesatuan.
2.1.3 Relasi Ekuivalensi dan Kongruensi
2.1.3.1 Relasi Ekuivalensi
Relasi R yang terdapat pada himpunan tak kosong A, dikatakan relasi
ekuivalensi untuk x, y, z di A jika memenuhi sifat berikut ini:
1. Untuk setiap x € A berlaku xRx (sifat refleksif).
2. Untuk setiap x,y € A maka jika xRy mengakibatkan yRx (sifat
simetris).
3. Untuk setiap x,y,z € A maka jika xRy dan yRz mengakibatkan xRz
(sifat transitif).
(Gilbert & Gilbert, 2015:57).
Contoh:
Misalkan R merupakan relasi dengan A = {1, 2, 3} dan diketahui untuk
R ={(x,y) | x = y}, maka:
1. Untuk setiap x € A berlaku x = x, sehingga R refleksif.
2. Untuk setiap x,y € 4, jika x = y maka y = x, akibatnya R simetris.
3. Untuk setiap x,y,z € A, jikax = ydany = z, maka x = z, akibatnya R
transitif.

Jadi, R merupakan relasi ekuivalensi pada A.
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Teorema 2.1
Kongruensi linier ax = b (mod m) dapat diselesaikan hanya jika d = (a, m)
membagi b, dan pada kasus ini memiliki d selesaian. Jika a dan m relatif prima
atau d = 1 maka kongruensi memiliki satu selesaian (Irawan, dkk, 2014).
2.1.3.2 Kongruensi Modulo m
Misalkan m adalah bilangan bulat positif. Suatu bilangan bulat x dan y
disebut x kongruen dengan y modulo m jika x — y merupakan kelipatan dari m
sehingga dinotasikan dengan x = y(mod m) (Gilbert & Gilbert, 2015:99).
Contoh:
26 = 2(mod 4) karena (26 — 2) kelipatan dari 4.
30 # 3(mod 8) karena (30 — 3) bukan kelipatan dari 8.
Teorema 2.2
Relasi kongruensi modulo m adalah relasi ekuivalensi di Z.
Bukti:
Misalkan m adalah bilangan bulat positif dan a, b, ¢ di Z
1. Bersifat refleksif : a — a = (m)(0) maka a = a(mod m).
2. Bersifat simetris: a = b(mod m) > a — b = mr untuk r € Z
>b—a=m(-r)dan—-r ez
= b = a(mod m).

3. Bersifat transitif : a = b(mod m) dan b = c(mod m)
>a—b=mrdanb—c=msdanr,s €Z
>a—-c=a—b+b—-c

=m(r+s)danr+s€eZ

= a = c(mod m).
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Jadi, relasi kongruensi merupakan relasi ekuivalensi (Gilbert & Gilbert, 2015:100).
2.1.4 Graf Total Diperumum dari Ring Komutatif

Ring komutatif R dengan H adalah himpunan bagian dari R sedemikian
sehingga untuk H adalah himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi perkalian
dari R. Graf total diperumum dari R dinotasikan dengan GTy(R) untuk semua
elemen dari R sebagai titik. Dua titik berbeda x dan y dikatakan terhubung langsung
jika dan hanya jika x + y € H (Anderson & Badawi, 2013).
Contoh:

Diketahui untuk ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, =

terhadap operasi perkalian di Z, ,. Dua titik berbeda x, y € 7Z,, dikatakan terhubung

langsung jika dan hanya jika x + y € H. Sehingga untuk H himpunan bilangan

terhadap operasi penjumlahan untuk H = {0, 2, 4, 6, 8} sebagai berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 10

+ 0 3 || 32 3 3 5 6 7 8 g
0 0 HEAEEEREREAEAERE
ERIFBEIEIERESE 8 5 | o
D EAEFREREREEAEAE AERERE
S EREIEAREAEAE AEREAERE
4 1 5 6 7 8 9 0 1 yA 3
5 5 6 7 8 9 | 0 | 1 2 3 1
FERERAE RAERE RETERERERE
7 7 b g 0 1 2 3 4 5 6
L IERERE AR AR AE AR A EIE
O EBEEERE AR RE AR AR IRE
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Maka dari tabel 2.1 dihasilkan graf total diperumum GTy(Z,() =

2.1.5 Indeks Omega

Misalkan G = (V(G),E(G)) berhingga dengan V(G) = {vy, vy, ..., vp}
sebagai himpunan titik dan E(G) = {ey, e, ..., €4} sebagai himpunan sisi di G
dengan p dan q adalah order dan ukuran dari G. Himpunan dari semua derajat titik
di G adalah

D = {1(a1), 2((12), 3(a3), “_’A(aA)}

dengan a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di G, A adalah derajat titik
maksimum, dan D sebagai barisan derajat dari graf G. Dari D =
{1(a0), 2(@2) 3(a3)  A@} dibentuk indeks graf yang dinamakan indeks omega

dan ditulis sebagai

A

Q6 = Z ay,(dy, — 2)

i=1
untuk A adalah derajat maksimal di G dan d,, adalah derajat titik ke-i dari graf G

(Delen, dkk, 2021). Rumus tersebut dapat diformulasikan ulang menjadi

p

Q6) = Z ay,(dy, — 2)

i=1
dengan p adalah order dari graf G. Sesuai formulai ini, maka barisan derajat di G
adalah D = {d,*i,d,™i,d;™, ..., dp"i}.
Contoh:

Misalkan graf G yang memuat himpunan V(G) = {v4, v, V3, Vs, Vs, Vg }

seperti berikut:



Usg

Vg 2

[ ®
Ul UZ v3

Gambar 2.5 Graf G Berorde 6

Pada Gambar 2.5 dapat diperoleh derajat titik sebagai berikut:

deg(vy) =2 deg(vy) = 4
deg(v,) =3 deg(vs) = 2
deg(v;) =2 deg(vg) =3

Barisan derajat dari graf G pada Gambar 2.5 adalah:
D = {d;™,d,",d3™, d,*, ds", d")}

= {21, 31,21,41, 21,34}
Indeks omega dari graf G pada Gambar 2.5 adalah:

6

Q6) = z ay,  (dy, — 2)

i=1
=1-2-2)+1-B3-2)+1-2-2)+1-4—-2)+1-2-2) +
1-(3-2)
=4

Jadi, indeks omega dari graf G adalah 4.

18
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2.2  Konsep Alam Semesta dalam Al-Qur’an

Al-Qur’an yang diturunkan kepada Rasulullah bukan sekedar omong
kosong, murni firman Allah. Asal mula terciptanya alam semesta sudah dijelaskan
dalam al-Qur’an dan banyak penelitian yang telah menunjukkan kesamaan hasil
penelitian dengan yang termaktub dalam al-Qur’an. Hakikat dari alam semesta
adalah sebagai wujud dari keberadaan Allah SWT, kebesaran-Nya, keesaan-Nya,
kemahakuasaan-Nya, karena seluruh alam semesta beserta isinya serta hukum-
hukum di dalamnya merupakan bukti keberadaan Allah sebagai Dzat Yang Maha
Agung. Alam semesta jika dipandang secara riil adalah seluruh jagat raya beserta
keseluruhan yang ada di dalamnya yang masih tampak secara kasatmata dan objek-
objek yang ada masih dapat diidentifikasi dalam batas pikiran manusia. Sedangkan
secara hakiki alam semesta merupakan wujud dari keesaan Allah yang terdapat
pada makhluk ciptaan-Nya dan hukum-hukum Allah masih dapat terpikirkan oleh
manusia (sunnatullah) serta hukum-hukum Allah yang bersifat mutlak (takdir)
(Jamarudin, 2010). Allah SWT berfirman dalam al-Qur’an surah al-Qamar ayat 49
yaitu:

£ 08 il oo 4870

“Sungguh, Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” (Qs. Al-
Qamar/54:49).

Allah SWT telah menciptakan segala sesuatu dengan memberikan hukum
tingkah laku (petunjuk, perintah atau ukuran) kepada setiap ciptaan-Nya dan
dengan hukum tingkah laku ini segala bentuk ciptaan-Nya dapat selaras dengan
ciptaan-Nya yang lain di alam semesta, karena ketika suatu ciptaan melanggar
hukumnya dan melampaui ukurannya maka akan menyebabkan alam semesta

menjadi kacau (Jamarudin, 2010).
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Alam semesta yang begitu luas hingga akal manusia tidak mampu
menjangkau hingga mana batas dari alam semesta ini merupakan tanda bahwa Allah
SWT adalah Dzat Yang Maha Pencipta hingga mampu menciptakan suatu dimensi
yang maha dahsyat dan serasi ini. Dapat dibayangkan ketika keserasian itu
terganggu, maka akan mempengaruhi seluruh kehidupan di bumi bahkan planet-
planet lainnya. Misalkan saja bumi yang merupakan wadah untuk menampung
seluruh umat manusia saat ini, ketika terdapat satu unsur keserasian bumi yang
terganggu seperti ukuran bumi, jarak antara bumi dengan matahari, rotasi bumi,
kemiringan bumi, sedikit mengalami kekacauan niscaya semuanya akan berubah
total. Maka, kekacauan itu akan menyebabkan berakhirnya seluruh kehidupan di
bumi (Quthb, 2003). Allah SWT berfirman dalam al-Qur’an surah al-Furgan ayat 2
yaitu:

a5 e O g5 ol 3 08 1K 5 U S s ey i S
“Yang kepunyaan-Nyalah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai
anak, dan tidak ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan-Nya, dan Dia telah
menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan
serapi-rapinya” (Qs. Al-Furgan/25:2).

Susunan alam semesta beserta isinya merupakan sesuatu yang mengundang
kekaguman bagi siapapun yang menyadarinya. Betapa sangat luar biasa Allah SWT
dalam menciptakan ciptaan-Nya dengan amat teliti dan rumit hingga banyak dari
ciptaan-Nya yang hingga kini manusia belum mampu untuk mengidentifikasinya.
Saat ini ilmu pengetahuan manusia bertambah maju, sedikit demi sedikit terungkap
beberapa keserasian dan pola yang menakjubkan pada alam semesta sebagai tanda
kebesaran Allah dalam menciptakan setiap ciptaan-Nya (Quthb, 2003).

Surah al-Furgan ayat 2 menjelaskan tentang kekuasaan dan kebesaran Allah

SWT sebagai penguasa dari segala penguasa di alam semesta ini. Kekuasaan-Nya
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akan semakin terasa ketika ilmu dalam diri manusia semakin bertambah. Dengan
ilmu pengetahuan alam, manusia sedikit demi sedikit mengungkap banyaknya
fenomena alam sebagai tanda kekuasaan Allah. Apabila manusia mau terus
mengembangkan dan menambah ilmu pengetahuan seperti ilmu alam, ilmu bumi,
dan ilmu yang lain, semakin yakin pula bahwa Allah telah menciptakan segala
sesuatu berdasarkan ukuran dan keserasian yang begitu teratur hingga unsur terkecil
seperti molekul jika diteliti lebih detail sebenarnya memiliki pola dan susunan yang
begitu rumit. llmu pengetahuan manusia bukan untuk menambah peraturan yang
telah ada, melainkan hanya telah mengetahui perkara yang tadinya belum diketahui
(Hamka, 2015).

Pola pada alam semesta dapat diketahui sala satu caranya dengan mengkaji
serta melakukan penelitian mendalam mengenai suatu kasus yang akan dijadikan
sebagai topik penelitian. Hasil dari penelitian tersebut dapat berupa rumus atau
persamaan dalam bentuk matematika. Rumus atau pola yang diketahui dari hasil
penelitian dan perhitungan bukan buatan manusia, tetapi sudah disediakan oleh
Sang Pencipta dan baru ditemukan ketika manusia mempelajari lebih dalam
mengenai konsep alam semesta. Pemodelan matematika yang dilakukan manusia
sebagai representasi dalam menjelaskan sistem-sistem fisik atau masalah pada
kehidupan manusia sebenarnya bukan menciptakan sesuatu yang baru. Pada
dasarnya penelitian terhadap alam semesta hanya mencari rumus atau pola-pola
yang berlaku pada suatu fenomena. Salah satu bukti bahwa Allah SWT
menciptakan segala sesuatu dengan menetapkan ukurannya seperti pada wabah
demam berdarah, malaria, tuberkolosis, ternyata mempunyai aturan-aturan yang

matematis (Abdussakir, 2008).
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Penelitian yang bertujuan untuk menemukan pola salah satunya penelitian
mengenai indeks topologi pada graf. Penelitian mengenai indeks topologi pada graf
bertujuan untuk menemukan pola yang terbentuk dari suatu indeks pada graf
tertentu. Sehingga pola yang telah ditemukan dapat dikaji lebih jauh oleh bidang
keilmuan lainnya sebagai dasar untuk penelitian selanjutnya. Pada penelitian ini
memfokuskan untuk menemukan pola dari indeks omega graf total diperumum
dengan menentukan derajat titik pada graf total diperumum yang selanjutnya dapat
dihitung untuk indeks omega pada graf total diperumum. Namun, perlu diingat
bahwa pola yang terbentuk bukan sebuah hal yang baru tercipta, melainkan sesuatu
yang telah ada hanya saja baru diketahui saat ini sebagai tanda bahwa manusia telah
mengembangkan ilmu pengetahuannya sehingga mampu lebih  banyak
membuktikan kekuasaan Sang Pencipta terhadap segala ciptaan-Nya yang

diciptakan sedemikian rapi dan teliti ini.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Teori graf memiliki banyak disiplin ilmu salah satunya adalah topologi
indeks graf yang masih berhubungan dengan molekul kimia. Topologi indeks
digunakan untuk menentukan hubungan antara struktur, sifat, dan aktivitas senyawa
kimia dalam pemodelan molekul yang dimodelkan dengan graf molekul
(Abdelgader, dkk, 2018).

Misalkan R ring komutatif dan H adalah himpunan bagian yang tertutup
terhadap operasi perkalian dari R. Graf total diperumum dinotasikan dengan
GTy(R) untuk semua elemen dari R sebagai titik. Dua titik berbeda misalkan x dan

y terhubung langsung jika dan hanya jika x + y € H (Anderson & Badawi, 2013).
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GTy(Z,,) dengan n bilangan prima untuk H himpunan bilangan genap dan
n = 3 untuk H himpunan pembagi nol, serta H himpunan unit digunakan untuk
menghasilkan derajat titik dari GTy(Z,,). Selanjutnya indeks omega dari graf
GTy(Z,,) digunakan untuk mengolah derajat titik dari graf GTy(Z,,,) yang telah
diperoleh sebelumnya, sehingga menghasilkan nilai indeks omega graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n yang selanjutnya dapat dibentuk
rumus dari indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n.
Sehingga rumus yang diperoleh dari indeks omega graf total diperumum dari ring
bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan bilangan genap, H himpunan
pembagi nol, serta H himpunan unit akan disusun teorema untuk mendukung
pembuktian indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo

2n.



BAB Il
METODE PENELITIAN

3.1  Jenis Penelitian

Metode yang dipakai dalam penelitian ini adalah studi literatur atau studi
pustaka, yaitu proses pengumpulan data ataupun informasi dengan mengkaji
berbagai macam sumber literatur seperti jurnal, buku, artikel, dan sebagainya yang
menjelaskan mengenai teori graf dan aljabar abstrak yang berhubungan dengan

topik penelitian.

3.2  PraPenelitian

Proses penelitian diawali dengan mencari literatur utama yang dijadikan
rujukan dalam penelitian. Literatur utama berupa jurnal oleh Sadik Delen dkk pada
tahun 2021 membahas pengaruh penghapusan titik dan sisi pada suatu derajat rata-
rata di graf G dan bukti baru terhadap lemma yang mendukung indeks omega. Sadik
Delen dkk pada tahun 2021 membahas hubungan dari dua graf turunan yaitu graf
garis dan graf total dengan menggunakan indeks omega. Selain jurnal mengenai
indeks omega, literatur utama juga berupa jurnal oleh Anderson & Badawi pada
tahun 2013 membahas graf total diperumum dari ring komutatif.

Kemudian mengumpulkan literatur pendukung yang berkaitan dengan topik
penelitian seperti, definsi graf, ring, relasi ekuivalensi dan kongruensi, graf total
diperumum, indeks omega serta memilih beberapa ayat dalam al-Qur’an yang dapat

diintegrasikan dengan topik penelitian ini.
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3.3  Tahapan Penelitian
Tahapan yang digunakan dalam penelitian ini untuk mengetahui indeks
omega pada graf total diperumum dari ring Z,,, yaitu:
1.  Menentukan anggota Z,, dengan n adalah bilangan prima dari GTy(Z,,,)
untuk H himpunan bilangan genap dan n > 3 untuk H himpunan pembagi
nol serta H himpunan unit.

2. Menentukan himpunan H € Z,, dari GTy(Z,,) untuk H himpunan
bilangan genap, H himpunan pembagi nol, dan H himpunan unit dengan H
tertutup terhadap operasi perkalian di Z,,.

3. Mencari derajat titik pada graf total diperumum dari ring bilangan bulat
modulo 2n.

4.  Menentukan indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat
modulo 2n.

5. Membuat rumus indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat
modulo 2n dengan n adalah bilangan prima dari GTy(Z,,) untuk H
himpunan bilangan genap dan n > 3 untuk H himpunan pembagi nol serta
H himpunan unit.

6.  Menyusun teorema untuk mendukung pembuktian indeks omega graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan n adalah bilangan
prima dari GTy(Z,,) untuk H himpunan bilangan genap dan n > 3 untuk

H himpunan pembagi nol serta H himpunan unit.



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini membahas tentang rumus indeks omega graf total diperumum dari
ring bilangan bulat modulo 2n dengan n adalah bilangan prima dari GTy(Z,,,)
untuk H himpunan bilangan genap dan n > 3 untuk H himpunan pembagi nol serta

H himpunan unit.

4.1 Indeks Omega Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat
Modulo 2n dengan H Himpunan Bilangan Genap dari Z,,
4.1.1 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 4
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 4 adalah Z, = {0, 1, 2, 3}.
Misalkan H adalah himpunan yang memuat semua bilangan genap dari Z,, maka
H ={0,2} € Z, dan GT4(Z,) adalah graf yang memuat semua anggota Z, sebagai
titik. Dua titik berbeda x,y € Z, dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,) jika
x +y € H. Dengan demikian untuk V(GTy(Z,)) = {0,1,2,3} akan ditunjukkan

dengan menggunakan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:

Tabel 4.1 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 4

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Berdasarkan Tabel 4.1 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z, dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 4.1 CZSraf GTy(Zy)

Dari Gambar 4.1 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf
GTy(Z,) yaitu:
deg(0) =1 deg(2) =1
deg(1) =1 deg(3) =1
Selanjutnya diperoleh barisan derajat graf GTy (Z,) dari masing-masing derajat titik
yaitu:
D = {d,",d,**,d;®,d, "}

={1%,1,1%,1%}

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy (Z,) dan d,,, adalah derajat
titik ke-i dari GTy(Z,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,) sebagai

berikut:

A(6Ty(2) = ) ay,(dy, — 2)

=11-2)+11-2)+11-2)+1(1-2)
=—4
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur

kesatuan Z, adalah —4
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4.1.2 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 6

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 6 adalah Z¢ = {0, 1, ..., 5}.
Misalkan H adalah himpunan yang memuat semua bilangan genap dari Z,, maka
H =1{0,2,4} € Zy dan GTy(Zs) adalah graf yang memuat semua anggota Z
sebagai titik. Dua titik berbeda x, y € Z, dikatakan terhubung langsung di GTy (Z)
ditunjukkan dengan menggunakan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan

sebagai berikut:

Tabel 4.2 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 6

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 | 4 5
1 1 2 3 4 510
2 2 3 4 510 1
3 3 4 5 0 1| 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

Berdasarkan Tabel 4.2 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z¢ dapat digambarkan sebagai berikut:

VAN

\/

Gambar 4.2 Graf 6Ty (Z¢)
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Dari Gambar 4.2 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf
GTy(Ze) yaitu:
deg(0) =2 deg(2) =2 deg(4) =2
deg(1) =2 deg(3) =2 deg(5) =2
Selanjutnya diperoleh barisan derajat graf GTy (Z,) dari masing-masing derajat titik
yaitu:
D ={d,",d,**,d5",d,*, ds™, dg"}

= {21,21,21,2%, 21,21}

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GT(Z) dan d,,, adalah derajat
titik ke-i dari GTy(Z¢), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Ze) sebagai

berikut:

6
Q(GTy(Ze)) = z ay,(dy, — 2)
i=1

=12-2)+12-2)+12-2)+12-2)+12-2) +
1(2-2)

=0
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z, adalah 0.
4.1.3 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 10

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 10 adalah Z, =

{0,1,2, ...,9}. Misalkan H adalah himpunan yang memuat semua bilangan genap
dari Z,,, maka H = {0, 2,4, 6,8} € Z,, dan GTy4(Z,,) adalah graf yang memuat

semua anggota Z,, sebagai titik. Dua titik berbeda x, y € Z,, dikatakan terhubung

langsung di GTy(Zy,) jika x + y € H. Dengan demikian untuk V(GTy(Z4)) =
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terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:

Tabel 4.3 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 10

+ 0| 1|2 |3 | 4|5 |6 |7 ]8]09
0 | 0| 1T |2 |3 |4 |5 |6 |7 |89
1|12 |3 |4 |56 |7 |89 ]0
2 | 2| 3|4 |5]6|7 |89 ]0]1
3 /3| 4|5 |6 7|89 |0]1]2
4 | 4| 5|6 |7 |8]9]0|1]2]3
5|/ 5|6 |7 |89 |0 |12 ]34
6 | 6 | 7|8 |9 ] 0|12 |3 ]|4]|5
7 | 7|89 |0 1|2 |3 |4]5]6
8 | 8] 9 0| 1|2 |3 ]|4]|5]6]7
9 /9]0 | 1|2 ]3| 4|5 ]|6]7]|38

Berdasarkan Tabel 4.3 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

N

N

Gambar 4.3 Graf GTy(Z4)

Dari Gambar 4.3 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf
GTy(Z4,) yaitu:

deg(0) = 4 deg(1) =4 deg(2) = 4
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deg(3) = 4 deg(6) = 4 deg(9) = 4
deg(4) =4 deg(7) =4
deg(5) =4 deg(8) =4

Selanjutnya diperoleh barisan derajat graf GTy(Z,,) dari masing-masing derajat
titik yaitu:

D = {41,441 41 41 41 41 41 41 41}

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Zo) dan d,, adalah
derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,)

sebagai berikut:

10
(6T (Zqo)) = z ay,(dy, — 2)

=14-2)+14-2)+14-2)+14-2)+1(4-2) +
14-2)+14-2)+1(4-2)+1(4—-2)+1(4—-2)

=20
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 20.
4.1.4 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 14

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 14 adalah Z,, =

{0,1,2,...,13}. Misalkan H adalah himpunan yang memuat semua bilangan genap
memuat semua anggota Z,, sebagai titik. Dua titik berbeda x,y € Z,, dikatakan
terhubung langsung di GTy(Z,,) jika x +y € H. Dengan demikian untuk

menggunakan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:
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Tabel 4 4 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 14

+ |0 | 1|2 |3 |4|5|6 |7 |89 |10|11|12]13
0 |0 | 1|2 |3 |4|5|6 |7 |89 ]10|11|12]13
1|12 (3|4 |5|6|7|8|9|10[11]|12|13]| 0
2|2 |3|4|5|6 |7 |89 |10]11]12|13|0 | 1
3/3|4|5|6 |7 |89 |10|11|12|13|0 |1 |2
4|4 |56 |7 |89 10|11 |12|13|0 |1 |2 |3
5|56 |7 |8 |9 |10|11|12|13 |0 |1 |2 |3 |4
6 | 6|7 (8|9 |10|11|12|13|0 | 1|2 |3 |4]|5
7|7 |89 ]10|11]|12|13| 0 | 1|2 |3 |4 |5]|6
8 |8 |9 (1011|1213 | 0 | 1|2 |3 | 4|5 |67
9|9 |10|11|12|13| 0 |1 |2 |3 |4 |5]|6|7]|8
10|10 (11|12 |13 | 0 | 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |89
1111|1213 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 |89 ]|10
12|12 (13| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 |89 |10]|11
13|13 0|1 ]2 |3]|4|5]|6|7]|8]09|10)|11]12

Berdasarkan Tabel 4.4 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 4.4 Graf GTy(Z,4)

Dari Gambar 4.4 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf
GTy(Z,,) yaitu:
deg(0) =6 deg(3) =6 deg(6) =6 deg(9) =6
deg(1) =6 deg(4) =6 deg(7) =6 deg(10) =6

deg(2) =6 deg(5) =6 deg(8) =6 deg(11) =6
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deg(12) =6 deg(13) =6

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing
derajat titik yaitu:

D = {61,6%,6%,61,6%,6%,6%,6%,6!,6%,6%,6%,6%,61 }

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z4) dan d,, adalah
derajat titik ke-i dari GTy(Z,4), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,4)

sebagai berikut:

14

Q(GTH(ZM)) = z avi(dvi - 2)

i=1
=1(6-2)+1(6—-2)+1(6—-2)+1(6—-2)+1(6—2) +
16-2)+16-2)+1(6-2)+1(6—-2)+1(6 —2) +
1(6-2)+1(6—-2)+1(6—-2)+1(6—2)
=56
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 56.
4.1.5 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 22
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 22 adalah Z,, =
{0,1,2,...,21}. Misalkan H adalah himpunan yang memuat semua bilangan genap
dari Z,,, maka H ={0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20} € Z,, dan GTy(Z,,)
adalah graf yang memuat semua anggota Z,, sebagai titik. Dua titik berbeda x,y €

Z,, dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,,) jika x + y € H. Dengan demikian

20,21} akan ditunjukkan dengan menggunakan tabel Cayley terhadap operasi

penjumlahan sebagai berikut:
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Tabel 4.5 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 22

[ 2] [ror ot [~ ot o bl oot ot i ol | S| g | (S &) @ RS (SR

ol [ [l oot [ [ el §| g| $| ;| :| ;| U’-‘1| ’_;| ;| :l ':| g| ol |eol [N |~

NG I ] E| g| $| ;| :| ;| G| :| $| :l :| ;l ol |eol | ool
ool [~ ol [w [ [wor (o) [ el §| g| $| ;| :| ;l U’-‘1| ;l $| E| ':| g| Ol |0l

Ol (00 [N & Ul [ [wl [N Rl ':| 8| $| '55| :| S:| uH1| ’:2{ 5| ;{ ::| 'S| 5|

2ot feo [~ fon o [ oot oo | o ot [ et [t [l [ [l [ [l [ [t
:| ':| E‘| Ol el [N e o [l oo [N] |1 (o) §| l;l $| gl ':;| P;| U’-‘_l| :| ;| 5|
SIRIE B3] [er| ool [~ o [au il {eor o =1 on N8 12] 5] [R5 3R] =]

BRI R B [or{eor |~ o {wu | oo [ =1 ol RS ] 1B] S 5] 55
SRR RS |er ool [~ fo o |l oo {1 = (o (RN (G| 5] (S |2 |5

=i e = R S e C R Bl el Dl  C
Sl (Sl 5] |l |5 SRS R] B[S [or|eer [N o oo i o ] 1N

;| il ;‘| sl ;| O [0l [N o fu [ |wr [N] |1 o] N g| 2l ;| s
SHa G RS R] RSe[| o o o e vl =i ol (NS 1G] &) | &l
ol 1Sl GH RS [=] [B]]S] [or e || e |ou s feor ol =i ol 1N 1S 1] |

o [ [ [t [ sl s sl [ el el et [ o o [ [ fm o e o [ [
= [o [ | T [l i el [ sl sl [ T o o [ [ fem o e oo oo
[ [~ [t [l [l [l e [ e el 2 2 o oo [ [ fem [ oo
o oo o o1 3 [l [ [ [ [ [t [t [t [t o [ o e o
oo oo [ [ [Tt Tl [l [t el e st el [t [t o oo [ o e foem
o s oo oo o [ [ [ 3 [l 1 1 [ [ [ ot [t [t [ o o e

NI 8|S |5l (Sl & @] =] S [S]E]S]|or|eor [N o fun [+ el =i ot |+
E| g| ':,J‘| ;| :| ;| U‘_l| $| ;| E| :| ;| Ol |eol [N e [ [ [wi [N] =i ol |ol

[
[N

Berdasarkan Tabel 4.5 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 4.5 Graf GT4(Z,5)

Dari Gambar 4.5 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z,,) yaitu



deg(0) =10 deg(6) = 10 deg(12) =10 deg(18) =10
deg(1) =10 deg(7) =10 deg(13) =10 deg(19) =10
deg(2) =10 deg(8) =10 deg(14) = 10 deg(20) =10
deg(3) =10 deg(9) =10 deg(15) = 10 deg(21) =10
deg(4) =10 deg(10) =10 deg(16) = 10
deg(5) =10 deg(11) =10 deg(17) =10
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Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing

derajat titik yaitu:

D ={10%,10%,10%,10%,10%,10%,10%, 101, 10%, 10, 10%, 10%, 10%, 10%, 10%, 102,
10%,10%,10%,10%, 101, 101}

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z,,) dan d,, adalah

derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,,)

sebagai berikut:

22
(6T (222)) = ) ay,(dy, — 2)
i=1

=1(10-2)+1(10-2) + 1(10—2) + 1(10 — 2) +
1(10 —2) +1(10 = 2) + 1(10 - 2) + 1(10 — 2) +
1(10 —-2) +1(10 - 2) + 1(10 = 2) + 1(10 — 2) +
1(10 - 2) +1(10 - 2) + 1(10 = 2) + 1(10 — 2) +
110 —-2)+1(10 —2) + 1(10 - 2) + 1(10 — 2) +
1(10 = 2) + 1(10 — 2)

=176
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur

kesatuan Z,, adalah 176.
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4.1.6 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 26

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 26 adalah Z,¢ =
{0,1,2,...,25}. Misalkan H adalah himpunan yang memuat semua bilangan genap
dari Z,¢, maka H = {0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20, 22,24} € Z,, dan untuk

GTy(Z,e) adalah graf yang memuat semua anggota Z,, sebagai titik. Dua titik

berbeda x,y € Z,, dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,¢) jika x +y € H.

15,16,17,18,19, 20,21, 22,23, 24,25} akan ditunjukkan dengan menggunakan

tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:

Tabel 4.6 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 26

+ |0 |1T|2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25
0|0 |1 |2|3|4|5|6]|7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25
1]|1|2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0
2|2 |3 |4|5]6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1
3|3 |4 |5]|6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25]|0 |1 |2
4|4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3
5|56 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4
6|6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5
7 |17 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
8 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|/0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
9 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
10|10|11|12|13|14|15|16|17 |18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
11|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
12|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11
13|13 |14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12
14|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13
15|15|16|17 |18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14
16|16|17 | 18|19 |20|21|22|23|24(25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15
17|17 |18|19|20|21|22(23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16
18|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17
19|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18
20|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19
21|21|22|23|24(25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20
22|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21
23|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22
24|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23
25|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24
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Berdasarkan Tabel 4.6 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 4.6 Graf GT4(Z,)

Dari Gambar 4.6 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z,e) yaitu:

deg(0) =12
deg(1) =12
deg(2) =12
deg(3) =12
deg(4) =12
deg(5) =12
deg(6) =12

deg(7) =12
deg(8) = 12
deg(9) = 12
deg(10) =12
deg(11) =12
deg(12) =12
deg(13) =12

deg(14) = 12
deg(15) =12
deg(16) = 12
deg(17) =12
deg(18) =12
deg(19) = 12
deg(20) =12

deg(21) =12
deg(22) =12
deg(23) =12
deg(24) =12
deg(25) =12

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,s) dari masing-masing

derajat titik yaitu:

D = {12%,12%,12%,12%,12%, 121,121,121, 121, 121, 121,12, 121, 121, 121, 121,

121,121,121, 121,121,121, 12,12, 121, 121}
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Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z,e) dan d,, adalah

derajat titik ke-i dari GTy(Z,e), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,e)

sebagai berikut:

(6T (Z26)) = ) ay,(dy, —2)
i=1

=1(12-2)+1(12-2)+1(12-2)+ 1(12-2) +
112 -2)+1(12-2)+1(12-2) + 1(12 - 2) +
112 -2)+1(12-2) +1(12-2) + 1(12 - 2) +
112 -2)+1(12-2)+1(12-2) + 1(12 - 2) +
112 -2)+1(12-2)+1(12-2) + 1(12 - 2) +
112 -2)+1(12-2)+1(12-2) + 1(12 - 2) +
1(12-2)+1(12-2)
= 260
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,. adalah 260.
4.1.7 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 34
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 34 adalah Z5, =
{0,1,2,...,33}. Misalkan H himpunan yang memuat semua bilangan genap dari
Zs4, maka H ={0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32} € Zs,
dan GTy(Z5,) adalah graf yang memuat semua anggota Z, sebagai titik. Dua titik

berbeda x,y € Z5, dikatakan terhubung langsung di GTy(Zs,) jika x +y € H.

17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,27, 28,29, 30,31, 32,33} akan ditunjukkan

dengan menggunakan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:
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Tabel 4.7 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 34
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Berdasarkan Tabel 4.7 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 4.7 Graf GTy(Z3,4)

Dari Gambar 4.7 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z4,) yaitu:

deg(0) =16
deg(1) =16
deg(2) =16
deg(3) =16
deg(4) = 16
deg(5) =16
deg(6) =16
deg(7) =16
deg(8) =16

deg(9) = 16

deg(10) =16
deg(11) =16
deg(12) =16
deg(13) =16
deg(14) =16
deg(15) =16
deg(16) = 16
deg(17) =16

deg(18) =16
deg(19) = 16
deg(20) =16
deg(21) =16
deg(22) =16
deg(23) =16
deg(24) = 16
deg(25) =16
deg(26) =16

deg(27) = 16
deg(28) = 16
deg(29) =16
deg(30) =16
deg(31) =16
deg(32) =16
deg(33) =16

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Zs,) dari masing-masing

derajat titik yaitu:

D = {16%,16%,16%,16%, 16%,16%,16%, 161, 16%, 161, 16%, 16, 161, 161, 16%, 161,
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161,161,161, 161,161, 161,161, 161, 161, 161, 161, 161, 161, 161, 161, 162,
16',16'}
Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z3,) dan d,, adalah
derajat titik ke-i dari GTy(Zs,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Zs,)

sebagai berikut:

(6T (Z3)) = ) ay,(dy, —2)
i=1

=1(16-2)+1(16 —2) +1(16 —2) + 1(16 — 2) +
116 —2) +1(16 —2) + 1(16 — 2) + 1(16 — 2) +
116 —2) +1(16 = 2) + 1(16 — 2) + 1(16 — 2) +
1(16 —2)+1(16 —2) +1(16 —2) + 1(16 — 2) +
1(16 —2) +1(16 —2) + 1(16 —2) + 1(16 — 2) +
116 —2) +1(16 —2) + 1(16 — 2) + 1(16 — 2) +
116 —2) +1(16 —2) + 1(16 — 2) + 1(16 — 2) +
116 —2) +1(16 —2) + 1(16 — 2) + 1(16 — 2) +
1(16 — 2) + 1(16 — 2)
=476
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Zs, adalah 476.
4.1.8 Rumus Indeks Omega Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan
Bulat Modulo 2n dengan H Himpunan Bilangan Genap
Berdasarkan perhitungan beberapa sampel pada graf total diperumum dari
ring komutatif dengan unsur kesatuan Ze, Z,, Z14, Z, Z5¢, Z34 maka diperoleh

pola indeks omega pada graf GTy(Z,,,) sebagai berikut:
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Tabel 4.8 Indeks Omega pada GT 4 (Z,,,) untuk H Himpunan Bilangan Genap dari Z,,,

n GTy (Zan)| deg(u) Q(GTy(Zzn))
2 {0,1,2,3}=2"-2 1 4-(2-13)
3 {0,1,2,3,45}=2-3 2 6-(3-3)
5 {0,1,2,3,4,5,6,7,89} =25 4 10-(5-3)
7 {0,1,2,3,4,5,6,..,13} =27 6 14-(7-3)
11 | {0,1,2345,6,..,21} =211 10 22-(11-3)
13 | {0,1,2,3,4,5,6,..,25} =213 12 26-(13-13)
17 | {0,1,2,3,4,5,6,..,33} =217 16 34- (17 —3)

Berdasarkan Tabel 4.8 indeks omega pada graf GTy(Z,,) untuk H
himpunan bilangan genap dari Z,,, dengan n bilangan prima membentuk pola pada
derajat titik dengan n — 1 titik, sehingga dari dugaan tersebut dibuat Lemma.
Lemma4.1.1
Misalkan n bilangan prima, maka deg(u) = n — 1, untuk setiap u € V(GTy(Z,,))
dengan H himpunan bilangan genap dari Z,,,

Bukti :

Misal u € V(GTH(ZZn)), maka u mungkin ganjil atau genap. Jika u ganjil maka
ueG ={1357..2n—1} dan jika u genap maka uU€EG,=
{0,2,4,6,...,2(n — 1} Misal u € G, danw € V(GTy(Z,,)) dengan u # w, maka
u dikatakan terhubung langsung dengan w jika dan hanya jika u+w € H
sedemikian sehinggaw € G, sehingga deg(u) = |G;\{u}| =n — 1. Misal u € G,
dan w € V(GTy(Z;,)) dengan u #+ w, maka u dikatakan terhubung langsung

dengan w jika dan hanya jika u + w € H sedemikian sehingga w € G,, sehingga
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deg(u) = |G,\{u}| = n — 1. Dengan demikian derajat titik « untuk setiap u €

V(GTy(Z,,)) dengan H himpunan bilangan genap adalah deg(u) = n — 1.

Teorema 4.1

Misalkan n adalah bilangan prima. Indeks omega pada graf total diperumum dari

ring bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan bilangan genap dari Z.,, adalah
Q(GTy(Zyy)) = 2n- (n— 3).

Bukti:

Berdasarkan Lemma 4.1.1 diperoleh deg(u) =n—1 untuk setiap u €

V(GTy(Zy,)) dan diperoleh D ={(n— D', (n—- 1, "n-D..,(n— 1D}

yang memuat sebanyak 2n anggota, maka indeks omega pada graf total diperumum

dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan bilangan genap dari Z,,,

adalah

,
A(6Ty(Zon) = )y, (do, — 2)
i=1

2n
=Zl-((n—1)—2)

=2n-((n—-1)-2)

=2n-(n—-3)

4.2 Indeks Omega pada Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat
Modulo 2n dengan H Himpunan Pembagi Nol dari Z,,,

4.2.1 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 6

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 6 adalah Zs ={0,1,...,5}.

Misalkan H adalah himpunan pembagi nol dari Z,, maka H = {0, 2, 3,4} € Z, dan
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GTy(Zg) adalah graf yang memuat semua anggota Z, sebagai titik. Dua titik

berbeda x,y € Z¢ dikatakan terhubung langsung di GTy(Z¢) jika x +y € H.

menggunakan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:

Tabel 4.9 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 6

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 | 3[4 |5
1 1 2 3 | 4 510
2 2 3 4 5 10 |1
3 3 4 5 0 1| 2
4 4 5 0 1 2 | 3
5 5 0 1 2 | 3| 4

Berdasarkan Tabel 4.9 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z, dapat digambarkan sebagai berikut:

VN

3
Gambar 4.8 Graf GTy(Z)
Dari Gambar 4.8 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Ze) yaitu:

deg(0) =3 deg(1) =3 deg(2) =3
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deg(3) =3 deg(4) =3 deg(5) =3
Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy (Z¢) dari masing-masing derajat
titik yaitu:
D = {d;™,d,",d3%,d,*, ds, )

= {31,31,31,31 31 31}
Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GT(Z) dan d,,, adalah derajat
titik ke-i dari GTy(Zs), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Zg) sebagai

berikut:

6
(6T () = ) ay,(dy, ~2)

=1B83-2)+13-2)+13-2)+13-2)+1(3—-2) +
1(3-2)
=6
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z, adalah 6.
4.2.2 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 10
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 10 adalah Z,, =

{0,1,2,...,9}. Misalkan H adalah himpunan pembagi nol dari Z,,, maka untuk H =

sebagai titik. Dua titik berbeda x,y € Z,, dikatakan terhubung langsung di

GTy(Zy) jika x+y€H. Dengan demikian untuk V(GTy(Zy0)) =

terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:
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Tabel 4.10 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 10

Ol | Col [Nl | oM |l | ]I [N ]| oI [+
NeIRE--THEN (RN R (RENIISIRN ST (=l ]
Ol Ol [Co] | NI | U] [ ] |l [N |1 I
R O] O] | 1| oy [w] [ oIl |[IN] [ NI
N [ O 0] [ NI |on | ua] | o] Wl |l
WI N [ [ S| O | 001 [ NI | OV | U] | o] | oI
Bl [N | R ol ol || 1| o |v] | vl
Uil | ] [l [N R o] o1 ool |1 o | o
o Ul [ 1wl [N |1 @] [l | ool |~ |~
N o (U] W] |l |[IN] [ o |l | ool | ool
I[N U] [ W] |wI [N |1 | ol | Ol

Berdasarkan Tabel 4.10 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

N N

AN

AN\

5
Gambar 4.9 Graf GT4(Z44)

Dari Gambar 4.9 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z4,) yaitu:

deg(0) =5 deg(5) =5
deg(1) =5 deg(6) =5
deg(2) =5 deg(7) =5
deg(3) =5 deg(8) =5

deg(4) =5 deg(9) =5
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Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing
derajat titik yaitu:
D ={d,",d,"?,d;",d, ", ds™,d", d,"7,dg"®, do™, d1 "}

= {51,51,51,51 51 51 51 51 51 513
Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z,) dan d,, adalah
derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,,)

sebagai berikut:

10
(6T (Z10)) = ) ay,(dy, — 2)
i=1

=15-2)+15-2)+165-2)+15-2)+1(5-2) +
16-2)+165-2)+15-2)+165-2)+1(5-2)

=30
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 30.
4.2.3 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 14

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 14 adalah Z,, =

{0,1,2,...,13}. Misalkan H adalah himpunan pembagi nol dari Z,,, maka untuk
anggota Z,, sebagai titik. Dua titik berbeda x,y € Z,;, dikatakan terhubung
langsung di GTy(Zy,) jika x +y € H. Dengan demikian untuk V(GTy(Z,4)) =

Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:
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Tabel 4.11 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 14

+ |0 | 1|2 |3 |4|5|6 |7 |89 |10|11|12]13
0|0 | 1|2 |3 |4|5|6|7 |89 |10|11|12]|13
1|12 |3 |4|5|6|7|8|9]|10[11]12|13]| 0
2|2 |34 |5|6|7 |89 |10]11]12|13|0 | 1
3/3|4|5|6|7 |89 |10|11|12|13|0 |1 |2
4|4 |56 |7 |89 |10]11|12|13| 0 |1 |2 |3
5|/5|6|7 |8 |9 |10|11|12|13 |0 |1 |2 |3 |4
6 | 6|7 (8|9 |10|11|12|13|0 | 1|2 |3 |4]|5
7|7 |89 |10|11|12|13| 0 | 1|2 |3 |4 |5]|6
8 /8|9 (10|11 |12|13| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6]|7
9|9 |10|11|12|13| 0 |1 |2 |3 |4 |5]|6|7]|8
10|10 (11|12 |13 | 0 | 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |89
1111|1213 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 |89 |10
1212|130 | 1 |2 |3 |4 |5|6 |7 |89 10|11
13|13/ 0| 1|2 |3|4|5|6|7|8]|9|10]|11]|12

Berdasarkan Tabel 4.11 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 4.10 Graf GTy(Z44)

Dari Gambar 4.10 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf
GTy(Z,,) yaitu:
deg(0) =7 deg(3) =7 deg(6) =7 deg(9) =7
deg(1) =7 deg(4) =7 deg(7) =7 deg(10) =7

deg(2) =7 deg(5) =7 deg(8) =7 deg(11) =7
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deg(12) =7 deg(13) =7

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing
derajat titik yaitu:

D = {747+, 74,78, 74, 7, 7%, 7, 7L, 7, 7, 7L, 7, 7YY

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z4) dan d,, adalah
derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,4)

sebagai berikut:

14

Q(GTH(ZM)) = z avi(dvi - 2)

i=1
=1(7-2)+17-2)+17-2)+1(7-2)+1(7-2) +
1(7-2)+17-2)+1(7-2)+1(7-2)+1(7-2) +
1(7-2)+1(7-2)+1(7-2)+1(7-2)
=70
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 70.
4.2.4 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 22
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 22 adalah Z,, =
{0,1,2,...,21}. Misalkan H adalah himpunan pembagi nol dari Z,,, maka untuk
H=1{0,2,4,6,810,11,12,14,16,18,20} < Z,, dan GTy4(Z,,) adalah graf yang

memuat semua anggota Z,, sebagai titik. Dua titik x, y € Z,, dikatakan terhubung

langsung di GTy(Z,,) jika x + y € H. Dengan demikian untuk V(GTy(Z,,)) =

ditunjukkan dengan menggunakan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan

sebagai berikut:
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Tabel 4.12 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 22

+ 0|1 |2 |3 |4|5|6]|7|8]|9|10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20]|21
0|0 |1|2|3|4|5|6|7 8|9 |10{11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21
1|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10/11|12|13|14|15|16|17|18|19/20/21|0
2|2 |3|4|5|6|7|8|9|10/11|12|13|14|15|16|17|18|19/20|21|0 |1
3|3|4|5|6|7|8|9|10/11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2
4|4 |5|6|7 |89 |10]/11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3
5|5|6|7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4
6|6 |7 |89 |10/11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5
7|7 8|9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
8 |8 |9 |10{11|12|13|14|15|16|17|18|19|20{21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
9 |9 |10{11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|/21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
10| 10| 11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
11|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
12|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11
13|13|14|15|16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12
14|14|15|16|17|18|19|20|21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10[11|12|13
15|/15|16|17|18|19|20|/21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14
16/16|17|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15
17|17|18|19]|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10{11|12|13|14|15|16
18|18|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10[11|12|13|14|15|16|17
19|19|20|21|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |89 |10|/11]|12|13|14|15|16|17|18
20(20(21|0 |1 |2 |3 |4 |5|6|7 8|9 |10|/11|12|13|14|15|16|17|18|19
21|21|0 |1 |2 |3 |4 |5|6|7 |8 |9 |10{11|12|13|14|15]|16|17|18|19|20

Berdasarkan Tabel 4.12 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

20 2
18 3
18 1
1/ >
16 6
15 7
14 s
13 9

12 11 10

Gambar 4.11 Graf GTy(Z,5)

Dari Gambar 4.11 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z,,) yaitu:



deg(0) =11 deg(6) =11 deg(12) =11 deg(18) =11
deg(1) =11 deg(7) =11 deg(13) =11 deg(19) =11
deg(2) =11 deg(8) =11 deg(14) =11 deg(20) =11
deg(3) =11 deg(9) =11 deg(15) =11 deg(21) =11
deg(4) =11 deg(10) =11 deg(16) =11
deg(5) =11 deg(11) =11 deg(17) =11

o1

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing

derajat titik yaitu:

D = {11,111, 111,111, 111, 112, 142, 128, 118, 118, 118 121 118, 118, 118, 118,
111,111, 11, 118, 118, 118

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z,,) dan d,, adalah

derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,,)

sebagai berikut:

22
(6T (222)) = ) ay,(dy, — 2)
i=1

=111-2)+1(11-2)+1(11-2)+ 1(11-2) +
111 -2)+1(11-2)+1(11-2) +1(11 - 2) +
1(11-2)+1(11-2)+1(11-2)+1(11-2) +
1(11-2)+1(11-2)+1(11-2)+1(11-2) +
111 -2)+1(11-2)+1(11-2) +1(11 - 2) +
1(11-2)+1(11-2)

= 198
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur

kesatuan Z,, adalah 198.
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4.2.5 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 26

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 26 adalah Z,¢ =

H =1{0,2,4,6,8,10,12,13,14,16,18, 20,22,24} € Z,, dan GTy(Z,c) adalah
graf yang memuat semua anggota Z,, sebagai titik. Dua titik berbeda x,y € Z,¢

dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,e) jika x +y € H. Dengan demikian

20,21,22,23,24,25} akan ditunjukkan dengan menggunakan tabel Cayley

terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:

Tabel 4.13 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 26

+ |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25
0|0 |1 |2|3|4|5|6|7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25
1])1|2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0
2|2 |3|4|5]6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1
3|3 |4 |5|6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25]|0 |1 |2
4|4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3
515 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4
6|6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5
7 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
8 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
9 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
10| 10|11 |12|13|14|15|16|17 |18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
11|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
12|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11
13|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12
14|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13
15|15|16|17 18|19 |20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14
16|16|17 |18|19|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15
17|17 |18|19|20|21|22(23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16
18|18|19|20|21|22|23|24(25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17
19|19|20|21|22|23|24(25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18
20|20|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19
21|21|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20
22|22|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21
23|23|24|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22
24|24|25|/0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23
25|25|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24

Berdasarkan Tabel 4.13 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:
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25220 e 1
24 2
23 3
22 1
21 5
20 3
19 7
18 8
17 9
16, 10
15 11
14 13 12

Gambar 4.12 Graf GT y(Zy)

Dari Gambar 4.12 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z,e) yaitu:

deg(0) =13 deg(7) =13 deg(14) = 13 deg(21) =13
deg(1) =13 deg(8) =13 deg(15) =13 deg(22) =13
deg(2) =13 deg(9) =13 deg(16) = 13 deg(23) =13
deg(3) =13 deg(10) =13 deg(17) = 13 deg(24) = 13
deg(4) =13 deg(11) =13 deg(18) = 13 deg(25) =13
deg(5) =13 deg(12) =13 deg(19) = 13

deg(6) = 13 deg(13) =13 deg(20) =13

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,s) dari masing-masing

derajat titik yaitu:

D ={13%,13%,13%,13%,13%,13%,13%,13%, 13,131,131, 131, 131,131,131, 131,
13%,13%,13%,13%,13%,13%,13%,13%, 131, 131}

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z;6) dan d,, adalah

derajat titik ke-i dari GTy(Z,¢), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Zy)

sebagai berikut:
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26
6Ty (Z20)) = ) ay,(do, — 2)

=1(13-2)+1(13-2)+1(13-2) +1(13 -2) +
1(13-2)+1(13-2)+1(13-2)+1(13-2) +
1(13-2)+1(13-2)+1(13-2)+1(13-2) +
1(13-2)+1(13-2)+1(13-2)+1(13-2) +
1(13-2)+1(13-2)+1(13-2)+1(13-2) +
1(13-2)+1(13-2)+1(13-2)+1(13-2) +
1(13-2)+1(13-2)

= 286
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 286.
4.2.6 Rumus Indeks Omega Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan
Bulat Modulo 2n dengan H Himpunan Pembagi Nol
Berdasarkan perhitungan beberapa sampel pada graf total diperumum dari
ring komutatif dengan unsur kesatuan Zg, Z1g, Z14, Zo2, Zo¢, Z3, Maka diperoleh

pola indeks omega pada graf GTy(Z,,,) sebagai berikut:

Tabel 4.14 Indeks Omega pada GT y(Z,,) untuk H Himpunan Pembagi Nol dari Z,,,

n |GTH (Zn)| deg(u) QGT y(Z2n))
3 {0,1,2,3,4,5} =2-3 3 6-(3-2)
5 {0,1,2,3,4,6,7,8,9} =25 5 10-(5—12)
7 {0,1,2,3,4,6,..,13} =27 7 14-(7 - 2)
11 {0,1,2,3,4,6,..,21} = 2-11 11 22-(11-2)
13 0,1,2346,..,25}=2-13 13 26+ (13 —2)
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Berdasarkan Tabel 4.14 indeks omega pada graf GTy(Z,,) untuk H
himpunan pembagi nol dari Z,, dengan n bilangan prima dan n = 3 membentuk
pola pada derajat titik sebanyak n — 1 titik, sehingga dari dugaan tersebut dibuat
Lemma.

Lemma 4.2.1

Misalkan n adalah bilangan prima dan n > 3, maka deg(u) = n, untuk setiap u €
V(GTH(ZZn)) dengan H himpunan pembagi nol dari Z,,

Bukti:

Misal u € V(GTH(ZZR)), maka u mungkin ganjil atau genap. Jika u ganjil maka
ueG ={1357..2n—1} dan jika u genap maka u€EG,=
{0,2,4,6,...,2(n — 1)}. Misal u € Gy danw € V(GTy(Z,,)) dengan u # w, maka
u dikatakan terhubung langsung dengan w jika dan hanya jikau + w € H, sehingga
deg(u) = |G\{u}| =n. Misal u € G, dan w € V(GTH(ZZn)) dengan u # w,
maka u dikatakan terhubung langsung dengan w jika dan hanya jika u + w € H,
sehingga deg(u) = |G,\{u}| = n. Dengan demikian derajat titik u untuk setiap
u € V(GTy(Z,,)) dengan H himpunan pembagi nol adalah deg(u) = n.
Teorema 4.2

Misalkan n adalah bilangan prima dan n > 3. Indeks omega pada graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan bilangan genap
dari Z,,, adalah

Q(GTy(Zyn)) = 2n- (n— 2).
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Bukti:

Berdasarkan Lemma 4.2.1 diperoleh deg(w) = n untuk setiap u € V(GTy(Z,,))
dan diperoleh D = {(n)!, (n)%, (n)%, ..., (n)} yang memuat sebanyak 2n anggota,
maka indeks omega pada graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n

dengan H himpunan pembagi nol dari Z,,, adalah

14
6Ty (@) = )y, (d, — 2)
i=1

=§:1-((n)—2)

=2n-((n) —2)

=2n-(n—2)

4.3  Indeks Omega pada Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat
Modulo 2n dengan H Himpunan Unit dari Z,,,
4.3.1 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 6
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 6 adalah Z¢ = {0, 1, ..., 5}.
Misalkan H adalah himpunan unit dari Zs, maka H = {1,5} € Zs dan GTy(Zs)
adalah graf yang memuat semua anggota Z, sebagai titik. Dua titik berbeda x,y €
Z¢ dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,) jika x +y € H. Dengan demikian

Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:
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Tabel 4.15 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 6

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 | 5
1 1 2 3 4 | 5 0
2 2 3 4 | 5 0 | 1
3 3 4 5 0 | 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

Berdasarkan Tabel 4.15 graf total diperumum dari ring komutatif dengan
unsur kesatuan Z¢ dapat digambarkan sebagai berikut:

9

\
/

/
\

Gambar 4.13aGraf GTy(Zg)
Dari Gambar 4.13 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf
GTy(Zg) yaitu:
deg(0) =2 deg(2) =2 deg(4) =2
deg(1) =2 deg(3) =2 deg(5) =2
Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy (Z¢) dari masing-masing derajat
titik yaitu:
D = {d;™,d,%,d3™, d,*, ds", )

= {2',21,2%,21,2%,2" }
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Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GT(Z) dan d,,, adalah derajat
titik ke-i dari GTy(Zg), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Ze) sebagai

berikut:

Q(GTy(Ze)) = Z ay,(dy, — 2)
i=1

=12-2)+12-2)+12-2)+12-2)+1(2-2) +
1(2 -2)

=0
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z adalah 0.
4.3.2 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 10

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 10 adalah Z,, =

{0,1,2, ...,9}. Misalkan H adalah himpunan unit dari Z,,, maka H = {1,3,7,9}
Z,, dan GTy(Z,,) adalah graf yang memuat semua anggota Z,, sebagai titik. Dua
titik berbeda x, y € Z,, dikatakan terhubung langsung di GTy (Z,,) jikax +y € H.
Dengan  demikian untuk  V(GTy(Zy0)) ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} akan
ditunjukkan dengan menggunakan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan

sebagai berikut:
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Tabel 4.16 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 10

+ /0|12 |3 |4 |5|6|7]|8]09
0|0 |12 |3 |4|5]|]6|7|8]|59
1] 1|2 ]3| 4]|5|6]7|8]9]0
2|23 |4|5]|6|7|8]9]0]|1
3/ 3|4 |56 |7 |8]9]|0]1]2
4 | 4|5|6|7|8|9]|]0|1]2]|3
5|56 7|8 ]9]0]1]2]|3]|4
6 | 6|7 890|123 ]|4]5
717 /8]9/0] 1|23 |4]5] 6
8 /8|9 |0|1]|2|3|4|5|6]|7
9190|123 |4]5]|6]7]38

Berdasarkan Tabel 4.16 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 4.14 Graf GTy(Z4,)

Dari Gambar 4.14 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf
GTy(Z4,) yaitu:
deg(0) =4 deg(3) =4
deg(1) =4 deg(4) =4

deg(2) =4 deg(5) =4
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deg(6) =4 deg(8) =4
deg(7) = 4 deg(9) = 4
Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing
derajat titik yaitu:
D ={d,",d,",d3™,d,*,ds™, de", d;"7,dg™, do™, dy"*}
= {41,41,41,41 41 41,41 41 41 41}
Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Zyo) dan d,, adalah
derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,,)

sebagai berikut:

10
Q(GTH(Zw)) = z avi(dvi - 2)

=14-2)+14-2)+1(4-2)+1(4-2)+1(4—-2) +
1(4—2)+1(4—-2)+1(4—2)+1(4—2) +1(4 —2)
=20
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 20.
4.3.3 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 14
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 14 adalah Z,, =

{0,1,2, ...,13}. Misalkan H adalah himpunan unit dari Z,,, maka H =

Z4, sebagai titik. Dua titik berbeda x,y € Z,, dikatakan terhubung langsung di

GTy(Z,,) jika x+y€H. Dengan demikian untuk V(GTy(Z14)) =

Cayley terhadap operasi penjumlahan sebagai berikut:
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Tabel 4.17 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 14

+]10|1|2|3|4|5|6|7|8]|9]|10]|11|12]|13
0 0|12 |3 |4|5|6|7|8]9]10]11]12 13
1]/1]2|3|4|5|6|7]8]9]10]11]12]13] 0
2|2 |3|4|5|6|7|8|9]1011]12]|13]| 0 |1
3/3|4|5|6|7 |89 |10|11]12|13|0 |1 |2
44|56 |7 |8|9]10/11|12]|13|0 |1 |2 |3
5/5|6|7|8]9]10[11]12]13| 0 |1 |2 |3 | 4
6| 6|7 |8]9]10]11]12]13| 0 |1 ]2 |3 |45
7789 |10|11|12 (13| 0 |1 |2 |3 | 4|56
8/ 8/9]10]11]12|13|0 | 1|2 |3 |4 |5]|6]7
91 9]10]11]12|13 |0 |1 |2 |3 |4|5]|6]|7]8
1010 11|12 |13 0 |1 |2 |3 | 4|5 |67 ]81]9
111112130 |1 |2 |3 | 4|56 |7 |8]9]10
1212|130 |1 |2 |3 | 4|5 |6 |7 |8]9]10]|11
13|13 0 |1 ]2 |3 |4 |5|6 |7 |8]9]10]11]12

Berdasarkan Tabel 4.17 graf total diperumum dari

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 4.15 Graf GT(Z44)

ring komutatif dengan

Dari Gambar 4.15 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z,,) yaitu:

deg(0) =6 deg(1) =6 deg(2) =6

deg(3) =6
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deg(4) =6 deg(7) =6 deg(10) =6 deg(13) =6
deg(5) =6 deg(8) =6 deg(11) =6
deg(6) =6 deg(9) =6 deg(12) =6

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing
derajat titik yaitu:

D = {61,6%,6%,6%,6%,6%,6%,6,6%,6%,6%,6%,6%,61}

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z4) dan d,, adalah
derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,4)

sebagai berikut:

14

(6T (22)) = ) ay,(dy, —2)

i=1
=1(6-2)+1(6-2)+1(6—-2)+1(6-2)+1(6—2) +
1(6-2)+1(6—-2)+1(6—-2)+1(6—-2)+1(6—2) +
1(6-2)+1(6—-2)+1(6-2)+1(6-2)
=56
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 56.
4.3.4 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 22
Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 22 adalah Z,, =

{0,1,2, ...,21}. Misalkan H adalah himpunan unit dari Z,,. Maka H =

semua anggota Z,, sebagai titik dan dua titik berbeda x dan y dikatakan terhubung

langsung di GTy(Z,,) jika x+y€eH. Maka untuk V(GTy(Zy)) =
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tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan akan ditunjukkan sebagai berikut:

Tabel 4.18 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 22
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Berdasarkan Tabel 4.18 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 4.16 Graf GTy(Z,,)
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Dari Gambar 4.16 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z,,) yaitu

deg(0) =10
deg(1) =10
deg(2) =10
deg(3) =10
deg(4) =10
deg(5) =10

deg(6) =10 deg(12) =10 deg(18) =10
deg(7) =10 deg(13) =10 deg(19) =10
deg(8) =10 deg(14) =10 deg(20) =10
deg(9) =10 deg(15) =10 deg(21) =10
deg(10) =10 deg(16) = 10
deg(11) = 10 deg(17) = 10

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,,) dari masing-masing

derajat titik yaitu:

D ={10%,10%10%,10%,10%,10%,10%, 10%, 10%, 10%, 10%, 10%, 107, 10%, 10%, 107,

10%,10%,10%,10%,10%, 101}

Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z,,) dan d,, adalah

derajat titik ke-i dari GTy(Z,,), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z;,)

sebagai berikut:

22
(6T (222)) = ) ay,(dy, — 2)
i=1

=1(10 - 2) + 1(10 — 2) + 1(10 — 2) + 1(10 — 2) +

1(10 —2) + 1(10 = 2) + 1(10 — 2) + 1(10 — 2) +
1(10 —2) + 1(10 = 2) + 1(10 — 2) + 1(10 — 2) +
1(10 = 2) + 1(10 = 2) + 1(10 — 2) + 1(10 — 2) +
1(10 = 2) + 1(10 = 2) + 1(10 — 2) + 1(10 — 2) +

1(10 — 2) + 1(10 — 2)

=176
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Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,, adalah 176.
4.3.5 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat modulo 26

Ring komutatif dengan unsur kesatuan modulo 26 adalah Z,, =

{0,1,2, ...,25}. Misalkan H adalah himpunan unit dari Z,,. Maka H =

memuat semua anggota Z,, sebagai titik. Dua titik berbeda x,y € Z,¢ dikatakan

terhubung langsung di GTy(Z,s) jika x +y € H. Dengan demikian untuk

22,23,24,25} akan ditunjukkan dengan menggunakan tabel Cayley terhadap

operasi penjumlahan sebagai berikut:

Tabel 4.19 Tabel Cayley Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo 26
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Berdasarkan Tabel 4.19 graf total diperumum dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 4.17 Graf GT y(Z,¢)

Dari Gambar 4.17 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf

GTy(Z,e) yaitu:

deg(0) =12
deg(1) =12
deg(2) =12
deg(3) =12
deg(4) =12
deg(5) =12
deg(6) = 12

deg(7) =12
deg(8) = 12
deg(9) = 12
deg(10) =12
deg(11) =12
deg(12) =12
deg(13) =12

deg(14) = 12
deg(15) =12
deg(16) = 12
deg(17) =12
deg(18) =12
deg(19) =12
deg(20) =12

deg(21) =12
deg(22) =12
deg(23) =12
deg(24) =12
deg(25) =12

Selanjutnya diperoleh barisan derajat dari graf GTy(Z,¢) dari masing-masing

derajat titik yaitu:

D = {121,12%,12%,12%,12%,12%,12%, 12,121, 121,121,121, 121, 121, 121, 121,

121,121,121, 121,121,121, 121, 121, 121,121}
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Kemudian a,, adalah banyaknya derajat titik ke-i di GTy(Z,e) dan d,, adalah

derajat titik ke-i dari GTy(Z,e), maka nilai indeks omega pada graf GTy(Z,e)

sebagai berikut:

26

(6T (Z26)) = ) ay,(dy, —2)

i=1
=1(12-2)+1(12-2)+1(12-2) +1(12-2) +
1(12-2)+1(12-2)+1(12-2)+1(12-2) +
1(12-2)+1(12-2)+1(12-2) +1(12 - 2) +
1(12-2)+1(12-2)+1(12-2) +1(12 - 2) +
1(12-2)+1(12-2)+1(12-2)+1(12-2) +
1(12-2)+1(12-2)+1(12-2)+1(12 - 2) +
1(12-2)+1(12-2)
=260
Jadi, indeks omega pada graf total diperumum dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan Z,. adalah 260.
4.3.6 Rumus Indeks Omega pada Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan
Bulat Modulo 2n dengan H Himpunan Unit
Berdasarkan perhitungan beberapa sampel pada graf total diperumum dari
ring komutatif dengan unsur kesatuan Ze, Z,, Z14, Z, Z5¢, Z34 maka diperoleh

pola indeks omega pada graf GTy(Z,,,) sebagai berikut:
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Tabel 4.20 Indeks Omega pada GTy(Z,,) untuk H Himpunan Unit dari Z,,

n |GTy (Zzn)l deg(u) Q(GTy(Zzn))
3 {0,1,2,3,45}=2"3 2 6-(3-3)
5 {0,1,2,3,4,5,6,7,89} =25 4 10-(5-13)
7 {0,1,2,3,4,5,6,..,13} =27 6 14-(7-3)
11 | {0,1,2,3,4,56,..,21} =211 10 22-(11-13)
13 | {0,1,2,3,4,5,6,..,25} =2-13 12 26- (13 - 3)
17 | {0,1,2,3,4,5,6,..,33} =2-17 16 34- (17 - 3)

Berdasarkan Tabel 4.20 indeks omega pada graf GTy(Z,,) untuk H
himpunan unit dari Z,,, dengan n bilangan prima dan n = 3 membentuk pola pada
derajat titik sebanyak n — 1 titik, sehingga dari dugaan tersebut dibuat Lemma.
Lemma 4.3.1
Misalkan n adalah bilangan prima dan n > 3, maka deg(u) = n — 1, untuk setiap
u € V(GTH(ZZn)) dengan H himpunan unit dari Z,,,

Bukti :

Misal u € V(GTH(ZZn)), maka u mungkin ganjil atau genap. Jika u ganjil maka
u€eG ={1357..2n—1} dan jika u genap maka uUEG,=
{0,2,4,6,...,2(n — 1)}. Misal u € G, danw € V(GTy(Z,,)) dengan u # w, maka
u dikatakan terhubung langsung dengan w jika dan hanya jika u+w € H
sedemikian sehingga w € G, untuk u + w # n karenan ¢ H, sehingga deg(u) =
|G:\{u}| = n—1. Misal u € G, dan w € V(GTy(Z,,)) dengan u # w, maka u
dikatakan terhubung langsung dengan w jika dan hanya jika u + w € H sedemikian

sehingga w € G, untuk u + w # n karenan ¢ H, sehingga deg(u) = |G,\{u}| =
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n — 1. Dengan demikian derajat titik u untuk setiap u € V(GTy(Z,,)) dengan H
himpunan unit adalah deg(u) =n — 1.
Teorema 4.3
Misalkan n adalah bilangan prima dan n > 3. Indeks omega pada graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan unit dari Z,,,
adalah

Q(GTy(Zyn)) = 2n- (n— 3).
Bukti:
Berdasarkan Lemma 4.3.1 diperoleh deg(u) =n—1 untuk setiap u €
V(GTy(Zy,)) dan diperoleh D ={(n— D', (n—- 1, "n-1D..,(n— D}
yang memuat sebanyak 2n anggota, maka indeks omega pada graf total diperumum

dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan H himpunan unit dari Z,,, adalah

,
A(6Ty(Zon) = )y, (do, — 2)
i=1

2n
=Zl-((n—1)—2)

=2n-((n—-1)-2)

=2n-(n—-3)

4.4  Alam Semesta dalam Pandangan Islam

Kajian teori graf dalam al-Qur’an telah dijelaskan dalam Bab II, Qs. al-
Qamar ayat 49 dan Qs. al-Furgan ayat 2 tentang alam semesta yang Allah ciptakan
dengan rapi dan teliti hingga menciptakan keserasian antara ciptaan-Nya yang satu

dengan ciptaan-Nya yang lain. Sungguh Allah adalah Dzat Yang Maha Kuasa tanpa
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ada keraguan sedikitpun didalamnya. keserasian yang ada di alam semesta
merupakan bukti bahwa Allah SWT telah menciptakan segala sesuatu menurut
ukurannya sesuai isi kandungan Qs. al-Qamar ayat 49. Ukuran yang dimaksud bisa
berupa pergerakan, rotasi, jarak, kecepatan, atau pola. Misalkan galaksi yang terdiri
dari 200-300 miliar bintang saling bergerak satu sama lain hingga menciptakan
suatu pola pergerakan yang sangat rumit jika diidentifikasi oleh manusia.
Pembahasan alam semesta mungkin terlalu luas, misalkan molekul yang merupakan
bagian terkecil pada senyawa yang tersusun dari gabungan dua atau lebih atom, jika
dipelajari lebih jauh ternyata molekul juga memiliki pola yang terstruktur dan
matematis. Hal ini menandakan bahwa ciptaan Allah SWT baik yang berukuran
sangat besar dan luas seperti alam semesta ataupun ciptaan-Nya yang berukuran
sangat kecil semuanya memiliki pola dan struktur yang matematis. Sama halnya
dengan penelitian ini yang bertujuan untuk menemukan pola dari indeks omega graf
total diperumum sebagai bukti bahwa Allah SWT menciptakan segala sesuatu
menurut ukurannya. Pola yang terbentuk pada indeks omega graf total diperumum
merupakan satu dari banyaknya bukti nyata kebesaran Allah SWT dalam

menciptakan segala ciptaan-Nya.



BAB V
PENUTUP

5.1  Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa rumus umum
indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n dengan n
bilangan prima untuk H himpunan bilangan genap dan n > 3 untuk H himpunan
pembagi nol serta H himpunan unit sebagai berikut:
1.  Indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n
dengan H himpunan bilangan genap dari Z,,, adalah
Q(GTy(Z2,)) = 2n (n — 3).
2. Indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n
dengan H himpunan pembagi nol dari Z,,, adalah
Q(GTy(Z2,)) = 2n (n — 2).
3. Indeks omega graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n
dengan H himpunan unit dari Z,,, adalah

Q(GTy(Z,y)) = 2n (n - 3).

5.2  Saran

Berdasarkan kesimpulan di atas, pada penelitian ini indeks omega diperoleh
dari graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2n. Penelitian
selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema terkait indeks omega pada graf

lainnya.
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