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ABSTRAK

Ulil Albab, Mohammad. 2022. Penerapan Metode Transformasi Double
Laplace pada Penyelesaian Persamaan Klein Gordon. Skripsi.
Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Pembimbing: (I) Dr. Heni Widayani, M.Si. (Il) Erna Herawati,
M.Pd.

Kata Kunci: Transformasi Double Laplace, persamaan klein gordon.

Metode Transformasi Laplace merupakan salah satu metodde yang sering
digunakan untuk mencari solusi eksak persamaan diferensial biasa dengan syarat
awal tertentu. Metode tersebut dapat dilakukan dua kali berturut-turut dengan dua
variabel bebas berbeda sehingga disebut metode transformasi double laplace ini.
Beberapa sifat lain yang memuat dua peubah bebas juga diberikan sebagai
perumuman dari sifat-sifat transformasi laplace tunggal. Lebih lanjut, solusi eksak
untuk suatu persamaan diferensial parsial dengan syarat awal dan batas tertentu
dapat diperoleh dengan menggunakan metode ini. Pada penelitian ini, metode
transformasi double laplace diimplementasikan pada pencarian solusi eksak
Persamaan Diferensial Parsial Linier (PDPL). Dalam hal ini, PDPL yang dibahas
adalah persamaan klein gordon dengan syarat awal dan syarat batas ditentukan.
Pada bagian akhir, solusi analitik dari persamaan tersebut dapat diperoleh dan
sesuai dengan solusi eksak menggunakan metode analitik yang lain.
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ABSTRACT

Ulil Albab, Mohammad. 2022. Implementation of Double Laplace Transformation
Method for Solving Klein Gordon Equation. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Heni
Widayani, M.Si. (I1) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Double Laplace Transform, Klein Gordon Equation.

Laplace Transformation Method is a frequently used method to find exact solution of
ordinary differential equation with a certain initial condition. The method can be
implemented twice in a row using two different independent variables so that it called
double laplace transformation method. Some other properties which contain two
independent variables also given as a generalization of single laplace transformation
properties. Furthermore, exact solution for a partial differential equation with certain
initial and boundary conditions can be obtained using this method. In this research,
double laplace transformation method is implemented to find exact solution of Linear
Partial Differential Equation. In this condition, the linear partial differential equation we
discuss is Klein Gordon equation with certain initial and boundary conditions. In the final
result, we obtain the analytical solution of the equation and this solution appropiate with
exact solution using another analytical solution.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Salah satu ilmu yang sangat penting digunakan di dalam kehidupan sehari-
hari ialah ilmu matematika. Terdapat permasalahan di dalam kehidupan manusia yang
dapat dipecahkan permasalahannya dengan menggunakan ilmu matematika. Oleh
karena itu, berbagai persoalan dalam kehidupan sehari-hari dapat diimplementasikan
permasalahannya secara matematis, sehingga dapat dikaji dan menemukan solusi
dengan mudah. Bidang tersebut dapat dikenal sebagai permodelan matematika. Model
matematika banyak digunakan dalam masalah ilmu sains dan teknologi seperti biologi,
teknik, kedokteran, ekonomi, ilmu sosial, politik dan ilmu komputer. Hal semacam ini
sangat membantu untuk mempermudah menyelesaikan suatu permasalahan dalam

kehidupan sehari hari. Allah berfirman dalam Q.S az-Zumar ayat 27.

¢ as. P AP PR | A A S\ (o - gt
03545 Sl & ST 5 OBl s 1 WLl W Al

Artinya : “Sesungguhnya telah Kami buatkan bagi manusia dalam al-Qur’an ini
setiap macam perumpamaan supaya mereka dapat pelajaran” (Q.S. az-
Zumar[39]:27).

Menurut (Shihab, 2012) dari ayat diatas dapat diumpamakan ada banyak
sekali masalah pada kehidupan sehari-hari bisa diterapkan dengan memodelkan
suatu masalah, sehingga dapat lebih mudah dipahami. Sebagai contoh
penerapannya dapat dilakukan dengan memodelkan masalah tersebut ke dalam
model matematika yakni menjadi persamaan diferensial.

Persamaan diferensial dapat didefinisikan sebagai suatu persamaan yang di

dalamnya memiliki satu atau lebih variabel bebas diturunkan. Dua jenis



persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial merupakan
penjabaran berdasarkan jumlah variabel bebasnya. Jika hanya memuat satu
variabel bebas disebut persamaan diferensial biasa. Sebaliknya, persamaan
diferensial parsial diketahui memuat lebih dari satu variabel bebas (Bronson & Costa,
2007). Metode transformasi double laplace digunakan dalan penelitian ini.

Suatu metode yang mentransformasikan persamaan diferensial dari
domain waktu t menjadi domain baru dengan variabel bebas s yaitu domain
frekuensi, dimana s adalah bilangan kompleks merupakan definisi dari
transformasi laplace sedangkan transformasi dari domain frekuensi s menjadi
domain waktu t merupakan definisi dari invers transformasi laplace (Effendy &
Sugiono, 2013). Pierre Simon Lapplace (1749-1827) seorang matematikawan asal
Perancis ialah penemu dari transformasi laplace. Transformasi laplace sendiri juga
sering dikenal sebagai persamaan laplace (Tang, 2005). Perkembangan dari
metode transformasi laplace ialah transformasi double laplace.

Transformasi double laplace dapat mentransformasikan persamaan
diferensial dari fungsi f (x,t) menjadi f (p,s), dimana p dan s merupakan bilangan
kompleks. Dalam penelitian ini untuk menyelesaikan persamaan diferensi parsial
khususnya persamaan Klein-Gordon. Persamaan Klein-Gordon direpresentasikan
sebagai persamaan diferensial parsial orde dua dengan variabel bebas u dan
variabel terikat x dan t (Deghan & Sokhri, 2009). Persamaan tersebut memiliki
banyak aplikasi di bidang ilmu pengetahuan, seperti mekanika kuantum dan

distribusi fluks (Sarboland, 2015).



Sebelumnya sudah ada penelitian mengenai metode transformasi double
laplace. Penelitian (Sarah, 2020) yang menganalisis terkait aplikasi metode
transformasi double laplace dalam persamaan diferensial parsial difusi dan fisher.

Berlandaskan keterangan di atas, metode transformasi double laplace akan
diterapkan dalam penelitian ini untuk menentukan solusi analitik persamaan
diferensial parsial, yaitu persamaan Klein-Gordon. Dengan demikian, penelitian
ini berjudul “Penerapan Metode Transformasi Double Laplace untuk Penyelesaian
Persamaan Klein-Gordon”.

1.2  Rumusan Masalah

Rumusan masalah pada penelitian ini adalah bagaimana penyelesaian
persamaan klein Gordon dengan menggunakan Transformasi Double Laplace?
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini
adalah mengetahui penyelesaian persamaan klein Gordon menggunakan metode
Transformasi Double Laplace.

1.4  Manfaat Penelitian
Beberapa manfaat di dalam penelitian ini yakni:
1.  Bagi Penulis

Memperluas pengetahuan penulis tentang metode transformasi double

laplace sebagai salah satu metode untuk menentukan solusi persamaan

klein Gordon.



2. Bagi Pembaca
Memperluas pengetahuan pembaca tentang metode transformasi double
laplace sebagai salah satu metode untuk menentukan solusi persamaan
klein Gordon.
1.5  Batasan Masalah
Persamaan yang akan dianalisis dalam penelitian kali ini ialah persamaan
klien Gordon yang tertulis dalam jurnal (Sema, 2011)
Upe — Uyy + U2 = —xcOSt + x2c0s?t
Kondisi awal u(x,0) = x
u(x,0) =0
Kondisi batas u(0,t) =0
u,(0,t) =cost
1.6  Definisi Istilah
Definisi istilah yang digunakan untuk menghindari perbedaan interpretasi
istilah yang digunakan dalam penelitian ini. Di bawah merupakan definisi dari
istilah-istilah yang digunakan dalam penelitian ini.
1.  Model matematika adalah sebuah model abstrak yang mempresentasikan
perilaku sebuah keadaan tertentu dengan bahasa matematis.
2.  Transformasi adalah suatu metode operasional yang dapat dengan mudah

untuk menyelesaikan persamaan diferensial.



BAB I1

KAJIAN TEORI

2.1  Teori Pendukung

2.1.1 Transformasi Laplace

Misalkan f(t) dengan t > 0 dan f memenuhi kondisi tertentu. Kemudian
transformasi laplace dari f, yang dinotasikan L{f(t)} atau F(s) didefinisikan
(Kreyszig 2011).

L{f(DY=F(s) = [, et f(t)dt (2.1)

Dimana e~St merupakan kernel dari transformasi dan s variable transformasi
yang merupakan bilangan kompleks. Invers dari transformasi Laplace yang

termuat dalam karangan (Debanth, 2007) didefinisikan sebagai berikut.
LMF()} = f(t) = = [ % F(s)ds dengan ¢ > 0 (2.2)
Berikut ini merupakan sifat-sifat dari transformasi laplace Naphade (2017).
a. Linieritas
Misalkan L{f(t)} = F(s) dan L{g(t)} = G(s). Apabila diberikan
sembarang bilangan a, b € R, berlaku
L{af(t) + bg(t)} = aF(s) + bG(s)

Bukti:

oo

Lmﬂw+wUH=fe*Wﬁ@H¢M@Mt
0

L{af(t) + bg(t)} = f (e~Staf(t) + e Stbg(t))dt
0

oo

L{af(t) + bg(t)} = (f e st af(t)dt) + (fooe‘“ bg(t)dt)
0 0



L{af(t) + bg(t)} = a <fooe‘5t f(t)dt) +b <fooe‘s‘t g(t)dt)
0 0

L{af (t) + bg(©)} = al{f (t)} + bL{g()}
L{af (t) + bg(t)} = aF(s) + bG(s)
b. Sifat integral L {fotf(u)du} = ?

Bukti:

(o] [0}

Dengan integral parsial diperoleh:
[ L 1 t e—st
AINCIE [ [ f(t)l
[ Jo ] 0 -S
[ L

e 1
|| =-|[ 70|
J 0

e

t t st
- d
NG

t t e—st
- d
NG

[ ] 1 1 (¢t 3
Ll fOf=<f 1(0)+;J f®e st dt
| 0

L t —1F ! ~1(0
[ro|=3r0+ 10

T s
c. Penskalaan terhadap variabel bebas waktu.

Misalkan L{f (t)} = F(s), berlaku

L{f(at)} = 1F(Z)

a
Bukti:

o0}

L) = [ e flande

0

Misalkan u = at sehingga diperoleh hasil integrasi menggunakan metode

substitusi sebagai



[ee] (0]

1 _s,
L{f(at)}zf et f(at)dt=f Ee a” f(u)du
0 0

1% _s, 1 s
_EJ; e a f(u)du _EF(E)
d. Sifat pergeseran variabel

Misalkan L{f (t)} = F(s), berlaku

L{e™f(t)} =F(s + a)
Bukti:

(0]

L{e “f(t)} = j e f(t)e Stdt

0

L@ﬂ%@n=j_ﬂoeﬂ““m
0

L{e™®f ()} = ] Oof (t) e~Gtat ge
0

L{e ®f(t)}=F(s+a)
e. Sifat diferensial

Misalkan L{f (t)} = F(s) dan nilai f(0) diketahui, berlaku

4%ﬂﬁ=ﬁ@—ﬂm

Persamaan di atas dapat diintegralkan secara parsial dengan memisalkan:

u = e=5t dan dv = (% f(t)) dt

Sehingga diperoleh

u=eStdandv = (% f(t)) dt
Dengan demikian diperoleh

[o e}

L{%f(t)} = fow et (% f(t)> dt = e~ f(OI7 —j —se”S'f(t)dt

0



o

= lim e 5%f(a) — f(0) + sf e Stf(t)dt

0

Karenas > 0, maka lim e 5¢f(a) = 0. Dengan demikian,
a—oo

o)

LG F©) = 7@ + 5 [ et = £ 0) +5F ()

0

= sF(s) — f(0)

Penjelasan dan bukti mengenai sifat-sifat transformasi Laplace dapat
dipelajari di dalam jurnal (Smith, 2022). Berikut akan diberikn beberapa
contoh mengenai sifat-sifat transformasi double Laplace.

1. Bila diketahui f(t) = e%, t = 0, maka tentukan L{f (t)}.

Penyelesaian:

oo

Lf(t) = Le® = f e St etdt
0

1) b
=f e =D gt = lim | e t6-Dgy
0

b—oo 0
b 1 b

= lim (— )e‘t(s‘“)
b—o 0 S—a

] 1
= lim —
boo S—a

dt

t=0

(e—b(s—a) _ 1)
Untuk s — a > 0 atau s > a, maka lgim e~ bs-a) =

2. Diketahui f(t) = cosat, t = 0, tentukan L{f(t)}.

Penyelesaian:

oo b
L{cosat} = f e Stcosat dt = lim | e Stcosatdt

0 b-o J,

Dengan melakukan integral parsial dua kali, didapatkan:



b 1
f e Stcosatdt = - [e‘“ sinat dt + sf e Stsinat dt]
0

1 ] S
=— [e‘“ sinat dt — —f e St(cos at)]
a a

s
e Stsinat — = [e‘“ cosat + s f e St cos at dt]

1 —St «; S —st SZ —st
=—e Stsinat——e Stcosat —— | e St cos at dt
a a? a?

Sehingga didapatkan:

2

S 1

<1 + —2> f e St cosat dt = ——— [ae ' sinat — se”** cosat] + ¢
a s2+a

Selanjutnya karena sinat <1, cosat <1 maka dapat diperhatikan bahwa

untuk s > 0, sehingga didapatkan:

1
. —St o —st b
L{cos at} = lglm prR) (ae™Stsinat —se " cos at)|{-,

—sb

L{cos at} = lgim > [(ae™" sinab — se~ 5P cos ab) + s]

s2+a

1. L{cosat}=ﬁ8ila diketahui f(t) = e, t=>0, maka tentukan

a2

L{f (©)}.
Penyelesaian:

(0]

Lf(t) = Le® = f e Stedtdt
0

oo b
=f et gt = lim | et~
0 b—co J

b b

= lim (— 1 )e‘t(s‘a)
b J s—a

] 1
= lim —
b—»o S—a

dt

t=0

(e—b(s—a) _ 1)
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Untuk s —a > 0 atau s > a, maka lim e ?6-0 =

b—oo

. Diketahui f(t) = cosat, t = 0, tentukan L{f(t)}.

Penyelesaian:

0o b

L{cosat} = f e Stcosat dt = lim | e Stcosatdt
0 b=c J,

Dengan melakukan integral parsial dua kali, didapatkan:

b 1
f e Stcosatdt = o [e‘“ sinat dt + sf e Stsinat dt]
0

1 s
=— [e‘St sinat dt — —f e St(cos at)]
a a

s
e Stsinat — o [e‘St cosat + s f e St cos at dt]

1 =St <1 S —st Sz —st
=—e sinat ——e cosat —— e cos at dt
a a? a?

Sehingga didapatkan:

2

S 1

<1 + —2> f e St cosat dt = ——— [ae ' sinat — se™** cosat] + ¢
a s“+a

Selanjutnya karena sinat <1, cosat <1 maka dapat diperhatikan

bahwa untuk s > 0, sehingga didapatkan:

S

1
L{cos at} = éim ———(ae St sinat — se~St cos at)|P_,

0052 + a?

L{cos at} = éim >[(ae™? sinab — se™*" cos ab) + s]

s2+a

Licosat} = ——
{ } s2+a?



2.1.2 Invers Transformasi Laplace

Adapun invers dari transformasi

sebagaiberikur (Dhunde, 2013):

11

laplace secara umum dinyatakan

Tabel 2.1 Invers Transfomasi Laplace.

No f&)=1" F(s) = L{f (1)}
1 1 1
s
2 t 1
sz
3 t" n!
n+l
4 et 1
s—a
5 sin wt w
s2 + w?
6 cos wt S
s2 + w?
7 t"g(t),n=1.2,.. —1)" d"G(a)
ds™
8 t sin wt 2ws
(52 + w?)?
9 t cos wt §2 — w?
(s? + w?)
10 g(at) 1 /s
_G —
6(2)
11 eg(D) (s —a)
12 a®t™ untukn = 1,2, ... n!
(S — a)n+1
13 te”t 1
(s + 1)?
14 1—etT 1
s(1+Ts)
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2.1.3 Transformasi Double Laplace

Seorang matematikawan yang bernama Prancis Simon Laplace (1749-
1827) menemukan Tranformasi Laplace untuk pertama kalinya. Penemuan
tersebut mendefinisikan bahwa Transformasi Laplace adalah suatu metode yang
mentransformasikan persamaan diferensial dengan variabel bebas ¢ menjadi
persamaan baru dengan variabel bebas s, s adalah bilangan kompleks. Variabel t
biasanya menunjukkan waktu untuk ditransformasikan menjadi variabel s yang
menyatakan frekuensi s menjadi variabel fungsi dengan waktu t (Effendy dan
Sugiyono, 2013).

Untuk mengindikasikan transformasi laplace, diberikan f(x, t) merupakan
fungsi dari dua variabel x dan t, dimana x,t > 0. Maka dapat diinterpretasikan

sebagai berikut.
LeLe{f (0,00} = f(p,5) = [ ™ [ e7P* f(x, t)dlxdlt, (23)

dimana p, s merupakan bilangan kompleks (Dhunde dan Waghmare, 2013).

2.1.4 Transformasi Double Laplace pada Turunan Parsial
Berikut ini adalah beberapa definisi Transformasi double Laplace pada

turunan parsial yang dijelaskan di dalam jurnal (Dhunde, 2013, pp:22)

LeLe {22} = pf (,5) = F(0,5) (2.5)

Ll {2522} = 0f (0,5) - F(0,5) (2.6)
Leby {ZZE0) = 2 (p,5) = pf(0,5) — £(0,5) (2.7)
Leb {22 = 52 (p, 5) — 5£(0,9) = £3(0,5) (2.8)

(Dhunde dan Waghmare, 2013)



2.1.5 Sifat-sifat Dasar Transformasi Double Laplace
Adapun beberapa sifat dasar Transformasi Double Laplace antara lain:

Tabel 2.2 Sifat-sifat dasar Transformasi Double Laplace (Debnath, 2016, pp:230)

A Ly[e” ™" f(x,y)] = fl(P +a,q+b),
_ _ 1=\ _(q

) Lo = [ @)g®) = 7 (5) 3 ;)

a>0b>0

1._ 1_
C Ly[f ()] = Ef(p).Lz [f(0)] = Ef(q)

1 _ _
D L[f(x +y)] = m[f(?) — f(@)]
1
Ly[f(x —y)] = P+ ,untuk f genap
E
= oo @) + F@)untuk £ ganjil

F L[f()H(x —y)] = [f(P) fo+ )]
G Ly[f(OH(x = y)] =~ [f(p +q)]
H L[f()H(x +y)] = [f )]
I LZ[H(x—y)]=p(p+q),denganf(x)=1

ou _ _ . =
L, [a] = pu(p, q) — u,(q),di mana u(p, q)

= Ly[u(x,y)],dan ;(q) = L[u(0,y)].

Ju

“ Lz [ﬁ] = qii(p,q) — Uz(p), di mana @, (p) = Lu(x, 0)]

PE _ - - :
Lz [a_;] = p2U(p, q) — pi1(q) — u3(q), di mana

t3(p) = Ly[u(0,y)]

M L, [Z; ] = q*u(p, q) — qii,(p) — U (p), di mana
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,(p) = L[y (x, 0)]

a2 = _ _ .
L, [ax;y] = pqu(p,q) — qu;(q) — puz(p) + u(0,0), di mana

Llu,(x, 0)] = pii,(p) — u(0,0)

Teorema 2.2

Jika L,[f (x, )] = f(p,q) laly,
Ly[f(x =&y = mIHIf(x = &y —m] = e P71 f (p, ), (2.30)
Dimana H(x,y) adalah Hevaviside unit step fuction yang didefinisikan sebagai
H(x —a,y —b) = 1 ketika x > a dan y > b kemudian H(x — a,y — b) dimana

x <adany <b.

Teorema 2.3
Jika f (x, y) adalah fungsi periodik dari periode a dan, (yang kemudian f(x +

q,y + b) = f(x,y) untuk setiap x dan y), dan jika L,{f (x, y)} ada, maka

a rb
Lo{f(x,y)| = [a — e-pa-ab]-1 f j eP*Y £(x, y)dxdy
0 0

Hal ini membuktikan bahwa teorema dari Transformasi Double Laplace adalah

fungsi periodik.

2.1.6 Persamaan Klein Gordon
Pada penelitian ini akan dianalisis penerapan metode transformasi double
laplace dalam menentukan solusi analitik persamaan diferensial parsial, yaitu
persamaan dengan persamaan Klein-Gordon. Metode ini penulis akan menentukan

solusi analitik dari persamaaan diferensial parsial yang digunakan. Persamaan
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yang akan diteliti dalam penelitian kali ini adalah persamaan klien gordon yang
ditulis dalam jurnal (Sema, 2011).
Upe — Uy + U% = —xcost + x2cos?t

Kondisi awal

u(x,0) = xdan u;(x,0) =0
Kondisi batas

u(0,t) = 0 dan u,(0,t) = cost
Dijelas kan juga dalam artikel tersebut bahwa salah-satu aspek yang penting dari
suatu persamaan diferensial parsial yang terjadi dalam matematika terapan adalah
yang terkait dengan Klein-Gordon. Persamaan Klein-Gordon memainkan peranan
penting dalam fisika matematika, fisika plasma, dinamika fluida dan kinetika

kimia.

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran/Hadits

Sebagai mahkluk yang dikaruniai akal oleh Allah Swt, manusia
menjadikan atau memposisikan dirinya sebagai mahkluk yang sempurna
dibandingkan dengan mahkluk-makhluk lainnya. Sehingga dengan akal itu
manusia seringkali memperoleh, memperdalam dan mencari suatu solusi dari
suatu masalah di kehidupannya. Dalam kehidupan sehari-hari banyak sekali
permasalahan yang harus dihadapi manusia. Demikian juga dalam ilmu
matematika, khususnya dalam bidang terapan permasalahan seringkali dimisalkan
menjadi persamaan parsial yang harus diselesaikan atau dicari solusi analitiknya.

Dalam islam dapat dipelajari juga bahwasannya manusia dituntut harus dapat
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menyelesaikan berbagai macam persoalan tentunya dengan berbagai cara atau

metode. Allah SWT berfirman dalam QS. Yusuf ayat 67, yang artinya:
o8 5 - i 1y oa~ B g ot PN _ ¢ PP oA
A OV eocd B 1 G5 G 18l U B8 QI 2 B35 o5 6 2 B Y g JUg
O3lEd Sl oles B0 e 4 )

“Wahai anak-anakku! Janganlah kamu masuk dari satu pintu gerbang, dan
masuklah dari pintu-pintu gerbang yang berbeda. Namun demikian aku tidak
dapat mempertahankan kamu sedikitpun dari Allah. Keputusan hanya milik Allah.
Kepada-Nya aku bertawakal dan bertawakallah orang-orang yang bertawakal. *
(QS. Yusuf [12]:67)

Penjelasan uraian ayat di atas ditafsirkan bahwa ayat tersebut turun ketika
putra-putra Nabi Ya’kub A.s. telah diberi izin untuk pergi ke Kota Mesir,
meskipun keadaan hati Nabi Ya’kub A.s. pada saat itu merasakan sesuatu yang
sulit. Namun demi keselamatan putra-putranya, Nabi Ya’kub A.s. menasihati
putra-putranya supaya memasuki pintu Kota Mesir secara berbeda-beda agar
terhindar dari bahaya yang tidak diinginkan (Jabir,2009).

Uraian di atas menjelaskan bahwasannya dari berbagai macam persoalan
atau masalah dapat dicari solusinya dengan berbagai macam metode. Sama halnya
dalam ilmu matematika terdapat berbagai macam metode untuk mencari solusi
dari suatu masalah. Terlebih khusus dalam bidang terapan metode analitik
memberikan solusi eksak dari suatu permasalahan, sedangkan metode numerik
memberikan solusi hampiran. Dalam penelitian ini penulis menggunakan metode
Transformasi Double Laplace dengan harapan dapat menemukan solusi eksak
untuk persamaan Klein Gordon. Perlu diketahui bahwa dalam menentukan solusi
di dalam matematika tidaklah muda, tetapi bukan menjadi sebab untuk tidak dapat
dipecahkan. Dalam hal ini, sesuai dengan firman Allah SWT:

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan(Q.S. Al -Insyroh
[94]:5)
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Penjelasan uraian di atas terlihat jelas bahwasannya dalam kondisi masalah
sesulit apapun pasti ada solusinya. Dalam penjelasan yang lain bahwa Nabi
pernah bersabada:

“Tidak ada satu pun musibah yang menimpa atas diri seorang Muslim baik kepenatan,
sakit kronis, kerisauan, kesedihan, kesakitan, dan kemurungan apa pun, sehingga duri
mengenai badannya, melainkan menjadi khafaroh baginya atas dosa-dosanya.” (HR.
Muslim Bukhori)

Disebutkan dari hadist di atas merupakan ujian-ujian manusia di dunia.
Bahwasannya seberat apapun ujian yang menimpa tak lain ialah sebagai

penghapus dosa bagi manusia untuk mencapai kebahagian akhirat.

2.3  Kajian Topik Dengan Teori Pendukung

Pada sub bab ini akan dijelaskan sedikit cara atau langkah-langkah dari
metode Transformasi Double Laplace pada Persamaan Klein Gordon. Dimana
diawali dengan analis awal perasaaman Klein Gordon yakni:

Upe — Uyy + U2 = —xcCOSt + x%cOS?t (2.3.1)
Dengan menggunakan batas-batas.
Kondisi awal

u(x,0) =x,u(x,0) =0 (2.3.2)
Kondisi batas

u(0,t) = 0, u,(0,t) = cost (2.3.3)
Langkah selanjutnya yakni mentransformasikan batas awal dan kondisi batas
dengan menggunakan definisi (2.14). Sehingga diperoleh solusi atau persamaan

yang lebih sederhana.
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Persamaan Klein Gordon akan ditransformasikan dengan menggunakan definisi
sebagai berikut:

LeLo{fix (x, )} = p*f (0, 5) = pf (0,5) = £(0,5)
Langkah terakhir yakni melakukan invers pada persamaan Klein Gordon sehingga

akan diketahui solusi dari persamaan tersebut.



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1  Jenis Penelitian
Penelitian ini bersifat kualitatif dengan melakukan studi literatur, yakni
dengan mengkaji referensi dan buku-buku yang berkaitan dengan penelitian
tersebut, sehingga akan ditemukannya solusi analitik.
3.2 PraPenelitian
Penelitian ini diawali dengan mempelajari dan mengkaji dari beberapa
artikel atau jurnal yang berkaitan dengan pokok penelitian.
3.3  Tahapan Penelitian
Adapun tahapan penelitian yang digunakan penulis pada penelitian ini
secara rinci dijabarkan sebagai berikut.
1.  Menganalisi persamaan klien gordon.
2. Mentransformasikan persamaan klein gordon dengan menggunakan
metode transformasi double laplace.
3. Menggunakan sifat-sifat transformasi double laplace pada persamaan klein
gordon.

4.  Menginverskan persamaan klein gordon.
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BAB IV

PEMBAHASAN

4.1  Mengidentifikasi Persamamaan Klien Gordon
Pada bab ini penulis akan menjelaskan bagaimana menerapkan metode
transformasi double laplace pada persamaan Klien Gordon. Langkah awal ialah

pengamsusian persamaan klein Gordon sebagai berikut:

Uy — Uy + U2 = —xcost + x? cos? t 4.1)
Dengan nilai awal  u(x,0) = x 4.2)
u:(x,0)=0 (4.3)

dan kondisi batas u(0,t) =0 (4.4)
u,(0,t) =cost (4.5)

Mentransformasikan nilai awal dan kondisi batas menggunakan definisi (2.3)

Lth{u(x, O)} = a(p' O)

=j e‘s'of e P* xdxdt
0 0

=j e‘s'odtj e P* xdx
0 0

[0/0)
=f e P xdx
0

Nilai integral f0°° e "P* xdx akan ditentukan menggunakan metode integral parsial

dengan memisalkan:
u = xdandu = dx

Ekuivalen dengan

_e~bx

dv = e P*danv =

20
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Sehingga didapatkan:

«© —xe P* 1
f xe Prdx = + - fe‘pxdx
0 p

p
Selanjutnya misalkan u = —px maka Z—Zz —p atau dx = —% du
*© —xe PX 1 1
f xe PXdx = +—J——e”du
0 p p p
© —xe P 1
j xe PXdx = — _2J e*du
0 p p
o —xe PX 1 @
f xe‘pxdx—| - = u
0 p p 0
o —xe PX 1 @
fxe pxdx—| - et
0 p p 0
j xe PXdx = ——|xe PX 4 — e7PX
0

Sehingga hasil L, L, {u(x, 0)} = pi (4.6)
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LeLy{uc(x,0)} = . (p, 0)

= [e™s0 [ " e P*.(0) dxdt

=0 (4.7)
LeL{u(0,6)} = @(0,s)

= ["et.(0) [ e PO dxdt

=0 (4.8)

LeLy{u(0,8)} = u,(0,¢)

[oe]
f e‘”f e PO cos t dxdt
0

oo

[oe]
f e~st costdtf e PO dx
0 0

[oe]
f e Stcos tdt
0

Nilai integral f0°° e St cos t dt ditentukan menggunakan metode integral parsial
dengan memisalkan
u = costdandv = e 5t

Ekuivalen dengan

du = —sintdanv = —

Sehingga didapatkan persamaan sebagai berikut:

fudv:uv—fvdu

0 —e—St —eSt
J e Stcostdt = cost—J —sintdt
0 s s

_p—St
Selanjutnya nilai integral [ “’T — sin t dt ditentukan menggunakan metode

integral parsial dengan memisalkan



—st

u = —sintdandv =

Ekuivalen dengan

—st

e
du = —costdanv = —

Sehingga didapatkan persamaan:

o —e Stcost [—e Stsint —e Stcost
eStcostdt = - - dt
0

s s2 52

® —eSfcost  (—e 'sint 1 [ _
e Stcostdt = — > +—= e Stcost dt
0 s s s

[ee)

e Stsint —se Stcos t
sz + 1

j e Stcostdt =
0

f e Stcostdt = (0 — (sin0 — s.cos 0))
0

s2 +1

—st —
Jo e Stcostdt = o (s)
jo e Stcostdt = T
Sehingga didapatkan L,L,{u,(0,t)} = =—— (4.9)

sz +1

23



24

Mengaplikasikan transformasi double laplace pada persamaan Kklein
gordon. Akan ditunjukkan persamaan klien gordon sebagai berikut:
Uy — Uy + U2 = —xcost + x2% cost t
Akan digunakan definisi (2.3) pada persamaan klien gordon sehingga didapatkan
persamaan sebagai berikut:
LeLy(uge) — LeLy (Uyy) + LeLy(u?) = LiL,(—xcost) + L¢L,(x?*cos?t)
Akan digunakan definisi (2.8) pada persamaan u,; sehingga:
LeLy(ue) = s*u(p, s) — st(p, 0) — . (p, 0)
Akan digunakan definisi (2.7) pada persamaan —U,, sehingga:
— LeLy(Uxy) = — p*u(p, s) + pu(0,s) + (0, 5)
Akan digunakan definisi (2.3) pada persamaan u? sehingga:
L:L {u*(x,t)}
Akan digunakan definisi (2.3) pada persamaan —x cos t sehingga:
L,L{(—xcost)}
Akan digunakan definisi (2.3) pada persamaan x2 cos* t sehingga:
L,L{x%cos? t}.
Selanjutnya dari uraian diatas didapatkan persamaan baru sebagai berikut:
s*u(p,s) — su(p, 0) — u:(p,0) — p*u(p, s) + pu(0,s) + u(0,s)
+ L, L{u?(x,t)} = L, L {(—x cost)} + L, L {x*cos? t}

Dapat diperhatikan dari persamaan L, L.{(—x cos t)} sebagai berikut:

L:L{f(x,t)} = Jooe_“ fooe‘pr(x, t) dxdt
0 0

LyLi{(—xcost)} =f e‘“f e P* (—xcost)dxdt
0 0



= _f e~st (cost)f e P (x)dxdt
0 0

o

dt

0

@ x 1
= —f e St (cost) ’—e‘px +—eP*
0 p p

«© 1
= — f e St (cost) (—2> dt
0 p
1 [o.0]
= __zf e St (cost) dt
p=Jo

1
= — F L:(cost)

1 S
p2'52+12

Sehingga diperoleh:
s*u(p,s) — sti(p,0) — u,(p,0) — p*u(p,s) + pu(0,s) + u,(0,s)

+ Ly L{u?(x,t)} = L, L {(—x cost)} + L,L.{x?*cos? t}

s?u(p, s) — stu(p,0) — u.(p, 0) — p2u(p, s) + pu(0,s) + u,(0,s)
LyLe{u? _ (L s L L fx2cos?

+ LyLe{u®(x, 0)} = — ?m + L, L:{x*cos* t}
s?tu(p, s) — st(p,0) — u,(p, 0) — p*u(p,s) + pu(0,s) + i, (0,s)

1 S 2 2 2
+ (?m) = L, L {x*cos® t} — L, L{u*(x,t)}

S 1 S
2 =3
sc+1 p= s-+1

2 _ p2)i(p, ) — S.z— 0+ 0
(s —p9)ulp,s) s.p2 +0+

= L, L{x?cos?® t} — L, L, {u*(x,t)}

25



26

pis N s
p?(s?+1) p?(s?+1)

s
(s* —p?Hulp,s) — F +

= L, L{x?cos? t} — L,L,{u*(x,t)}

s(s?+1) N pis N S
p?(s?2+1) p?(s?+1) p?(s?+1)

(52 - pZ)a(p’ S) -

= L, L{x?cos? t} — L,L,{u*(x,t)}

(—s®—s+p’s+s)

(s> = pHulp,s) + = LyLi{x*cos?® t} — LyL {u®(x, t)}

p*(s*+1)
2. _ 3
(5% = PP, ) + 53 = Lelelie0s? 1) = Lyl (2, 0)
(s —pHu(p,s) — M = L, L {x?*cos?®t} — L, L{u®(x,t)}
p b, p2(52+1)_ x=t xHt )

(2 = PP, 9) ~ gy = Labelxieostt —ut(x, 0}

u(p,s) = ;L L{x%cos?t —u?(x,t)} + __°
(s2—p2) ™ p*(s2+1)

_ s
WP = @ D T D)

L L {x%cos?t —u?(x,t)}

4.2  Menerapkan Invers Transformasi Double Laplace
u(x,t) =L, 'L, Ma(p, s)

S
22+ D) | 2= p?)

u(x, t) = L, 'Lt [ L,L{x%cos?t — u?(x, t)}]

1 S
_ -1 -1
u(x,t) = L, {—pz}.Lt {52 n 1}
+ L, 'Lt ;L Le{x%cos? t — u?(x,t)}
x Lt 2 —p7) tx“cos u“(x,

u(x,t) =x.cost + L, 'L, ! [ L,L{x?cos®t — u?(x, t)}]

_
(s2—p?)
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4.3 Metode Iterative untuk Menemukan Solusi Eksak

1. - 1
Lx lLt 1 [(STPZ)Lth{XZCOSZ t— uz(x, t)}

u(x, t) = 200 u; (x,t)

o uy(x,t) =x.cost

o u(x,t)= Lx_lLt_l[ L, L {x?cos?®t — uy?(x, t)}]

(s2-p?)

. 1
=L, 'L, 1[—(52_

e L,L{x*cos®t — (x.cos t)z}]

=L, [( — L Lt{O}]
=0

o w0 =L L g Laeke (o +w)? — wo?)]

1
_ -1 -1
= bl [<52—p2>

LyLe{ug® + uouy +uy® — uoz}]
=0

Sehingga didapatkan solusi sebagai berikut:

u(x,t) = x.cost + L, "L, [L,L{x?cos?® t — u?(x,t)}]

=x.cost+0

= x.cost

4.4 Pembuktian x cos t merupakan Solusi Persamaan Klien Gordon
Berdasarkan pembahasan di atas, telah didapatkan solusi analitik dari
persamaan klien gordon menggunakan metode transformasi double laplace. Solusi

analitik dari persamaan klien gordon U, — U,, + U? = —xcost + x? cos® t
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pada kondisi awal u(x,0) =x, u,(x,0) =0 da kondisi batas u(0,t) =0,
u,(0,t) = cost adalah:
u(x,t) = x.cost.

Agar solusi yang didapatkan dinyatakan benar, perlu dilakukan
pembuktian yaitu dengan mensubstitusikan hasil analitiknya ke dalam persamaan
awal menjadi

Uy — Uy + U2 = —xcost+ x% cos?t
Dimana;

U(x,t) = xcost

U, =—xsint

Uyt =—xcost
U, = cost
Uy = 0.

Sehingga menjadi persamaan sebagai berikut:
Uy — Uy + U2 = —xcost— 0+ (x cos t)?
Ut — Uy + U2 = —xcost + x? cos? t.
Berdasarkan pembuktian di atas dapat disimpulkan bahwa solusi analitik
dari penyelesaian persamaan klien gordon dengan menggunakan metode

transformasi double Laplace dikatakan benar.
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PENUTUP

51  Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa solusi eksak
dari persamaan klien gordon bisa didapatkan dengan menggunakan metode
transformasi double laplace. Namun, metode tersebut memiliki kelemahan saat
mencari invers dari persamaan klien gordon. Oleh karena itu dibutuhkan metode
iterative agar mempermudah mendapatkan hasil invers dari persamaan klein
gordon. Adapun solusi eksak dari persamaan klien gordon dengan menggunakan
metode transformasi double laplace yaitu sebagai berikut:
Upe — Uyy + U2 = —xcOSt + x2cos?t
Dengan nilai awal u(x,0) = x, u;(x,0) = 0

Dan kondisis batas u(0,t) = 0,u,(0,t) = cos t,adalah u(x,t) = x.cost

52  Saran
Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat menyelesaikan persamaan
diferensial parsial lainnya dengan menggunakan metode transformasi double

Laplace.
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