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ABSTRAK

Maftuhah, Siti. 2022. Penyelesaian Sistem Persamaan Hukum Laju Reaksi dengan
Metode Transformasi Differensial. Tugas akhir/skripsi. Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Dr. Heni Widayani, M.Si. (II) Ari Kusumastuti,
M.Pd., M.Si.

Kata kunci: persamaan hukum laju reaksi, metode transformasi differensial

Penelitian ini difokuskan pada penyelesaian persamaan hukum laju reaksi dengan
metode transformasi differensial. Persamaan hukum laju reaksi mendeskripsikan masalah
reaksi kimia dari konsentasi suatu reaktan yang menghasilkan suatu produk. Metode
transformasi diferensial merupakan suatu metode numerik semi-analitik yang dapat
memberikan solusi pendekatan dalam bentuk deret karena metode tersebut diperoleh dari
pengembangan ekspansi deret Taylor. Dengan bantuan sofiware Maple diperoleh
perbandingan plot solusi y;(t),y, (t)dan y3(t), plot solusi tersebut dapat diamati bahwa
perbedaan hasil komputasi antara metode Runge-kutta dan transformasi diferensial
tergantung dari orde k-nya. Kurva dari metode transformasi differensial semakin
mendekati pada kurva metode Runge-kutta pada nilai k tertentu untuk masing-masing
y1(t),y, (t)dany;(t). Kesimpulan dari penelitian ini adalah penerapan metode
transformasi differensial telah berhasil dilakukan pada kasus sistem persamaan
differensial biasa. Untuk penelitian selanjutnya, peneliti menyarankan agar penelitian
berikutnya menerapkan metode transformasi differensial pada kasus dan nilai awal yang
lebih variatif.
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ABSTRACT

Maftuhah, Siti. 2022. The Solution of the System of Equations of the Law of Reaction
Rateswith the Differential Transformation Method. thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (I) Dr. Heni Widayani, M.Sc. (II)
Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Sc.

Keywords: rate law equation, differential transformation method

This research is focused on solving the rate law equation by using the differential
transformation method. The rate law equation describes the chemical reaction problem
from the concentration of a reactant that produces a product. The differential
transformation method is a semi-analytic numerical method that can provide approximate
solutions in the form of a series because the method is obtained from the expansion of the
Taylor series expansion. With the help of Maple software, a comparison of the solution
plots of y,(t),y, (t)andyz(t), can be observed that the difference in computational
results between the Runge-kutta method and the differential transformation depends on
the order of k. The curve of the differential transformation method is getting closer to the
curve of the Runge-kutta method at a certain value of k for each y,(t), y, (t)andy;(t).
The conclusion of this research is that the application of the differential transformation
method has been successfully carried out in the case of a system of ordinary differential
equations. For further research, the researcher suggests that the next research applies the
method of differential transformation in cases and initial values that are more varied.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Untuk mempermudah mengamati suatu fenomena maka suatu masalah
yang terjadi umumnya dimodelkan dengan menggunakan persamaan differensial.
Salah satu persamaan yang sering digunakan sebagai model adalah persamaan
diferensial biasa. Suatu fenomena atau masalah yang terjadi memiliki beberapa
faktor penyebab yang saling berkaitan satu sama lain. Ketika faktor—faktor ini
saling berinteraksi satu sama lain, umumnya nilai masing—masing faktor inipun
dapat berubah—ubah mengikuti suatu pola yang dapat diidentifikasi ataupun tidak.
Karena keterkaitan interaksi antar faktor—faktor ini membentuk suatu sistem,
maka sistem persamaan diferensial biasa akan memberikan pendekatan yang lebih
baik dan kompleks pada penelitian. Pada dasarnya model dari suatu fenomena
yang terjadi pada dunia nyata memiliki bentuk yang kompleks, sehingga
diperlukan metode—metode tertentu untuk menyelesaikan model tersebut, sebagai
contoh yaitu metode dekomposisi adomian, iterasi variasi, analisis homotopi, dan
perturbasi homotopi. Namun metode-metode ini memerlukan banyak batasan
serta memiliki banyak syarat yang harus dipenuhi supaya konvergen. Salah satu
metode yang menawarkan pendekatan solusi yang cukup baik dengan sedikit
batasan serta proses komputasi yang efektif adalah metode transformasi
diferensial (Khatib, 2016).

Metode transformasi diferensial pertama kali diperkenalkan oleh Zhou

(1986) pada penyelesaian persamaan linear dan nonlinear sirkuit listrik.Metode



transformasi  diferensial adalah metode semi numerik-analitik yang
diformulasikan dari deret Taylor. Walaupun metode ini merupakan
pengembangan lanjut dari deret Taylor, tetapi metode ini sangat jauh berbeda dari
metode deret Taylor lama orde tinggi. Pada metode deret Taylor lama orde tinggi
diperlukan perbandingan antara turunan yang diperlukan dengan fungsi data. Hal
ini menyebabkan metode tersebut memerlukan waktu yang cukup lama untuk
menyelesaikan suatu persamaan. Sedangkan metode transformasi diferensial
memungkinkan untuk memberikan solusi dengan keakuratan tinggi atau solusi
eksak persamaan diferensial yang diteliti (Abazari, 2010). Tanpa proses
linearisasi, komputasi pada metode ini dapat berjalan secara efektif dan efisien
serta menghindari error pada pembulatan solusi yang diperoleh (Kangalgil, 2013).

Karena kemudahan dan keefektifan metode ini dalam menyelesaikan
berbagai masalah persamaan diferensial, maka pembahasan aplikasi metode
inipun semakin meluas. Pada pembahasan masalah nilai Eigen, Chen dan Ho
(1996) menggunakan metode ini untuk mengkalkulasi nilai Eigen dan fungsi
eigen pada persamaan Sturm-Lioville. Untuk masalah nilai awal, Jang dan Chen
(2000) menggunakan metode ini untuk memperoleh solusi aproksimasi dari
masalah nilai awal linear dan nonlinear. Kemudian pada sistem persamaan
diferensial, Ayaz (2004) juga menggunakan metode transformasi diferensial untuk
menyelesaikan sistem persaman diferensial.

Penelitian—penelitian yang telah dilakukan sebelumya membuktikan
bahwa para akademisi peneliti berupaya untuk berinovasi dalam memperoleh
pendekatan solusi yang terbaik, karena segala sesuatu selalu terjadi dengan ukuran

tertentu. Hal ini sesuai dengan Qur’an surat Al Furqan ayat 2 :



Artinya. ‘Yang memzllkl kera]aan langit dan bumi, tidak mempunyai anak, tidak
ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan(-Nya), dan Dia menciptakan segala
sesuatu, lalu menetapkan ukuran-ukurannya dengan tepat.”

Menurut Quraish Shihab (2017) pada tafsir Al-Mishbah, Allah telah menciptakan
segala sesuatu dan memberikan ukuran beserta aturan yang sangat cermat kepada
masing—masing berupa rahasia—rahasia yang dapat menjamin keberlangsungan
tugasnya secara sistematis. [lmu pengetahuan modern menyatakan bahwa semua
makhluk dari sisi kejadian dan perkembangan yang berbeda—beda, berjalan sesuai
dengan sistem dan takaran tertentu.

Sistem persamaan diferensial biasa yang diperoleh dari masalah laju
reaksi dibahas oleh Robertson (1965) Solusi berbentuk deret pangkat dari sistem
ini dikaji oleh Dogan Kaya (2004) menggunakan metode dekomposisi Adomian.
Pada penelitian ini, sistem persamaan diferensial biasa akan diselesaikan
menggunakan metode transformasi diferensial. Salah satu contoh sistem

persamaan diferensial biasa yang diselesaikan serupa dengan yang dikaji oleh

Dogan Kaya (2004) namun menggunakan metode yang berbeda.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasakan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah
dalam penelitian ini adalah “Bagaimana penyelesaian sistem persamaan

diferensial biasa menggunakan metode transformasi differensial?”



1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk menyelesaikan sistem persamaan

diferensial biasa menggunakan metode transformasi differensial.

1.4 Batasan Masalah

Penelitian ini dibatasi pada penyelesaian sistem persamaan diferensial

biasa yang memodelkan laju reaksi serupa dengan kajian pada Dogan Kaya

(2004)berikut :
dy(t
ydl—t() = —kyy1(t) + k22 (D) ys (D),
dy,(t
}’;t( ) = k3y1(t) — kay2 ()3 (t) — ksys (D),
dy,(t
50 - keyzo)

dimanak, k,, k3, k4, ks dan kg adalah parameter konstan, dengan kondisi awal

sebagai berikut :
y1(0) =1,
y2(0) =0,
y3(0) =0

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah untuk memperoleh selesaian dari sistem
persamaan diferensial biasa menggunakan metode transformasi differensial serta
diharapkan dapat digunakan sebagai literatur untuk mengkaji penelitian

berikutnya.



1.6 Definisi Istilah

Mengutip dari Komaruddin (1994), definisi istilah adalah merupakan

pengertian yang lengkap tentang suatu istilah yang mencakup semua unsur yang

menjadi ciri utama istilah yang dijelaskan tersebut.

Definisi istilah bertujuan untuk menyamakan keragaman pemahaman

suatu istilah anatara peneliti dan pembaca sehingga menghindari kemungkinan

ketidak selarasan pemahaman suatu istilah pada penelitian ini yang membuat

penelitian ini dapat dengan mudah dipahami oleh pembaca. Untuk mempermudah

pemahaman pada penelitian ini, maka berikut ini adalah definisi—definisi istilah

yang digunakan :

1.

Smooth

Arti kata smooth dalam Bahasa Indonesia adalah lembut. Pengertian ini
jika dikorelasikan pada konteks pembahasan kurva yakni mendeskripsikan
bahwa suatu kurva yang smooth adalah kurva yang selalu memiliki nilai
pemetaan pada batasan tertentu dan umumnya dihasilkan oleh fungsi
kontinu, sehingga jika tiap titik nilai pemetaannya dihubungkan dengan
garis akan menghasilkan garis yang lembut dan tidak patah—patah.
Variabel dummy

Variabel dummy atau disebut juga variabel boneka adalah variabel
kategorikal yang digunakan untuk mengkuantitatifkan variabel yang
bersifat kualitatif dan diduga mempunyai pengaruh terhadap variabel
kontinu. Pada topik pembahasan regresi variabel ini muncul dengan nilai 1
atau 0 yang mana jika variabelnya bernilai 1 menunjukan keberadaan

atribut kualitatif sedangkan 0 tidak.



1.7 Sistematika Penulisan

Bab I

Bab II

Bab III

Bab IV

Bab V

Dalam penelitian ini, sistematika penulisan yang digunakan, yaitu :
Pendahuluan

Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat
penulisan, batasan masalah, metodologi penelitian, dan sistemtika
penulisan.

Kajian Pusataka

Kajian pustaka terdiri dari teori—teori yang menunjang topik penelitian
skripsi. Pada bagian ini terdiri dari penjelasan tentang hukum newton
kedua, hukum hooke, persamaan diferensial biasa, dan kajian al-Qur’an
yang berkaitan dengan penelitian ini.

Metode Penelitian

Bab ini memaparkan metode yang digunakan pada penelitian, jenis
penelitian dan tahapan penelitian yang tertulis dalam bentuk deskrtiptif.
Pembahasan

Pada pembahasan akan diuraikan tentang penurunan persamaan dalam
membentuk model sistem pegas dua derajat kebebasan, sesuai dengan
tahapan yang dipaparkan pada metode peneltian.

Penutup

Pada bagian penutup ini berisi kesimpulan dari penelitian yang telah

dilakukan dan saran untuk penelitian selanjutnya.
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TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Hukum Laju Reaksi

Laju reaksi adalah suatu kajian yang menunjukkan perubahan konsentrasi
reaktan atau produk per-satuan waktu. Jika terjadi suatu reaksi kimia yang
berlangsung dari arah reaktan ke produk maka laju reaksi mengkaji perbandingan
pengurangan reaktan dengan penambahan produk pada reaksi kimia tersebut
seiring dengan perubahan waktu. Pada umumnya laju reaksi didefinisikan sebagai

berikut

dt dt

d[reaktan] d[produk]
n

denganVsebagai laju reaksi. Tanda negatif pada turunan reaktan terhadap waktu
menunjukkan berkurangnya sejumlah reaktan terhadap waktu yang mana sama
dengan naiknya sejumlah produk terhadap waktu yang dikalikan sebanyak n.

Misalkan pada suatu laju reaksi hanya bergantung pada konsentrasi Adan
B, maka terdapat suatu faktor k yang berkolerasi terhadap konsentrasi A dan B
Maka hukum laju reaksi atau ekspresi laju didefinisikan dengan bentuk sebagai
berikut

V = k[A]*[B]

dengan[A] sebagai konsentrasi dari suatu unsur atau senyawa A dan begitu pula
dengan [B} yang merepresentasikan sebagai konsentrasi suatu unsur atau senyawa
B. Sedangkan a dan b menunjukkan orde reaksi pada unsur atau senyawa a dan b

secara berurutan. Faktor k dapat dinyatakan sebagai konstanta laju, laju spesifik



ataupun koefisien laju, namun pada kebanyakan literatur menggunakan istilah

konstanta laju untuk merepresentasikan k ini (Wilkins, 1991).

2.2 Sistem Hukum Laju Reaksi

Konsentrasi suatu reaktan pada system reaksi kimia diberikan bentuk
suatu himpunan persamaan diferensial orde satu yang mendefinsikan laju dari
perubahan konsentrasi terhadap waktu yang mana konsentrasinya dalam bentuk
fungsi, sehingga himpunan sistem persamaan diferensial tersebut dapat ditulis

sebagai berikut

dy; .
U fo0, =123k

. d . .
atau dalam bentuk vektor yaitu d—i = f(y). Ketika suatu sistem persamaan

menunjukkan sejumlah reaksi yang cepat sekaligus reaksi yang lambat, maka
integrasi maju pada persamaan ini menjadi rumit, yang mana masalah tersebut

diilustrasikan pada persamaan berikut

dy
ax Y

dimanay adalah vector dan A matrix. Ketika bagian negatif pada nilai Eigen
matrix A berkurang menuju nol untuk x yang besar dan secara eksplisit diberikan

bentuk berikut

y= z bie**v;

dengand;, v; merupakan nilai Eigen dan vector dari A, dan b; merupakan
konstanta sembarang. Hal ini mengakibatkan persamaan ini bersifat kaku atau
stiff, yang mana ketika suatu persamaan atau sistem persamaan dinyatakan kaku

maka persamaan atau sistem persamaan tersebut tidak stabil secara numerik, hal



ini menyebabkan solusi numerik yang diperoleh akan berubah secara signifikan
jika suatu kondisi tertentu dirubah, salah satunya dapat dikarenakan oleh

perubahan kondisi awal. Sehingga jika diberikan persamaan sebagai berikut

2= f0)+ 9 @
dengan transformasi sebagai berikut
y = et*u
menyebabkan persamaan (2.1) konvergen untuk p positif, namun menyebabkan
variabel u meningkat secara signifikan dan menyebabkan eror pada limit
intervalnya. Kemudian jika solusi aproksimasi pada persamaan (2.1) disubstitusi

konstanta k; dan k, berikut

dy
dx kif (y) + kpg(x). (22)
X
Untuk persamaan linear dengan fungsi gaya eksponen dapat diperoleh eror yang
relatif pada titik selanjutnya yang sama dengan aproksimasi awal dan jika
diasumsikan fungsi komplemen dari fungsi asli adalah nol pada x;. Untuk kasus
persamaan non-linier maka perlu dibuat persamaan yang sesuai dengan perbedaan
antara persamaan saat ini dan persamaan equilibrium, serta untuk menjamin
bahwa f(y) dan g(x) adalah nol dengan x — oo (Robertson, 1966).

Salah satu contoh kasus penerapan dari sistem persamaan hukum laju

reaksi dari Robertson adalah sistem persamaan pada jurnal Dogan Kaya (2004)

dyc;t(t) = —ky1y1 () + kv, (£)ys(t),
d

yéf 2 k3y1(t) = kay2(©)y3(t) — ksy3 (D), (2.3)
dy;(t)

== = key3(®),
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dimana kq, k,, k3, k4, ks, kg adalah  parameter kosntan (k; = 0.04,k, =
0.01, ks = 400,k, = 100, ks = 3000,ks = 30 dengan kondisi awal y,;(0) =
1,y,(0) = 0,dan y3(0) = 0. Sistem persamaan tersebut memodelkan bagaimana
perubahan konsentrasi y; terhadap waktu yang dipengaruhi oleh pengurangan
konsentrasi y; itu sendiri yang ditunjukkan dengan perkaliannya dengan tanda
minus dan perkaliannya dengan k; dan perkalian konsentrasi dari y, dan y3, lalu
untuk laju perubahan konsentrasi y, dipengaruhi oleh jumlah konsentrasi y; yang
dikurangi dengan konsentrasi y, dan ys;, sedangkan untuk laju perubahan
konsentrasi y; hanya dipengaruhi dengan perubahan konsentrasi y, saja. Sistem
persamaan ini dibahas pada jurnal Dogan Kaya (2004) yang diselesaikan dengan

implementasi dari metode dekomposisi Adomian.

2.3 Sistem Persamaan Diferensial Biasa

Matriks dan vektor mampu merepresentasikan sistem persamaan
diferensial biasa dengan lebih sederhana. Umumnya sistem PDB linier setidaknya
memuat dua PDB dengan dua fungsi yang tidak diketahui seperti y; (t) dan y,(t).
Suatu sistem linier PDB dengan orde ke-—n dengan n fungsiyang tidak diketahui

y1(t), ..., y(t) memiliki bentuk sebagai berikut

Vi =0a11Y1 + a2y + o+ Ay

Y2 = Q211 + A2Y2 + -+ Ay
2.4)

Yr,l = an1Y1 t ap2Y2 + -+ AGundn
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Turunan dari matriks (atau vektor) dengan variabelnya (atau

komponennya) diperoleh dari penurunan tiap komponen, maka jika Y(t) =

y1(t) vy V1] [-2e7%
ol [sm(t)] maka ¥'(8) =) )| = | cos(o) |

Misalkan terdapat sistem PDB sebagai berikut

Y1 = a11y1 + a1y, ® —5y; + 2y,

, 1 (2.5)
Y2 = Qz1Y1 + azy, = 13y, + E}’z

Maka dapat ditulis kembali persamaan (2.5) dalam bentuk matriks

Y = }’%] — Ay = [a11 a12] [)’1]

2 az1  Az2l1Y2
[—5 2
V1
"= 1
Y 13 = }’2]

Transpos adalah operasi matriks yang mengganti lokasi tiap elemen pada
baris dan kolom matriks, yang mana elemen pada baris suatu matriks berubah
posisi menjadi elemen kolom matriks dan elemen kolom menjadi elemen baris
pada matriks. Operasi transpos ini sering dinotasikan dengan T. Jika A adalah

matriks ukuran 2 X 2 dengan elemen sebagai berikut :
‘111 a12] > %
a21 az2 = (2.6)
2
Lalu dioperasikan dengan operasi T, maka diperoleh persamaan baru sebagai

berikut :

AT_[an a21]_ = 113
T lag; axl T2 > (2.7

Jika suatu vektor kolom dengan elemen berikut
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v= [172] (2.8)
kemudian dioperasikan dengan operasi T, maka akan menghasilkan vektor baru

yaitu vektor baris seperti berikut

vi=[ Vel (2.9)

Jika diberikan matriks A dan B dengan ukuran n X n sedemikian hingga
AB = BA = I, maka matriks A disebut matriks nonsingular dan matriks B disebut
invers dari A yang dinotasikan dengan A~1, yang mana invers dari matriks A

dapat diperoleh dengan rumus berikut

A1 = 1 [azz —a12]
A110z2 — Q1201 921 Q11 (2.10)
dengan A110272 — Aq12021 = detA
Misalkan A = [a;)] dengan ukuran n X n, maka persamaan
Ax = Ax (2.11)

Dengan A merupakan skalar (bilangan riil atau kompleks) dan x adalah vektor
yang dicari. Untuk setiap A dengan solusi x = 0 sedemikan hingga 4 memenuhi
suatu vektor x # Omaka Atersebut merupakannilai Eigen, dan bentuk vektornya
disebut sebagai vektor eigen.
Dari persamaan (2.11) tersebut diperoleh Ax — Ax = 0 maka dapat
ditulis kembali menjadi
A-ADx=0 (2.12)
Pada persamaan ini untuk mendapatkan solusi x # 0 maka matriks A —

Al harus sama dengan 0, maka penjabaran persamaan (2.9) adalah sebagai berikut
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P |
Az Gy —AllX2 0 (2.13)
atau dapat ditulis seperti berikut
(@11 — Dx1 + agx; =0
(2.14)
az1%1 + (azz = Dx; =0

karena matriks A — Al singular jika determinan dari det(4 — AI) adalah Oatau

disebut sebagai determinan karakteristik dari A. Maka diperoleh

a;; — A a»
det(4 — AI) =
et( ) azi ayp — A
= (a1 — Mazz — 1) — asza5, (2.15)

= 2% — (a11 + az)A + ay1a5; — a0, =0

Persamaan kuadrat pada A pada (2.12) disebut sebagai persamaan karakteristik
dari matriks A yang solusinya adalah nilai Eigen dari A, dan A, dari A(Kreyszig,

2011).

24 Deret Taylor

Pada dasarnya deret Taylor menghasilkan rata—rata untuk memprediksi
nilai suatu fungsi pada suatu titik dan turunannya pada titik lainnya. Teorema
Taylor ini menyatakan bahwa setiap fungsi yang smooth (mulus) dapat
diaproksimasikan dengan polinomial.

Jika suatu fungsi f dan turunan ke n + 1 kontinu pada interval yang

memuat x, dan x, maka nilai dari fungsi f pada x didefinisikan sebagai berikut
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@ (y
F) = FOxo) + £ D (o) (x — x) + fz—(,())(x — Xo)?
- ' - (2.16)
X X
+f3—(|0)(x—xo)3 + ---+fk—('0)(x—x0)" + Ry
dengan sisa R, yang didefinisikan sebagai berikut
*(x —p)¥
Re= | S 0@ ap @17
X0 :

dimana p adalah variabel dummy. Persamaan (2.16) disebut sebagai formula
Taylor. Kemudian f®(x,) menotasikan turunan ke-k fungsi fpada x = x,.
Kemudian untuk notasi f(®(x,) menotasikan bentuk f(x,). Jika sisa Ry
dihilangkan, maka ruas kanan pada (2.16) merupakan pendekatan fungsi f(x)
dengan aproksimasi polinomial Taylor.

Persamaan (2.17) adalah bentuk integral dari sisa yang diekspresikan.
Formulasi alternatif sisa tersebut dapat diperoleh dari penurunan teorema nilai rata

- rata integral.

Teorema 2.1 Jika suatu fungsi g kontinu dan dapat diintegralkan pada interval

yang memuat xydan x, maka terdapat satu titik ¢ diantara x; dan x

[ 9w ap = g - x0 218

sehingga teorema ini menyatakan bahwa integral tersebut direpresentasikan
dengan nilai rata—rata untuk fungsi g(¢) dikalikan panjang interval x — x,, karena
nilai rata—rata harus berada diantara nilai minimun dan maksimum pada interval
sehingga terdapat suatu titik x = ¢ yang mana fungsinya memberikan nilai rata—

rata.
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Teorema 2.2 Jika suatu fungsi g dan h kontinu dan dapat diintegralkan pada
interval yang memuat xydan x, dan h tidak merubah tanda pada interval, maka

ada suatu titik ¢ diantara x, dan x sedemikian hingga

| 90 rwyap = 9© | nw ap 2.19)

Xo

Jika h(p) = 1 maka persamaan (2.18) dan persamaan (2.19) ekuivalen.
Teorema tersebut dapat diaplikasikan pada persamaan Persamaan (2.17)

dengan

—_ )k
9@) = F40p) A =S

dengant bervariasi dari x, hingga x, h(p) kontinu dan tidak berubah tanda.
Sehingga, jika f™+D(p) kontinu, maka teorema nilai rata—rata integral berlaku

dan

FEDE)
~k+ D)

Persamaan (2.20) disebut sebagai turunan atau bentuk Lagrange sisa (Chapra,

Ry (x — xo)k*1, (2.20)

2010).
Maka bentuk sigma dari aproksimasi polinomial Taylor fungsi f adalah
NIARED
o) = Y L2 - )t
k=0 (2.21)

f(z)(xo)
2!

= FOxp) + P () (x — x9) + (x = x9)% + -+
2.5 Metode Transformasi Differensial

Sejak dua dekade akhir ini persamaan diferensial stiff (kaku)telah
dipelajari lebih lanjut dengan beragam penerapan metode untuk memperoleh

solusi pendekatannya (Shaikh, 2019). Jika suatu solusi dari sistem memiliki
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komponen yang mengalami perubahan terhadap laju yang berbeda secara
signifikan dengan variabel independent yang diberikan, maka sistem tersebut
bersifat kaku (Idrees, 2013). Pada kasus persamaan diferensial linier, sifat
kekakuan dari persamaan tersebut disebabkan oleh nilai Eigen yang dimiliki
sangat kecil (Shaikh, 2019). Persaamaan bersifat stiff umumnya ditemukan pada
sirkuit listrik, mekanik, meteorology, oseanografi dan getaran. Pada tiga decade
akhir ini berbagai macam penelitian telah dilakukan dengan fokus pengembangan
metode lebih lanjut yang efisien. Kasusnya semakin rumit ketika meneliti sistem
persamaan kaku yang tak-linier (Idrees, 2013).

Metode transformasi differensial (DTM) merupakan teknik semi
numerik-analitik yang memberikan solusi dalam bentuk deret dan merupakan
pengembangkan dari deret Taylor yang dikenalkan pertama kali oleh Zhou pada
penelitiannya tentang sirkuit listrik. Pada beberapa kasus solusi deret yang
diperoleh dari kalkulasi metode transformasi diferensial ini dapat dikonversikan
menjadi solusi tertutup. Metode ini menghasilkan solusi analitik dalam bentuk
polinomial. Umumnya komputasi dari deret Taylor memerlukan waktu yang lama
untuk menyelesaikan kasus persamaan differensial orde tinggi. Metode ini
memungkinkan untuk memberikan solusi persamaan diferensial dengan
keakuratan yang lebih baik, proses yang lebih efektif serta komputasi lebih
mudah, sehingga metode ini mampu memberikan solusi pendekatan untuk
berbagai macam kasus, seperti persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial
parsial maupun sistem persamaan diferensial baik linier maupun nonlinier

(Borhanifar, 2011).
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Definisi 2.1. Jika suatu fungsi u(t) € R diekspansi dengan menggunakan

deret Taylor di sekitar titik tetap t, maka u(t) direpresentasikan sebagai berikut

oo}

(k)
u(t) = Z u(to) (t—to)*+R(®) (2.22)

k!
k=0
Jika u,(t) merupakan jumlah dari deret Taylor hingga ke—n maka persamaan
(2.22) menjadi
n

()
un(t) = Z z (tO) (t - to)k + Rn(t) (2.23)

k!
k=0

denganu, (t) merupakan polinomial taylor ke—n untuk u(t) di sekitar t, dan
R, (t) adalah sisa.
Definisi 2.2 JikaU(k) merupakan transformasi diferensial dari u(t)

didefiniskan sebagai berikut

T ) dengan k = 0,1
= — = o, 0O
ki e | o TEAET D (2.24)
=to
Maka persamaan (2.22) dapat direduksi menjadi
u(t) = Z U(k)(t —to)* + R(t) (2.25)
k=0
dan persamaan (2.23) menjadi
n
U, (t) = Z U(k)(t — to)*¥ + R, (D). (2.26)
k=0

Jika t; = 0 maka persamaan (2.25) menjadi

u(t) = Z Uk, 2.27)
k=0
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Jika definisi 2.2 pada persamaan 2.24 diaplikasikan pada persamaan
(2.27) maka diperoleh invers transformasi diferensial dengan bentuk sebagai

berikut

oo}

1 [d*u(t)
”(t)ZZHl T

k=0

tk (2.28)

t=t0

Berdasarka pemaparan definisi sebelumnya bahwa konsep transformasi
diferensial merupakan hasil penurunan dari ekspansi deret Taylor. Seiring dengan
kelanjutan pembahasan metode Transformasi diferensial huruf kecil
merepresentasikan fungsi asli sedangkan huruf kapital merepresentasikan fungsi
transformasi dari metode transformasi diferensial.

Jika W(k),U(k) dan V(k) merupakan transformasi diferensial dari
fungsi w(t), u(t) dan v(t)berdasarkan definisi—definisi transformasi diferesnial
sebelumnya makadiperoleh

Tabel 2.1 Sifat - Sifat Transformasi Diferensial

Sifat 1 | Jika w(t) = u(t) + v(t), maka W (k) = U(k) + V (k).

Sifat 2 | Jika w(t) = Au(t), maka W (k) = AU (k).

_ (k+m)!
Tk

Sifat 3 | Jika w(t) = ;t—ilnu(t) , maka W (k) U(k + m).

Sifat 4 | Jika w(t) = u(t)v(t), maka W (k) = Y& UV (k — i)

(Borhanifar, 2011).
Bukti—bukti dari sifat transformasi diferensial pada tabel 2.1 adalah sebagai

berikut

Sifat 1 : Jika w(t) = u(t) + v(t), maka W (k) = U(k) + V(k)



Bukti :

dk
W(k)—l —W(t)l ol 7ex (u(t)+v(t))l T ldtk”(t)iﬁv(t)

k!|dtk

1 dk 1 dk
= mag O gEv@
=U(k) £ V(k)

~w(t) =u(t) £ v(t) » W(k) = U(k) £ V(k) Terbukti.
Sifat 2 :Jika w(t) = Au(t), maka W (k) = AU (k)

Bukti :

dtk u(t)l

W(t)l FIT (Au(t)l Pl

Wk =5 [dtk

= AU(k)

~w(t) = Au(t) » W(k) = AU (k) Terbukti.

Sifat 3 :Jika w(t) = o u(t) maka W (k) = “2 U (k +m)

Bukti :
dam dk+m
Wi =4 ldt"w( )l Il dtk dt_m”( 2 l tk+mu(t)l
Cktm) 1 a1 (k+m)! 1
~ (k+m)! k! [dt’”m u(t) Tk (k+m)! [dt’”m u(t)l
k +m)!
_ Jlr(!m) Uk +m)

fw() = 2ou(e) - W k) = L2y (k + m)Terbukti.
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Aturan perumuman Leibniz :
Misalkan n € NU {0} dan f(x),g(x) adalah fungsi—fungsi yang diturunkan

sebanyak n-kali, maka turunan ke-n dari (fg)(x) = f(x)g(x) adalah

n

d”rl
(D = FPM® = ) (1) FP@g" P00

k=0
(Sa’adah, 2020).
Sifat 4 :Jika w(t) = u(t)v(t) maka W (k) = Y¥ U@V (k — i)

Bukti :

dk
W(k) = —[ W(t)l I (u(t)v(t))l

dtk

dengan menggunakan aturan perumuman Leibniz maka diperoleh

k

1[& ky db . dk
Wik = k! [Z ( )dtl u(®) dek=t v(t)]
=0
1[& ko a k=t
ZE[ZZ!(k—l)!E”(t) ek l”(t)]
=0

k-1

k
d
ZI'(k l)'dt’u(t) agv®

k-1

k
1d d
ZOFF”( SCEDIITER

k
- Z UV (k- 1)
=0

~w(t) = u®)v(t) » Wk) = XK, UV (k — ) Terbukti.
2.6  Kajian Al-Qur’an pada Penelitian
Manusia umumnya menggunakan konsep matematis untuk memahami

pola pada suatu peristiwa alam. Pendekatan matematis yang sering digunakan
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untuk memahami alur pola suatu fenomena alam umumnya dijabarkan dalam
bentuk persamaan diferensial atau bahkan jika suatu peristiwa yang akan
dianalisis memiliki interaksi dengan variabel lain dengan tingkat kerumitan
tertentu maka pendekatan yang diperoleh adalah dalam bentuk sistem persamaan
diferensial. Diperolehnya pendekatan sistem persamaan diferensial tersebut masih
belum cukup untuk menjelaskan secara eksplisit bagaimana sebuah sistem di alam
ini dengan batasan—batasan tertentu bekerja yang memiliki kemunginan
berdampak pada suatu objek atau bahkan pada suatu sistem lainnya. Seiring
dengan perkembangan pemikiran manusia yang menciptakan wawasan—wawasan
baru, diterapkanlah metode—metode dengan tingkat akurasi tertentu dalam
memahami suatu konsep pada sistem dengan lebih jelas dan detail.

Menariknya gagasan pendekatan tersebut tersurat dengan jelas pada

Surah Al Isra ayat 12:

é&:}j . M\’:a: ZJ-«M) ‘i;\;ﬁl;;,-’ i‘Aé L)j}b«.%gw\; )L@"J\)J'M ///
3?\—:;0—2—/7 7&{9$~J§jcu\.~«;—\jw\ Sjéw

Artinya: “Dan  Kami jadikan malam dan siang sebagai dua tanda, lalu
Kamihapuskan tanda malam dan Kami jadikan tanda siang itu terang, agar kamu
mencari kurnia dari Tuhanmu, dan supaya kamu mengetahui bilangan tahun-
tahun dan perhitungan. Dan segala sesuatu telah Kami terangkan dengan jelas.”

Ayat tersebut diawali dengan penuturan bentuk kuasa Allah pada
perubahan siang dan malam. Syaikh Wahbah Zuhaili menegaskan bahwa pada
ayat tersebut Allah menciptakan siang dan malamsebagai kesempurnaan
kekuasaan-Nya. Pada tafsir Al-Ahzar menyatakan bahwa Allah menciptakan
waktu agar setiap manusia melakukan aktifitas terbaik pada waktu—waktu

tersebut. Perbedaan waktu yang ada membuat manusia memahami berbagai

periode waktu, seperti 60 detik setara dengan 1 menit, kemudian 60 menit setara
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dengan 1 jam, kemudian 24 jam sama dengan sehari semalam, hingga 12 bulan
menjadi satu tahun. Wawasan tersebut adalah yang disebut dengan ilmu hisab
(perhitungan) dan falak. Kemudian pada ujung ayat diterangkan bahwa segala
sesuatu telah dijelaskan Allah dengan sejelas—jelasnya, hal ini tentunya
mematahkan teori yang menyatakan bahwa Allah hanya mengatur garis besar
pada kehidupan saja, namun tidak mencampuri aspek detail dari kehidupan
(Amrullah, 2015).

Mengacu pada penjelasan ayat tersebut, menunjukkan bahwa betapa
dekatnya penggambaran kuasa Allah dengan pendekatan pemodelan matematika.
Waktu memiliki dampak besar terhadap kehidupan manusia, waktu dapat
mempengaruhi interaksi antar variabel di ala mini sehingga memunculkan sistem
sendiri. Dengan kesengajaan Allah menciptakan waktu membuat manusia berfikir
dan memahami bagaimana alam ini memiliki pola matematis yang cukup logis
untuk dinalar dengan wawasan manusia yang masih belum sebanding dengan
rahasia ilmu Allah yang masih banyak dan belum terkuak. Maha Suci Allah

dengan segala firman-Nya.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Karya tulis penelitian ini menggunakan metode studi literatur sebagai
metode penelitiannya. Pada penerapan metode studi literatur diperoleh kajian data
informasi dan teori pendukung yang berkaitan dengan penelitian ini dari berbagai
macam referensi literatur akademik, seperti buku, jurnal ilmiah, dan paper. Teori
dan informasi pendukung yang diperlukan pada penelitian ini adalah yang
berkorelasi dengan metode transformasi diferensial pada sistem persamaan

diferensial biasa.

3.2 Pra Penelitian

Sebelum memulai penelitian, peneliti mengumpulkan sejumlah referensi
pendukung untuk memahami alur penelitian ini lebih mendalam. Peneliti
mempelajari obyek yang diteliti dengan mengaplikasikan alur penelitian pada
problem lain yang lebih sederhana dengan tujuan kematangan pemahaman

terhadap obyek dan alur penelitiannya.

33 Tahapan Penelitian

Penelitian ini diawali dengan menelaah lebih dalam pembahasan pada
jurnal referensi utama dengan teori-teori pendukung penelitian. Kemudian dengan
kasus yang diambil, peneliti menerapkan metode transformasi diferensial dengan

langkah-langkah sebagai berikut :

23
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Sistem persamaan diferensial biasa ditransformasikan dengan sifat—sifat
transformasi diferensial yang sesuai.
. Nilai awal yang diberikan ditransformasikan dengan definisi transformasi
diferensial.
Memilih k anggota bilangan bulat tak negatif kemudian disubstitusian
pada hasil transformasi sistem persamaan diferensial biasa.
. Hasil yang diperoleh disubstitusikan pada invers dari metode transformasi
diferensial sehingga diperoleh deret penyelesaiannya.
. Membentuk persamaan umum dan menkalkulasi hasil numerik dari deret

yang diperoleh kemudian diplotkan dengan bantuan Maple.



BAB IV

PEMBAHASAN

4.1 Metode Transformasi Diferensial pada Sistem Persamaan Diferensial
Biasa
Sistem persamaan diferensial biasa yang akan diteliti pada penelitian kali

ini adalah sistem persamaan diferensial biasa dari Dogan Kaya (2004) berikut

d

yc;t(t) = —kyy;1 () + k2y2(£)y3(t),
d

y(;t( 2 k3y1(t) = kay2(©)y3(t) — ksy3 (D), @
d

}’dgt(t) = key3 (D),

dimanaky, k,, k3, k4, ks, kg adalah parameter konstan (k; = 0.04,k, = 0.01,k; =

400,k, = 100, ks = 3000, kg = 30 dengan kondisi awal sebagai berikut :

y1(0) =1,
y2(0) =0,
y3(0) =0

Tahap pertama yaitu mentransformasikan persamaan (4.1) terlebih
dahulu. Pada subbab pembahasan 2.3 menunjukkan bahwa jika u(t) adalah
bentuk asli dari persamaannya maka hasil transformasinya adalah U (k) sehingga
untuk kelanjutan dari penelitian ini menyesuaikan dengan ketentuan penotasian

sebelumnya.

dy,(t)

Akan dibuktikan bahwa jika persamaan merupakan bentuk

persamaan awal maka transformasinya adalah (k + 1)Y; (k + 1).

25
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Bukti :

dy,(t) _d d*y,(t)
dt —a@k![ dtk Lto tk>

d*y, ()] itk

dt

s IDMs

T~
U
~

=

1t=ty

ktk—l

1
k!'| dtk
o L lt=t,

1 [d*y,(t) K1
=0+ z Fl PIT: kt
k=1

t=t,

=
Il

(k + 1)t(k+1)—1
t=t,
3 (k +1)! 1 d**tly, (t)
&+ DI+ DI dek?

1 d**ty, (©)
(k + 1)!| dtk+t

(k + 1t
t=t,

e kD! e D [dE Ty (0 tk
B = (k + 1) ke dek+t |
= idV]

Z (ke + 1)' Y, (k + 1)k,

k=0

Terbukti bahwa transformasi diferensial dari dyd;t(t)adalah % Yi(k+1).

Kemudian akan dibuktikan bahwa jika persamaan —k,y,(t) adalah
bentuk persamaan awal maka bentuk transformasinya adalah —k,Y; (k).

Bukti :

dky,
—kay (6) = —ky <z k'l ;It"(t) k>
_ N 1 [dFy.(8)
_Z_klﬁl dtk tf

k=0 t=ty

= 2 _klyl(k)tk
k=0
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Terbukti bahwa jika—k,y;(t) adalah bentuk asal, maka bentuk transformasinya
adalah —k,Y; (k).
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa jika persamaan k,y,(t)y;(t) adalah

bentuk persamaan awal maka bentuk transformasinya adalah k, >.X_ Y, (1) Y3(k —

D

Bukti :

d*y,
koy,(£)ys(t) = kll Y (t)y3(t)l

dtk

k!

o 1 [dk
=k2 [ tk)’z(t)Y3(t)
=0

Berdasarkan Aturan Leibniz diperoleh

k l

koy2 (O)ys(t) = kZZk' [Z il 3’2( ) dek- —=r3(®)

tk

t=to

k
1 k! d k=t
i Zmﬁyz(ﬂmyz(”

=0

||
TTMs TTMS TTMS

k,

t=t0

1d 1 gkt
l‘ﬁ)’z( )(k Dl dee- — = v (O)tF

Y, (DYs(k — Dt*

Mw -

=0

Terbukti bahwa jika k2y2 (t)y;(t) adalah bentuk asal, maka bentuk
transformasinya  adalah  k, X5, Y,(D)Y5(k — ). Berdasarkan bukti-bukti
transformasi diferensial sebelumnya maka dapat dituliskan ke dalam tabel bentuk

transformasinya seperti berikut
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Tabel 4.1 Transformasi Diferensial Persamaan Pertama

Persamaan asli Hasil transformasi
dy, (1) (k + DY, (k + 1)
dt
—kq1y1(t) —kqY; (k)

k
kv, (Oys(0) | ks Z Y, (DYs(k — D).
=0

Sehingga dapat dituliskan kembali bentuk transformasi diferensial dari

persamaan pertama pada sistem persamaan (4.1) sebagai berikut

(k + DY, (k + 1) = —k ¥, (k) + ks Z Y,(DY; (k — 1)

sehingga bentuk transformasinya adalah

Hlk+ 1) = kzz VDY = D) = ky Yy (0 (42)

(k +1)
Kemudian pada persamaan kedua di sistem persamaan (4.1) akan

YZ()

dibuktikan bahwa jika persamaan —=— merupakan bentuk persamaan awal maka

transformasinya adalah (k + 1)Y; (k + 1).

Bukti :

dy,(t) i
dt  dt

”M

ldkyZ(t) a«)
k' ate | _.

_ z 1 [d*y,(®)] i K
k!'| dtk dt
k=0 - -
_ z 1[d9%®) e
k'| dtk |
k=0 L dt=t,

1 [d*y,(t) k=1
kz k_l dtk kt

t=to
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oo}

B 1 [d*y,0 )

i + D! dtk+?

8

k+1)! 1 ldk“yz(t)

T LG+ DI+ D! dee L e

O (k+1)! Ge+1) [dF* 1y, (1)
(k + D!kl Ge+D)| dtkt?

k

t= to

oo

= Z (k Z!D! Y, (k + 1)tk

k=0

Terbukti bahwa transformasi diferensial dari dyd#ft)adalah (RZ—?)' Y,(k + 1).

Kemudian akan dibuktikan bahwa jika persamaan k3y; (t) adalah bentuk
persamaan awal maka bentuk transformasinya adalah k3Y; (k).

Bukti :

Z kY, (),

Terbukti bahwa jika k;y;(t) adalah bentuk asal, maka bentuk transformasinya
adalah k3Y; (k).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa jika persamaan —kyy,(t)ys(t)
adalah bentuk persamaan awal maka bentuk transformasinya adalah
—ky o (DY (k= 1)

Bukti :

1 [d*y,
—kyy,(®)ys(t) = —k4z Tl [%]

k=0
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k

Z‘” 1[d
— _ k
- _k4 k! Idtk yZ(t)yg(t) - t

k=0

Berdasarkan Aturan Leibniz diperoleh

o k
1 ky d dkt
ka2 (Oy(0) = ks Y [Z (}) 2720 230

k=0

tk

t=t0

l
c ‘ dk—l
o _ k
= k4k Ok, Z T (k l)'dtl J’2( )dtk_l y3(t) t
B t=t

=0 =t

k-1

1 d! 1 d .
= "‘4zzz|dﬂy2 Tk

= i —k4zk: Yo,(DYs(k — Dtk

k=0 =0

Terbukti bahwa jika —k,y,(t)y;(t) adalah bentuk asal, maka bentuk
transformasinya adalah —k, Y%, Y, (D) Y3(k — D).

Lalu akan dibuktikan jika persamaan —ksyZ(t) adalah bentuk persamaan
awal maka bentuk transformasinya adalah —ks Y% Y, (DY, (k — I)

Bukti :

o 1 [dk
~ksy3() = —kszg[ 22y Z(t)]
k=0

dk
k}’z(t))’Z(t)l tk

-0

dt
Berdasarkan Aturan Leibniz dlperoleh

dk—l
—ksy2(D) = —kszk,[z dtlyz() dtklyza)] tk

—t0

k-1

= _kSZ K lzmdtl”(t)dtk lYZ(t)‘ t*

g
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k-1

ZZ 1 dl 1 dt
— k

-y

k=0 l

Yo(DY,(k — Dtk

IIMR‘

o

Terbukti bahwa jika —ksy2(t) adalah bentuk asal, maka bentuk transformasinya
adalah —kg Y% Y,(DY,(k — 1). Dari pembuktian transformasi diferensial pada
persamaan kedua pada sistem persamaan (4.1) yang telah dijabarkan sebelumnya,

maka bentuk transformasinya dapat diringkas pada tabel berikut

Tabel 4.2 Transformas Diferensial Persamaan Kedua

Persamaan asli Hasil transformasi
dy2(t) (k + DYy (k + 1)
dt
k3y,(t) k3Y; (k)

k
—k4y,(£)y3(t) —ky z Y,(DYs(k — ).
=0

k
k3O | ks ) BV = D).
=0

Sehingga dapat dituliskan kembali bentuk transformasi diferensial dari

persamaan kedua pada sistem persamaan (4.1) menjadi

k k
(k + DY,k + 1) = ks Yy (0 —ky Y ¥,k =) ks ) DYk = D).
=0 =0

sehingga bentuk transformasinya adalah

Yy(k + 1) =

! (4.3)
k+ 1) ("3Y1("> k4z Y (DYs(k — 1) —ks Z Y, (DY, (k — l))
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Langkah berikutnya, pada persamaan ketiga di sistem persamaan (4.1)

akan dibuktikan bahwa jika persamaan djst(t) merupakan bentuk persamaan awal

maka transformasinya adalah (k + 1)Y;(k + 1).

Bukti :

dy;()  d [~O 1 [d¥ys(0)
dt _d_<2k'l dtk tztotk>

k=

(o] _ k -
_ Zl d"y5(t) itk
k=

k!'| dtk dt

0 L dt=

— Zi _dky3(t)_ ktk_l

k=0 't “t=to

ktk—l

t=t0

d**ly; (t)]
z (k + D+d-1
(k + 1)! l dtk+1 =ty

C+1)! 1 [dys(o)
i (k+ D!k +1)! [ dtk+1

o 1 d*y5(t)
=0+ k'l dtk

l (k + 1t
t=t,

O (k+ 1) Ge+1) [dF*lys(0)
(k + D!kl | dtkt?

Z e + 1)' v, (k + 1)¢k.
k=0

k

o~

t=t0

Terbukti bahwa transformasi diferensial dari dy%t)i adalah(kz—ll)! Y;(k + 1).

Lalu akan dibuktikan jika persamaan kqyZ(t) adalah bentuk persamaan

awal maka bentuk transformasinya adalah k¢ Y5, Y, (DY, (k — 1)
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Bukti :

oo}

1 [d*
key3(t) = ke Z T l yzgt)kyz (t)l tk
t=t

=0 0

1 dx
0

Berdasarkan Aturan Leibniz dlperoleh

k-1

k6y2(t)_k6zk|[z dtlyZ()dtk 7 y2(t)

tk

t=t,

k
1 dk!
k_[z Ik — l)ldtlyZ( )dtk lyZ(t)] tk
t=t

=to

1 1 gkt
k
zl_dtlyz( )(k l)'dtk lyZ( )t

Ms TTMs

Yo(DY,(k — Dtk

Mw

ke
=0 I=

I
=
i
o

Terbukti bahwa jika k¢y?(t) adalah bentuk asal, maka bentuk transformasinya
adalah kg YK Vo (D)Yy(k —1). Berdasarkan perunutan bukti transformasi
diferensial yang telah dibahas sebelumnya dapat dituliskan ke dalam tabel bentuk

transformasinya sebagai berikut

Tabel 4.3Transformasi DIferensial Persamaan Ketiga

Persamaan asli Hasil transformasi
dys(t) (k + 1DYs(k + 1)
dt
k
key3() B RANACTIN
1=0

Sehingga dapat dituliskan kembali bentuk transformasi diferensial dari

persamaan ketiga pada sistem persamaan (4.1) sebagai berikut
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k+ DYs(k +1) = ke z Y,(DY, (k — D).

sehingga bentuk transformasinya adalah

k
1
Bkt 1) = s (k6 Z Y,(DY, (k — l)) (4.4)
=0

Persamaan (4.2), (4.3) dan (4.4) adalah hasil transformasi persamaan
pada sistem persamaan (4.1), sehingga transformasi sistem persamaan (4.1) dapat

ditulis kembali seperti berikut

B+ D = 5 kZZYZU)chk D = ky¥s (k)
1
B+ 1) = 5y (kgmk) k4ZY2(z)Y3(k - kSZYz(DYz(k s
1 k
Bkt 1) = 5 <k6ZY2(l)Y2(k—l)>.
=0

Setelah sistem persamaan (4.1) ditransformasikan, maka tahap berikutnya
adalah mentransformasikan kondisi awal pada persamaan asli yang diberikan
dengan menggunakan definisi DTM pada definisi 2.2 persamaan (2.17), sehingga
diperoleh nilai kondisi awal dari persamaan transformasinya, tentunya pada saat
k = 0. Untuk kondisi awal y;(0) = 1 diperoleh nilai transformasinya sebagai

berikut

Y1(0)
dto

v,(0) = 1. (4.6)

Y1(0) = !l =y,(0) =1,
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Dengan cara yang sama maka diperoleh nilai ¥,(0) = Odan Y5(0) = 0,

sehingga dapat ditulis kembali nilai kondisi awal persamaan transformasinya

adalah sebagai berikut
Yl(o) = 1!
Y,(0) =0, 4.7

Setelah diperoleh nilai awal persamaan transformasinya maka tahapan
berikutnya adalah melakukan iterasi pada tiap persamaan transformasi pada

persamaan (4.5). Pada persamaan pertama yaitu

K
1
K+ 1) = g | ke ; LYk~ 1)~ kY ()
jikak = 0 maka
1(1) = -k,
jikak = 1 maka
1
h(2) =513
jikak = 2 maka
1
h@) = -k}
jikak = 3 maka
1
— 4
h) = 5ok
jikak = 4 maka
1 1
-~ 54 L3
Y1(5) = 120 ky + s keksk,

jikak = 5 maka

1 29
Y1(6) = ﬁkf - %’%kgkzkl

dan seterusnya.
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Sedangkan pada persamaan kedua yaitu

1
Y,(k+1)= (k D) <k3Y1(k) k4ZY2(l)Y3(k D— k5ZY2(l)Y2(k l))

jikak = 0 maka
Y(1) = k3
jikak = 1 maka

1
Y,(2) = —Ek3k1

jikak = 2 maka

1
ksk3

1
,(3) = k3 ki — 3

jikak = 3 maka

1 1

jikak = 4 maka

Y2 (5) k3k1 k6k4k3 0 kskgz,kl + _k2k3

15 15

jikak = 5 maka

Y2(6) = —L

ksk3 + ikék‘;k2 + ik6k4k§k1 + ikskﬁki - ikék%kl
720 90 72 24 36

dan seterusnya.

Lalu pada persamaan ketiga yaitu

Y3(k+1) = &+ 1) (kez Y,(DY,(k — l))

jikak = 0 maka
(1) =0
jikak = 1 maka

Y3(2)=0
jikak = 2 maka
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1
Y3 (3) = § kskg

jikak = 3 maka

1
Y3(4) = - Zk6k’§k1

jikak = 4 maka

7 2
Y3(5) = ) kek3k? — EkékSké

jikak = 5 maka
1 2,3, 2 3
Y3(6) = _ﬁk6k3k1 + £k6k5k3kl
dan seterusnya.

Dari hasil iterasi sebelumnya dapat ditulis kembali hasil iterasinya

sebagai berikut

Tabel 4.41terasi Persamaan Transformasi

k Y1 (k) Y, (k) Y3 (k)
0 1 0 0
1 _k1 k3 O
1 1
1 1 1 1
3 —gkf gk3kf - §k5k§ §k6k§
4
1 1 1 1
1 1
- 4 _ _— 2
- g ekt = o kekak ;o
~Iz0 , o Kekski
5 — — ksk3k?
+Ek6k3k2 2 _1_5k6k5k3
+ Ekék%
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720

29

- %k6k§k2k1

1 5 1 4
_ﬁk3k1 + %k6k3 kz

5 3
+ ﬁ k6k4k3 kl

1
+ 5 ksk3ks

5
~ g kakik

1
oz kek3k]

5 3
+ %k6k5k3 kl

dst..

dst..

dst.

dst.

Untuk memperoleh solusi pendekatan akhirnya, hasil iterasi diatas

disubstitusikan ke persamaan (2.18), sehingga untuk persamaan pertama diperoleh

y1(t) = Y1(0)(t = tn)° + i (D) (t — to)' + 1(2)(t — to)* + 1 () (t — to)?
+ Y1 () — to)* + Y1 (5)(t — to)° + Y1 (6)(t — to)° ...

Jlka tO =0

y1(6) =Y;(0) + Y, (Dt + Y, (2)t? + v, (3)t3 + Vi (M)t* + Y, (5)t> + Y, (6)t°

dengan mensubstitusikan hasil iterasinya diperoleh solusi aproksimasi sebagai
berikut
1 1 1
y1(0) =1+ (—k)t + <§kf> t2 + <‘gkf) £3 + (ﬁkf> ¢4 (4.8)

+(—ik5+ik k3k)t5
120 1 15 67372

1 29
+(—k?——

3 64 ...
720 360 k6k3k2k1) e

Kemudian, untuk persamaan kedua diperoleh
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¥2(t) = Y2(0)(t — tp)° + Yo (1)(t — to)* + Y, (2)(t — to)? + Y2(3) (t — to)°
+Y,(4)(t —te)* + YL, (5)(t — t)° + Y, (6)(t — to)® +

Jlka to =0

y,(t) = Y,(0) + Y, ()t + Y, (2)t? + Y,(3)t3 + Y, (4)t* + Y, (5)t° + Y, (6)t°

+ ..

dengan mensubstitusikan hasil iterasinya diperoleh solusi aproksimasi sebagai

berikut
1 1 1
y,(t) = kst + (—§k3k1> t2 + (g kyk? — §k5k§) t3

1 3
+ (__k3k + - k5k3k >

(4.9)

1
+ (ﬁ kyki — k6k4k3 k5k3k2 + Ekzkg) t5

1 5
——kgk3 + k6k4k2 k6k4k§k1 + ﬂ ksk3k3

(-
720

5
- %kékikl) to + -
Lalu, untuk persamaan ketiga diperoleh

y3(t) = Y3(0)(t — o) + Y3 (1) (t — to) + Y3(2)(t — to)* + Y3(3)(t — t,)?
+Y3(4)(t —te)* + Y3(5)(t — to)° + Y3 (6)(t — to)® +

Jlka to = 0
y3(t) = Y5(0) + Y5 (1)t + Y5 (2)t2 + Yo (3)t3 + Yo ()t + Y5 (5)t° + Y5(6)t°
+ cee

dengan mensubstitusikan hasil iterasinya diperoleh solusi aproksimasi sebagai

berikut
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1 1 7 2 4.10
ys(t) = (5 k6k§> t3 + (—Zkagkl) t* + (ak6k§k§ - Ekﬁkskg) s 10

1 21,3 5 3 6
+ —£k6k3k1 +£k6k5k3k1 t +"'

sehingga dapat ditulis kembali bahwa solusi sistem persamaan yang diperoleh

sebagai berikut

yi(®) = 14 (ke + (38) 2+ (—ghd) 2+ (o

4 4
24k1>t

+(—ik5+ik k3k>t5
12071 T 1570732

1 . 29 .
+(%k1—%k6k3k2k1)t +"'

1 1 1
yz(t) = k3t + (—§k3k1) tz + (g k3k% - §k5k§) t3

1 1
+ (— —k3ki + —k5k§k1> t*
24 4

4.11)

1 1 7 2
+ (ﬁ kyki — Ek6k4k§ - 5k5k§k§ + Ekék%) t5

+(—ik k5+ik kik +ikkk3k +ik k2k3
720319063272643124531

5
—£k§k§k1) o+

1 1 7 2
y3(0) = (5 k6k§> t3 + (—Zk6k§k1> t* + (Ek6k§k% - Ekﬁkskg) t>

1 21,3 5 3 6
+ _ﬁk6k3kl +£k6k5k3k1 t +

4.2 Plot Solusi Sistem PDB

Pada pemaparan sebelumnya penerapan metode transformasi diferensial
menghasilkan solusi sistem persamaan diferensial hukum laju reaksi dalam bentuk
deret tak hingga. Kemudian dari solusi yang diperoleh dibandingkan plotnya
dengan menggunakan metode runge-kutta orde 4 dengan fungsi built-in rkf45

pada software Maple 18. Berikut adalah plot perbandingan solusi y;(t) antara
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metode runge-kutta dan metode transformasi diferensial dengan k dimulai dari 0

hingga 4 dengan t mulai dari 0 sampai 6

1.00

0 98 -

[ 94

004 -

092 4
k=0
k=1

0 20 S -
k=3

.88 1 k=4
Funge -kutta

(.84 -

(.84 1

082 -

080+ T T T T 1

0 1 2 3 4 5 i]
i

Gambar 4.1Kurva Aproksimasi Solusi Persamaan y4 (t)

kemudian untuk plot perbandingan solusi pada y,(t) adalah
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Gambar 4.2Kurva Aproksimasi Solusi y, (t)

sedangkan plot perbandingan solusi y3(t) adalah
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Gambar 4.3Kurva Aproksimasi Solusi y3(t)

Dari perbandingan plot solusi y;(t),y, (t) dan ys;(t) dapat diamati
bahwa perbedaan hasil komputasi antara metode Runge-kutta dan transformasi
diferensial tergantung dari orde k-nya, semakin tinggi k-nya maka plotnya

semakin mendekati plot solusi Runge-kutta.
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PENUTUPAN

5.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian ini adalah penggunaan
metode transformasi diferensial telah berhasil diterapkan pada sistem persamaan
diferensial biasa. Melalui proses iterasi metode transformasi diferensial pada
sistem dengan kondisi awal y;(0) =1,y,(0) =0 dan y3(0) =0 dengan
parameter konstantanta yang telah diberikan (k; = 0.04,k, = 0.01,k; =
400, k, = 100, ks = 3000, ks = 30), dengan hasil kalkulasi iterasi pada metode
transformasi diferensial maka diperoleh solusi sistem dalam bentuk deret tak

hingga sebagai berikut

1 1 1
y. () =1+ (=kt + (Ekf) t? + (—gkf> t3 + <ﬁkf> t*

1 5 1 3 5 1 6 29 3 6
+ —mk1+ﬁk6k3k2 t + %kl—%k6k3k2k1 t +

1 2 1 2 1 2)+3 1 3 1 2 4
yz(t) == kgt + _§k3k1 t + gk3k1 _§k5k3 t + —ﬁk3k1 +Zk5k3k1 t
1 1 7 2
+ <E kk] — Ek6k4k§ -~ akSkékﬁ + Ekék%) t5
1 5 1 4 5 3 1 213
+ —%k3k1 + %kﬁk:}kz + Ek6k4k3k1 + ﬁk5k3kl
5
—£k§k§k1> to + -
1 1 7 2
y3(t) = (5 kéké) t3 + <—Zk6k§k1) t* + (al%k%k% - Ek6k5k§) t

+<—ik k2k3+ik ksl k )t6+~-
24 61311 36 675311
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5.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya penulis menyarankan agar penelitian
berikutnya menerapkan metode transformasi dierensial pada sistem persamaan
diferenesial parsial dengan nilai awal y(x,0) = f(x) dengan f(x) yang kontinu,
karena ekspansi deret taylor pada metode transformasi diferensial dapat digunakan

pada persamaan yang kontinu
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