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ABSTRAK

Auliya, Kharisma. 2022. Studi Lubang Hitam Schwarzschild dalam Teori
Gravitasi f(R) Menggunakan Metode Gangguan. Skripsi. Program Studi
Fisika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim, Malang. Pembimbing: (1) Arista Romadani, M.Sc. (I1) Dr. Abdul Basid,
M.Si.

Kata Kunci: Lubang Hitam Schwarzschild, Teori Gravitasi f(R), Singularitas,
Geodesik

Pada penelitian ini dilakukan modifikasi solusi persamaan medan Einstein
menggunakan teori gravitasi f(R) yang diterapkan pada lubang hitam
Schwarzschild. Modifikasi persamaan medan  diperoleh dengan
menggeneralisasikan aksi Hilbert-Einstein dengan Lagrangian gravitasi dalam
bentuk fungsi f(R). Dengan mempertimbangkan dua kasus khusus f(R) = aR?
dan f(R) = R + aR? serta mengambil R = R, ditemukan solusi Schwarzschild
yang telah dimodifikasi. Hasil solusi Schwarzschild menunjukkan adanya suku
baru pada metriknya. Secara khusus, telah dilakukan kajian terhadap singularitas
dan lintasan geodesik dari masing-masing solusi Schwarzschild.
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ABSTRACT

Auliya, Kharisma. 2022. Study of Schwarzschild Black Holes in the f(R)
Theory of Gravity Using the Perturbation Method. Essay. Department of
Physics, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State
Islamic University, Malang. Supervisor: (I) Arista Romadani, M.Sc. (Il) Dr.
Abdul Basid, M.Si.

Keywords: Schwarzschild Black Hole, f(R) Theory of Gravity, Singularity,
Geodesic.

In this study, the solution to the Einstein field equations was modified using the
f(R) theory of gravity which was applied to a Schwarzschild black hole.
Modification of the field equation is obtained by generalizing the Hilbert-Einstein
action with the Lagrangian gravity in the form of a function f(R). By considering
the two special cases f(R) = aR? and f(R) = R + aR? and taking R = R,, a
modified Schwarzschild solution is found. The results of the Schwarzschild solution
show that there are new terms in the metric. In particular, a study of the singularity
and geodesic trajectory of each of the Schwarzschild solutions has been carried out.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori relativitas umum (TRU) telah diselesaikan dan dikenalkan oleh Einstein
pada tahun 1915. Teori ini adalah pencapaian yang luar biasa dan sukses, bersama
dengan teori medan kuantum, teori ini sekarang secara luas dianggap sebagai salah
satu dari dua pilar fisika modern. Einstein berupaya merumuskan teori gravitasi
baru yang kompatibel dengan Teori Relativitas Khusus. Menurut Einstein, teori
gravitasi Newton tidak bisa menjelaskan perilaku benda-benda langit. Karena hal
ini akan melanggar Teori Relativitas Khusus, dimana efek gravitasi dari benda
langit tersebut merambat melebihi kecepatan cahaya, sebab menurut gravitasi
Newton jika sebuah benda digerakkan maka gaya gravitasi benda tersebut terhadap
benda lain akan berubah spontan.

Karl Schwarzschild adalah orang pertama yang mendapatkan solusi
persamaan medan Einstein yang menggambarkan evolusi geometri ruang-waktu.
Schwarzschild mendapatkan sebuah persamaan sederhana yang menggambarkan
ruang-waktu melengkung akibat medan gravitasi dari suatu benda masif berbentuk
simetri bola. Tapi, solusi ini tidak mempertimbangkan rotasi ataupun distribusi
muatan dari benda masif tersebut. Adanya kelengkungan ruang-waktu akibat benda
masif, menyebabkan benda apapun tidak akan lolos darinya, termasuk cahaya.
Sehingga disebut sebagai lubang hitam (Anugraha, 2011).

Kajian tentang lubang hitam difirmankan oleh Allah SWT dalam Surah At-

Takwir ayat 15 dan 16 :
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“Aku bersumpah demi bintang-bintang, yang beredar dan terbenam” (QS. At-
Takwiir [81]: 15-16).

Al-khunnas atau terbenam dapat diartikan sebagai sesuatu yang tidak terlihat
lagi pada suatu waktu. Kondisi ini dapat terjadi karena posisi pengamat di bumi
yang relatif selalu berubah terhadap bintang atau memang akibat bintang tersebut
musnah. Sehubungan dengan ayat diatas, bintang yang tersembunyi dan menyerap
massa benda angkasa disekitarnya adalah blackhole atau lubang hitam yang tidak
dapat dilihat dengan mudah meskipun dengan alat bantu (Sani, 2014).

Setelah satu abad, teori gravitasi Einstein sama sekali tidak mengalami
perubahan dan menjadi teori terbaik dalam menjelaskan masalah gravitasi untuk
benda-benda dengan kerangka acuan dipercepat. Meskipun sudah menjadi teori
yang sangat sukses, hal ini tidak menghentikan para ilmuan untuk mengusulkan
tentang bagaimana memperluasnya dan memasukkannnya ke dalam teori yang
lebih besar dan lebih terpadu. Pada penelitian beberapa dekade terakhir, untuk
menjelaskan pengamatan astrofisika yang berhubungan dengan kurva rotasi dari
galaksi spiral memunculkan konsep materi gelap (dark matter). Tidak berlangsung
lama, kemudian diperkenalkan juga konsep energi gelap (dark energy) untuk
menjelaskan percepatan dari ekspansi alam semesta yang didukung oleh
pengamatan pergeseran merah dari supernova. Saat ini, keberadaan materi tampak
pada alam semesta diperkirakan sekitar 4% dari keseluruhan massa dan energi.
Sekitar 23% disebut materi gelap dan 73% adalah energi gelap.

Seiring berjalannya waktu telah banyak upaya untuk memodifikasi
persamaan Einstein dengan alasan dan motivasi yang berbeda, seperti

mengesampingkan keberadaan materi gelap dan energi gelap serta keinginan untuk



3
mengkuantisasi relativitas umum agar dapat menyatu dengan tiga gaya fundamental
lain, yaitu gaya elektromagnetik, gaya nuklir lemah dan gaya nuklir kuat (Sporea,
2014). Hal ini munculkan beberapa model dengan dua pendekatan dasar yaitu
memodifikasi ruas kanan persamaan medan Einstein (disebut dark energi) atau
memodifikasi ruas kiri persamaan medan Einstein (disebut modified gravity).

Teori gravitasi f(R) adalah salah satu teori umum yang digunakan untuk
memodifikasi teori Einstein yaitu dengan menambahkan invarian orde tinggi ke
aksi Einstein-Hilbert standar, yang mengarah ke teori gravitasi orde tinggi. Untuk
mendapatkan persamaan medan maka diterapkan prinsip variasi aksi. Dengan
memilih fungsi tertentu, teori gravitasi f(R) dapat meniru evolusi kosmologi
(Nojiri dkk, 2011) dan khususnya yang dijelaskan oleh model ACDM (Dunsby dkk,
2010). Telah dibuktikan juga bahwa ketika perturbasi skalar kosmologi dipelajari,
teori gravitasi f (R), dapat meniru standar ekspansi kosmologis (Cruz Dombriz dkk,
2008), memberikan spektrum kekuatan materi yang berbeda dari yang diprediksi
oleh model ACDM (Cruz Dombriz dkk, 2009).

Teori gravitasi f(R) diperkenalkan untuk memecahkan beberapa masalah
yang tidak bisa dijelaskan oleh teori gravitasi Einstein. Dari sini persamaan medan
Einstein diganti dengan suku yang secara umum lebih rumit. Biasanya, pada
penyelesaian terakhir akan bermasalah dan harus dilakukan metode aproksimasi.
Teori gravitasi f(R) juga diasumsikan sebagai teori gangguan pada persamaan
Einstein, sehingga pada penelitian ini akan mengikuti pendekatan metode
gangguan. Namun, asumsi ini tidak akan mudah untuk diselesaikan tanpa
menerapkan kasus khusus. Salah satu kasus yang paling banyak digunakan adalah

simetri bola.
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Terkait solusi simetri bola statis atau biasa disebut solusi Schwarzschlid
dalam teori gravitasi f(R) telah banyak dilakukan penelitian. Anne Marie N., dkk
(2010) mengembangkan formalisme kovarian baru untuk menentukan ruang-waktu
metrik simetri bola teori gravitasi f(R). Kemudian L. Sebastian dan S. Zerbini
(2011) telah mendapatkan solusi eksak dengan menurunkan lagrangian dari
persamaan gerak untuk metrik simetri bola statis dalam teori gravitasi f(R). Di
tahun yang sama, A. Shojai dan F. Shojai melakukan penelitian lanjutan dengan
menggambarkan konfigurasi kesetimbangan sebuah bintang, mereka mendapatkan
beberapa solusi interior simetri bola statis. Selain itu, pada tahun 2021 A. Romadani
dan M. F. Rasyid merumuskan koordinat Kruskal-Szekeres dari model gravitasi
vakum dalam teori f (R) dan didapatkan solusi ruang-waktu simetri bola statis yang
dikenal sebagai ruang-waktu de Siter-Schwarzschild.

Berbeda dari solusi eksak simetri bola statis dalam teori gravitasi f (R), untuk
menyelesaikan solusi eksak dalam kasus medan non-statis sangat tidak mudah.
Sehingga pada tahun 2018, Nguyen Anh Ky dkk melakukan penelitian dengan
metode gangguan dan berhasil mendapatkan solusi aproksimasi dari f(R) untuk
medan serta didapatkan solusi vakumnya.

Metode gangguan terdiri dari metode matematika untuk menemukan solusi
aproksimasi dari suatu masalah, dimulai dari solusi eksak dari masalah yang
sederhana. Bagian yang paling penting dari teori gangguan adalah dengan
menguraikan f(R) menjadi dua suku utama yaitu suku f(R) tanpa gangguan dan
suku pengganggunya. Suku pertama adalah solusi yang diketahui penyelesaiannya

dan suku kedua berbentuk deret pada pangkat yang lebih tinggi. Solusi gangguan
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biasanya hanya dengan mempertahankan dua suku pertama, yaitu suku yang sudah
diketahui dan koreksi gangguan orde pertama.

Motivasi mempelajari teori gravitasi f (R) adalah adanya fakta bahwa dengan
menambahkan suku ekstra pada aksi Einstein-Hilbert akan didapatkan penyelesaian
dari masalah evolusi alam semesta tanpa memunculkan konsep dark matter dan
dark energy. Juga, akan menarik jika digunakan untuk mempelajari sifat-sifat dari
lubang hitam.

Oleh karena itu, penelitian ini akan berfokus pada studi lubang hitam
Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R) dengan metode gangguan. Selanjutnya
akan ditinjau dua kasus khusus f(R), yaitu kasus f(R) = aR? dan kasus f(R) =
R+ aR? dan akan dikaji pula implikasi fisis dari solusi lubang hitam

Schwarzschild tersebut, berupa singularitas dan lintasan geodesiknya.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang diatas, berikut rumusan masalah untuk penelitian
ini:
1. Bagaimana bentuk metrik Schwarzschild dari teori gravitasi f (R) untuk kasus
f(R) = aR? dan kasus f(R) = R + aR??
2. Bagaimana deskripsi fisis dari singularitas dan lintasan geodesik lubang hitam

Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R)?

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah:
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1.5

6
Memperoleh bentuk metrik Schwarzschild dari teori gravitasi f(R) untuk
kasus f(R) = aR? dan kasus f(R) = R + aR?.
Mengetahui deskripsi fisis dari singularitas dan lintasan geodesik lubang

hitam Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R).

Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:

Untuk menambah pemahaman tentang relativitas umum tingkat lanjut,
terutama mengenai modifikasi gravitasi untuk metrik lubang hitam
Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R).

Sebagai dasar atau rujukan bagi penelitian yang lebih lanjut dan lebih
mendalam, dengan mengaplikasikan teori gravitasi f(R) ini ke metrik lubang
hitam lain yang lebih kompleks, seperti lubang hitam Kerr, Reisner-

Nordstrom, dll.

Batasan Masalah

Dalam penelitian ini akan dibatasi pada teori gravitasi f(R) untuk

mendapatkan metrik lubang hitam Schwarzschlid pada kondisi vakum dalam

kasus f(R) = aR? dan kasus f(R) = R + aR? dan bagaimana implikasi fisisnya

berupa singularitas dan lintasan geodesik solusi tersebut.
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TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Teori Relativitas Umum

Sebelum Teori Relativitas Umum diperkenal pada tahun 1915, telah
dikenalkan teori yang menjelaskan gerak benda dan gravitasi. Teori ini adalah
Hukum Gravitasi Newton dan Teori Relativitas Khusus. Hukum Gravitasi Newton
adalah percobaan Newton yang menghasilkan kesimpulan bahwa gaya tarik-
menarik yang bekerja antara dua benda sebanding dengan massa masing-masing
benda dan berbanding terbalik dengan kuadrat jarak kedua benda tersebut.

F = —(Gmym,)(#/r3) (2.1)

Hukum gravitasi adalah hukum yang menjelaskan gerak benda-benda yang
berinteraksi karena adanya pengaruh gravitasi antara benda dengan ketelitian
tinggi. Keakuratan untuk menganalisis dinamika gerak benda langit adalah bagian
dari hukum ini. Akan tetapi, hukum gravitasi Newton hanya dapat menjelaskan
gerak benda pada kelajuan rendah dan hanya berlaku pada medan gravitasi lemah
serta tidak konsisten dengan Teori Relativitas Khusus. Menurut Teori Relativitas
Khusus, efek gravitasi dari benda langit tersebut merambat melebihi kecepatan
cahaya sebab menurut gravitasi Newton jika sebuah benda digerakkan maka gaya
gravitasi benda tersebut terhadap benda lain akan berubah spontan. Karena inilah,
hukum gravitasi Newton dapat dikatakan tidak sesuai dengan Teori Relativitas
Khusus. Dari sini, kemudian Einstein berupaya merumuskan teori gravitasi baru

yang kompatibel dengan teori relativitas khusus (Gautama, 2018).



Relativitas umum adalah sebuah generalisasi atau perumuman dari relativitas
khusus yang mencakup gravitasi dan semua kerangka gerak yang dipercepat.
Menurut Einstein, gravitasi bukan disebabkan adanya interaksi antar objek
melainkan manifestasi dari kelengkungan ruang-waktu. Fenomena gravitasi sangat
berkaitan denga geometri ruang-waktu. Ini dikarenakan adanya penyebaran massa
dan energi di dalam ruang-waktu tersebut. Melengkungnya lintasan cahaya karena
medan gravitasi juga dapat diartikan bahwa sifat ruang ditentukan oleh distribusi
materi dan berlaku sebaliknya. Ada dua asas yang menjadi pondasi dari Teori
Relativitas Umum yaitu, yang pertama adalah asas kesetaraan (principle of
equivalence) yang berbunyi “Tidak ada percobaan yang dapat dilakukan dalam
daerah kecil (lokal) yang dapat membedakan medan gravitasi dengam sistem
dipercepat yang setara” dan yang kedua adalah asas kovarian umum (general
covariance) berbunyi “Hukum alam harus memiliki bentuk yang tetap terhadap
sembarang pemilihan transformasi koordinat™.

Penjelasan ruang-waktu pada skala makroskopis paling baik dijelaskan oleh
Persamaan Medan Einstein (Clifton dkk, 2011). Persamaan ini dianggap mengatur
inflasi alam semesta, perilaku lubang hitam, perambatan gelombang gravitasi, dan
pembentukan semua struktur di alam semesta, dari planet ke bintang, hingga galaksi
dan gugus kelompok galaksi. Namun dalam skala mikroskopis relativitas umum
bukanlah teori yang cocok. Selain itu, ada beberapa permasalahan dalam teori
kosmologi modern yang tidak bisa dijelaskan oleh persamaan ini. Salah satunya
tentang alam semesta yang mengembang dipercepat, sehingga muncul beberapa

model dengan dua pendekatan dasar yaitu memodifikasi ruas kanan persamaan



medan Einstein (disebut dark energi) atau memodifikasi ruas kiri persamaan medan
Einstein (disebut modified gravity).

Persamaan medan Einstein dikenal dalam empat dimensi. Tetapi bagaimana
jika dimasukkan ke dimensi yang lebih tinggi dan kemudian dapat memilih untuk
menurunkan persamaan medan ini dari aksi Einstein-Hilbert di ruang-waktu
berdimensi lebih tinggi, atau ke himpunan persamaan efektif dalam empat dimensi.
Kedua kemungkinan definisi diatas tidak konsisten dan terlebih lagi belum
diketahui apakah dalam persamaan medan Einstein yang didapatkan memiliki

konstanta kosmologis atau tidak (Clifton dkk, 2011).

2.2 Aksi Einstein-Hilbert

Aksi Einstein-Hilbert dapat digunakan untuk memperoleh persamaan
gravitasi Einstein dan juga persamaan untuk teori yang lebih umum seperti teori
gravitasi f(R). Diketahui bahwa skalar paling sederhana yang dapat dibangun
dengan menggunakan tensor metrik dan turunannya yaitu skalar kelengkungan
Ricci R dan aksi paling sederhana untuk relativitas umum dalam vakum adalah aksi

Einstein-Hilbert (Sporea, 2014).

1
SEH = fd“x\/gﬂ R

Jika keberadaan bidang materi diperhitungkan juga, maka aksi dapat ditulis sebagai

1

dimana g = | det(g, )|, lagrangian Einstein-Hilbert dan lagrangian materi

(2.2)

(2.3)

diberikan oleh

Lgy =R (2.4)
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Ly =L, a;ﬂwb; g,uv) (2.5)
Dalam persamaan (2.5) yang dilambangkan dengan y adalah bidang materi, k =
8mG, dan G adalah konstanta gravitasi Newton (dengan kecepatan cahaya yang

dimisalkan ¢ =h = 1). Variasi orde pertama dari aksi Einstein-Hilbert diperoleh

1 2.6
0Sgn = ﬂj d* x (5(@)9MVRMV + JE(S‘(g“V)RHV (26)
+ \/ng5(RMV))
dimana skalar Ricci didefinisikan sebagai
R = g"R,, (2.7)

Untuk menghitung variasi dari determinan g metrik dibutuhkan rumus berikut
9= 9uwadj(g) (2.8)
89 = adj(gm,)5guv (2.9)
dengan menggunakan definisi adj = gg"" maka didapatkan
69 =9 9" 89y (2.10)
Karena disini dipilih untuk membuat variasi aksi terhadap §g*¥ daripada 69,
(walaupun dalam akhirnya persamaan yang sama diperoleh dalam kedua kasus)
maka sekarang akan diturunkan hubungan antara § g#* dan 6 g,,,,. Untuk melakukan
itu akan dimulai dari persamaan berikut
9" g, = 84 (211)
dan menggunakan fakta bahwa tensoré’ adalah konstan yang berarti tidak berubah
di bawah suatu variasi, oleh karena itu dapat ditulis
59%°9ov + 97695y = 0 (212)

atau setelah mengalikan dengan gV dan merangkainya kembali, didapatkan
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8Gup = —9"°9"" 695y (2.13)
p < v dan dikalikan lagi dengan g,,,
Iwb9*" = =937 9" 894p

= —8797"69sp

= —9°"89sp

= —9"89u @19
Persamaan diatas dimasukkan ke dalam persamaan (2.11), kemudian dihitung
variasi untuk /g sebagai

1 -1 1 (2.15)
6\J9=—=89=——= 99,w89" = —=/99,, 69"
2\/’5 g 2\/’5 gguv g 2 gguv g

Untuk mengekstrak persamaan medan dari persamaan (2.7), perlu variasi
pengfaktoran §g#”. Untuk melakukan ini, pertama-tama SR, dinyatakan dalam
variasi metrik dan turunannya. Karena tensor Ricci diperoleh dari tensor
kelengkungan Riemann penuh maka
Ry = Ry (2.16)

Selanjutnya akan didapatkan variasi tensor kelengkungan Riemann. Ini bisa
dilakukan dengan berbagai cara, tetapi yang paling mudah adalah menghitung
terlebih dahulu variasi tensor kelengkungan. Tensor Riemann diberikan oleh
(Poisson, 2004)

Ry = 0T — 0,15 + THIY, — TATY, (2.17)
dalam kaitannya dengan hubungan I}, yang disebut sebagai koneksi Levi-Civita

1 2.18
F;?v = Egal(a/xg)h/ + avgu/'l - alg;w) ( )

Dibawah ini adalah variasi sembarang dari koefisien koneksi
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Loy — L7, + 607, (2.19)
dari persamaan (2.17) dapat ditulis bahwa
SRy, = 0,(8T,) — 0,(8T%) + STLIY, — STATY, + TL,6TY,
g (2220)
Kemudian dapat memilih untuk mengerjakan dalam koordinat geodesik lokal di
beberapa titik sembarang P, di mana simbol Christoffel dapat dibuat nol ([, = 0)
(Misner dkk, 1973) dan dalam hal ini juga berpendapat bahwa turunan biasa identik
dengan turunan kovarian yang didefinisikan oleh
V.T§ = 0,T§ + T&T§ — T5, T8 (2.21)
Dan variasi tensor Riemann pada titik P sebagai
§R%,, = V,(6TS,) — V,8(T3) (2.22)
Faktanya bahwa 6T,7, adalah tensor persamaan (2.22) hanya berisi besaran-besaran
tensorial, yang memberi informasi bahwa relasi ini berlaku dalam sistem koordinat
apa pun. Hasilnya persamaan (2.22) berlaku untuk umum dan ini dikenal sebagai
persamaan Palatini. Menggunakan persamaan (2.16) dan persamaan (2.22)
sekarang dapat ditulis variasi untuk tensor Ricci
SR, = V,(6T%,) — V,6(T2) (2.23)
Selanjutnya,
9" SRy = 9"V, (8T%) — 9*V46(T2)
9" 8Ryy = V(9" 61%) — Vy(g"78Ts)
9" Ry = V(9" 8% — gHosT;) (2.24)
dengan merelasikan persamaan (2.15) dan (2.7) didapatkan bentuk berikut untuk

variasi aksi
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SSEH—fd‘*x\/_ > 9uv }6g + fd“x\/_R WY Lad

+ f d*x\[gV,(g" 6T — g*oo8TY,) (2.25)

S 0, maka ekspresi akhir untuk variasi Sgy dapat

Dengan mensyaratkan SghY

dituliskan sebagai

6Sgy = fd x\/_{ o — zgwR}&g’“’

(2.26)

SEH

Setelah menghitung integral var|a3|onal - dan mengaturnya menjadi nol, pada

akhirnya diperoleh persamaan gravitasi Einstein untuk ruang kosong

1 (2.27)
le — ngvR =0

Untuk sisanya pada bagian ini akan dianalisis aksi penuh persamaan (2.3), yang

juga bisa ditulis sebagai

(2.28)

1 1
S ZESEH + SM == fd4x (ﬂLEH + LM)

dimana dilambangkan dengan Len dan Ly densitas lagrange yang diberikan oleh
Ley = \/ELEH (2.29)

Ly = glu (2.30)

Variasai aksi (2.29) sehubungan dengan (invers) metrik didapatkan

1 6Sgy  6Sm _ 0 (2.31)
2k Sghv  Sghv

Telah dilihat bahwa suku pertama dari relasi di atas memberi

1 (2.32)
Ruv - Eg;wR = G;w

Kemudian dibandingkan persamaan (2.31) dengan persamaan Einstein penuh
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Gy = —KTy, (2.33)
dengan k = Scif sehingga persamaan (2. 32) menjadi
1 81G (2.34)

Ry — EngR = _C_4Tuv
Persamaan medan Einstein dalam bentuk persamaan tensor campuran diberikan

oleh

1 :
RY — ESffR = —kT} (2:35)

Sekarang dapat memberikan definisi tensor momentum energi-tegangan sebagai
fungsi metrik dan materi lagrangian

2 8Sy (2.36)
TIW = T uv
[—g b9

Dapat ditunjukkan bahwa tensor momentum energi-tegangan (2.36) memiliki

semua kelayakan yang diperlukan untuk suatu tensor momentum-energi. Dari

persamaan medan Einstein (2.34) didapatkan

8nG .
R = 7T4 T (2.37)
c
dan persamaan (2.34) menjadi
8nG 1 (2.38)
o= =i (o= 59007

2.3 Modifikasi Gravitasi

Berbagai variasi modifikasi gravitasi yang dianggap sebagai alternatif
gravitasi untuk energi gelap. Masalah energi gelap atau pertanyaan mengapa alam
semesta saat ini mengembang dipercepat, dianggap sebagai masalah teoritis paling

mendasar pada abad 21. Ada berbagai cara yang ditujukan untuk membangun
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model energi gelap yang dapat diterima. Beberapa diantaranya adalah model skalar,
fluida gelap dengan persamaan keadaan yang kompleks (E,S), teori medan yang
melibatkan fermion, medan vektor abelian atau non-abelian, teori string atau M-
theory, dimensi yang lebih tinggi, dll. Meskipun upaya-upaya ini masih belum bisa
memberi penjelasan yang memuaskan tentang asal mula energi gelap, hal ini dapat
dimengerti mengingat bahwa nilai parameter kosmologi saat ini belum
didefinisikan dengan akurasi yang tepat (S. Nojiri dan S.D. Odintsov, 2006).

Pendekatan modifikasi gravitasi memang sangat menarik dalam aplikasi
untuk akselerasi lambat alam semesta dan energi gelap, ini disebabkan oleh
beberapa hal (S. Nojiri dan S.D. Odintsov, 2006):

1. Modifikasi gravitasi memberikan alternatif gravitasi yang sangat alami untuk
energi gelap. Percepatan kosmik dijelaskan secara sederhana oleh fakta bahwa
ekspansi alam semesta di mana beberapa suku sub-dominan (seperti 1/R)
mungkin menjadi esensial pada kelengkungan kecil.

2. Modifikasi gravitasi menghadirkan penyatuan yang sangat alami dari inflasi
awal dan percepatan akhir berkat peran yang berbeda dari istilah gravitasi
yang relevan pada kelengkungan kecil dan besar. Selain itu, beberapa model
gravitasi yang dimodifikasi diprediksi oleh pertimbangan teori string atau M-
theory.

3. Modifikasi gravitasi dapat berfungsi sebagai dasar untuk menjadi penjelasan
yang terpadu tentang energi gelap dan materi gelap. Beberapa efek
kosmologis (seperti kurva rotasi galaksi) dapat dijelaskan dalam kerangka

modifikasi gravitasi.
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4. Dengan asumsi bahwa alam semesta memasuki fase phantom, modifikasi
gravitasi secara alami dapat menggambarkan transisi dari fase non-phantom
ke fase phantom tanpa perlu memasukkan materi eksotis (seperti skalar
dengan istilah kinetik tanda yang salah atau fluida ideal dengan parameter
EoS kurang dari satu). Selain itu, seringkali fase phantom dalam modifikasi
gravitasi bersifat sementara. Oleh karena itu, biasanya tidak ada Big Rip masa
depan yang diharapkan di sana.

5. Modifikasi gravitasi secara alami menggambarkan transisi dari perlambatan
ke percepatan dalam evolusi alam semesta.

6. Dominasi energi efektif dapat dibantu oleh modifikasi gravitasi. Oleh karena
itu, masalah yang kebetulan diselesaikan di sana hanya dengan fakta ekspansi
alam semesta.

7. Modifikasi gravitasi diharapkan dapat berguna dalam fisika energi tinggi
(misalnya, untuk penjelasan masalah hierarki atau penyatuan GUT dengan
gravitasi).

8. Terlepas dari kendala yang cukup ketat dari pengujian Tata Surya, ada versi
modifikasi gravitasi yang mungkin merupakan teori yang layak bersaing
dengan Relativitas Umum pada zaman sekarang. Namun demikian,
pemeriksaan yang lebih serius terhadap teori semacam itu diperlukan untuk
menyesuaikannya dengan berbagai data pengamatan dan pengujian Tata
Surya yang tepat.

Beberapa modifikasi gravitasi yang dapat dipertimbangkan sebagai alternatif
untuk relativitas umum, seperti (Sotiriou dkk, 2007):

1. Teori Skalar-Tensor
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Aksi dari teori skalar-tensor diberikan oleh

1 2.39
Sst = mf d4x\/—_g [¢R - %(auqba#(p) - V(qb)l &)

+ SM (guv' l/))

dan persamaan Einstein diberikan oleh

8nG 1
G = 1+ 20 (5,07,0 — 2 6,,7A6,0)

(0] o) 2

(2.40)
1 V
+ 5 (Vuvvd) - .g/wa)) - ﬂg[w
dimana
¢ 1 w'(@) 1 (2.41)
R e e o
2. Teori Gravitasi f(R) Metrik

Aksi dari teori gravitasi f(R) diberikan oleh

Smet = SG(guv) + SM(g/,wv d)) (2.42)

dimana S,, adalah aksi materi dan dilambangkan dengan v bidang materi.
Persamaan medan dari aksi (2.42) diperoleh

1 .
f,(R)R;w - Ef(R)g;w + [vuvv - guvD]fl(R) = —KTyy (243)

Dalam kasus f(R), untuk R = konstan dan T,, = 0, persamaan diatas
tereduksi menjadi
f'(RIR=2f(R)= 0 (2.44)
3. Teori Gravitasi f(R) Palatini

Aksi mengambil bentuk berikut

Spal = fd%cﬁf(ﬂ) + SM(guv» d’) (2.45)
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Dengan menggunakan variasi §R,,,
SRyy = V38T, — V,6Th (2.46)

persamaan medan untuk gravitasi f(R) Palatini didapatkan

, 1 (2.47)
f (R)R(uv) - Ef(:R)gyv = KTy
4. Teori Dimensi Ekstra
a. Pendekatan Metrik
Aksi yang diberikan adalah
1 (2.48)
S = ﬂf d*x/—g(R + aR? + bR*'R,)
b. Pendekatan Palatini
Aksi yang diberikan adalah
1 (2.49)
S = ﬂ_f d*x,/—g(R + aR? + bR*'R,,,) + Sy (g"", )
dan persamaan medan diberikan oleh
1 2.50
Ruv) + 2aR{ Ry = 5 (R+RR52)Guw = KTy (2:50)
5. Teori Metrik-Affine
Aksi teori metrik-affine diberikan oleh
2.51
SMA = Jd4x\/ _gf(je) + SM(guw F;%w 1/)) ( )
dan persamaan medan diberikan oleh
(2.52)

FROR G~ 5 f RG = KT,



19

1 _ _
- —V _ 4 fR uwv _l_va _ ! :R no 61/
\/_—g[ A(V gf R)g ) (\/ gf' R)g ) /1]

+ 2f'(R)(g" S5, — 9"PS5s0% + 9+7S33) (2.53)

= i (nf" - Blks"))
6. Teori Gauss-Bonnet

Aksi teori gauss-bonnet diberikan oleh

R A '
Sep = f d*x\[—g [ﬂ - a(auqf’a”ff’) - f(G)] + Su (G ) (259

dimana G adalah invarianGauss-Bonnet dan persamaan medan dari aksi di

atas adalah

1 1 1
—(puv _Z quvp ) _ Z quv Iy
2K<R -9 R) > 9"f(G) +2f(G) RR

= 2(vV (@)
+2g* (V2f'(6))R — 8f'(GIRLR + 4 (V,VE£'(6) ) R¥P
+4(V,VVf@)Rrp — 4(72 f/C))RIY — 4gHV(V,V,f'(C))RPO
+2f'(G)RMPT R py — 4 (V,Vof '(G) ) REPVO = THY 4+ TS (2.55)

% (RW — %g‘“’R) — %g’“’f(G) +2f(G) RR™ + 4f'(G)R,R"P
(2.56)

+2f'(G)RMPTRY,

foo — 4f (GIRFPVO R,y = TH + T, + T

¢
2.4 Lubang Hitam dalam Al-Quran

Bintang memulai hidupnya sebagai awan dingin dari gas yang melayang di
dalam ruang antarbintang yang mengembang. Setiap butiran materi di awan
mengalami gaya gravitasi yang menarik satu sama lain. Tarikan kolektif ini

menyebabkan bagian luar tertarik dan menekan bagian dalam serta menyusutkan
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awan. Ketika gas mampat suhunya kan meningkat. Semakin mampat awan akan
semakin panas dan bila kontraksinya cukup kuat, bintang tersebut akan bersinar
(Purwanto, 2015).

Bintang perlu sumber energi panas internal yang menjaga dari pengerutan
lanjut. Tanpa sumber ini, bintang tidak akan bersinar kecuali melalui aliran panas
dari bagian dalam. Kehilangan panas akan menyebabkan tekanan dalamnya jatuh
dan tidak mampu menahan berat lapisan luar yang menghancurkan. Selanjutnya
bintang akan terus mengalami keruntuhan, sebagai korban dari kecenderungannya
sendiri untuk saling tarik satu sama lain (Purwanto, 2015). Peristiwa runtuhnya
bintang sering disebut sebagai supernova. Bahkan disebutkan pula Allah SWT telah
berfirman dalam QS. Al-Mursalaat (77) ayat 8:

Eiaeeds 55550 1313
“Maka apabila bintang-bintang telah dihapuskan”(QS. Al-Mursalaat [77]: 8)

Ketika bintang mengalami keruntuhan maka tidak akan lagi memancarkan
cahaya. Karena inilah supernova dianggap sebagai bintang yang dihapus. Kondisi
ini disebut juga sebagai kematian bintang.

Bintang yang telah mati akan menjadi compact object sebagai benda angkasa
baru. Istilah compac tobject secara kolektif mengacu pada bintang katai putih,
bintang neutron, dan lubang hitam. Dikatakan compact object karena kepadatannya
yang luar biasa akibat keruntuhannya. Pusat bintang yang runtuh mengalami
pemampatan sehingga elektron di pusat bintang akan terhimpit hingga makin dekat
ke inti (Gautama, 2010). Compact object sering kali menjadi titik akhir dari evolusi
bintang dan bisa disebut sebagai sisa-sisa bintang. Jenis dari compact object ini

bergantung pada massa maksimum akhir evolusi bintang.
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Menurut John Michell, medan gravitasi yang sangat kuat pasti dimiliki oleh
bintang yang masif dan antap sehingga mengakibatkan cahaya tidak dapat keluar
dari bintang tersebut. Sebenarnya bintang ini memancarkan cahaya dari
permukaannya, akan tetapi tertarik kembali oleh gravitasinya sendiri sebelum
sempat bergerak jauh. Akibatnya proses ini tidak terlihat oleh pengamat di luar, tapi
masih dapat dirasakan tarikan gravitasinya. Obyek seperti ini diberi nama lubang
hitam (Black Hole) oleh John Wheeler.

Lubang hitam merupakan singularitas ruang waktu. Singularitas terjadi akibat
kuatnya gravitasi suatu benda yang sangat masif. Lubang hitam terjadi apabila suatu
bintang neutron yang bermassa lebih besar dari 3Mg maka tekanan degenerasi
elektron dan neutron tak akan mampu menghentikan keruntuhan gravitasi bintang.
Bintang kan menjadi semakin mampat dan medan gravitasinya semakin kuat.
Dengan begitu kelengkungan ruang waktu di sekitar bintang pun semakin besar
sehingga cahaya pun tidak dapat lolos. Radius maksimal bintang agar dapat menjadi
lubang hitam adalah (Gautama, 2010):

_2GM (2.57)
==

N

Jari-jari ini dinamakan jari-jari Schwarzschild, dan lingkarannya disebut horizon

peristiwa atau event horizon.

Gambar 2.1 Jari-jari Schwarzschild
(Anugraha, 2011)
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Dari persamaan di atas dapat diketahui bahwa kecepatan lepas pada lubang hitam
lebih besar atau sama dengan laju cahaya, sehingga cahaya tidak dapat lepas setelah

memasuki event horizon (Gautama, 2010).

Gambar 2.2 llustrasi suatu lubang h.ita.m yang melengkungkan ruang
(Gautama, 2010)

Selain dalam QS. Al-Mursalaat (77): 8 yang menjelaskan tentang bintang
yang dihapuskan, kajian tentang ayat-ayat kauniyah ini juga tidak melewatkan pada
objek-objek astrofisika termasuk lubang hitam yang difirmankan oleh Allah SWT
dalam Surah At-Takwir ayat 15 dan 16 :

(VDK el (v0) Wikl 2ndi S

“Aku bersumpah demi bintang-bintang, yang beredar dan terbenam” (QS. At-
Takwiir [81]: 15-16).

Kata al-khunnas dalam kamus al-Munawwir terambil dari huruf kha 'nun sin,
sehingga terbaca khunnasun. Makna al-khunnas adalah bintang-bintang, dan al-
khannas adalah setan (Munawwir, 1997). Sedangkan dalam Kamus Terjemah al-
Qur’an: Khusus kata-kata dalam al-Qur’an, kata alkhunnas artinya bintang-

bintang yang kelihatan kembali (Hasyim, 2010).
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Kata al-khunnas artinya bintang-bintang yang bercahaya. Pada zaman dahulu,
para kafilah di padang pasir sangat mengagumi bintang dan secara umum manusia
memang mengagumi bintang. Bahkan Allah berfirman dalam bentuk sumpah
dengan bintang-bintang. Bintang-bintang memang tidak terlihat di siang hari, tetapi
mereka akan memperlihatkan keindahannya serta menghiasi langit di malam hari.
Disamping memberi penerangan perjalanan di padang pasir maupun
ditengahlautan, bintang-bintang juga memberi petunjuk tentang waktu, arah yang
harus dituju, maupun peredaran musim dan sebagainya (Kementrian Agama R,
2011).

Dalam tafsir al-Maragi al-khunnas bentuk tunggalnya khanis artinya yang
susut dan bersembunyi. Dalam bahasa Arab dikatakan khanasa fulanun bainan-nas
artinya ia menyusut dan bersembunyi diantara manusia (Al-Maragi, 1993).
Pendapat ini serupa dengan yang diungkapkan oleh Quraisy Shihab dalam kitab
tafsir al-Misbah bahwa kata al-khunnas adalah bentuk jamak dari kata alkhanisah
yang terambil dari kata khanasa, yakni bersembunyi di tempat persembunyiannya.
Bintang tersebut sebenarnya ada dan tetap beredar, hanya saja tidak terlihat dangan

mata (Shihab, 2016).

2.5 Solusi Lubang Hitam Schwarzschild dalam Teori Gravitasi Einstein
Solusi dari persamaan medan Einstein pertama kali dikerjakan oleh Karl
Schwarzschild pada tahun yang sama sejak Teori Relativitas Umum dipublikasikan,
berdasarkan penemuan Schwarzschild pada paper periheliumnya. Schwarzschild
memberikan solusi statik dan simetri bola untuk persamaan medan Einstein. Solusi

Schwarzschild adalah solusi persamaan medan paling sederhana (selain metrik
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Minkowski) yang memberikan geometri ruang-waktu vakum di sekitar sumber
masif berbentuk simetri bola. Hasil yang didapatkan yaitu lubang hitam (blackhole)
statis.

Geometri ruang-waktu yang terdapat di sekitar objek ditentukan oleh fungsi
metrik yang berkaitan dengan objek tersebut. Lubang hitam Schwarzschild adalah
lubang hitam statis yang tidak memiliki muatan listrik ataupun momentum sudut.
Lubang hitam ini dijabarkan dengan menggunakan metrik Schwarzschlid dan tidak
dapat dibedakan dengan lubang hitam lainnya kecuali berdasarkan massa. Didalam
koordinat Schwarzschlid dinotasikan (1, -1, -1, -1).

Dalam sajian matematis, metrik simetri bola adalah metrik yang
mempertahankan bentuk (Gautama, 2018)

fr2[d6? + sin®0d¢?] (2.58)
Dengan f dapat berupa tetapan atau fungsi dari r dan t serta parameter lainnya
tidak bergantung terhadap 6 dan ¢. Berdasarkan syarat diatas, maka rumusan
metrik simetri bola dapat disajikan dalam bentuk metrik umum sebagai berikut
(Gautama, 2018)
ds? = e%c?dt? — e¥dr? — r?(df? + sin?6d¢?) (2.59)
Nilai ¢ sementara diisikan sama dengan 1 sehingga menjadi
ds? = e%dt? — eVdr? — r?(d6? + sin?0d¢?) (2.60)
Rumusan umum seperti ini disebut sebagai ansatz. Ansatz dipilih berdasarkan
asumsi fisis dan syarat batas dari kasus yang dipilah. Tujuan memecahkan
persamaan medan adalah untuk mengetahui parameter-parameter tak tentu dalam
ansatz metrik menggunakan persamaan kendala yang diketahui. Meskipun

demikian, sering pula persamaan kendala yang dimiliki tidak mencukupi sehingga
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metrik akhir masih mengandung fungsi tak tentu (Gautama, 2018). Dari persamaan

metrik simetri bola di atas, akan didapatkan tensor metrik g, sebagai berikut

e 0 O 0
_| 0—e” 0 0
Iw =10 0 2 0 (2.61)

0 0 0 —r?sin%6

dengan bentuk kontravarian dari tensor metrik di atas adalah

e % 0 0 0
uw — 0 —e‘” 0 0
g 0 0 —r2 0 (2.62)

0 0 0 -r2sin™%0
Nilai dari simbol Christoffel dari tensor metrik (2.18) di atas adalah

o 1 ol
Fuv = Eg (auglv + avgul_ a)lg/w)

yang berjumlah sebanyak 64 komponen. Beberapa komponen yang tidak bernilai

nol sebagai berikut:

ul
Tor = Ifp = P}

!

u

Igo = —e®™
vl

Y ==

1=

Iy, =—-re™"

[ = —rsin’fe™
1

=T =-

1z =131 =

I'%Z = —sinf cos @
1

M3 =T =-

13 = I51 =

(2.63)
F233 = F332 = COt@



26

Tensor Ricci dapat dihitung dengan menggunakan persamaan
Ry = 0,00 — 0,1, + ThT% — TOTS, (2.64)
Karena Tensor Ricci bersifat simetri R,, = R,,, maka hanya memiliki 10
komponen bebas. Untuk komponen R;, dengani=1, 2, 3:
Rio = 0I5 — 0,135 + Fify pao - Fiﬁf,ﬁ’a (2.65)
Dengan kondisi statik menyatatkan bahwa d,g,, = 0 sehingga d,I}; = 0. Tensor

Ricci menjadi

Ry = — 9Ty + TAT), — Tl (2.66)
Dengan menggunakan nilai jio =0, I‘é’p = 0 dan l“l-‘} = 0, maka didapatkan
Rio = Roi = 0 (267)

Sehingga komponen tensor Ricci yang tersisa adalah komponen dalam arah

diagonal (R,,,). Nilai dari R,,,, ini adalah

— p P
Ryu = aurifa - 6(,Fﬁ’ﬂ + Fuarpau - Fuurpad (2.68)
Untuk u =0
u' u o uv u'? (2.69)
— pu-v)| —_ 4~ - 4
Ryo e (2 + " 7 + 4>
Untuk u =1
R = u” N v’ N u'v’ u'? (2.70)
n= 2 "r' 4 4
Untuk p = 2
r(u’ —v' 2.71
Ry, = 1—€_v<¥+1> ( )

Untuk u = 3
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, r(u —v') (2.72)
Ry3 = sin6(1—e" T+1
Dengan hasil skalar kelengkungan R yaitu
R = 26~ u’ u'v’ N u'? N ' —v") N 1 2 (2.73)
- 2 4 4 r r2) r?

Selanjutnya dengan menggunakan kondisi vakum, komponen metric e dan e™%
akan didapatkan. Sehingga metriknya akan menjadi

2m 2my\ ! (2.74)
ds? = <1 - 7) de? — (1 - T) dr? — r2(d8? + sin*0d¢?)

metrik pada persamaan (2.74) tersebut adalah metrik Schwarzschild.

Solusi Schwarzschlid adalah solusi dari persamaan medan Einstein di ruang
vakum. Hal ini berarti bahwa solusi tersebut hanya berlaku di luar sumber gravitasi
yang artinya untuk sumber gravitasi berbentuk bola dengan radius R maka
solusinya hanya berlaku untuk » > R. Dan untuk menggambarkan medan gravitasi
baik di dalam maupun di luar sumber gravitasi, solusi Schwarzschild harus

disesuaikan dengan beberapa solusi interior r = R.

2.6 Metode Gangguan dalam Teori Gravitasi f(R)

Metode gangguan dalam teori gravitasi f(R) adalah dengan menguraikan
f(R) menjadi dua suku utama yaitu suku f(R) tanpa gangguan dan suku
pengganggunya. Suku pertama adalah solusi yang diketahui penyelesaiannya dan
suku kedua berbentuk deret dari suku pertama yang dicirikan dengan suatu
parameter yang bernilai kecil. Solusi gangguan biasanya hanya dengan
mempertahankan dua suku pertama, yaitu suku yang sudah diketahui dan koreksi

dari suku sebelumnya. Karena koreksi ini lebih kecil dibandingkan dengan ukuran
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besaran itu sendiri maka dapat dihitung dengan menggunakan metode aproksimasi
(perkiraan). Oleh karena itu untuk sistem rumit yang belum terpecahkan dapat
diselesaikan dengan sistem yang lebih sederhana. Sehingga f(R) dapat ditulis
dalam bentuk (Anh Ky dkk, 2018)

f(R) =R + ah(R) (2.75)
di mana h(R) adalah fungsi skalar dari R dan a adalah konstanta, sehingga a4 (R)
dan turunannya dibandingkan dengan R adalah sangat kecil. Persamaan (2.75)

disubtitusikan ke persamaan (2.43)

[1+ ah'(R)IR,, — %(R + ah(R))gu + [VuVy — 9,8]ah’ (R)

(2.76)
= —KTy,
atau dapat ditulis dalam bentuk tensor campuran
u 1 u / u A Upr Ut u /
Ry, — 56VR + ah’'(R)R;, — ESVh (R) — ad,,0h'(R) + aV*V,h'(R)
(2.77)

= —kT}
Persamaan ini dipecahkan menggunakan metode gangguan, berdasarkan fakta
bahwa persamaan ini berbeda dari persamaan Einstein dengan suku gangguan kecil
(empat suku terakhir di sisi Kiri persamaan). Kemudian dari persamaan (2.37) dan

(2.38) didapatkan

1 2.7
R = kT dan RY =—K<T¢‘—§55T) (2.78)
dan disubsitusikan ke persamaan (2.77)
1 , 1 a ,
Rl — 55512 — axh'(xT) (Tv” - E55T> — E(Sffh (xT)
(2.79)

— ad!'0fR (kT) + aVHVER (kT) = —k T}
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Persamaan ini dipecahkan dalam bentuk turunan orde pertama, dimana h'(kxT) =

—aah(i"TT)) dan superskrip E di turunan kovarian berarti bahwa tensor metrik g,,,, diambil

dari Persamaan Einstein.

Jika persamaan di atas diselesaikan dalam kondisi vakum (T} = 0,T = 0),
maka h(xT) dan h'(xT) adalah konstanta dan karena konstanta hasil turunannya
sama dengan nol, sehingga persamaan (2.79) menjadi

1 a a 2.80
Rl — 56513 = E55h(;cT) = 55;%(0) (280)

Jika h(0) persamaan gangguan ini mirip dengan persamaan Einstein untuk kondisi
vakum, tetapi disini ada perbedaan mendasar. Dalam persamaan Einstein pada
pusat medan, solusi untuk kondisi vakum selalu stationer dan waktu konstan,
bahkan ketika pusat medannya tidak stationer. Sedangkan dalam teori f(R) solusi
simetri bola umumnya tidak stationer. Selanjutnya, konstanta integrasi dalam solusi

persamaan Einstein bisa didapatkan dengan mengambil batas potensial gravitasi

Klasik ¢ = — == (Anh Ky dkk, 2018).

2.7 Lintasan Geodesik

Geodesik adalah lintasan terpendek antara dua titik. Jika pada koordinat
kartesian, geodesiknya berbentuk suatu garis lurus dan jika pada koordinat bola
geodesiknya adalah panjang busur terpendek yang menghubungkan dua titik
tersebut pada lingkaran bola dengan jari-jari terbesar (Irawan, 2016). Karena
geodesik didefinisikan sebagai lintasan terpendek antara dua titik yang dapat

ditempuh dari suatu kurva pada manifold, artinya sama saja dengan mensyaratkan
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bahwa geodesik harus sebuah kurva dengan kelengkungan seminimal mungkin

sehingga kurva tersebut memiliki gradien yang sejajar terhadap kurva itu sendiri.

Gambar 2.3 Geodesik pada Ruang Datar
(Irawan, 2016)

Gambar 2.4 Geodesik pada Ruang Lengkung
(Irawan, 2016)

Dari Gambar 2.3 terlihat bahwa jarak terdekat antara titik P dan Q berupa garis
lurus. Sedangkan pada Gambar 2.4 terlihat bahwa jarak terdekat antara dua titik

pada ruang lengkung adalah kurva lengkung PQ.

T N
N J

Gambar 2.5 Dua Titik yang Dihubungkan dengan Tiga Lintasan
(Irawan, 2016)
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Misal terdapat dua titik A dan B yang dihubungkan oleh tiga lintasan seperti
Gambar 2.5 dibawah ini, maka lintasan geodesiknya adalah lintasan C karena

lintasan C adalah jarak terpendek antara titik A dan B.
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TEORI GRAVITASI f(R)

3.1 Teori Gravitasi f(R)

Teori gravitasi f(R) adalah perpanjangan dari relativitas umum Einstein yang
diturunkan dari relaksasi hipotesis aksi Einstein-Hilbert untuk medan gravitasi
linier dalam skalar kelengkungan Ricci R. Teori gravitasi f(R) pertama kali
diusulkan oleh Hans Adolp Buchdahl pada tahun 1970. Teori gravitasi f(R) akan
ditinjau menggunakan pendekatan metrik. Aksi dari teori gravitasi f(R) diberikan
oleh persamaan (2.42)

Smet = S6(Guv) + Sw(guvs %)
dimana S,, adalah aksi materi dan dilambangkan dengan i) bidang materi. Jadi

dapat ditulis aksi total untuk f(R) gravitasi sebagai

Smee = | 42y=GF R + Su(gy0. ) G
Dilakukan prinsip variasi terhadap metrik g*V untuk aksi, didapatkan
8Smet = f d*x ((8/=9)f(R) +J=g8f (R)) + KT,,
= f d*x (—%gwf(R)é‘g’“’ + f’(R)é'R) + KTy
= f d*x (—%gwf (R)6g* + f'(R)[RS9™ + g’”rSRw])
(3.2)

+ KTy

Pertama-tama dihitung terlebih dahulu suku g#'éR,,, dengan memanfaatkan

wvs

identitas relativitas umum

32
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S8Ry = V3(6T,) — V,(8T4) (3.3)

dan

1 3.4
515, = 3 03,9(69%) + 92,9,(56°) ~ Gags (697 &Y
Sehingga didapatkan

gtvoR,,

gt (VA(SR%”) -V, ((Srfu))

1
= 59""ValgovVu(697) + 9ouVy (697)
- gvaguﬂvl(ggaﬁ)]

1
- Eg#vvv [gcmvu(&gal) + .gcruv)l(&gal)

- glaguﬂvll(agaﬂ)]

1
=3 [VaVs(89°%) + V3V, (697%) — gapVaV*(69%F)]

1
-5 [952V, VE(89%) + V,V,(69%)

—VaVs(69%)]
(3.5)
= —gaﬁD((Sg“ﬁ) + VaVﬁ(&g“ﬁ)
Disubtitusikan ke (3.2) dan didapatkan
1
OSmet = fd4x\/§{f’(R)Ruv - Ef(R)g;w_ gaﬁD(6gaﬁ)
(3.6)

+V,Vg(89°F) + KT,W}

Dengan menggunakan integral parsial untuk suku ketiga dan keempat, serta

mengabaikan syarat batas, maka didapatkan
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1
OSmee = | A5G {1 RO = 5 F ROy + T,0f R)
(3.7)

- guva’(R) + KTMV} 69111/

dan dengan mensyaratkan 6S/8g*Y = 0 diperoleh

1 .
@Ry = 5 (R g+ TuTuf B = gu0f B + k=0 &

Dimana’ = ;—R , V,adalah turunan kovarian standar (diperoleh melalui koneksi
Levi-Civita), dan O = VHV,, adalah operator Laplace dalam empat dimensi.

Dari sini, dapat langsung mendapat persamaan medan baru (2.42)

FRORy — 5 f RV + (7,7, g (B) = ~#T,,
Dalam kasus khusus ketika f'(R) adalah sebuah konstanta, akan terlihat bahwa
suku berorde keempat (dua suku terakhir di kiri) akan lenyap. Jika f'(R) adalah
konstanta maka jelas f(R) adalah fungsi linier dari R dan teori tersebut tereduksi
menjadi persamaan medan Einstein standar. Kemudian jika persamaan (2.50)

dikalikan g#v akan menghasilkan

1
guvf’(R)Ryv - g‘“’zf(R)gW = _Kgm/T,uv

DimanaR = g*'R,, dan g"”g,, = 4, sehingga dapat ditulis

F'(R)R — 4 %f(R) = —xT

f"(R)R = 2f(R) = —«kT (3.9)
Ini adalah hubungan diferensial antara R dan T, berlawanan dengan hubungan
aljabar dari relativitas umum, di mana R + T = 0. Persamaan (2.42) memberi
informasi bahwa teori f(R) dapat memiliki lebih banyak solusi daripada teori

klasik Einstein.
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Persamaan (2.42) dengan T = 0 tidak selalu berarti bahwa R = 0, atau bahwa
R konstan. Dari relativitas umum diketahui bahwa skalar Ricci yang konstan
membawa kita ke solusi simetris yang maksimal. Dalam kasus f(R), untuk R =
konstan dan T,,, = 0, persamaan (2.42) tereduksi menjadi persamaan (2.43)
f'(RR—-2f(R)= 0
Selanjutnya untuk pemilihan fungsi f(R), sebenarnya dapat dipilih secara
sembarang fungsi dari skalar Ricci dan dapat diambil dari rangkaian ekspansinya.
Tujuan diperkenalkan teori gravitasi f(R) memang untuk menyelesaikan
beberapa masalah kosmologi yang tidak bisa dijelaskan oleh teori gravitasi
Einstein. Banyak sekali variasi fungsi f(R), yang masing-masing dapat
menjelaskan beberapa fenomena kosmologi tapi tidak ada yang sempurna (Anh
Ky, 2018). Seperti f(R) = R — 2A yang disulkan untuk memecahkan masalah

energi gelap dengan menambah konstanta kosmologi pada lagrangiannya dan
f(R)=R— };in yang juga diusulkan untuk energ gelap dalam formalisme metrik.
Sedangkan pada kajian ini mengambil fungsi f(R) = aR? dan f(R) = R + aR?.
Fungsi f(R) = R + aR? pertama kali diusulkan oleh Starobinsky (1980) sebagai
model inflasi alam semesta yang terkait anomali konformal dalam kuantum
gravitasi. Sedangkan fungsi f(R) = aR? terinspirasi dari model Starobinsky,
fungsi ini tidak termasuk model Starobinsky tapi termasuk model konstanta
kosmologi (Anh Ky, 2019).

Suku gangguan a pada fungsi f(R) biasanya bernilai sangat kecil tapi tidak
selalu seperti itu. Pemilihan suku, h(R), sangat penting untuk memenuhi kondisi

tertentu. Misalnya pada kajian penelitian ini menggunakan R? dengan orde-2
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yang nilainya lebih besar dari nol. Jika seumpama orde yang dipilih lebih kecil

dari 2 maka akan diperoleh hasil yang semakin kecil pula. tertentu.

3.2 Solusi Lubang Hitam Schwarzchild pada Teori Gravitasi f(R)

Solusi lubang hitam Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R) merupakan
perluasan dari solusi lubang hitam Schwarzschild dalam teori gravitasi Einstein.
Schwarzschild memperoleh solusi untuk benda berbentuk simetri bola dan tidak
bermuatan yang memiliki singularitas. Solusi untuk benda tak bermuatan biasanya
juga disebut sebagai solusi vakum dari teori gravitasi Einstein dengan nilai tensor

energi momentum T,,, = 0. Dalam kajian ini solusi yang dicari adalah solusi

dengan konstanta kurvatur pada keadaan R,. Persamaan medan Einstein menjadi
, 1
Ruvf (R) - Eg,uvf(R) =0
atau
, 1
R;wf (Ro) = Eg,uvf(RO) (3.10)

sehingga Ry, dapat ditulis

o SR (311)
T F R

Persamaan medan (3.10) diatas dikalikan dengan g*V akan menghasilkan

Rof’(Ro) - Zf(Ro) =0 (3.12)
Kemudian akan didapatkan definisi dari R, sebagai berikut

2f(Ry)
Ro = F1Ro)

sehingga R, menjadi
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R 3.13
Ruv = Zog/,w ( )

Dengan mempertimbangkan dalam kondisi vakumpersamaan 2.32 denganu = v =

0 dan u = v = 1 akan didapatkan persamaan 3.14

1 1 (3.14)
0 __p_pl__
R§—5R=R{-ZR
dimana
1 v'o1 1 (3.15)
RO—=R=—-e""|——-=|-=
0 2 ¢ <r r2> r?2
dan
1 (v 1) 1 (3.16)
R%‘§R=e"(7+r—z>‘r—z

Dari persamaan 3.14, 3.15 dan 3.16 didapatkan u’ = —v’ dan R,, memberikan
R
e*(ru'+1)—1= TO (—13?)

R
e*(ru'+1)—1= —Zorz

R
eru’ +e*=1-— Zorz (3.17)

Kondisi diatas membuat persamaan (3.17) menjadi

d R, (3.18)
—_— uy = — 2
I (re®) =1 27

dengan mengintegralkannya

J.dr(re“) =.f dr—f%rz dr

RO
r u =7r 1.3 | C
¢ 12

(3.19)

dimana konstanta integrasinya adalah —2m
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u — __Yv.3_
re r 12r 2m
Ry 2m
u __v. 2_ -
e=1-nr 7 (3.20)

Maka metrik Schwarzschlid dalam teori gravitasi f(R) akan diberikan oleh

1

R 2m R 2m\ -~
ds? = (1 — 22 ——) dt? — (1 — 22 ——) dr?
12 T T

(3.22)
—1r2(d6? + sin*6dp?)
atau dapat disederhanakan menjadi persamaan 3.22
A r? 3.22
ds? = —;dt2 — —dr? —r?(d6? + sin*6dp?) (3:22)
T A,
dengan
(3.23)

R
_ .2 _ 20 2 _
A=1 (1 12r> 2mr
Persamaan ini dapat disebut sebagai solusi Schwarzschild dalam teori gravitasi

f(R), dimana kasus f(R) disini tanpa suku gangguan.

3.3 Solusi Lubang Hitam Schwarzschild pada Teori Gravitasi f(R) dengan
Metode Gangguan
Solusi Schwarzschild pada teori gravitasi f (R) dengan menggunakan metode
gangguan merupakan solusi yang didapatkan dengan mensubtitusikan fungsi f(R)
dengan suku gangguannya ke dalam persamaan medan yang telah dimodifikasi.

Dimana persamaan medannya menjadi (2.76)
1
[1+4 ah'(R)IR,, — E(R + ah(R)) g + [VuVy — gwD]ah’(R) = —kTy,

Jika ditulis dalam tensor campuran menjadi (2.79)



39

a

1 1
R —=6YR — axh'(xT) (Tv” — —65T) 5

5 5 U (kT) — astDER' (kT)
+ aVHVER' (kT) = —kTY
atau

1
2

1
2

a

Rl — >

SI'R = —kT} + axh'(xT) (TV“ — 61’,‘T> + =88 h(kT) + asDER (kT)
— aVHVER' (kT)

Untuk mendapatkan solusi ini, maka harus dimulai dari metrik simetri bola (2.60).

Tensor Ricci Ry, (2.69) diubah dalam bentuk tensor campuran

fu" u Uy u'? (3.24)
Ro = 6" Roo = € ”(T?‘T +T>

Jika nilai u = v = 0 serta dengan mengingat kembali hasil skalar kelengkungan R

(2.73), maka persamaan (2.80) dapat ditulis ulang sebagai

r2

_ev(L_v\_1
—¢ \rT T r? (3.25)

dimana v' = g—:. Kemudian persamaan (3.25) dibandingkan dengan persamaan

1 " uv u? @W-v) 1 2
~[2e +—

(2.79),dengannilaig =v =20

1 a
Ry — SR= —kTQ + > h(eT) + anfh' (kT) — aVOVE ' 1)
(3.26)
1
+ ak (T(? - ET> h'(kT)
dimana V'VF = of — v°rg. Kemudian persamaan (3.25) disubtitusikan, sehingga

menjadi



1 v 1 a .
eV (— - —) — — = —kT§ + = h(kT) + aV'VFR'*D
T 2
0 1 !
+ ak (TO — ET) h'(xT)
atau dapat ditulis

v 1 a ;
eV —+5(1-e) = KTQ — —~ hGeT) = aVivEp )

1
—ak (Té’ -5 T) h'(kT)
Jikav =—1In [1 + %] maka akan didapatkan
C' a . 1
- z= KT — Eh(KT) — aVVER' D) — g (Tg’ - ET) h' (xT)
Persamaan diatas diintegralkan maka didapatkan
" a .
C= —f [KT(? — Eh(KT) — aViVER D)
0
1
— ak (Té’ - §T> h’(KT)] r'2dr’

Kemudian C subtitusi

1 i 0 a i 7E
v=—In{l1-— —f [KTO — —h(kT) — aViVER D
T Jo 2

1
— ak (T(? — ET> h’(KT)] r’zdr’}
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(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Sekarang dengan mempertimbangkan solusi dalam kondisi vakum untuk benda

masif dengan radius R,. Karena mempertimbangkan solusi dalam kondisi vakum,

maka dapat mengabaikan tekanan. Ini berarti bahwa tensor T memiliki T sebagai

satu-satunya komponen bukan nol, dan Persamaan (3.31) menjadi
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1 (" a )
v = —ln{l - ;.I- [KT(? - Eh(KTOO) — aV'VER' (kT{)
0
1
—ak (T(? - ET(?) h'(KTé))] r’zdr’}

1 (" a .
v=—In {1 —;f [KT(? —Eh(KTé)) — aV'VER' (kT§)
0

3.32
- %KTé’h’(KT(?)] r’zdr’} (3.32)

Integral pertama persamaan (3.32) dengan T¢ dalam kondisi vakum dan dengan
batas 0 sampai R, akan menghasilkan

KM c? (3.33)
4m

Ro
j kTOr'2dr' =
0

Dan dengan mensubtitusikan definisi k = Scifpada ruas kanan maka akan diperoleh

8mGMc?

Rg
012 10 _
kT r'“dr’ =
J(; 0 ct4m

2GM
c2

Ro
f KT{r'"?dr' = (3.34)
0

Persamaan (3.32) dapat ditulis kembali menjadi

2GM
v = —ln{l—

c?r
a ("1l 1
+ ;J;) [Eh(KTé)) + EKTé)h'(KT(?)
+ VVER (kT? ]r’zdr'}
l ( 0) (335)

Dari persamaan (3.33 ) T akan didefinisikan sebagai berikut

KM c?
4

Ro
f kTOr'2dr' =
0
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3 2
TORL=KMC
Ay

Konstanta x pada kedua ruas dapat saling menghilangkan sehingga definisi TQ

diberikan oleh

TS = 77— (3.36)

dimana M adalah massa benda masif. Untuk mencari M digunakan p = %sehingga

M =V X p. Karena benda masif berbentuk simetri bola maka V = gnr3 dengan

r = R,, sehingga didapatkan

4 37
M=§7TR03><p (3:37)
Kemudian u dalam g, dihitung. Karena u = —v, maka u dapat ditulis
2GM
u=1In{l—-—
c?r
a (11 1
+2 JO [Eh(KT(?) +SKTOR (KT)
+ VIVER (kT? ]r’zdr’}
i h'(kTy) (3.38)

Kesimpulannya, dengan menggunakan bentuk lagrangian L; = f(R) =R +
ah(R) dan dengan mensubtitusikan u dan - v pada metrik simetri bola, maka g,
911, 922 dan gs3 untuk solusi perturbasi (gangguan) pada kondisi vakum dapat
ditulis

—_ u
Yoo = €
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ZGM a
Joo = eln{l_czr r

ay [—h(;cT(?)+ kIO (kTQ)+VivER' (;cTOO)] 2qr! }

1
Joo=1— —+ f [ h(kT?) + = KTOOh’(KT(?)
2 (3.39)
+ ViViEh’(KT(?)] r'2dr’
gu=¢e"’
gy = e—ln{l—ZG—M+af [—h(rcT(?)+ kTQR! (kT9)+VivER' (KTO)] "2qy! }
11 —
2m
g =—31- 7
f [Zh(KT )+ KT On' (kT)
-1
+ ViViEh’(KT(?)] r’zdr’} (3.40)
G22 = =17 (3.41)
g33 = —1r?sin®6 (3.42)
Dengan h'(kTQ) = "’ah(("TTg)) dan m = GC—AZ Kemudian persamaan 3.39-3.42

disubtitusikan ke persamaan 2.60 maka metriknya diberikan oleh

dsz—<1——+ f [Zh(KT)+ kTOR' (KTQ) + VIVER' (kT¢ )] ’Zdr>dt2
(1——+ f [Zh(KT§)+ KTOR (KT9)

-1
+ ViViEh’(KT(?)] r’zdr’> dr? (3.43)

—7r2(d8? + sin*0d¢$?)
Metrik garis pada persamaan (3.43) ini dapat disebut sebagai solusi Schwarzschild

dalam teori gravitasi f(R) dengan metode gangguan. Selanjutnya persamaan (3.43)
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akan digunakan untuk mendapatkan solusi Schwarzschild dalam teori gravitasi

f(R) dalam dua kasus khusus yaitu f(R) = aR? dan f(R) = R + aR?.

3.3.1 Solusi untuk Kasus f(R) = aR?

Kasus khusus pertama yang akan dikaji yaitu f(R) = aR?. Dengan
mengikuti persamaan (2.75) maka akan diketahui suku gangguan ah(R) = R? —
R dan h(R) = TR sehingga jika diturunkan satu kali terhadap R akan
menghasilkan

ah'(R) = 2aR — 1 dan h'(R) = 2R — =

Kemudian disubtitusi ke persamaan 3.39dan persamaan 3.40

1
goo—l——+ f[2R2+2R22R+VV2R rdr
dan
_ L 2m
g1 = -

+5fr[1h(KT )+1KT OB (KTO) + VIVER (kT )] ’Zdr}_
rJo

Karena solusi yang akan dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur pada

keadaan vakum R = R, untuk sebuah objek bermassa masif, sehingga

2Ry-1

Viv; ( ) bernilai nol, g, dapat ditulis

1 N .,
goo—l——+ j[z -— +2R0(2R0—E>]r dr

3

_ 1 2m+a[1<R2 R0>+1R <2R 1)]7‘
oo = r r12\"° a 20 ° /13
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_ 1 2m N ar? (R 5 RO) N aRyr? (ZR 1)
Yoo = - 6 0 p 6 0T

2m  aR,*r?  Ryr?  aRy,*r? Ryr?
A 0Tt R

—1-==
Goo "6 6 ' 3 6

2m ROT'Z (344)
900=1—7+ 6 (BaR, —2)

Kemudian g, diberikan oleh

T
-1
a (71 Ryy 1
7] (R =) v gro (20 )] d}
. 2m+a[1(R2 R°>+1R <2R 1)]r3
911 = " -2 \[fto p 5 o 0 3
. 2m N ar? (R , R N aRorz( 1) !
911 = " 6 0 o 6 0
2m  aRy*r? Ryr?  aRy’r? Ror? -
g1 = 1—-——+ - + -
r 6 6 3 6
2m  Ror? -
911 =— {1 — =+ —=—(BaR, - 2)} (3.45)
Untuk g,, dan g3 yaitu
922 =17 (3.46)
g3z = —71?sin?0 (3.47)

Keempat persamaan diatas disubtitusikan ke persamaan (2.60) akan

memberi metrik sebagai berikut
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2m R
ds? (1 Ty Or (3aR, — 2)) dt?

-1
2m  R,r?
<1——+ 0 (3aR0—2)> dr?

—1r2(d8? + sin?0d¢?) (3.48)
Persamaan (3.48) ini dapat disebut sebagai solusi Schwarzschild dalam teori

gravitasi f(R) dengan f(R) = aR?. Berbeda dari solusi Schwarzschild dalam

teori gravitasi Einstein, pada persamaan ini didapatkan suku tambahan yaitu,

R()T

(3aR, — 2). Seperti halnya terdapat suku tambahan = pada solusi lubang

hitam Reisner-Nordstrom, dengan adanya suk — 2) ini maka akan

ada konsekuensi tersendiri untuk penerapan dan pengaplikasiannya
dipembahasan selanjutnya.
Dari persamaan (3.48) dapat digunakan untuk mencari yang sebanyak 64

komponen. Beberapa komponen simbol Christoffel yang tidak bernilai nol yaitu:

R
o o ] 2+ R (3aR, - 2)|
01 — 10—5[1 +R0T (3aR 2)]
_2m . —

1 2m  Ryr? 2m Ryr
1 L[y _em Ko _ o[ RoT _
i, = 2[1 =4 2 2)“r2+ o (3aRy - 2)
L1 24+ 2 (3aR, - 2)|
11 —

2l[1-2= R"r (3aR, — 2)|
2m  Ryr?
F212=—r[1——+ u (3aR0—2)l

2m  Ror?
[j; = —7 sin®g ° -2
33 r sin I " 6 )l
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1
% =T% =-
iz =131 =
['%4 = —sinf cos@
I3 =rf ==
13 = 131 =7

Simbol Christoffel diatas akan digunakan untuk menghitung lintasan geodesik

untuk solusi kasus f(R) = aR? dipembahasan selanjutnya.

3.3.2 Solusi untuk Kasus f(R) = R + aR?

Kasus khusus kedua yang akan dikaji yaitu f(R) = R + aR?. Dengan
mengikuti persamaan (2.75) maka akan diketahui h(R) = R? sehingga jika
diturunkan satu kali terhadap R akan menghasilkan

h'(R) = 2R

Kemudian disubtitusi ke persamaan 3.39 dan persamaan 3.40

2m « ) 1 ) )
goo—l——+ f[zR +2R 2R+V‘V2R dr
dan

L 2m
g11 »

"1 1 . -
+ ;f [E h(xT?) + EKT(?h’(KT(?) + VlViEh’(KTé’)] r’zdr’}
0
Karena solusi yang akan dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur pada
keadaan vakum R = R, untuk sebuah objek bermassa masif, sehingga V'V;2R,

bernilai nol, g, dapat ditulis
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1
goo—l__+ j [ZRO +2R0 2R0] Zdr

2m 1, 173
Y

2m  aRy*r? aRy’r?

=1—-——44
Yoo - 6 3

_ 1 2m N aRy*r? + 2aR,>1r?
Yoo = - 6

2m RO 2

Kemudian g, diberikan oleh
1 -1

g1q = _{1 - —+ f [2 Ry* + ZROZZRO] Zdr}

1 2m+0([1R2+R3]T3
911 = - - | o 0|73

. 2m  aRy*r?  aR,’r?
911 = - 6 3

. 2m  aRy*r? 4 2aR,’r?
911 = - 3

{1 Zm | Ror® [aR, + 2aR 2]}_1
=—91-—— a a

911 " 6 0 0 (3.51)
Untuk g,, dan g33 yaitu
922 =17 (3.52)
33 = —71?sin?0 (3.53)

Keempat persamaan diatas disubtitusikan ke persamaan (2.60) akan

memberi metrik sebagai berikut
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2m  Ryr?
dS2 = (1 — T 0 [(ZRO + 2(1R02]> dtz
2m  R,r? -
<1 - 0 [aRO + 2aR, ]) dr?

(3.54)
—1r2(d6? + sin?0d¢?)

Persamaan (3.48) ini dapat disebut sebagai solusi Schwarzschild dalam teori
gravitasi f(R) dengan f(R) = R + aR?. Berbeda dari solusi Schwarzschild

dalam teori gravitasi Einstein, pada persamaan ini ada suku tambahan yaitu,

R"r (aRy + 2aR,?) pada g, dan g,,. Seperti halnya terdapat suku tambahan
R"r (3aR, —2) pada solusi kasus f(R)= aR? dengan adanya suku
R()T

(ocRO + 2aR, ) ini maka akan ada konsekuensi tersendiri untuk penerapan
dan pengaplikasiannya.
Dari persamaan (3.59) dapat digunakan untuk mencari yang sebanyak 64

komponen. Beberapa komponen simbol Christoffel yang tidak bernilai nol yaitu:

[Zm R (aRy + 2aR02)]

" (aRy + 2aRy?)]

2m R
(aRO + ZaRoz)l [—m + =2 (aRy + 2aR, )]

1 (aRo + Z(XROZ)

[Zm Ror
=3 [1-22+ R°r (aRo + ZaROZ)]]

2m  Ryr
T = —r I1 - 06 (aR, + ZaROZ)l
2m
L = —r sin?6 - + ZaROZ)l
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1
F122 = F221 = r
['% = —sinf cosd
1
F133 = F331 = v
Beberapa hasil simbol Christoffel diatas berbeda dengan simbol Christoffel dari

solusi lubang hitam Schwarzschild dalam teori gravitasi Einstein, hal ini adalah

salah satu konsekuensi matematis dari hasil ds? atau metrik yang terdapat suku

R0T2
6

tambahan berupa =— (@R, + 2aR,?).

Solusi Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R) dengan fungsi f(R) tanpa
suku gangguan ditunjukkan oleh persamaan 3.21, sedangkan solusi
Schwarzschild dengan metode gangguan untuk kasus umum diberikan oleh
persamaan 3.43. Pada kasus khusus f(R) = aR? dan f(R) = R + aR?, solusinya
diberikan oleh persamaan 3.48 dan persamaan 3.54. Kemudian hasil ini
diterapkan untuk mendapatkan implikasi fisisnya, yang berupa singularitas dan

lintasan geodesiknya.



BAB IV
SINGULARITAS DAN LINTASAN GEODESIK LUBANG HITAM

SCHWARZSCHILD DALAM TEORI GRAVITASI f(R)

4.1 Singularitas Lubang Hitam Schwarzschild dalam Teori Gravitasi f(R)

Lubang hitam adalah wilayah ruang-waktu dimana tidak ada apa pun, bahkan
cahaya, yang dapat melarikan diri. Ciri khas lubang hitam adalah gravitasinya yang
begitu kuat sehingga seseorang harus bergerak lebih cepat daripada cahaya untuk
menghindari tarikannya. Lubang hitam secara umum mengandung singularitas
ruang-waktu di pusatnya, dengan demikian tidak dapat sepenuhnya memahami
lubang hitam tanpa juga memahami sifat singularitas.

Singularitas ruang-waktu adalah gangguan dalam ruang-waktu, baik dalam
geometrinya atau dalam beberapa struktur fisik dasar lainnya. Daerah singularitas
dalam ruang-waktu didefinisikan sebagai daerah dimana hukum-hukum fisika
menjadi rusak dan tidak lagi berlaku. Hal ini sebabkan oleh adanya beberapa
parameter fisis yang nilainya menuju ekstrim dan meledak, seperti massa, rapat
massa dan kelengkungan ruang-waktu. Singularitas dalam metrik ruang-waktu
Schwarzschild sangat terkait dengan munculnya cakrawala peristiwa (event
horizon). Cakrawala peristiwa dapat disebut pula sebagai jari-jari Schwarzschild.
Semua pengamatan yang terjadi didalam cakrawala peristiwa tersembunyi dari
pengamat diluar area. Area ini adalah batas peristiwa yang dapat diamati atau dapat
disebut permukaan infinitered-shift, sebab cahaya yang tersedot oleh lubang hitam

akan mengalami pergeseran merah secara terus-menerus karena melawan gravitasi.

51
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Singularitas ada dua macam, yaitu singularitas nyata dan singularitas semu.
Daerah singularitas tidak dapat ditentukan dari medan tensor metriknya secara
langsung, karena medan tensor metrik adalah besaran yang bergantung pada tata-
koordinat atau tidak invarian. Singularitas yang didapatkan dari medan tensor bisa
jadi bukan singularitas nyata, namun hanya singularitas semu saja.
Singularitas metrik Schwarzschild dalam teori gravitasi Einstein terkait
dengan komponen g,; yang bernilai tak hingga saat r = 2m. Jika ada sebuah

partikel jatuh secara radial menuju jari-jari Schwarzschild, partikel akan mulai jatuh
saat r = R dengan %z 0. Dikarenakan metrik g,; dalam teori gravitasi f(R)

memiliki bentuk yang sedikit berbeda dari metrik g, dalam teori gravitasi Einstein,

maka akan disamakan dengan singularitas pada solusi Reisner-Nordstrom yang

mensyaratkan
A=0
r2+Q%2-2mr=0 (4.1)
dimana
ry =M +/M? = Q2 (4.2)

Untuk nilai r, terkait dengan solusi di luar sumber massa (solusi eskterior) dan r_
terkait solusi di dalam sumber massa (solusi interior). Suku yang berisikan muatan
Q disyaratkan Q% < M2. Solusi Schwarzschild pada teori gravitasi f(R) kurang
lebih memiliki tafsiran yang sama dengan solusi Reisner-Nordstrom dalam teori
gravitasi Einstein.

Disini metrik yang digunakan hanya untuk koordinat waktu dan koordinat

radial saja yaitu g, dan g,,. Pada kasus f(R) = aR?
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2m  Ryr?
d52=<1—7+ 06 (3C¥R0—2)>dt2

(4.3)

-1
2m  Ryr?
— <1 - T + 06 (3CZR0 - 2)) dTZ

Karena singularitas akan terpenuhi ketika ds? = oo, maka kedua komponen metrik

harus bernilai tak hingga, dimana kompenen metrik g,, pada kasus f(R) = aR?

adalah
2m  Ryr?
g00=e”=1——+ (3aR0—2)
r 6
B 2m  Ror?
A=1- 7 + 6 (BaR, —2) (4.4)

Untuk memenubhi singularitas maka A; harus sama dengan tak hingga

2m  R,r? 4.5
1_T+ 0 _ (4.5)

agar bernilai tak hingga maka nilai r harus bernilai nol
r=20 (4.6)
Kemudian untuk koordinat radialnya, kompenen metrik g,; pada kasus f(R) =

aR? adalah

2m  R,r? 4.7
+ Ro (4.7)

atau dengan dikalikan » maka dapat ditulis

Ror3 (4.8)

A,=7r—2m+ c (BaR, — 2)
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Pada bagian ini singularitas tak hingga akan terpenuhi saat A,.= 0 sehingga

persamaan 4.8 menjadi seperti berikut

3
r—2m+ R"6r (3aRy, —2) = 0 (4.9)
Solusi r dari persamaan diatas didapatkan
3\/9(‘?—60 (3aR, — 2))Zm + \/§j27 (?(30:1{0 - 2))4m2 + (%"(30:120 - 2))3
n=- >
3 (%(3«}20 - 2))
N 1
%Sj 9(% (3aR, — 2))2m + ﬁ\[27 (%(304120 - 2))4m2 + (’%"(30:120 - 2))3 (4.10)
p)
_ (1-iv3)
zi/isj 9(% (3aR, — 2))2m + \/§j<27 (%(30;1?0 - 2))4m2 + (’%“(30:120 - 2))3>
(1+ i«/??)i/ 9 ('%"(305}20 - 2))2m + \/§J(27 (% (3aR, — 2))4m2 + (’%"(3041?0 - 2))3)
+ ). 3(2) (%(30{&) B 2)) (411)
3
B (1+iv3)
2%/53]9(% (3aR, — 2))2m + \/§j<27 (%(30:1?0 - 2))4m2 + (’%"(30;120 - 2))3)
(1- i@)i/‘) (%"(311120 - 2))2m + @J(n (‘% (3aR, — 2))4mz + (’%0(3(1120 - 2))3)
n (4.12)

2-306) (%"(30{R0 - 2))
Setelah didapatkan solusi r diatas, kemudianakan dibahas pula untuk kasus
f(R) keduayaitu f(R) = R + aR?. Metrik yang digunakan hanya untuk koordinat

waktu dan koordinat radial saja yaitu g, dan g,,. Pada kasus f(R) = R + aR?
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2m R r?
dsz = (1 i 0 (aRO + 2“R02)> dtz

-1
2 R 4.13
(1 — Tm Or (aRy + 2aR, )) dr? (#.13)

Untuk memenuhi syarat singularitas dengan ds? = oo, kedua komponen metrik

harus bernilai tak hingga. Kompenen metrik g,, pada kasus f(R) = R + aR? yaitu

2m 2
g00=6“=1—7+ + 2aR,?)
2Zm Ror
A=1-—+ (aRy + 2aRy?) (4.14)
Karena A;= oo singularitas akan terpenuhi saat
2m 4.15
- + 2aR,*) = oo (419

agar persamaan 4.15 bernilai tak hingga maka nilai r harus sama dengan nol
r=0 (4.16)
Kemudian untuk koordinat radialnya, dimana kompenen metrik g;; pada kasus

f(R) = R + aR? sebagai berikut

2m

-1
gll = e_v = _{1 + ZaROZ)}

Bagian yang terdapat didalam kurung dapat disimbolkan sebagai A, sehingga dapat
ditulis

2m RO (4.17)

A=1-=—+

(aRy + 2aRy?)

dan jika persamaan 4.17 dikalikan dengan r, A, akan menjadi seperti persamaan

dibawah ini
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R,yr3 4.18
A=1—2mr + 06 (aRy + 2aRy?) (4.18)
Untuk koordinat radial singularitas takhingga terpenuhi saatA,.= 0
Ror3 4.19
r—2m+ "6 (aRy + 2aR,?) = 0 (4.19)
Solusi dari persamaan diatas didapatkan tiga nilai r
3\/ 9 (%(aRO + szeoz))2 m+ @\/(27 (%(aRO + ZaROZ))4 m2 + (% (aRo + 2aR02)>3)
T 3§ (% (lZRO + ZQROZ))
+ 1
(4.20)

i/Ei/ 9 (% (aRo + 2aR02))2m + ﬁj(n (%(aRO + ZaROZ))4m2 + (%(aRo + 2aR02>>3)

2

(1-iV3)

2%/3_3‘/ 9 (% (aRo+ 2aR02))2 m+ ﬁj(w (%(aRO + ZaROZ)) m? + (% (aRo+ ZaROZ))3>

(1+ i\/§)3\/ 9 (%(aR0 + 2aR02))2m + @j(27 (%(aRO + ZaROZ))4m2 + (%(aRo + 2aR02))3) (4.21)
+

2-30) (% (aRo + 2aR02))
3

(1+iV3)

2§/§i/ 9 (% (aRo + ZaROZ))Zm + «/§j<27 (% (aRo + ZaROZ))4m2 + (% (aRy + ZaROZ))3>

(1- N?)i/ 9 (% (aRo + 2051202))2 m+ J§\/(27 (%(aRO + ZaROZ))4m2 + (%(aRO + ZaRoz))s) (4.22)
+

2-36) (% (aRo + 2aR02))

Hasil untuk metrik bagian radial dari kasusf(R) = aR? dan f(R) =R+
aR?diatas memiliki tiga solusi yaitu r;, r, dan 5. Dari ketiga solusi tersebut hanya
1 Yang merupakan solusi real, sedangkan r, dan r5 adalah solusi kompleks, dimana
solusi kompleks tersebut memiliki komponen imajiner sehingga tidak memenuhi

kriteria untuk jari-jari suatu benda. Jadi, hanya solusi r; yang memenuhi kriteria
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jari-jari suatu benda. Pada limit R, —» 0, r akan kembali menjadi jari-jari
Schwarzschild biasa.

Ig(ljr_l’)lo r, =2m (4.23)

Disini kehadiran suku R, sama seperti kehadiran suku Q2 dalam solusi Reisner-
Nordstrom yang mengkoreksi singularitas r = 2m.

Sebagaimana yang telah dijelaskan diatas, lubang hitam Schwarzschild dalam
teori gravitasi Einstein memiliki dua singularitas, yaitu r =0 dan r = 2m.
Singularitas r = 0 diartikan sebagai daerah sebaran massa yang terpusat pada satu
titik yang akhirnya menuju batas maksimal. Sedangkan singularitas r = 2m,
diartikan sebagai jari-jari lubang hitam Schwarzschild, dimana itu adalah daerah
yang tersembunyi dari pengamat.

Singularitas dari suatu ruang-waktu tertentu, dapat dilihat dari metrik yang
digunakan, seperti halnya pada kajian ini yang menggunakan metrik Schwarzschild
yang telah dimodifikasi oleh teori gravitasi f(R). Hasil yang didapatkan pada
perhitungan diatas, dengan menggunakan komponen metrik untuk koordinat waktu
dan koordinal radial diketahui bahwa terdapat titik yang bernilai » = 0, yang
dengan ini dapat diartikan bahwa di titik inilah didugat terjadi singularitas tempat
berpusatnya massa lubang hitam. Untuk r; pada persamaan 4.10 dan persamaan
4.20 dapat diartikan sebagai jari-jari lubang hitam Schwarzschild yang metriknya
telah dimodifikasi oleh teori gravitasi f(R). Oleh karena itu, singularitas
menentukan ukuran dari sebuah lubang hitam. Singularitas juga sangat terkait
dengan event horizon, yang berarti bahwa pada jarak r; dari pusat lubang hitam

semua yang ada di dalam lubang hitam tidak dapat terlihat oleh pengamat.
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Kemudian untuk mengetahui dinamika partikel di sekitar area singularitas, dapat

dilakukan dengan menggunakan persamaan geodesik yang selanjutnya akan dikaji.

4.2 Lintasan Geodesik Lubang Hitam Schwarzschild dalam Teori Gravitasi

f(R)

Suatu sumber masif akan menghasilkan kelengkungan ruang-waktu dan
partikel disekelilingnya bergerak dengan mengikuti kelengkungan ruang tersebut.
Oleh karena itu, lintasan yang ditempuh oleh partikel uji adalah lintasan terpendek
yang dimungkinkan dalam ruang-waktu yang melengkung.

Ditinjau dalam suatu ruang terdapat dua titik, misal titik A dan B. Untuk
mendapatkan panjang geodesik ini maka variasi éx* harus bernilai nol.

6xH(sy) = 6xH(sy) =0 (4.24)
Lagrangian didefinisikan sebagai fungsi dari koordinat dan turunan pertamanya
terhadap s

, dact ) (4.25)

dan integral aksinya menjadi

SB dx* 4.26
sz L(x“,i,s)ds ( )
s ds

Agar panjang kurva stationer, maka variasi integral di atas harus bernilai nol

5B dx* (4.27)
ol = J oL (x“,—,s) ds =0
s ds
dengan
dx* dx* dx* 4.2
612=L<x”+6x”,i+6i,s)—L(x“,i,s> (4.28)
ds ds ds
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Suku pertama pada persamaan (4.30) diekspansi dalam deret Taylor dengan

mengambil suku ke-0 dan ke-1, kemudian disubtitusi ke persamaan (4.29)

8l = fSB L) -Z Sxtds =0 e
si |95\ g (%) OxH
Maka didapatkan persamaan Euler-Lagrange
daf o\ o L, (4.30)
ds\ 5 (ddis“) OxH
Dari persamaan metrik akan didapatkan
dl* = g,dxtdx” (4.31)
dock daVNs (4.32)
dl = (gl“/gﬁ) ds
Panjang kurva stationer adalah
1 (4.33)

dx* dx"\2
I = l(S) = jdl = j (gHVEE> ds

Persamaan (4.33) jika dibandingkan dengan persamaan (4.32) akan didapatkan
Lagrangian yaitu
dxH dx? % (4.34)
£= (w5 a5)

Suku pertama persamaan (4.30) dapat diperoleh dari persamaan (4.34)

d oL |\ d?x# N 1 {Ogul agM} dx* dx? (4.35)
ds\o ()] Inrgsz T 2(xv T 9xk ) ds ds
ds
Dan suku kedua persamaan (4.32)
0L  1(0g,y dx dx" (4.36)
ax* 2\ ax* ds ds

Persamaan geodesik dapat ditulis menjadi
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d?xP P dx*dx? 0 (4.37)
ds? Wods ds

Persamaan ini disebut sebagai persamaan geodesik, yang merupakan
persamaan gerak dalam ruang lengkung dan dapat digunakan untuk menjabarkan
gerak jatuh bebas suatu partikel dalam ruang bermetrik. Pada ruang-waktu datar
(Minkowski), metrik akan bernilai konstan yang menyebabkan simbol Christoffel
bernilai nol, sehingga akan diperoleh garis lurus.

Selanjutnya persamaan geodesik ini digunakan untuk mendapatkan
komponen-komponen persamaan gerak dari masing-masing arah koordinat
(t,r,0,¢). Sehingga, akan diperoleh kecepatan dan percepatan di koordinat radial
untuk geodesic timelike dari solusi Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R) untuk

dua kasus khusus yaituf (R) = aR? dan (R) = R + aR?>.

4.2.1 Lintasan Geodesik untuk Kasus f(R) = aR?
Solusi lubang hitam Schwarzschild untuk kasus f(R) = aR? telah

didapatkan dipembahasan bab yang lalu, yaitu pada persamaan 3.48

2m  Ryr?
ds? = (1 —7+ 06 (30(R0 - 2)) dt?

-1
2 Ror?
- (1 _ Tm + °6r (3aR, — z)) dr? — r2(d6? + sin20d¢?)
yang dari persamaan 3.48 akan didapatkan 13 simbol Christoffel yang tidak
bernilai nol di persamaan 3.49. Karena besar kecepatan partikel pada lintasan
geodesik adalah konstan, sehingga s dapat diambil waktu sesungguhnya t.

Selanjutnya akan dihitung persamaan geodesik untuk p = 0, dimana 0 adalah

indeks untuk waktu.
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d?xP p dxtdx”
+TP ——— =
ds? W ds ds

d?x° dxH dxV (4.38)
+T%———=0
dt? dt dt

Karena ada dua simbol Christoffel yang tidak bernilai nold engan p = 0 yaitu I
dan IY, maka kedua simbol Christofffel ini disubtitusikan sehingga persamaan

4.38 menjadi

d?x° o dx® dx? o dx'dx® 0 (4.39)
dr2 ' %%dr dr % dr dr
Kemudian komponen I{; dan I'Y, disubtitusikan ke persamaan 4.39
@t 1 [ 2+ 2 (3aR, — 2)] dt dr
drz ' 2[4 _ 2_ Ror? _ n|drdr
[

[Zm Ror

(3aR, — 2)] dr dt — 0
[1 _ T + R06r (3 RO _ 2)] dT dT (440)

L1
2

Suku kedua dan ketiga dapat dijumlahkan, dan hasil penjumlahan tersebut

dipindah ke ruas kanan

Ror

d2t — + 2 (3aRr, - 2)] dtdr
2
dt [1 _ 27 R06r (3 RO _ 2)] d’l' d’l’

[Zm Ror

d’t (3aR, — 2)] dt dr
d‘[z [1 _cm + ROr (3 R 2)] dT dT

Pada kedua ruas terdapat dr yang dapat saling menghilangkan untuk
menyederhanakan bentuk persamaan diatas dan memberi persamaan dibawabh ini

[Zm Ror (3aR, — 2)] (4.41)

d’t = — dt dr
(3aR, - 2)]

Ror

[1——+
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Karena d?t dapat diganti dengan simbol £ maka persamaannya

menjadi sebagai berikut

. |22 + %2 (3R, - 2)| ; (4.42)
- [1_7 R"T (3a RO—Z)] ’

Selanjutnya untuk mendapatkan ¢, persamaan 4.41 digunakan kembali

[Zm Ror

(3aR, — 2)]
% (3aR, - 2)]

d*t = — dr dt

[1_T+

Kedua ruas dari persamaan 4.41 dikalikan dengan % , kemudian diintegral

0

jtldt B fr [Z_m RoT (3aR, — 2)] ] (4.43)
ot [1——+R°r (3aR, — 2)| "

Dengan syarat batas ruas Kiri t, - ¢ dan syarat batas ruas kanan adalah r, — r, hasil

integral dari persamaan 4.43 yaitu

2Zm RO

L _2m, (4.44)

Int —Int, =—ln<

+ln<

Karena salah satu sifat logaritma natural yaitu lna—lnbzln%, maka

(3aR, — Z)D

2m  Ryry?
1-—+ °6° a —Z)D

To

persamaan 4.44 menjadi

nt = n |1_ +EG Gary - 2)
to |1 - = ROT (3aR, — 2)|
i |1—— Ror0” (3aRy — 2)|
t [ R°T (3aR, - 2)| (4.43)

Dengan memindahkan t, maka persamaan 4.45 akan menjadi seperti berikut
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|1 _2m Roro (3aR, — 2)| (4.46)

t:to

RoT'

|1 —7+ (3aR, — 2)|

Persamaan 4.46 iniadalaht sebagai persamaan gerak untuk koordinat waktu, yang
nantinya akan menjadi salah satu komponen penyusun persamaan gerak untuk
koordinat radial. Setelah didapatkan ¢, kemudian akan dihitung pula persamaan

geodesik untuk p = 1, dimana 1 adalahindeksuntukbagian radial r.

d?xP P dx*dx’
ds? Wods ds

(4.47)

d?x1 dx* dxV
+ T ——

dt? dr drt

Karena ada empat simbol Christoffel dengan p = 1, maka persamaan 4.47

menjadi

d2x1+r dx® dx° L dx! dx?! L dx? dx? L dx3 dx3 — o (4.48)
dt2 % dr dr Ydr dr ' **dr dt ¥ dr dr

pada persamaan ini ada empat simbol Christoffel tidak bernilai nol yang
disubtitusikan yaitu TZ,, T, I, dan I'&, persamaan 4.48 ditulis sebagai berikut

dt dt
drdt

d’r 1[ 2m RO (3aR, — 2)] [—+ (3aR, — 2)

[Zm Ror

(3aR, — 2)] drdr
2 [1—7+R°r (3aR, — 2)| drdr

1 2m Ror (BaR, — 2) 1d6 de
r r aho dr drt

2m  Ryr?
1——+

— r sin%60

(3aRy — 2)] rdr =0 (449

Persamaan 4.49 dapat disederhanakan menjadi
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d?r 1[ 2m Ror

5t (3aR, — 2)] [—

2

-] (2

1 =+ M (3aR, — 2)] (dr)z
2 [1——+R°r (3aR, — 2)|| \@
—r [1 _am, R"r (3aR, — 2)]
2 2
—r sin20 l 2:” R°6r _ z)l (Ccll_‘f) —0 (4.50)

Kemudian selain suku suku yang lain dipindahkan ke ruas kanan

d?r 1 " 2m RO
dt? 2

(3aR, — z)l [—

Ror dt\?
+ 3 Baky - 2>] (a)

1 [Zm Ror (3 Ro . 2)] dr 2
2 Ror” ( )
[1——+ " (3aR, — 2)|| \4
2m R
+r [1 _my °r (3aR, — 2)]
(4.51)
2m R
+r sin%6 ll _a + Or (BaRr, — 2)]

Jika koordinat ekuatornya digunakan 8 = g maka % =0,
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d’r 1 2m Ror (3aR, — 2) [Zm
dr?2 2 *%o
Ryr de\?
+ =5 Gaky -2 (7]
1 [ — + M(?)QRO — 2)] ] (dr)z
+ —_ —_—
2 [1 — 24 BT (3R, - 2)|| T
[ 2m Ror N
+r -1 - T + (30(R0 - 2) (d‘[) (452)
Penyebut dt dikedua ruas dapat saling menghilangkan
1 2 R
d’r=—> l1 - Tm Or (3aR, — 2)] [— + 2" (34R, - 2)] (dt)?
1 [Zm Ror (3 Ro _ 2)]
R - (dr)?
[1 — 2+ B (3aR, - 2)]
2m  Ryr? 5 (4.53)
+r[ " 5 — 2)] (do)
Sehingga didapatkan nilai #
1 2 R,7? [2 R
Fo_Z l1 L 00T (3R, — 2)] Ty LT(?,aRO | ®?
2 r |
1 [Zm Ror (3 RO _ 2)]
T a 0
2 Ryr
+r [1 - Tm 4 (30&20 - 2)] (6) (4.54)

Selanjutnya akan dihitung persamaan geodesik untuk p = 2, dimana adalah
indeks untuk bidang ekuator 6.

d?xP P dx*dx’
ds? Wods ds
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d?x? 2 dxtdx’ 0 (4.55)
dr2 = ™ dr dtr

Karena ada tiga simbol Christoffel dengan p = 2 yang tidak bernilai nol maka
persamaan 4.55 menjadi

d?x? " dxt dx? " dx? dx? 5 dx3 dx3
+i Tttt s =
dr? dr drt dt drt dt drt

d26 dr do dodr , dpdp

g 4 av 2 “Uunr ey _
dr? + 112 dr dt + 121 dr dt + 13 dt dt 0 (4.56)

Nilai I['%, T dan I'4 disubtitusikan, persamaan 4.56 menjadi

+—-——-—+—-—---—-sinfcosH

d?0 1drdf 1d6dr (d¢>2_0
dt? rdtdt rdrdr B

Jika disederhanakan menjadi

+————s5sinf cos O (4.57)

d?0 2drdf (dd))z _o
dt? rdrtdr -

2
Persamaan 4.57 dapat ditulis ulang dengan memindahkan suku selain % ke ruas

kanan

dze 2drdo (d )2 (4.58)

Suku penyebut dt dikedua ruas dapat saling menghilangkan

2 :
d?6 = —;drdB + sin 6 cos 0 (d¢)? (4:59)

Kemudian didapatkan 8

.. 2 .. ; ,
6 = —;7’”9 + sin 6 cos 6 (d))z (4.60)

Karena solusi Schwarzschild memenuhi sifat simetri bola maka bebas untuk

memilih koordinat sedemikian rupa sehingga gerak partikel pada bidang ekuator

dan dengan pemilihan koordinat yang tepat akan dapat menyederhanakan
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persamaan sehingga disini akan dikaji dengan menggunakan 6 =§, dan 6

diberikan oleh

L2 . 4.61
9=—;1"9+sin9c059(¢)2=0 (4.61)

Persamaan geodesik untuk p = 3 juga akan dihitung, dengan 3 adalah indeks

untuk ¢.

d?xP p dxtdx”
+ T ————=
ds? ® ds ds

d?x3 , dxtdx?
az " F’“’E dr 0 (4.62)

Simbol Christoffel dengan p = 3 yaitu 'Y, I, T3, dan I$,, persamaan 4.62
menjadi

d?x3 o dx?! dx3 o dx? dx3 s dx? dx? o dx®dx? 0 (4.63)
dr? Bodr dr 2 dr dr 31 dr dr 32 dr dt

Nilai I'%;, T35, T3, dan I3, disubtitusikan ke persamaan 4.63

d2p 1drdo d9d¢ 1dgdr dpdo _ (4.64)

———+c

dr? | rdrdr ot drdr  rdrdr cot drdr

Jika suku kedua dan keempat dijumlahkan maka bentuk persamaan diatas menjadi
lebih sederhana seperti berikut

d%p  2drd d6 do (4.65)
W-I_;EE-F ZCOtQEE =0

Kemudian suku kedua dan ketiga dipindahkan ke ruas kanan

d’¢  2drdg  pd0d9 (4.66)
dt2 rdtdr co dr dt

Suku dt dikedua ruas saling menghilangkan

2 4.67
d*¢ = —~dr dg — 2 cot 6 df dp (4.67)

dan didapatkan ¢
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b=—2ih—2cot00 ¢ (468)

Untuk mendapatkan kecepatan dengan 8 = %dan nilai cotg = 0 maka persamaan

4.70 menjadi
2 :
d?¢ = —;dr do (4.69)
Kedua ruas dikali —
a¢
1 2 (4.70)
A2 = _Z=
dd)d ) dr
dan kemudian integralkan
[e20) 1 r
—d%¢ = —f —dr
deo d¢ 7o
d¢
In—=-2In—
doo To
L S 4.72)
0 To
Hasil eksponensial dari persamaan 4.71 yaitu
r2¢ = 19%¢o = L (4.72)
L adalah momentum sudut per satuan massa. Sehingga dapat ditulis
(4.73)

Selanjutnya dilakukan perhitungan untuk mendapatkan 7. Dengan mengacu
pada persamaan 3.48 yaitu metrik Schwarzschild untuk kasus f(R) = aR? maka
persamaan tersebut akan diturunkan terhadap 7. Karena ada tiga macam
penggalan atau segmen ds? dalam ruang-waktu, yaitu segmen timelike (ds? <
0) yang merupakan trayektori dari patikel biasa, seperti elektron, proton dan

neutron, segmen lightlike (ds? = 0) yang hanya dilewati oleh cahaya dan segmen
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spacelike (ds? > 0) yang dilewati oleh benda yang bergerak melebihi kecepatan
cahaya, maka disini akan digunakan ds? = —1, dimana ds? = —1 memenuhi
segment timelike karena ds? < 0, dengan begitu persamaan 3.48 dapat ditulis

kembali menjadi seperti persamaan dibawah

2m  Ryr? dt
_1:<1_7 2 (3aR0—2)><dT>

-1
2m  Ryr? dr\?
—<1—7 <3“R°‘2>> (z)
doy? dp\°
2 (57) —resinto (52) &9

2

Seperti yang dijelaskan sebelumnya, karena 6 = % maka % = 0, sehingga

—1= (1 - sz Ror™ (3aR, — 2)) ()2

(4.75)

-1
(1—27’” fur” (3aR0—2)) 6)" - 12(¢)’

Kemudian komponen-komponen yang didapatkan pada persamaan geodesic yaitu

t, @ dan ¢ disubtitusikan ke persamaan 4.76

2m  Ryr?
1= (1——+ 9 (3aR0—2)>

/ |1— R°r° (3aR, — 2)| \

\to |1—— o (3aR0—2)|/
2

-1
(1 _mm, R"r (3aR, — 2)) ()% — 12 (rL—z) (4.76)

Dari persamaan 4.75 akan didapatkan persamaan 4.76 berikut
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2

c (3aR, — 2))

T 6

2m  Ror? L? (4.77)
- (1 - 7 + 6 (3CZR0 - 2)) <T'_2>

Untuk menghilangkan kuadrat pada (7-)? maka ruas kanan harus diakarkan

2
, 2m  Ryry?
+t02<1——+ 00 (30:R0—2)>

2

2 (4.78
_ Zm Roroz .2 Zm ROT‘2 L2
= (1—r—0+ 6 (3aR0—2)> to —(1—7+ 3 (3aR0—2)>(r—2+1> )

Untuk lebih menyederhanakan persamaan 4.78 akan dikenalkan vektor

killing. Vektor killing adalah persamaan diferensial yang mencirikan sifat simetri
dengan cara invarian. Cara mudah yang sering digunakan untuk mengidentifikasi
vektor Killing adalah dengan mempertimbangkan metrik yang dimasukkan dalam
sistem koordinat sedemikian rupa sehingga komponen metrik tidak bergantung
pada koordinat tertentu.

Ada beberapa hubungan antara persamaan Killing dan medan gravitasi.
Suatu medan gravitasi dikatakan stasioner jika menerima medan timelike vektor
Killing. Sebagai perpanjangan, jika berhadapan dengan medan stasioner dan jika
vektor killing adalah orthogonal ke hypersurfaces maka bidang tersebut dikatakan
statis. Pada bagian lubang hitam 4D, geometri Schwarzschild memiliki kedua
sifat ini (Newsome, 2018).

Kt = ()" = (1,0,0,0)

Ky = g K*
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2m  Ryr?
K,=[[1-=+ -2)],0,0,0
r 6 (4.79)
Diketahui definisi £ = —K,, 2
art
P dxt . 2m_|_R0r2 2 dt
- THRdr r 6 dt
2m  Ryr 4.80
(1——+ . (3aR0—2)> (4.80)

Hal ini memungkinkan persamaan radial, 7, untuk dinyatakan dalam energi dan
momentum sudut, sertamenghasilkan tiga persamaan diferensial orde pertama
dari empat persamaan diferensial orde dua asliyaitupersamaan 4.46, 4.72 dan 4.81

dibawah.Sehingga 7 dapat ditulis kembali

. ) 2m  Ryr? L? (4.81)
r = _EO — 1—T+ 6 —2) T‘_2+1

Hasiltiga persamaan diferensial orde pertama dari empat persamaan diferensial

orde dua ¢, 7 dan ¢ disubtitusi ke persamaan 4.54 untuk menyelesaikan

persamaan radial untuk percepatan #

i

- _%[1 _2_m+R07" (3aRy — 2)]
+M(3QRO ~ 2)]/ |1—_ 1:7’0 (BaRr, — 2)| \
3 \ |1—— °r a RO—2)| /

| = R°r(3aRo—2)] 2m Rt 12
e

2m  Ryr? L2
i 6T ks -2 (13) (4.82)




72
Agar persamaan 4.82 terlihat lebih sederhanakan, maka operasi matematika yang
ada didalamnya dapat dihitung

|2 + %2 (3aR, - 2)

[1-22+ R (3R, — 2)]

6
1[ 21 AT (3R, - 2) < ,
_EO

+ —_
2|[1 -2+ 2 (Bar, - 2)

(—Eo®)

1
=3

2m | Ror
1| |+ BaRy—2) 2m  Ryr? 12
= [Tzzm 3R — ] —2Ey% — 1-—+ 06 (BaRy —2) <r—2+ 1>
0
[1 — 22+ B (3aR, - 2)]
2m  Ror? L\?
+r|l-— T + 6 (3Q’RO - 2) (1"_2)

Kemudian didapatkan hasil penyederhanaan dari persamaan 4.82, percepatan

radial #

|2 + % (3aR, - 2)]

o 2
r = _EO ROTZ

6

1/2m Ryr L?
—E T—2+T(3(XRO—2) T_2+1

2m  Ryr?
+l1-=+
T 6

[1 — 2+ 2 (3aR, - 2)]

(4.83)

LZ

Persamaan 4.81 dan persamaan 4.83 adalah kecepatan dan percepatan koordinat
radial persamaan geodesik timelike untuk kasus f(R) = aR?. Hasil dari
persamaan 4.81 dan persamaan 4.83 bersifat invarian yang artinya tidak akan ada
perubahan hukum fisika dalam sistem jika diterapkan suatu fungsi transformasi.
Berdasarkan persamaan geodesik timelike untuk kasus f(R) = aR? di atas

terlihat bahwa hasil yang didapatkan berupa persamaan gerak yang dinyatakan
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dalam energi (E,) dan momentum sudut (L), dimana energi didapatkan dari
komponen metrik untuk koordinat waktu (t) dan momentum sudut didapatkan
dari komponen metrik untuk koordinat ekuator (¢). Sehingga jika ada partikel
yang melintasi sebuah lubang hitam selain dipengaruhi oleh kelengkungan ruang-
waktu akibat lubang hitam juga dipengaruhi oleh energi dan momentum sudut.

Selain itu, pada persamaan gerak lintasan geodesik yang berupa kecepatan dan

R°6T2 (3aR, — 2), ini diakibatkan adanya modifikasi

percepatan, terdapat suku
pada metrik Schwarzschild. Sehingga persamaan diatas merepresentasikan

lintasan partikel yang melintas di sekitar lubang hitam dengan metrik yang telah

dimodifikasi oleh teori gravitasi f(R) dimana f(R) = aR?.

4.2.2 Lintasan Geodesik untuk Kasus f(R) = R + aR?
Solusi lubang hitam Schwarzschild untuk kasus f(R) = aR? yaitu pada

persamaan 3.54

2m  R,yr?
ds? = (1 -+ 9 [aR, + ZaROZ]) dt?
2m  Ryr? !
- (1 ——+ 06 [aR, + 2aR02]> dr?

—1r2(d0? + sin?0d¢?)
yang daripersamaan 3.54 akan didapatkan 13 simbol Christoffel yang tidak
bernilai nol di persamaan 3.55. Karena besar kecepatan partikel pada lintasan
geodesik adalah konstan, sehingga s dapat diambil waktu sesungguhnya t.
Selanjutnya akan dihitung persamaan geodesik untuk p = 0, dimana 0 adalah

indeks untuk waktu.
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d?xP p dxtdx”
+TP = =
ds? ® ds ds

d?x° o dxtdx’
a2 T g =0 (4.83)

Karena ada dua simbol Christoffel dengan p = 0 yaitu TY; dan Iy, sehingga
persamaan 4.83 menjadi

d?x° o dx© dx?! o dx'dx® 0 (4.84)
dt? l gt dr 0 g dr —

Kemudian T, dan I'Y, disubtitusikan

Ror

d’t 1 _+_(“Ro + 2aR, )] dt dr
dr* +5[1 21 5T (aRy + 2aRy?)] drdr

1 [zm Ror (aRo + 2aRy )] drdt
2 [1 — Ror (aRy + 2aR 2)] drdr
d2t —+M(aR0+2aR0 )] dtdr
dr? [ -2 4 BT (R, + 2aR,?)| 4T 4T (4.85)

Suku kedua dari persamaan 4.85 dipindah ke ruas kanan

[Zm Ror

d2t 2+ 2% (aRo +2aRe?)| gt ar (4.86)
dr? ~ [1 = R"T (@R + 2aRo?)| drdr

Penyebut dt pada ruas kanan dan kiri dapat saling menghilangkan dan memberi

persamaan dibawabh ini

Ror

— + aRy + 2aR
d2t = — RE ° ) dt dr
[1 - T + 0 (aRO + ZaROZ)]

atau dapat ditulis sebagai berikut
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Ror

2+ 2 (aRy +2aRY)| (4.87)

[1 - R"T (aR, + 2aR02)]

Untuk mendapatkan ¢, persamaan 4.87 digunakan kembali

d’t [Zm Ror (aRo + 2aRy )] drdt
dr? [1—27 Ror (aR0+2aR02)] drdr
RoT 2
—+— aRy + 2aR
42t = — R( " ) dr dt
[1- 22+ 5 (aRy + 2aRy?)]

Kedua ruas dikalikan dengan i , kemudian diintegral

f Tdt = _J 2m R 2 2
£ & o [1 — 2 1 B (aRy + 2aRy )]
Hasil integral dari persamaan 4.88 yaitu
; . 2m )
Int—Inty =—1In +2aR0)
2m  Ryr
+ 1n< 1-—+ o’ (aRO + 2aR,y?) ) (4.89)
0
Karena sifat logaritma natural Ina — Inb = In %, persamaan 4.89 menjadi
: |1 -2 4+ B0 (aRy + 2aRo?))|
t 0 0
In—=1In 7
to |1——+ " (@R + 2aRy?)|
2m R
i (|- Zy °r° (aRo +2aR,?)| 5o
—= 4.90
to |1 — sz + Ror (aRy + 2aR02)|

Dengan memindahkan t, maka akan didapatkan
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|1 _m RoT’o (aRO n 2aR02)| (4.91)

2m Ror

(@R, +2aRy?)|
Setelahdidapatkant, kemudian akan dihitung pula persamaan geodesik untuk p =

1, dimana 1 adalah indeks untuk bagian radial r

d?xP p dxtdx”
+TP = — =
ds? H ds ds

d?xt | dxtdx’
iz " F“VE dr 0 (4.92)

Karena ada empat simbol Christoffel dengan p = 1, maka persamaan 4.92
menjadi

d?x?! L dx® dx° L dx! dx? L dx? dx? L dx®dx® 0 (4.93)
dt? 0 dr dr Wodr dr 22 qr dr 38 dr dt

Kemudian Ty, T, T, dan I5 disubtitusikan

d’r 1 2m Ror .
F-I_EI - (aR0+2aR0) [—
Ror ) ] dt dt
—(aR 2aR ——
* 3 (a o+ 2o ) drdr
[ [2m | R
1 [ 7+ (aRo + ZaROZ)] dr dr
2|[1-2 R°T (aRy + 2aR,?)| |47 47
) 2m N Ror? 4R 2)' do dé
’ r 6 #fo ldtdr
2m  Ryr? do do
_ 2 _am Ky 2\ 49 2P
T sin“60 ll " + 6 (aRO + 2aR, )l dr dt

=0

Jika disederhanakan menjadi



d*r

dr?

1

2

I _am, Ror” (aR0+2aR02)l [—

R,r de\?
+ %(aRO + 2aR02)] (E)

1 [ [Zm Ror (aRO + ZaROZ)] ] (dT‘)Z

|1-2 R°T (aRo +2aR,?)|| \4*
[ 2m  Ryr? do\>
—r|l-—+ 2 — (aRo + 2aR,?) <dT)
2m d
— 1 sin%6 I + ZaROZ)l (d—(f)
=0

Kemudian selain suku dlplndahkan ke ruas kanan

d?r

dr?

1 2m RO
2

(aR, + ZaROZ)l [—

Ror dt\?

1 [Zm ROT‘ (C(Ro + Z(ZRO )] <dr)2
2l[1-22+ R°T (aRo +2aR,?)|| \4

2m

+r sin®6

Jika bidang ekuatornya digunakan 6 = % maka % =0
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(4.95)

(4.96)



2m Ror

r

(aRy + ZaROZ)l [

R,r de\?
+ %(aRO + 2aR02)] (E)

(aRO + 2aR02)]
R"T (aRo +2aRo?)|

[Zm Ror

1=+

[ 2m Ror
1 -
r

+7r (aRo + ZaROZ)

Penyebut dt dikedua ruas dapat saling menghilangkan

2m Ror

1
d’r = -3 [1 ——(aRy + 2aR02)l

R
+ %T (aR, + 2aR02)] (dt)?
[Zm ROT

-2

2m Ror
1__
T

(aRO + 2aR, )]

(dr)?
R"T (aRo + 2aRy?)|

+r[ (aRy + ZaROZ)l (d¢p)?

Sehingga didapatkan nilai #

1],
=73

_2_m+Ro
r

(aRy + ZaROZ)l [—

Ryr .
+ % (aRy + 2aR02)] (£)?

[Zm Ror

[1-=
2m RO

(aRO + ZaROZ)]
R"r (@R + 2aR,?)]

(&)

|(@

1-—+ (aR, + 2aR02)
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(4.97)

)

(4.98)

(#)?

(¢)°

(4.99)
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Selanjutnya akan dihitung persamaan geodesik untuk p = 2, dimana adalah
indeks untuk bidang ekuator 6.

d?xP p dxtdx”
+TP ——— =
ds? ® ds ds

d?x? , dxtdx’

Karena ada tiga simbol Christoffel dengan p = 2 yang tidak bernilai nol maka

persamaan 4.100 menjadi

d?x? 2 dx* dx? 2 dx? dx* 2 dx®dx®
diz ' %4t dr  Pde dr | **dr dv
(4.101)
d20 dr do do dr dpdg
Z e 2 2 27
dt? + 11 dt dt Tin dt dt T, dr dt
Nilai I'2, T'Z, dan I'Z disubtitusikan, persamaan 4.101 menjadi
d20 1drd9+1d0dr 5 9(d¢)2_0
T rad tramar nPeesfy) =
Jika disederhanakan menjadi
d?6 | 2drdo 9 cos 0 <d¢)2 _o 4102
T rdiar Smoest\y) = (4.102)

2
Persamaan 4.102 dapat ditulis ulang dengan memindahkan suku selain % ke ruas

kanan

=————+sinfcosH

d26 2drdo <d¢)2 (4.103)
dt? rdrtdr T

Suku penyebut dt dikedua ruas dapat saling menghilangkan

2 .
d%6 = — ;drdH + sin @ cos 6 (d¢)? (4.104)

Kemudian didapatkan 6
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. 2. . :
0 =— ;7’“9 + sin 6 cos 6 (d))z (4.105)

Untuk menyederhanakan persamaan maka dapat memilih koordinat ekuator 6 =
g. Karena solusi Schwarzschild memenuhi sifat simetri bola maka bebas untuk
memilih koordinat sedemikian rupa sehingga gerak partikel pada bidang ekuator
dan dengan pemilihan koordinat yang tepat akan dapat menyederhanakan
persamaan sehingga disini akan dikaji dengan menggunakan 6 = % dan 6

diberikan oleh

.2 . 4.106
9=—;1"6+sin9c059(¢)2=0 (4.106)

Persamaan geodesik untuk p = 3 juga akan dihitung, dengan 3 adalah indeks

untuk ¢.

d?xP p dxtdx”
TP ——— =
ds? W ods ds

d?x3 , dxtdx?
az " F’“’E dr 0 (4.107)

Simbol Christoffel dengan p = 3 yaitu I'%;, T35, I3, dan I3, persamaan 4.107
menjadi

d?x3 s dxt dx3 s dx? dx3 s dx3 dx?! 3 dx3dx?  (4.108)
dt? B dr dr 2 dr dr 31 dr dr 32 4t dr

=0
Nilai I'3;, T35, I, dan I3, disubtitusikan ke persamaan 4.108

d2¢ ldrdg dod¢ 1dodr d¢ do (4.109)
W-I_?EE-'_ COtQEE-F;EE-l_ COthE =0

Jika disederhanakan menjadi

d2¢ 2drde do do (4.110)

- g ——=

—_— t
dt? +rd‘cdr+ €0 dr dt
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Kemudian suku kedua dan ketiga dipindahkan ke ruas kanan

d?¢  2drdg do do (4.111)
—=—————2cot——
dt? rdrt dt dt dt

Suku dt dikedua ruas saling menghilangkan

2 4.112
d*¢ = —~dr d$ — 2 cot8 df dep (4.112)

dan didapatkan ¢

b=—2rp—2cot06 (4113

Untuk mendapatkan kecepatan dengan 6 = gdan nilai cot% = 0 maka persamaan

4.113 menjadi

2 4,114
d?¢ = — ;dr d¢ ( )
. .1
Kedua ruas dikali "
1 2 (4.115)
—d?h = _Z=
id d“¢ " dr
dan kemudian integralkan
do 1 r
—d*¢p = —j —dr
]dqbo d¢ To
do r
In—=-2In—
doo To
h r
lni =—2In— (4.116)
0 To
Hasil eksponensial dari persamaan 4.116 diatasadalah
r2¢ = 152y = L (4.117)

L adalah momentum sudut per satuan massa. Sehingga dapat ditulis



82

(4.118)

Jika metrik Schwarzschilduntuk kasus f(R) = aR?diatas diturunkan terhadap t
dengan nilai ds? = —1, dimana ds? = —1 disebut timelike seperti yang telah

dijelaskan keterangan diatas. Persamaan 3.54 menjadi seperti berikut

_ 2m Ror 2 ( )
1_<1 . (aRy + 2aR, )) =

2

-1
2m Ror ) (dr)z
1—— Ry + 2aR —
( " (a o T 2aRy )) e

_y (Zf) rzsinZG(Z_f>2 (4.119)

Seperti yang dijelaskan sebelumnya, karena 6 = g maka % = 0, sehingga

2m  Ryr? .
-1= ( . "6 + 2aR02)> ()2

(4.120)

-1
2m R .
(1—Tm+ or” (R, +20cR02)> (6)*

2N 2
-r%(¢)
Kemudian komponen-komponen yang didapatkan pada persamaan geodesic yaitu

t, 6 dan ¢ disubtitusikan ke persamaan 4.120

—-1= <1 —Z—m ROT (aRo + Z(ZROZ))

|1—2_ Roro =22 (@R, + 2aR,* )| \2

-2y o " (@R + 2aRy?)| /
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2 (4.121)

-1
2m  Ryr? 5 Ny oL
— (1 - + G (aRy + 2aR, )) (r)e—r (r_z)

Dari persamaan 4.121 akan didapatkan persamaan 4.122 berikut ini

. 2m  Ryr?
(T)z = (1 - 7 + 6 (OCRO + ZCZROZ))

2
. 2m  Ryry?
+£,° (1 -t °6° (aR, + 2aR02)>

2m | Ror? L’ 4.122
— (1 -t (aR, + 2aR02)> (r—2> (4.122)

Untuk menghilangkan kuadrat pada (7-)? maka ruas kanan harus diakarkan

(4.123)

P o= j<1 - ZT—Z" + R"g"z (aRo + 2aR02)>2 £ — (1 - sz + R"gz (aRo + 2aR02)> (ﬁ—z + 1)
Untuk lebih menyederhanakan persamaan 4.123 akan dikenalkan vektor killing.
Sama halnya dengan keterangan yang lalu, vektor killing adalah persamaan
diferensial yang mencirikan sifat simetri dengan cara invarian. Dengan adanya
vektor Killing ini kecepatan dan percepatan untuk persamaan geodesic timelike
dapat dinyatakan dalam energi E dan momentum sudut L.

K* = (9,)* = (1,0,0,0)

K, = guKH

k= ((1=2" 2 B ary +20R,2) ),0,0,0
W= r e o ede ) LR (4.124)

Diketahui definisi E = —K,, 2
dart
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dx” 2m  Rgr?
E=—-K,— (1 -—+ 2 (aRO + 2aR02)>

r

2m  Ryr? . 4.125
S (1 °6 + 2aR02)) i (4.125)

Sehingga 7 dapat ditulis kembali

, 2m R0 2\ (12
r = _EO 1__+ (aR0+2aR0) r_2+1

Persamaan geodesik menghasilkan tiga persamaan diferensial orde pertama dari

(4.126)

empat persamaan diferensial orde dua asli yaitu £, 7 dan ¢ yang kemudian
disubtitusi ke persamaan 4.99 untuk menyelesaikan persamaan radial untuk

percepatan

(aRy + 2aR, )] Z—m B (aRO + 2aR, )]

-

1[. 2m RO
2

24 BT (aRo + 2aR,?)| + 5 (aRq + 2aR,

(\/_ (1 _sz Ror? —~(aRq + 2aR, )) (f—z + 1>>2

i [1 2B oy + 2aRy )] (4.127)

/_ <|1—2r—0 + 500" (aRy + 2aRy’ )|> [ + 2 (aRy + 2aRo?)] ]
) -z )]

Agar persamaan 4.127 terlihat lebih sederhanakan, maka operasi matematika

yang ada didalamnya dapat dihitung

Ror Ror

2+ 57 (aRy + 2aRy?)] 21+ 5 (aRg + 2aR,?)]

1 27 R°r (aR0+2aR02)]( ) E[[1—27 R (aRy + 2aRo?)]

(_E (1 _sz Ror? (aRo + 2aR, )) <f—z+ 1>>

2m Ror
+r{l——
r

1
T2

(aRo + 2aR, )]
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[Zm Ror

= (aRO + 2aR, )] B 5
)]] =

1
¥ ==
2 I[1 ~y R“ (aRq + 2aR,?

2m R0 12
1-—+ (aRo + 2aR,?) +1

2m RO
Frfi-=2+

(aRo + 2aR02)]
Kemudian didapatkan didapatkan hasil penyederhanaan dari persamaan 4.127,

percepatan radial #

[Zm R"r (aRy + ZaROZ)]

Ror

[1 — 21 B (aRy + 2aR,?)|

2m R
Il__m of (aRo‘l'ZaRoz)l_ (4.128)

Persamaan gerak lintasan geodesik diatas merepresentasikan gerak semua partikel
yang melintas dalam ruang-waktu melengkung akibat medan gravitasi yang
berasal dari lubang hitam Schwarzschild, dengan metrik yang telah dimodifikasi
oleh f(R) = R + aR?. Hal ini berarti bahwa jika ada partikel yang melintasi
sebuah lubang hitam Schwarzschild dengan metrik tersebut, maka partikel
tersebut akan bergerak dengan kecepatan dan percepatan seperti pada persamaan
diatas.

Pada kasus f(R) = R + aR? didapatkan hal serupa dengan kasus f(R) =
aR?, yakni persamaan gerak lintasan geodesik timelike yang berupa kecepatan
dan percepatan untuk koordinat radial. Berdasarkan persamaan 4.126 dan
persamaan 4.128 diatas, terlihat secara umum memiliki bentuk yang sama dengan

kasus pertama yang dinyatakan dalam energi (E,) dan momentum sudut (L).
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Artinya, jika ada sebuah partikel melewati lubang hitam maka tidak hanya

kelengkungan ruang-waktunya yang berpengaruh tapi juga energi dan momentum

sudutnya. Kedua persamaan gerak pada kasus kedua juga bersifat invarian dimana
transformasi tidak akan merubah hukum fisika pada sistem tersebut.

Meskipun secara umum memiliki bentuk yang sama, persamaan gerak

untuk kasus kedua memiliki hasil yang berbeda, karena adanya suku

ROTZ
6

(aRy + 2aR,y*), dimana suku ini muncul akibat metrik Schwarzschild yang

dimodifikasi. Berbeda dengan hasil geodesik dari metrik Schwarzschild dalam
teori gravitasi Einstein tanpa modifikasi yang tidak memiliki suku R,,, kedua hasil
persamaan gerak lintasan geodesik di atas memiliki suku R,. Sebagaimana yang
telah diketahui sebelumnya, bahwa suku R, adalah suku yang mengoreksi metrik
Schwarzschild. Selanjutnya, jika R, = 0 maka persamaan gerak kedua kasus
akan kembali menjadi persamaan gerak lintasan geodesik dari solusi

Schwarzschild dalam teori gravitasi Einstein.

4.3 Integrasi

Lubang hitam masih menjadi benda angkasa yang sangat menarik untuk dikaji
secara teoritis dan banyak upaya pengamatan untuk mengetahui sifat, letak dan
gambar lubang hitam. Terakhir kali para astronom di tim Event Horizon Telescope
merilis gambar lubang hitam bernama Sagitarius A* yang terletak di pusat galaksi
Bima Sakti pada 12 Mei 2022. Terkait dengan ini, di Al-Quran tepatnya pada QS.
At-Takwir ayat 16 terdapat istilah Al-khunnas yang artinya bersembunyi ditempat
persembunyiannya. Ada sebuah pendapat mengatakan bahwa yang dimaksud Al-

khunnas adalah lubang hitam karena sifatnya yang tersembunyi dari penglihatan
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pengamat (Sani, 2014). Lubang hitam sendiri disebut hitam karena memang terlihat
hitam sangat gelap, sehingga untuk mengetahui lokasinya harus melihat pergerakan
bintang-bintang disekitarnya. Bintang-bintang disekitar lubang hitam memiliki
lintasannya masing-masing. Untuk mengetahui lintasan tersebut dapat diperkirakan
dengan menggunakan persamaan geodesik yang dikaji lebih lanjut. Tentang setiap
benda memiliki jalur lintasannya masing-masing, ini difirmankan oleh Allah dalam
QS. Yasiin (36): 40 berikut:

O ol ¢ 83 G 0 Y 5 ol @ i eland il ¥
“Tidaklah mungkin bagi matahari mengejar bulan dan malam pun tidak dapat
;noe)ndahului siang. Masing-masing beredar pada garis edarnya” (QS. Yasiin [36]:

Semua benda di alam semesta selalu beredar mengikuti pola yang teratur
dengan periode tertentu, tidak hanya matahari dan bulan. Selain itu, telah ditemukan
susunan benda angkasa yang mirip dengan tata surya yang juga memiliki garis edar
tertentu (Sani, 2014). Seperti halnya lubang hitam Sagitarius A*, terdapat bintang-
bintang berputar di sekitar objek gelap tersebut dengan kecepatan hingga sepertiga
dari kecepatan cahaya. Bintang-bintang yang berputar disekitar lubang hitam juga
memiliki litasan atau orbitnya masing-masing.

Selain tentang lintasan atau orbit benda angkasa yang dalam teori relativitas
umum terkait dengan geodesik, Al-Quran juga membahas tentang ukuran segala
sesuatu yang tercipta di alam semesta termasuk ukuran lubang hitam. Hal ini di
firmankan Allah dalam QS. Al-Qomar (54): 49 yang berbunyi

o8y BLABIA ¢ J8 )

“Sungguh, Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukurannya” (QS. Al-Qomar
[54]: 49)
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Ukuran lubang hitam ditentukan oleh cakrawala peristiwanya. Cakrawala peristiwa
(event horizon) adalah jarak dari pusat lubang hitam dimana apapun yang
melewatinya tidak ada yang dapat melarikan diri. Para ilmuwan sebelumnya dapat
menghitung bahwa lubang hitam Sagitarius A* berdiameter 16 juta mil (26 juta
kilometer).

Semua yang ada di alam semesta diciptakan dengan ukuran yang ideal dan
memiliki fungsi tersendiri. Begitu pula dengan struktur dan susunan setiap benda
dan makhluk hidup. Ukuran yang sangat sesuai inilah yang menciptakan interaksi
antar benda di alam semesta akan seimbang dan saling melengkapi. Melihat ayat di
atas, maka hal ini juga berlaku pada lubang hitam dan benda-benda yang ada
disekitarnya. Struktur, susunan, fungsi dan jarak antar benda pun pasti sudah sesuai
dengan ukuran yang telah ditentukan. Karena keragaman ini menciptakan adanya
suatu keseimbangan dan memang tidak mungkin sesuatu diciptakan Allah tanpa

tujuan tertentu.



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil yang diperoleh dari penelitian ini, maka dapat diambil
kesimpulan sebagai berikut:

1. Metrik Schwarzschild dalam teori gravitasi f (R) adalah perluasan dari metrik
Schwarzschild dalam teori gravitasi Einstein yang menggambarkan sebuah
benda masif yang tidak berotasi dan bermuatan. Metrik untuk kasus f(R) =
aR? ditunjukkan oleh persamaan 3.48 dan untuk kasus f(R) = R + aR?
ditunjukkan oleh persamaan 3.54.

2. Singularitas yang didapatkan dari metrik Schwarzschild dalam teori gravitasi
f(R) untuk kasus f(R)=aR? dan f(R) =R+ aR? yaitu berupa
singularitas r = 0 sebagai titik berpusatnya massa lubang hitam dan
singularitas r; sebagai jari-jari lubang hitam Schwarszchild dengan metrik
yang telah dimodifikasi oleh f(R) = aR? dan f(R) = R + aR?. Dimana jari-
jari tersebut terkait dengan ukuran lubang hitam. Sedangkan dari persamaan
geodesik didapatkan persamaan gerak yang merepresentasikan gerak partikel
atau benda di sekitar lubang hitam Schwarzschlid dengan metrik yang telah
dimodifikasi. Hal ini menunjukkan bahwa singularitas dan lintasan geodesik
memiliki keterkaitan, dimana setiap benda masif seperti lubang hitam pasti
memiliki singularitas tempat berpusatnya massa lubang hitam yang
mengkibatkan adanya gravitasi yang sangat kuat sehingga dapat

melengkungkan ruang-waktu. Akibat kelengkungan ruang-waktu ini, lintasan
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dari sebuah partikel atau benda-benda disekitar lubang hitam akan

melengkung pula mengikuti bentuk ruang-waktunya.

5.2 Saran

Untuk selanjutnya, penelitian ini dapat dikembangkan dengan menggunakan
fungsi f(R) yang lainnya, atau diterapkan untuk mendapatkan besaran-besaran lain

terkait sifat dari lubang hitam, seperi sifat termodinamikanya.
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LAMPIRAN A
PEMBUKTIAN PERSAMAAN 2.45
Simbol Christoffel

1 (A1)
Fﬁlv = ngp (gup,v + Gvpu — guvm)

Variasi dari simbol Christoffel
STA = L §{gtr
Ty = P {g (gup.v + Gvou — guv,p)}

1
= E‘Sglp(gup.v T 9vou — guv.p)

(A2)

()
+ 59 P8(Gupy + Gvps = Guvp)

Kemudian simbol Christoffel dikalikan dengan g,

1 1
gpar;fv = Egpaglp (gup,v + Gvpu — guv,p) = ESC/} (gup,v + Ivpu — guv,p)
1 (A.3)
gpﬂrifv =5 (gup,v + Gvpu — guv,p)
Sehingga
(A4)

STh, = 69 gpallhy + %9196 (Gupw + Gvpu = Guvp)
Hubungan antara turunan kovarian dan turunan biasa diberikan oleh
Vu89vp = 8Gvpu = Ti89ap — TipSgua
Vv89up = 89puy = TopS9au — TubGpa

Vpgguv = 6.guv,p - F;;lué‘.glv - Fplvé‘gul

ngp,/,t = vudgvp + F;%vgglp + F/}pé‘gvl

6gp,u,v = vagup + F&paglu + F&ué‘gp)l
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Sguv,p = Vp59uv + F,o)luaglv + F/%vé‘gul

89vpu + 89puv — 0Guv,p
= Vu89vp + T892, + T89va + Vu89,, + T892,
+T}89,0 —V,89,, —T4695, —TLS
vuOdpa pOGuv pu9Yav pvOdpua
) (A5)
= V”ngp + Vv(?g”p — Vpé‘gm, + ZFWSgAp

Variasi simbol Christoffel sekarang bisa dituliskan

A Ap A 1 Ap A
0T = 89" gpaliy + Eg S(V,ﬁgvp + V89, — Vp09u0 t+ ZFﬂVSg,lp)

1
= 6g/lpgp/1r‘;ilv + Eglp(s(vuggvp + Vvdgup - Vp(sg;w) + gApF;%vdglp

1
= SQApgp)lF;%v + glpr;%vaglp + Eglpa(vu&gvp + Vv(sgup - Vpag/,w)

1
= 5(9/1/)9@)%/ + Eglp‘s(vu‘ggw +Vy69up — Vp‘sguv)

1 A6
STE, = > 9*68(Y,89y, + V69, — V,69,7) (A.6)

Untuk mendapatkan turunan kovarian dari variasi tensor metrik kovarian digunakan
hubungan berikut

ngp = _gvocgp)l&ga)L

89up = ~9uadprd g™ (A7)

6gpn/ = _gpmfgvﬁé‘gﬁ/1
Sehingga variasi simbol Christoffel dapat ditulis

1

ST, = > 9*8(Vu89vp + V89, — V,09,) =

1
= EgAp{Vu(_gvagplagal) + vv(_guagplsgal) - Vp(_guagvﬂagﬁl)}



1
= - 2 {QMJgvczgpAvu(SQOU1 + g)Lpguo:gp/lvv(S‘ga,/1 - glpguagvﬁvpé‘gﬂl}

1
51}%1/ = - E{gvotvu&gml + g/w:vv(‘)‘ga/1 - vlguagv[?(sgﬁl}

1
61—‘;%1/ = - E {gvocvuaga)l + guavvé‘g‘M - guagvﬁvlgﬁl}
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LAMPIRAN B
SOLUSI SCHWARZSCHILD
Metrik geometri ruang-waktu yang simetri bola statis (Schwarzschild)diberikan
oleh:
ds? = e¥rDdt? — e?Ddr? — r2(d? + sin?0d¢?) (B.1)

Memberikan elemen tensor metrik kovarian dan kontravarian, yaitu:

e 0 O 0
_| 0—e? 0 0
Iow=10 0 —2 0 (B.2)
0 0 0 —r?sin%6
e * 0 0 0
w _ 0 —e_” 0 0
9=l 0o 0 -2 0 (B.3)

0 0 0 -r2sin™%0
Kemudian dihitung simbol Christoffel dari metrik diatas

1 B.4
F;fv = Egal(augv)l + avgu)l - a)l.g/w) (B4)

Untuko=41=0

1 B.5
Igo = 5900(80900 + 00900 — 009o0) = 0 (B5)

!

Iy =1g°°(ag + 01900 — 009 )=le‘”(ie“)=1
0= 5 0910 + 01900 = JoJo1) =5 3 >

1
Ioz = 5900(00920 + 02900 — 909o2) =0
0 1 00
Ios = 59 (00930 + 03900 — 09go3) = 0
1 1 5] u
F100 = 5900(61900 + 00901 — 90910) = Ee_” (Ee“> = el

1
Iy = 5900(61910 + 01901 — 00g11) =0
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Iy, = %900(81920 + 02901 — 00912) =0
I = %goo(alg% + 03901 — 0og13) =0
T30 = %900(62900 + 0090z — 00920) =0
3 = %900(62910 + 01902 — 00g21) =0
[z, = %900(62920 + 02902 — 00922) =0
[z = %900(62930 + 03902 — 009g23) =0
I3 = %900(63900 + 0090z — 009g30) = 0
3 = %900(03910 + 01903 — 00931) =0
I3, = %900(63920 + 02903 — 00932) =0

1
I = 5900(63930 + 03903 — 00g33) =0

Untuko=1=1

!

1 1 0 u

Igo = 5911(60901 + 00910 — 01900) = E(—e"’) (—Ee”> = ?e(u—v)
1

I = 5911(60911 + 01910 — 01901) =0
1

g, = 5911(60921 + 02910 — 01902) =0

1
oz = 5911(60931 + 03910 — 01903) = 0

1
Iy = 5911(31901 + 00911 — 01910) =0



1
Y = 5911(61911 + 01911 — 01911)

1 d 0 d

1
Iy = 5911(61921 + 02911 — 01912) =0
1 1 5
i3 = Eg (01931 + 03911 — 01913) =0
1 1 5
I3 = 59 (02901 + 09912 — 01920) =0
1 1 5
[, = E!J (02911 + 01912 — 01921) =0
1 1 11 1 -V
[ = Eg (02921 + 02912 — 01922) = E(_e )(
1 1
33 = E!J (02931 + 03912 — 01923) =0
1 1 5
[0 = Eg (03901 + 00913 — 01930) =0
1 1
I3 = Eg (03911 + 01913 — 01931) =0
1 1
I3, = Eg (03921 + 02913 — 01932) =0
1 T
I35 = Eg (03931 + 03913 — 01933)
1 d
= 2o [ 2ci20) = o cin29,-D
2( e )(arr sin 0) T sin“fe
Untuko =1=2
2 1 5
[0 = Eg (00902 + 00920 — 02900) = 0

1
I = 5922(00912 + 01920 — 02901) =0

= =(—e™) (—ie” ——e’ +—e”) = i(—e
2 or or or 2 \or

0
)
arr

) =—re”"?
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I, = %922(60922 +
I = %922(00932 +
f = %922(61902 +
M7 = %922(31912 +
g = %922(61922 +
f = %922(31932 +
T = %922(62902 +
I} = %922(62912 +
I3, = %922(62922 +
I} = %922(62932 +
[ = %922(63902 +
5 = %922(63912 +
I3, = %922(03922 +

1
[ = 5922(03932 +

1

Untuko =1=3

)
=3¢ 5"

02920 — 02902) =0

03920 — 02903) = 0

00921 — 02910) =0

01921 — 02911) =0

1 1 d
02921 — 02912) = E(—_> (‘ET

03921 — 02913) =0

00922 — 02920) = 0

1 1 d
01922 — 02921) = E(‘ _) (‘gr

02922 — 02922) = 0
03922 — 02923) =0
00923 — 02930) =0
01923 — 02931) =0
02923 — 02932) =0
03923 — 02933)

sinZH) = —sin6 cos @
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1

= 5933(60903 + 00930 — 03900) =0
1 5

=59 (00913 + 01930 — 93901) = 0
1 5

= Eg (00923 + 02930 — 03902) =0
1 5

= Eg (00933 + 03930 — 03903) =0
1 5

= Eg (01903 + 00931 — 03910) =0
1 5

= Eg (01913 + 01931 — 03911) =0

1
= 5933(81923 + 02931 — 03912) =0

1 1
= 5933(61933 + 03931 — 03913) = E(

1

= 5933(02903 + 00932 — 03920) =0
1 o

= Eg (02913 + 01932 — 03921) =0
1 o

=59 (02923 + 02932 — 03922) =0

1
= 5933(62933 + 03932 — 03923)

1
= 5933(03903 + 00933 — 03930) =0

1 1
= 5933(63913 + 01933 — 03931) = >

1
= 5933(03923 + 02933 — 03932) =0

(

1

r2sin?@

1 1 o,
- E(_rzsirﬂ@) (—%r s 9) = cotd

1
r2sin?0

)(

)(

d
—arzsinze

0
_ 2in2
arrsm@

)=

)=
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1
I35 = 5933(63933 + 03933 — 03933) =0

Beberapa komponen yang tidak bernilai nol sebagai berikut:

ul
oy = Iy = o

!

u
1_'1 = —e(u_v)
00 2

—

11 — 2

1-‘212 = —T'e_v

[3; = —rsin®fe™™
1

% =T% ==

iz =1 =7

I'% = —sinf cos @
1

% =r5==

13 = I51 =

Tensor Ricci:

Ry = 8,I% — 9,12, + LT3, — T2T9,

Komponen tensor Ricci dalam arah diagonal:
— p p
Ruu = O”Fﬁa - aarlfu + Fuo pau B Fuurpaa

Roo = aorga - aargo + F(fg pUO - l—‘(l)ool—‘paa

Ryo = (aor(?o - 61['010) - (aorgo - 60F110)

+ {T5o(Tgo + o) + Lo (Tey + Iy + T2 + 5D}

— {(ToTs0 + TooTon) + (Moo + IoTo1)}

= 0,Tg0 + Too(Toy + Iy + T35 + T31) — TgoTor — Tibloo
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! ! 14 14 12
Roo = % <u_e(u—V)> + u_e(u—v) (u_ + v + %) — u_e(u—V)

2 2 2 2 2
:u_”e(u_v) +u_’(u’_v’)e(u_v) +u_,e(u_17) u_,+v_,+z _u_lze(u_v)
2 2 2 2 2 r 2

! I1.,1

) (& N u'? Ly u'v' N u'?  u'?
=e —_t -t 4
2 2 r 2 4 4 2

Ri1 = 0417 — 05177 + Flpo' ;1 - Ff1rpao
Ry = (01T + 90Ty — 0, (Tgy + Ty + T34 + I5) + {T (I + T) + T (T5y
+ Ty + I3 + T3} = (01T + Tgi T + (T T + T4 1Y)

+ T35 4 T3

a (v’ 0 u’+v’ 2 +v’ u' v’+2 u’2+v’2+ 2
B=or\2/) oar\2 2 2\2 "2 ' r 4 " 4 2
vll uII vll 2 ulvl vlz ! ulz U’Z 2
=———-— ot —t—t————— ——
2 2 r2 4 4 4 4 r2
ull v/ u/vl urz
Ryi=-—F%+—-+———1

Ryp = 0,155 — 0515, + sza pJZ - szzrpaa

Ry = 043, — 0,15, + {I,(Tgy + Ty + T + T35} — {TAT, + TLT5

+ 3,155}

0 — 9] Ay v 2
R22=§(—e )—%cot9+(—re )?+?+;

11 )
—(—re ”;—;re Y+ cot 9)
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_ 1-cos?8  _ ) ,+ru’+2 )
~ sin?6 ¢ i 2

r(u —v'
Ry, :1—€_v<(T)+ 1)

R3z = 031§, — 0,18 + 5 I% — ThTS,
Ry3 = {0:T3; + 0,155} + {35 (Tgy + Iy + Ty 4+ T35)) + T5al5,) — {TI5;
+ [35T%s + [4sT5, + T5:05,)

d o Ja o o,y V2
R33=§(—rsm 0e )—%(smecose)—rsm 6e ?+7+;

+ 2 sin’0 e”V — sin @ cos 6 cot O

) — r a2 — .2 .2 — ul+vl
= —sin“fe "V + rv'sin“0 e7V + sin“0 — sin“6 e”"? > r+2

! !

+v
2

. 2 —v ;U Pn 2
= —sin“fOe 1—rv' + r |+ sin“0

! !

r+1>+sin20
u -7
=sin29<1—e"’( 5 r+1>>

Empat tensor Ricci yang memiliki nilai tidak sama dengan nol memberikan tensor

R33 = Sin29R22

Ricci campuran sebagai berikut:



" r2sin20
1 e V(r@u —v")
= —= 1
r2+ r2 < 2 + )

Komponen R{j memberi skalar kelengkungan R

1 r(u —v'
R3 = g33R;y5 = —(sinze —sin?@ e (—( 5 ) + 1>>

R = Ry +R{ +R;+R3

L ull ul ulvl uIZ Y uu vl ulv/ ulz
=eV|—+—- + t+e V|l ———- +
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(B.11)
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Untuk kondisi dimana tidak ada materi dan energi (vakum) R,, =0, maka

persamaan medan hanya memberi 3 persamaan independen untuk u dan v

u'v'

u+u +u_0
2 r 4 4

rn ! ../

Uu +v +uv
2 T 4

u'?
4
Y <r(u —v) >
e
(B.13)

dengan u' = —v' persamaan diatas menjadi

=0

eru'+1) =1
eru' +e* =1
d
E(re”) =1

fd(re“) = J-dr ret=r+¢C (B.15)

dengan C merupakan konstanta integrasi. Konsanta ini dihitung dengan pendekatan

untuk medan lemah. Lagrangian non-relativistik berbentuk:

L =-mc*—mo +§mv2

B +® 1172_ +®1 vi]
=-melcto—g—|=-me{ct =595V

Pada koodinat kartesiang;; = —4;;, sehingga menjadi

ijs
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L= L2 1 vt (B.16)
=—mc\|c c zgijcv

Integral aksi adalah

I—det— f +®+1 vif dt
= = mc C - zgijCU
B f(+¢)+1 vidx/ it
- Tme ¢ c Zg“c dt
[0) 1 vt
=—mcj (1+§>c+5gij?dx1
=—mcfds

maka

0} 1 v ;
ds (1+ >c+2gucd

sehingga

2 i i 2
1
ds? = (1 +(%) c’dt? + (1 + Q)guv dx‘cdt +— (gl]—dx >

dimana- (gu dx1)2 ~ 0

2\* o\ v,
ds? = (1 +c_2> c?dt® + (1 + )gu . dx'cdt

dengan
0\’ 20 @ 20
<1+—) =l+G+g~1+—
c c c
serta
@ l
(1+ )gl]dx dx’ ~ 9ij dxtdx/

sehingga
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20 o
ds? ~ (1 + ?> c2dt* + g;jdxtdx’

20
dan goo - 1 +C_2

dibandingkan solusi Schwarzschild

—14-
Joo +r

maka

GM . T
dengan m = —-. Maka elemen garisnya akan menjadi
c

(B.17)

2 2m\ !
ds? = (1 - _m) dt? — (1 - Tm> dr? —r2(df? + sin*6d¢?)



LAMPIRAN C
SOLUSI SCHWARZSCHILD DALAM TEORI GRAVITASI f(R)
Solusi ini dapat dikatakan sebagai solusi vakum dari teori gravitasi Einstein,
sehingga energi momentum T,,,, = 0. Elemen garis untuk simetri bola
ds? = e*Ddt? — e?("dr? — r2(d6? + sin?0d¢p?)
Memberikan elemen tensor metrik kovarian dan kontravarian, yaitu:
e* 0 0 0
_| 0—e¥ 0 0
Iw=10 0 -2 0
0 0 0 —r2sin?6
e 0 O 0
0—e?™ 0 0

0 0 —r—2 0
0 0 0 -r?sin%0

gt =

Kemudian dihitung simbol Christoffel dari metrik diatas

o 1 ol
F;w = Eg (au.gv/l + avg,ul_ a/lg;w)

Beberapa komponen yang tidak bernilai nol sebagai berikut:

u
r‘(5)1 = F100 :7

u’
Fl = —e(u_v)
00 2

Iy = z
2
lez = —-re v
[}, = —rsin?fe™

1
r‘122 = F221 :;

I'% = —sinf cos @
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1
F133 = F331 :;

(C.1)
I}, =T3, = coth

Dan komponen-komponen tensor Ricci yang tidak bernilai nol sebagai berikut

U,” ur ulvl urz
2 T 4 4

ROO = e(u_v) <_+___+

rn vl ulvl u
Ry=——+—+—-

r(u —v'
R22=1—€_v(¥+1>

R33 = SinZHRZZ (CZ)

Solusi yang dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur pada keadaan R,. Pada

kasus ini, persamaan medan Einstein menjadi

Rywf'(R) — %guvf(R) =0
atau

_ f(Ro) (C.3)

R - g
T R

Perhitungan trace dari persamaan medan diatas menghasilkan

Rof,(Ro) —2f(Rp) =0

atau
_ 2f(Ry)
Ry =—
f'(Ro)
sehingga R,,,, menjadi
R C4
Ruv = Zoguv €4

Menggunakan R,, dan u' = —v’ maka



R
et(ru' +1) — 1 = —2(—r?)

4
R
eu(ru’+1)—1=—zor2
R
elru’ +et=1——r2
4
d R,
L oouy —q D0 o
dr(re) 1 4r

fdr(re”) =j dr—]%rz dr

R
re* =r——y3 4

12
R
re”zr—l—gr3—2m
Ry 2m
U—1_—— 2 __
¢ 12" "7
Maka elemen garisnya menjadi
R 2m R 2my\
2 _ _ 0. 2 _ = 2 _[(q4_20 2 _ 27" 2
ds —(1 12r r)dt (1 12r r) dr

—1r2(d6? + sin?6dp?)
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(C.5)

(C.6)

Persamaan ini dapat disebut sebagai solusi Schwarzschild dalam teori gravitasi

f(R).



LAMPIRAN D

SOLUSI KASUS f(R) = aR% DAN KASUS f(R) = R + aR?
1. f(R) = aR?
Diketahui fungsi umum f(R) dengan suku gangguan adalah
f(R) =R+ ah(R)
Jika fungsi yang dipilih adalah
f(R) = aR?
Maka kedua persamaan diatas dapat menjadi

«h(R) = R? — R dan h(R) = ©=R

ah’'(R) = 2R — 1 dan k' (R) = % (D.1)

Persamaan ini kemudian disubtitusukan pada persamaan g, untuk teori gravitasi

f(R) dengan gangguan, sehingga menjadi

2m
900—9”=1—_

*)e3r ()
=

DimanaR = R, sehingga V'V, ( ) bernilai nol, g, dapat ditulis

LB

2
+v1vi<

(D.2)
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Ry? — 1 /2R, —1
goo=e“—1—— fl(" °> ER°< Oa )lrzdr

2m  a[l[/Ry*—Ry\ 1 _ /[2Ry,—1\]r
=1 2 (2 SR )—
r r|2 a 2 a 3

2m Ryr
—1——+ (RO —R0)+ (2R0—1)
2m  Ryr
—1 - (R0 ~1)
2m  Ryr
=1-—+ of (R0—1+2R0—1)
2m  R,yr? D.3
90029”—1—_"‘ “—(3Ro — 2) ®3)
Karena u = —v maka g, diberikan oleh
2m Ror - (D.4)
g11=e_v= 1__+ (3R0_2)
g2z = 12 (D.5)
g3z = —1%sin’0 (D.6)

2. f(R) =R+ aR?
Diketahui fungsi umum f(R) dengan suku gangguan adalah
f(R) =R+ ah(R)
Jika fungsi yang dipilih adalah
f(R) = aR?

Maka kedua persamaan diatas dapat menjadi
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h(R) = R? dan k' (R) = 2R (D.7)

Persamaan ini kemudian disubtitusukan pada persamaan g,, untuk teori gravitasi

f(R) dengan gangguan, sehingga menjadi

1
goo—e“—l—— f [2R2+2R 2R+V1V2R] 2dr

DimanaR = R, sehingga VV,2R bernilai nol, g,, dapat ditulis

1, 5
goo—e#—l__ [ZRO +2R0 ZRo] dT
_q 2m+a[1R2+R3] 3_1 2m+aR0 +aR03r2
- r o ri27° °13 r 6 3

6
Jgoo =€t =1 _ZTm Ror” [aRy + 2aRy?] (D.8)
Karena u = —v maka g, diberikan oleh
gu=e’= {1 - ZTm + Ror” [aR, + ZaROZ]}_l (D:9)
922 = 1" (D.10)

gsz = —1?sin?6 (D.11)



LAMPIRAN E
SIMBOL CHRISTOFFEL UNTUK KASUS f(R) = aR?DAN KASUS
f(R) = R + aR?
1. f(R1) = aR?

Dari persamaan garis di atas, maka didapatkan tensor metrik g,,,, sebagai berikut

Juv
2m  Ryr? 0
1 - =+ ——(aR, - 2) om Ror 10 0
_ r - {1 - (3aR, — 2)} 0 0 |
B 0 r -2 0
\ 0 0 0 —rzsinZG/
0 0

dengan bentuk kontravarian dari tensor metrik di atas adalah

g
/{ - 2)} 2m Ror 0 0 \
_| 1-— (3aky = 2)| 0 0 |
- 0 r 0
\ 0 0 0 —r‘zsin‘ZB/
0 0

Nilai dari simbol Christoffel dari tensor metrik (2.17) di atas adalah

o 1 oA
Iy = Eg (auglv + avgul - a/lguv)

yang berjumlah sebanyak 64 komponen.
0 1 00
Too = 59 (00900 + 90goo — FoGoo) = 0

1
g = 5900(60910 + 01900 — 00901)

(BaR, — 2)] Z_m + M BaRr, — 2)]

1 1 2m Ror
~2 T

[Zm Ror

(3aR, - 2)|
[1 S R°r (a RO—Z)]

1
2
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1
Ior = 5900(60920 + 02900 — 00902) =0

1
zIgs = 5900(00930 + 03900 — 00903) =0

1
I = 5900(61900 + 00910 — 00910)

1], 2m R

~2 ll B Tm Or

1 [Zm Ror (3 Ro _ 2)]
2[1-224 R°T (3aR, —2)|

1
= 5900(01901 +
1 0
59 (01902 +
1 00
59 (01903 +
T 4
Eg (02900 +
L 0
59 (02901 +
T 0
Eg (02902 +
T 0
59 (02903 +

1
5900(63900 +

2

1
5900(63902 +

1
5900(63903 +

1
=9°°(93901 +

01910 — 00911) =0

02910 — 00912) =0

03910 — 00913) =0

2m  Ryr
(3aR, — 2)] =+ i (3aR,

do920 — 00F20) =0
01920 — 00921) =0
02920 — 00922) =0
03920 — 00923) =0
00930 — 00930) =0
01930 — 00g31) =0
02930 — 00932) =0

03930 — 009g33) = 0

_ 2)]
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1
= 5911(30910 + 00901 — 01900)

1 2m Ror

2

(3aR, — 2)] —+ —(SaRO ~2)

1

5911(60911 + 01901 — 01901) =0
1 5

59 (00912 + 02901 — 01902) =0
1

59 (00913 + 03901 — 01903) =0
I

59 (01910 + 90911 — 01910) =0
L

Eg (01911 + 01911 — 01911)

Ror

(3aR, — 2)]

2

Ror

1 2m Ror
__[1 o”

(3aR0 - 2)]
(3aR, — 2)]

_1 [Zm Ror (3 Ro _ 2)]
2[1_27 ROT (a RO—Z)]

1

5911(61912 + 02911 — 01912) =0
1 5

59 (01913 + 03911 — 01913) =0
1 5

Eg (02910 + 00921 — 01920) = 0
1

59 (02911 + 01921 — 01921) =0

1
5911(62912 + 02921 — 01922)

(3051120 -2)
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1
l—‘32

1
l—‘33

__1f,_2m R’
2 r 6
2m  Ryr?
= —rsin?0|1 - —+4+ 2

1

5911(62913 + 03921 — 01923) =0
T

Eg (03910 + 00931 — 01930) = 0
1 5

59 (03911 + 01931 — 01931) =0
1

Eg (03912 + 02931 — 01932) =0

1
5911(53913 + 03931 — 01933)

1

Egzz(aogzo + 00902 — 02900) =0
1 5,

Eg (00921 + 01902 — 02901) =0
1 5,

59 (00922 + 02902 — 02902) = 0
1 5,

59 (00923 + 03902 — 02903) =0
1.5,

59 (01920 + 00912 — 02910) =0
L

59 (01921 + 01912 — 02911) =0
02912) = —

1
5922(61922 + 02912 —

1
5922(61923 + 03912 — 02913) =0

2r

2

(3aR, — 2)] - [2r sin?0]

(—=2r)
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1
5922(62920 + 00922 — 02920) =0

1 1 1
5922(02921 + 01922 = 02921) = — ﬁ(—Zr) =7

1

5922(62922 + 02922 — 02922) =0
1 5

Eg (02923 + 03922 — 02923) =0
1 5

Eg (03920 + 09932 — 02930) = 0
1 5

Eg (03921 + 01932 — 02931) =0
1 5,

E!J (03922 + 02932 — 02932) =0
1 5,

59 (03923 + 03932 — 02933)
-5
1 5

Eg (00930 + 00903 — 03900) = 0
1 5

Eg (00931 + 01903 — 03901) =0
1 5

Eg (00932 + 02903 — 03902) = 0
1 o

Eg (00933 + 03903 — 03903) = 0
1 5

Eg (01930 + 00913 — 03910) =0
1 4

59 (01931 + 01913 — 03911) =0

1
5933(01932 + 02913 — 03912) =0

(2r? cos B sin@) = —cos O sin b
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1
I = 5933(81933 + 03913 — 03913) =

T30 = %933(62930 + 00923 — 03920) =0
I3 = %933(62931 + 01923 — 03921) =0
I3, = %933(62932 + 02923 — 03922) =0
I = %933(62933 + 03923 — 03923)
=— m(—hz cosfsinf) = % = cot @

1
I3 5933(63930 + 00933 — 03930) =0

1
I3 = 5933(63931 + 01933 — 03931) =

1
3 = 5933(63932 + 0,933 — 03932)

1 cos @

=— m(—Zrz cos@sinf) =

1
I35 = 5933(03933 + 03933 — 03933) =0

2r2sin20

2r2sin?0

1
(=2rsin?0) = —
r

1
(—=2rsin?0) = —
r
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2. f(R) = R + aR?
Dari persamaan garis di atas, maka didapatkan tensor metrik g,,,, sebagai berikut

g

uv
2m  Ror? 0
/[1 c + ZaROZ)] om Ror 00 \
_ r —11-—+——(aRo+2aRe*); O 0 |
= 0 r —r2 0
\ 0 0 0 —rzsinZG/
0 0

dengan bentuk kontravarian dari tensor metrik di atas adalah

g*
-1
2m 0
/{1 ——+——(aR, + ZaROZ)} 2m  Ryr? N 0 \
_ r 6 -[1-= (aRo + 2aRy*)| 0 0 |
0 —r- 0
\ 0 8 0 —r‘zsin_ZH/
0

Nilai dari simbol Christoffel dari tensor metrik (2.17) di atas adalah

o 1 ol
pr = Eg (aug/lv + avgu/l_ a)lguv)

yang berjumlah sebanyak 64 komponen.

1
Igo = 5900(60900 + 00900 — 009oo) =0

1
Iy = 5900(60910 + 01900 — 90901)

2m R
(aR, + ZaROZ)l [—m + - (aRo + 2aR02)]

1[ 2m Ror
=-1-—+

|2+ % (aRy + 2aRy?)|

[ 2m Ror

(aRO + ZQROZ)]
0 T 40
[o2 = 59 (00920 + 02900 — 00Go2) =0

1
Igs = 5900(60930 + 03900 — 00903) =0
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1
= 5900(81900 + 00910 — 00910)

[ 2

= [1 i + ZaROZ)l [— —(ou!e0 + ZaROZ)]
1 [2m R°r (aRO + ZaROZ)]

2

[ I (a:R0+2aR02)]

1
= 5900(31901 + 01910 — 00911) =0
1 0o
Eg (01902 + 02910 — 00912) =0
1 0
Eg (01903 + 03910 — 00g13) =0
L 5
59 (02900 + 00920 — 09g20) = 0
T 0
59 (02901 + 01920 — 00921) =0
T 4
Eg (02902 + 02920 — 09g22) =0
L 0
59 (02903 + 03920 — 00g23) =0
T 0
Eg (03900 + 00930 — 90g30) =0
T 0
Eg (03901 + 01930 — 00g31) =0
T 0
E!J (03902 + 02930 — 09g32) =0
L 0
59 (03903 + 03930 — 09g33) =0

1
5911(60910 + 00901 — 01900)



123

1 2m Ror

_ 1 2m ROr
T2 T

(aR,y + ZaROZ)l [ —— (aRy + 2aR, )]

1

= 5911(60911 + 01901 — 01901) =0
T

= Eg (00912 + 02901 — 01902) =0
1 5

= 59 (00913 + 03901 — 01903) =0
1 5

=59 (01910 + 00911 — 01910) =0

1
= 5911(61911 + 01911 — 01911)

1 2m  Ryr
= — E [1 - T + 0 (aRO + ZCZROZ)]
[Zm % (@R +2aRy?)|
[1 - = Ror (aRy + 2aR02)]

1 [Zm Ror (aR, + 2aR02)]

Ror

2 [1 -4 (aRO + ZaROZ)]
1

= 5911(61.912 + 02911 — 01912) =0
1

= 5911(61913 + 03911 — 01913) =0
1

= 5911(62910 + 00921 — 01920) =0
1

= 5911(32911 + 01921 — 01921) =0
1

= 5911(02912 + 02921 — 01922)

1 2m Ror

=-3 1- 7 (aRO + ZaROZ)




1
l—‘32

1
l—‘33

2m  Ryr?
Y e
T 6

(aRO + 2aR02)

1

5911(62913 + 03921 — 01923) =0
T

Eg (03910 + 00931 — 01930) = 0
1 5

59 (03911 + 01931 — 01931) =0
1

Eg (03912 + 02931 — 01932) =0

1
5911(53913 + 03931 — 01933)

1[. 2m  R,r?
g |
2 6

2m  Ryr?
1-"—+
T 6

—r sin%6

1

Egzz(aogzo + 00902 — 02900) =0
1 5,

Eg (00921 + 01902 — 02901) =0
1 5,

59 (00922 + 02902 — 02902) = 0

1
=9%% (00923 + 03902 — 02903) =0

2

1

5922(61920 + 00912 — 02910) =0
L

59 (01921 + 01912 — 02911) =0

1
5922(61922 + 02012 — 02912) = —

1
5922(61923 + 03912 — 02913) =0

2r

2

(aRy + ZaROZ)l

(—=2r)

(aR, + ZaRoz)l - [27 sin?0]
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1
5922(62920 + 00922 — 02920) =0

1 1 1
5922(02921 + 01922 = 02921) = — ﬁ(—Zr) =7

1

5922(62922 + 02922 — 02922) =0
1 5

Eg (02923 + 03922 — 02923) =0
1 5

Eg (03920 + 09932 — 02930) = 0
1 5

Eg (03921 + 01932 — 02931) =0
1 5,

E!J (03922 + 02932 — 02932) =0
1 5,

59 (03923 + 03932 — 02933)
-5
1 5

Eg (00930 + 00903 — 03900) = 0
1 5

Eg (00931 + 01903 — 03901) =0
1 5

Eg (00932 + 02903 — 03902) = 0
1 o

Eg (00933 + 03903 — 03903) = 0
1 5

Eg (01930 + 00913 — 03910) =0
1 4

59 (01931 + 01913 — 03911) =0

1
5933(01932 + 02913 — 03912) =0

(2r? cos B sin@) = —cos O sin b
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1
I = 5933(81933 + 03913 — 03913) =

T30 = %933(62930 + 00923 — 03920) =0
I3 = %933(62931 + 01923 — 03921) =0
I3, = %933(62932 + 02923 — 03922) =0
I = %933(62933 + 03923 — 03923)
=— m(—hz cosfsinf) = % = cot @

1
I3 5933(63930 + 00933 — 03930) =0

1
I3 = 5933(63931 + 01933 — 03931) =

1
3 = 5933(63932 + 0,933 — 03932)

1 cos @

=— m(—Zrz cos@sinf) =

1
I35 = 5933(03933 + 03933 — 03933) =0

2r2sin20

2r2sin?0

1
(=2rsin?0) = —
r

1
(—=2rsin?0) = —
r
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LAMPIRAN F
PERHITUNGAN SINGULARITAS r
Cubic Equations

ax3+bx’+cx+d=0

P = /(2b3 — 9abc + 27a%d)? — 4(b? — 3ac)3

31
Q= \]E (P 4+ 2b3 —9abc + 27a%d)

Dimana solusi dari persamaan diatas adalah

. . -
_i+Q(1+l\/§)+(1 iv3)(b? — 3ac)

2= 73, 6a 6a0

_£+Q(1—i\/§)+(1+i\/§)(b — 3ac)

X2 = 3a 6a 6aQ

Solusi ini akan diterapkan pada persamaan

2Zm Ry
1——+4+712—BaR,—2)=0
r 6

Dimisalkan a = % (3aR, — 2) maka
2Zm
1—-—+ar? =
r
Persamaan diatas dikalikan dengan r

ar3+r—-2m=0

Kemudian dicari p dan g, dimana b = 0

P= \/(27a2(—2m))2 — 4(-3a - 1)3

127

(F.1)

(F.2)

(F.3)

(F.4)

(F.5)

(F.6)

(F.7)
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=729 -4 a*m?2 + 4-27 a3

= J4(729 a*m? + 27a3)
(F.8)

= 2./(729 a*m? + 27a3)

Q 3\/% (2\/ (729 a*m? 4 27a3) + 27a? (Zm))

31
= \/E (2\/(729 a*m? + 27a3) + 54a2m)

= 3\/\/(729 a*m? + 27a3) + 27a?m

= 3\/27a2m ++(27 - 27 a*m? + 27a3)

= 3\/27a2m +v27/(27 a*m? + a3)

= 3\/3 - 9a2m ++9 - 3,/(27 a*m? + a3)

= 3\/3 -9a2m + 3v3,/(27 a*m? + a3)

(F.9)

= %3\/ 9a2m + V3, (27 a*m? + a3)

Setelah itu solusi r dihitung

i/?i/ 9a%m + 3,/ (27 a*m? + a3)
- 3a

L]

—3a-1

3a§/§3\/ 9a?m + 3,/ (27 a*m? + a3)
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3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

3- 3(_§)a
1
+
3
3\’/?\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

3\/ 9aZm + 3,/ (27 a*m? + a3)

2
33a
1
+
§/§3\/ 9a?m + 3,/ (27 a*m? + a3)

(F.10)

(1 + L\/§)§/§3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)
- 6a

4)

(1-i/3)(-3a-1)
6a§/§3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

(1 + l\/§)3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

2-3- 3(_§)a
~ (1-iV3)
2\/§3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

. (1-iv3)
2\/§3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

. (1+ i\/§)3\/ 9a2m + V3,/(27 a*m? + a3) 11

2" 3(§)a



(1 — L\/§)§/§3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)
- 6a

T3

(1+iv3)(—3a-1)
6a§/§3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

(1- l\/§)3\/ 9a2m + 3,/ (27 a*m? + a3)

2-3-3(3a
(1+iv3)

2\/53\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

. (1+i/3)
2\/§3\/ 9a’m + \/§\/(27 a*m? + a3)

(1- l\/§)3\/ 9a?m + 3,/ (27 a*m? + a3)
+

2 3(§)a

130

(F.12)

Jika ketiga persamaan diatas diterapkan pada kasus f(R) = aR? dengan nilai a =

(% (BaRry — 2)) maka menjadi seperti berikut

n

3

1/9(% (3aR, — 2))2m +ﬁj27 (% (3aR, — 2))4m2 + (%(3:1}20 - 2))

35 (%0 (3aR, — 2))

1

+

§/§3j9(’%"(3a120 - 2))2 m+ ﬁj27 (‘2—0 (3R, — 2))4mz + (%0 (3aR, — 2))3

(F.13)
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2

(1-iV3)

2%:/9(% (3aR, — 2))2m + ﬁj<27 (%(3051?0 - 2))4m2 + (’%"(301120 - 2))3)

3

(1+ i\/§)i/9 (’%"(30:1%0 - 2))2m + @J(n (‘% (3aR, — 2))4mz + (’%"(30:1{0 - 2)) )

* 2.30) (’%0(3051?0 - 2)) (F.14)
3
_ (1+iV3)
2%/§3j 9(% (3aR, — 2))2m + ﬁj<27 (%(3:1}20 - 2))4mz + (%"(30{R0 - 2))3)
(1- i\/§):/ 9 (’%’(305120 - 2))2m + \/§j(27 (% (3aR, — 2))4mz + (’}:(301}30 - 2))3)
+ (F.15)

2-30) (’%"(3(1120 - 2))
Ketika a = 0 maka
ar>+r—-2m=20
r—2m=0
r=2m
Harga r akan sama seperti singularitas lubang hitam Schwarzschild dalamteori
gravitasi Einstein.

Jika ketiga persamaan diatas diterapkan pada kasus f(R) = R + aR? dengan

nilai a = (% (ary + ZaROZ)) maka menjadi seperti berikut
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L1

sjg('? (ks +2“R°2>)2m+ﬁj 27 (2 (ao+ 20R?)) i+ (2 (ako + 20R7)) )

35 (%"(aRO + ZaROZ))

1

+

%3]9("—60 (aR, + ZaROZ))zm + \/§\/(27 (’%" (aRo + ZaROZ))4 m? + (% (aR, + 2aROZ))3) (F.16)

2

(1-iV3)

msjg(’? (e + 2aR")) m + @J (27 (%o 2am?))m + (% oo + 20,)) )

. ’ Ro 2 z Ro 2 * 2 Ro 2 3
(1+i/3) 9(Z(aR0 + 2aR, )) m++3 (27 (Z(aRO + 2aR, )) m2 + (Z(aRO + 2aR, )) )

+

(F.17

)

2-36) (% (aRy + ZaRoz))

3

(1+iV3)

2%3]9(’1*" (ko +2aRoz>)2m*@j (27 (oo 20m?)) m 4 (2 (e + 200,7)) )

(1- i@)i/‘) (% (ary + ZaRoz))z m+ @j(n (% (aro + ZaRoz))4m2 + (% (ary + ZaROZ))g)

+

(F.18

)

2-30) (% (ary +2aR,%))



LAMPIRAN G
PENURUNAN PERSAMAAN GEODESIK

Lagrangian didefinisikan sebagai fungsi dari koordinat dan turunan pertamanya:

dxH 2
ool 82 ©

Sehingga integral aksi adalah

B dx* G.2
I=J L(x“,—x ,s)ds (G.2)
s ds
Variasi integral aksi
B dxH G.3
61=J 6L(x“,—x ,s)ds=0 (G.3)
< ds
A
dengan
dx* dx* dx* .
6£=L<x“+6x”,—x +6—x ,s)—L(x“,—x ,s) (G.4)
ds ds ds

Suku pertama pada persamaan (G.4) diekspansi dalam deret Taylor dengan

mengambil suku ke-0 dan ke-1

6L—6L<”dXM )+6L5u+ oL 6<dx“> L(”dx“ )
= 0L\ xH, =5 | + o Ox a(dxu) Is X, =S
ds

_OL 0L qdxy 9L 0L d
= oan +a(dﬂ) (&) =5 +a(dﬂ)% *
ds ds
aL d L d 0L (G.5)

= —Sxt + —|——x# | — — | ——
oxr O T s 7@ | s |o (ED)
Persamaan G.5 disubtitusikan ke persamaan G.3

o1 JSB oL _d o Oxkd +JSBd oL OxH
= — — | — || OxHds — i O0x
o [0 N () o 12(%)
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SB

oL
Oxtds + | ———=56x#

o(&)

_(loc df o
‘j; oxk ~ds | (LX)

ds sa

Bl oL d oL
= j — OxHds
S

oxt ds dxk
0 ( ds )
Suku ke-3 persamaan G.6 lenyap karena

6xH(sy) = 6xH(sg) =0

karena

51 = fSB oL d oL Sxids = 0
), axr ds) (di") s
ds

Maka didapatkan

oL _df_ oL \_,
oxt ds\ g (%)
Persamaan G.9 disebut persamaan Euler-Lagrange.
Dari persamaan metrik

dl* = g, dxtdx’

1

dl = (g dxtdx’)?

1
dl B ( dxH dx")f

as - 9w gs gy
1
dx* dxV\2
dlb = (gwga) ds

Panjang kurva stationer adalah

1
2

dx* dx”
I = l(S) =fdl =j(gm,g$> ds
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(G.6)

(G.7)

(G.8)

(G.9)

(G.10)

(G.11)
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Persamaan G.11 jika dibandingkan dengan persamaan G.2 akan didapatkan
Lagrangian yaitu
dx* dxV 2 (G.12)
£= (0w g5 a5
Dari bentuk Lagrangian persamaan G.12 ini disubtitusikan ke dalam persamaan
G.9. Suku ke-2 persamaan G.9 adalah

1
1

dxH dxV\3 dxH dxV
st 0 avart_2(an ) 0 (5 58
ax*:  ox’ (g“v ds ds ) B dxt dxV dx*

0 (90 %)

1
_ 1( dxH dx")_E 0y dxt dx”
2 \Iw s ds dx* ds ds
1
N 1( dx* dx")_i( { d dx“} dx")
2\Iw s s I 9% ds ) ds
1
N 1( dxH* dx")_i( dx”{ 0 dx"})
2\Iw s s I "5 Bx2 ds

_ 1/0guydx* dx”
2\ 9x* ds ds

(G.13)
dx* dx” —§
(gwﬁﬁ) B
0 dx* B
ox* ds
d dxV B
oxt ds

Dan suku pertama adalah:

R

oL 9 dxh dxV\2
a (3d_xs’1) ) (g‘“’ ds ds )
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1 dxH dxV

1 dxtdx"\ 72 [ 09wy o5
2 (g‘“’ ds ds ) P (M)
das

2
1) 0gup dxHdx dx” dxH
—— 6” - _61/
2 6(%) ds ds t 9w ds T G ds *
ds

09y dx*dxV _

a(%) ds ds

oL B 1{ dxV N dx”}
ds
vVou
oL 1 dxt dxt dx# (G.14)
I =z{9w as T Imgs } = gua gy 114
o (%)
Maka
d oL B d ( dx“)
ds a(a_x’l) = ds \Ini g
ds
dg,sdxt d (dx*
=45 ds T9myg (E)
_ 0gyupdxY dxt d?x*

T 0xV ds E-l_g”’l ds?

d?x* 1 {Ogﬂ,—l dx’ dx* 0guydx’ dx“}

= 9u7 2 +§ 0x¥ ds ds 0xV ds ds

d?x* 1 {Ogﬂl dxV dx* dg,; dxH dx"}

= 9u 2 +§ dx¥ ds ds 0x* ds ds

d?x* 1 {Ogﬂ,—l N agv,l} dx* dx?

= 9u 2 +§ dx¥  0x*) ds ds (G.15)

Dari persamaan G.13 dan persamaan G.15 jika disubtitusi ke persamaan G.9, maka
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d?xP 1 {agM agm} dxtdx’ 1 <6gw dx* de> _ o

Ip2™ g2 +5 dx’ ' 9x*) ds ds 2\ dx* ds ds

d?xP  1(0gun 09y 0gu)dxH dx¥
Ir17gs2 +§{ ok } -

dxvV  dx¢t  9xA) ds ds
d?xP dx* dxV
R
ol d?xP T dx*dx") 0
97 19,27 452 A ds ds | T

d’xP _, dxtdx” (G.16)
+ T8, ——=
ds? ds ds

Persamaan G.16 adalah persamaan geodesik.
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