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  ABSTRAK 

 

 

Fathonah, Chusnul. 2016. Analisis Kestabilan dan Kontrol Optimal Double 

Pendulum Terbalik pada Kereta Menggunakan Metode Linear 

Quadratic Regulator (LQR). Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas 

Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si. (II) 

Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

Kata kunci: state space, kestabilan, keterkendalian, keteramatan, penerapan 

metode LQR. 

 

Skripsi ini bertujuan untuk mengetahui kestabilan dan kontrol optimal 

double pendulum terbalik pada kereta menggunakan metode Linear Quadratic 

Regulator (LQR). Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian 

kepustakaan (Library Research). Penelitian kepustakaan merupakan penampilan 

argumentasi penalaran keilmuan yang memaparkan hasil kepustakaan yang di 

dalamnya memuat beberapa gagasan yang berkaitan dan harus didukung oleh data 

yang diperoleh dari berbagai sumber kepustakaan yaitu baik dari buku, jurnal, 

artikel, laporan penelitian dan situs-situs di internet. Langkah awal yang dilakukan 

adalah menentukan persamaaan Lagrange sebagai persamaan gerak dengan cara 

mencari selisih energi kinetik dan energi potensial dalam double pendulum 

terbalik penurunan persamaan Lagrange, kemudian dilinierkan menggunakan 

deret Taylor agar didapat persamaan yang linier. Dalam skripsi ini penerapan 

metode LQR dapat digunakan apabila pada karakteristiknya yaitu keterkendalian 

dan keteramatan mempunyai nilai rank sebanyak n. Hasil dalam skripsi ini yaitu 

mempertahankan double pendulum terbalik dalam keadaan stabil dengan 

memberikan kontrol pada kereta yaitu dengan memberikan gaya horisontal ke kiri 

dan ke kanan. Berdasarkan hasil simulasi dan interpretasi, posisi double pendulum 

terbalik yang dipasang pada kereta mampu dipertahankan pada posisi tegak atau 

stabil yaitu tepat pada koordinat nol. Kondisi stabil terjadi saat mencapai waktu 

30 detik dan seterusnya. 
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ABSTRACT 

 

Fathonah, Chusnul. 2016. Stability Analysis and Optimal Control Double 

Inverted Pendulum on Cart Using Linear Quadratic Regulator 

Method. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and 

Technology, State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim 

Malang. Advisors: (I) Hairur Rahman, M.Si. (II) Mohammad Jamhuri, 

M.Si. 

 

Keywords: stability, state space, controllability, observability, LQR method 

application. 

 

This thesis to determine the stability and optimal control of double 

inverted pendulum on a cart using the Linear Quadratic Regulator (LQR). The 

method used in this research is the library research. The research literature is the 

appearance argument that presents the results of the scientific reasoning which 

includes the literature relating some idea and should be supported by data 

obtained from various sources of literature that is wether from books, journals, 

articles, research reports or websites on the internet. The first step is to determine 

the Lagrange equation as the equation of motion by finding the difference of 

kinetic energy and potential energy in a double inverted pendulum from Lagrange 

equation derivative, then it is linearized using taylor series in order to obtain a 

linear equation. In this paper the application of LQR method can be used when the 

controllability and observability characteristics which have a rank value of  . The 

results in this paper are maintaining double inverted pendulum in a stable state by 

giving control of the cart by providing a horizontal force to the left and to the 

right. Based on simulation results and interpretations, the position of double 

inverted pendulum mounted on the cart can be maintained in an upright position 

or stable is right on the coordinate zero. It reaches a stable condition on 30 

seconds and so on. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Masalah yang dijumpai dalam kehidupan sehari-hari dapat dinyatakan 

dalam bentuk model matematika. Sebagian besar model matematika yang muncul 

berbentuk non linier. Untuk mendapatkan solusi masalah yang berbentuk non 

linier tidaklah mudah. Namun, hal ini tidak menjadi masalah karena bentuk model 

matematika khususnya yang berbentuk persamaan non linier dapat diubah 

menjadi bentuk linier dengan cara linierisasi (Putranto, 2009). 

Pendulum terbalik merupakan sebuah bandul dengan massa bandul 

tersebut berada di atas titik tumpunya. Pada kasus ini titik tumpu diletakkan di 

tengah-tengah bagian atas pada sebuah kereta yang dapat digerakkan dalam arah 

mendatar (horisontal). Pendulum terbalik memiliki sifat yang tidak stabil, 

sehingga harus di atur sedemikian rupa agar pendulum tetap tegak dengan cara 

memberikan gaya pada titik tumpunya atau pada kereta. Double pendulum 

terbalik merupakan modifikasi dari pendulum terbalik, yaitu dengan cara 

menambahkan satu pendulum lagi yang disambungkan di ujung pendulum 

sebelumnya (Putranto, 2009). 

Gaya      yang terdapat pada kereta. Jika tanpa adanya gaya yang sesuai 

double pendulum akan jatuh. Dengan adanya kontrol, maka motor pada kereta 

akan memberikan gaya yang sesuai sehingga pendulum tetap dalam keadaan tegak 

(Putranto, 2009). 
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Menstabilkan double pendulum terbalik dapat dilakukan dengan 

menggunakan sistem kontrol. Pada desain sistem kontrol yang baik harus 

memenuhi persyaratan-persyaratan tertentu yang telah ditetapkan. Persyaratannya 

yaitu double pendulum terbalik tersebut harus memiliki keteramatan dan 

keterkendalian atau keterkontrolan, maka kontrol dapat digunakan untuk 

menstabilkan double pendulum terbalik tersebut. Sehingga salah satu sistem 

kontrol yang dapat digunakan dalam menstabilkan double pendulum terbalik yaitu 

menggunakan metode Linear Quadratic Regulator (LQR) (Sandeep, dkk, 2012). 

Dalam beberapa penelitian sebelumnya dijelaskan bahwa tujuan utama 

dari sistem pendulum terbalik adalah menjaga kesetimbangan pendulum dalam 

posisi tegak atau vertikal dengan memberikan sebuah gaya dorong pada motor 

dan sistem pendulum terbalik memiliki beberapa karakteristik yaitu non linier dan 

tidak stabil. Sistem tersebut dilinierkan di sekitar titik kesetimbangan (Putranto, 

2009).  

Pada tahun 1972, dua peneliti dari bidang kontrol berhasil menggunakan 

komputer analog, dalam mengendalikan sebuah pendulum terbalik dalam posisi 

berdiri di atas gerobak, yang distabilkan oleh gaya horisontal (Sandeep, dkk, 

2012).  

Linear Quadratic Regulator (LQR) dan Proportional Derivative (PD) 

controller berhasil dirancang untuk sistem double pendulum terbalik dan 

berdasarkan hasilnya kedua controller mampu mengendalikan double pendulum 

terbalik pada sudut dan posisi kereta saling tegak lurus (Narinder dan Sandeep, 

2012). 
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Pengontrol pada metode LQR yaitu untuk menstabilkan pendulum yang 

berada di atas kereta tetap dalam posisi terbalik dan tegak lurus pada kereta 

dengan meminimumkan tenaga listrik yang diberikan kedalam kereta. Selanjutnya 

disajikan simulasi hasil perhitungan pengontrol untuk memberikan gambaran 

pengaruh kerja pengontrol dan menstabilkan sistem dan sebuah sistem yang 

sangat tak linier dapat distabilkan oleh linierisasi dari sekitar titik keseimbangan 

(Mandar, dkk, 2014).  

Kerja double pendulum terbalik pada kereta seperti salah satu organ 

tubuh manusia yaitu pada bagian kaki dengan kereta sebagai telapak kaki, 

pendulum 1 sebagai tumpuhan pada lutut dan pendulum 2 sebagai tumpuhan pada 

persendian kaki. Sehingga dengan adanya kaki memudahkan manusia untuk 

bergerak ataupun melakukan aktivitas. Hal tersebut membuktikan bahwa Allah 

menciptakan manusia sebagai makhluk yang sempurna dan sebaik-baiknya 

makhluk. Dalam firman Allah pada surat at-Tin ayat 4 yang berbunyi: 

                

”Sesungguhnya Kami telah menciptakan manusia dalam bentuk yang sebaik-

baiknya” (Q.S At-Tin: 04). 

 

Penjelasan dari ayat tersebut bahwa Allah menjadikan manusia dalam 

bentuk yang sebaik-baiknya, proses terbentuknya manusia tidak sama dengan 

makhluk lain, manusia memiliki akal, jasmani, rohani dan nafsu. Anggota tubuh 

mereka serasi dan seimbang sehingga terlihat indah dan mudah untuk melakukan 

kegiatan. Sedangkan, hewan hanya memiliki jasmani dan nafsu saja, manusia 

harus mampu menjaga keseimbangan yang dimiikinya itu supaya menjadi mulia. 

Apabila manusia mengutamakan nafsunya maka ia turun derajat seperti hewan. 
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Selain rohani manusia dibekali akal dan pikiran supaya dapat membedakan yang 

baik dan yang buruk. 

Penelitian ini adalah untuk menganalisis kestabilan sistem double 

pendulum terbalik dan menstabilkan sistem double pendulum terbalik dengan 

menggunakan metode Linear Quadratic Regulator (LQR). Sehingga penulis 

merumuskan judul untuk skripsi ini yaitu “Analisis Kestabilan dan Kontrol 

Optimal Double Pendulum Terbalik pada Kereta Menggunakan Metode Linear 

Quadratic Regulator (LQR)“. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan sebelumnya, maka 

rumusan masalah yang dibahas adalah sebagai berikut: 

1) Bagaimana menstabilkan double pendulum terbalik dengan menggunakan 

metode Linear Quadratic Regulator (LQR)? 

2) Bagaimana analisis kestabilan dari persamaan double pendulum terbalik? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah 

sebagai berikut: 

1) Untuk mengetahui cara menstabilkan double pendulum terbalik dengan 

menggunakan metode Linear Quadratic Regulator (LQR). 

2) Untuk mengetahui kestabilan dari persamaan double pendulum terbalik. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penulisan skripsi ini adalah hasil yang diperoleh dari 

penelitian diharapkan dapat menjelaskan bagaimana analisis kestabilan optimal 

kontrol double pendulum terbalik serta dapat menjadi inspirasi untuk penelitian 

selanjutnya yang berkaitan dengan double pendulum terbalik. 

 

1.5 Batasan Masalah  

Agar penulisan skripsi ini tidak meluas dan menyimpang dari 

pembahasan maka perlu diberikan suatu batasan masalah. Batasan masalah pada 

skripsi ini sebagai berikut: 

1. Double pendulum terbalik bersifat tidak stabil. 

2. Optimal kontrol yang digunakan adalah metode Linear Quadratic Regulator 

(LQR) 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian 

kepustakaan (Library Research). Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1) Persamaan Lagrange, mempelajari dan memahami persamaan Lagrange. 

2) Analisis karakteristik pada sistem yaitu kestabilan, keterkendalian dan 

keteramatan dengan menentukan nilai rangenya. 

3) Mensubstitusikan sistem persamaan double pendulum terbalik ke dalam state 

space. 
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4) Menstabilkan double pendulum terbalik dengan metode Linear Quadratic 

Regulator (LQR). 

5) Membuat kesimpulan dari hasil pembahasan.  

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah dan mudah dipahami mengenai 

pokok bahasan dalam setiap bab, maka diperlukan sistematika penulisan. Berikut 

sistematika penulisan pada masing-masing bab: 

Bab I Pendahuluan 

Bagian ini menjelaskan tentang latar belakang permasalahan, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode 

penelitian, dan sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Bagian ini menjelaskan tentang fungsi Lagrange, analisis karakteristik 

pada sistem, state space, kontrol optimal menggunakan metode LQR. 

Serta membahas mengenai kajiannya dalam al-Quran. 

Bab III Pembahasan 

Bagian ini menjelaskan tentang semua langkah-langkah yang ada pada 

metode penelitian yang meliputi analisis persamaan double pendulum 

terbalik, menerapkan metode LQR pada analisis kestabilan double 

pedulum terbalik. Serta berisi tentang penjelasan dalam al-Quran dengan 

keseimbangan double pendulum terbalik. 

Bab IV Penutup 

Bagian ini menjelaskan tentang kesimpulan dan saran sebagai acuan untuk 

penelitian berikutnya.  
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Persamaan Lagrange 

2.1.1 Metode Lagrange 

Persamaan gerak partikel yang dinyatakan oleh persamaan Lagrange 

dapat diperoleh dengan meninjau energi kinetik dan energi potensial partikel 

tanpa perlu meninjau gaya yang beraksi pada partikel. Energi kinetik partikel 

dalam koordinat kartesian adalah fungsi dari kecepatan, energi potensial partikel 

yang bergerak dalam medan gaya konservatif adalah fungsi dari posisi. Jika 

didefinisikan Lagrangian sebagai selisih antara energi kinetik dan energi potensial 

(Rafsenjani, dkk, 2013). 

2.1.2 Koordinat Umum  

Persamaan gerak suatu sistem dapat dirumuskan dalam sejumlah sistem 

koordinat yang bebeda.Tetapi   koordinat bebas adalah perlu untuk menyatakan 

gerak sistem dengan   derajat bebas.Koordinat bebas ini disebut koordinat umum 

dan dinyatakan dengan huruf    (William, 1986). 

Posisi sebuah partikel dalam l ruang dapat dinyatakan dengan 

menggunakan tiga jenis koordinat, dapat berupa koordinat kartesian, koordinat 

polar atau koordinat silinder. Jika partikel bergerak pada sebuah bidang, atau pada 

sebuah permukaan yang terbatas, maka hanya dibutuhkan dua koordinat untuk 

menyatakan posisinya, sedangkan untuk partikel yang bergerak pada sebuah garis 

lurus atau pada lintasan lengkung cukup dengan menggunakan satu koordinat saja 

(Rafsenjani, dkk, 2013).  
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Jika sistem yang ditinjau mengandung N partikel, maka diperlukan 

paling kurang 3N koordinat untuk menyatakan posisi semua partikel. Secara 

umum, terdapat n jumlah minimum koordinat yang diperlukan untuk menyatakan 

konfigurasi sistem. Koordinat-koordinat tersebut dinyatakan dengan  

             

yang disebut dengan koordinat umum. Koordinat    dapat saja berupa sudut atau 

jarak. Tiap koordinat dapat berubah secara bebas terhadap lainnya (holonomic). 

Jumlah koordinat n dalam hal ini disebut dengan derajat kebebasan sistem 

tersebut (Rafsenjani, dkk, 2013) 

Dalam sistem yang non holonomic, masing-masing koordinat tidak dapat 

berubah secara bebas satu sama lain, yang berarti bahwa banyaknya derajat 

kebebasan adalah lebih kecil dari jumlah minimum koordinat yang diperlukan 

untuk menyatakan konfigurasi sistem. Salah satu contoh sistem non holonomic 

adalah sebuah bola yang dibatasi meluncur pada sebuah bidang kasar. Lima 

koordinat diperlukan untuk menyatakan konfigurasi sistem, yakni dua koordinat 

untuk menyatakan posisi pusat bola dan tiga koordinat untuk menyatakan 

perputarannya. Dalam hal ini, koordinat-koordinat tersebut tidak dapat berubah 

semuanya secara bebas. Jika bola tersebut menggelinding, paling kurang dua 

koordinat mesti berubah. Dalam pembahasan selanjutnya akan membatasi diri 

pada sistem holonomic(Rafsenjani, dkk, 2013). 

Untuk partikel tunggal, fungsi koordinat umum lebih mudah 

diungkapkan dengan menggunakan koordinat Kartesius.  

       (satu derajat kebebasan – gerak pada sebuah kurva) 

           (dua derajat kebebasan – gerak pada sebuah permukaan) 
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              (tiga derajat kebebasan – gerak pada sebuah bidang)  

              

Misalkan   berubah dari harga awal             menuju harga            

        . Perubahan koordinat Kartesius yang bersesuaian adalah  

   
  

   
    

  

   
        

   
  

   
    

  

   
        

   
  

   
    

  

   
        

Turunan parsial 
  

   
dan seterusnya adalah fungsi dari   (Rafsenjani, dkk, 2013). 

Posisi pendulum ganda seperti terlihat pada Gambar 2.1. Pendulum 

ganda hanya mempunyai dua derajat kebebasan dan sudut    dan    dengan 

lengkap menetapkan posisi    dan   . Jadi    dan    adalah koordinat umum 

yaitu        dan        (William, 1986:238). 

 

Gambar 2.1 Pendulum Ganda 

2.1.3 Gaya pada Sistem Koordinat Umum 
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Jika sebuah partikel mengalami pergeseran sejauh    dibawah pengaruh 

sebuah gaya aksi  , gaya yang bekerja padanya dinyatakan dengan  

                       

Dalam bentuk yang lebih sederhana dinyatakan dengan 

   ∑     

 

 

Tampak bahwa persamaan di atas tidak hanya berlaku untuk partikel tunggal, 

tetapi juga untuk sistem banyak partikel. Untuk satu partikel, harga   adalah dari 1 

sampai 3. Untuk   partikel, harga   adalah dari 1 sampai 3 (Rafsenjani, dkk, 

2013). 

Jika pertambahan     dinyatakan dalam koordinat umum, maka 

diperoleh 

   ∑(  ∑
   

   
 

   )

 

 

 ∑ (∑    
   

   
   )      

 ∑ (∑    
   

   
)      

Persamaan di atas dapat ditulis 

   ∑         

dimana  

   ∑(  
   

   
)  

Besaran    yang didefinisikan menurut persamaan di atas disebut dengan 

gaya umum. Oleh karena perkalian       memiliki dimensi usaha, maka dimensi 
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   adalah gaya jika    menyatakan jarak, dan dimensi    adalah torka jika    

menyatakan sudut (Rafsenjani, dkk, 2013). 

2.1.4 Gaya Umum untuk Sistem Konservatif 

Untuk mencari persamaan diferensial gerak sebuah benda yang 

dinyatakan dalam koordinat rampatan, kita dapat memulai dengan persamaan 

berikut: 

iii xmF   

dan selanjutnya kita akan mencoba menyatakan persamaan tersebut dalam  . 

Pendekatan pertama yang akan kita pakai adalah dari persamaan energi. Kita akan 

menghitung energi kinetik   dalam bentuk koordinat Kartesian dan selanjutnya 

kita akan nyatakan dalam koordinat rampatan dan turunannya terhadap waktu. 

Energi kinetik   dari sebuah sistem yang mengandung   partikel dapat 

dinyatakan dengan 

 




k

1i

2

i

2

i

2

1i2
1 zyxmT (  

atau dalam bentuk yang lebih ringkas ditulis sebagai berikut: 






N3

1i

2

ii2
1 xmT   

Jika sebuah gaya bekerja pada sebuah partikel dalam sebuah medan gaya 

konservatif, besarnya gaya tersebut dinyatakan oleh persamaan  

    
  

   
 

dimana   menyatakan sebuah fungsi energi potensial. Oleh karena itu perumusan 

gaya umum dapat dinyatakan 
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    (
  

   

   

   
) 

merupakan turunan parsial   terhadap   , maka 

    (
  

   
) 

Misalkan, menggunakan koordinat polar,     ;    , maka gaya umum dapat 

dinyatakan dengan    
  

  
 ;    

  

  
. Jika   merupakan fungsi   saja (dalam 

kasus gaya sentral), maka     (Rafsenjani, dkk, 2013). 

Persamaan diferensial gerak untuk suatu sistem konservatif dapat dicari 

jika ketahui fungsi Lagrange dalam bentuk koordinat tertentu yaitu: 

 

  

  

   ̇
 

  

   
   

di sisi lain, jika gaya rampatan tidak konservatif, misalkan nilainya adalah '

kQ , 

maka dapat menuliskan: 

k

kk
q

V
QQ




 '

 

Selanjutnya dapat mendefinisikan sebuah fungsi Lagrange     , dan 

menuliskan persamaan diferensial gerak dalam bentuk (Rafsenjani, dkk, 2013): 

k

k

k q

L
Q

q

L

dt

d








 '


  

'

k

k k

d L L
Q

dt q q

 
 

 
 

k = 1, 2, …n  

2.1.5 Prosedur Umum Metode Lagrange 

Prosedur umum yang dipakai untuk mencari persamaan diferensial gerak 

dari sebuah sistem adalah sebagai berikut: 

1. Pilih sebuah kumpulan koordinat untuk menyatakan konfigurasi sistem. 
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2. Cari energi kinetik   sebagai fungsi koordinat tersebut beserta turunannya 

terhadap waktu. 

3. Jika sistem tersebut konservatif, cari energi potensial   sebagai fungsi 

koordinatnya, atau jika sistem tersebut tidak konservatif, cari koordinat 

umum   . 

4. Persamaan deferensial gerak selanjutnya dapat dicari dengan menggunakan 

persamaan di atas. 

5. Beberapa contoh pemakaian metode Lagrange berikut (Rafsenjani, dkk, 

2013). 

2.1.6 Contoh Pemakaian Persamaan Lagrange 

Sebuah pesawatAtwood yang terdiri dari dua benda bermassa m1 dan m2 

dihubungkan oleh tali homogen yang panjangnya l m dan dilewatkan pada katrol 

(lihat Gambar 2.2). Sistem ini memiliki satu derajat kebebasan. Kita ambil 

variabel   untuk menyatakan konfigurasi sistem, dimana   adalah jarak vertikal 

dari katrol ke massa m1 seperti yang ditunjukkan pada gambar (Rafsenjani, dkk, 

2013). 

 

 

 

 

 
Gambar 2.2 Pesawat Atwood Tunggal 

Kecepatan sudut katrol adalah
 ̇

 
, dimana   adalah jari-jari katrol. Energi kinetik 

sistem ini adalah : 
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2

2

2
12

22
12

12
1

a

x
IxmxmT


 
 

dimana I adalah momen inersia katrol. Energi potensial sistem adalah : 

2 1V m gx m g( l x )   
 

Anggap bahwa pada sistem tidak bekerja gaya gesekan, sehingga fungsi 

Lagrangian adalah 

  glmxmmgx
a

I
mmL 221

2

2212
1 








 

 

dan persamaan deferensial adalah 

x

L

x

L

dt

d










  

yang berarti bahwa, 

 21221 mmgx
a

I
mm 








 

 

atau, 

1 2

2

1 2

m m
x g

m m I / a




 
 

Nampak bahwa jika m1>m2, maka m1 akan bergerak turun, sebaliknya jika m1<m2 

maka m1 akan bergerak naik dengan percepatan tertentu (Rafsenjani, dkk, 2013). 

 

2.2 State Space 

State atau keadaan suatu dinamik adalah sekelompok variabel terkecil 

(disebut variabel keadaan) sehingga pengetahuan dari variabel tersebut pada 

    , bersama masukan untuk        secara lengkap menentukan kelakuan 

sistem untuk     (Ogata, 1994). 
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Jadi, state dari suatu sistem dinamik pada waktu   ditentukan secara unik 

oleh state saat    dan masukan pada     , serta kebebasan state dan masukan 

sebelum   . Perhatikan bahwa untuk sistem linear tidak berubah waktu, biasanya 

dipilih acuan     (Ogata, 1994). 

Variabel keadaan dari suatu sistem dinamik adalah variabel yang 

membentuk variabel terkecil yang menentukan keadaan sistem dinamik.Jika 

paling sedikit  variabel           diperlukan untuk menggambarkan secara 

lengkap dinamika sistem (jadi jika diberikan masukan untuk      dan keadaan 

awal pada      diketahui, keadaan selanjutnya dari sistem dapat ditentukan 

secara lengkap).Maka sekelompok variabel tersebut disebut variabel keadaan 

(Ogata, 1994). 

Jika   diperlukan variabel untuk menggambarkan secara lengkap 

kelakuan sistem, maka  variabel keadaan tersebut dapat dipandang sebagai   

komponen vektor   dan disebut vektor keadaan. Vektor keadaan adalah suatu 

vektor yang menentukansecaraunik keadaan sistem     untuk     , sekali 

keadaan pada      diberikan maka input     untuk      diketahui (Ogata, 

1994). 

Ruang   dimensi yang sumbu koordinatnya sumbu   , sumbu   , …, 

sumbu    disebut ruang keadaan. Suatu keadaan dapat dinyatakan dengan satu 

titik dalam ruang keadaan (Ogata, 1994). 

Persamaan ruang keadaan (state-space equation) dari sistem dinamik 

mengandung tiga hal, yaitu variabel input (input variable), variabel output (output 

variable) dan variabel keadaan (state variable).Persamaan ruang keadaan dari 
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suatu sistem dapat bervariasi, sesuai dengan definisi awal dari variabel-variabel 

dari suatu sistem. 

 

 

Gambar2.3 Sistem Dinamika 

Perhatikan sistem dinamika yang ditunjukkan dalam Gambar2.3 Sistem 

Dinamika dalam diagram tersebut panah tebal berarti bahwa sinyal mempunyai 

kuantitas vektor. Pada sistem ini keluaran      untuk      tergantung pada 

nilai      dan masukan     untuk     . Sistem dinamika harus melibatkan 

elemen-elemen yang mengingat nilai masukan untuk     . Karena integrator 

dalam sistem kontrol waktu berkesinambungan bekerja sebagai alat pengingat 

(memory device), maka keluaran dari integrator demikian dianggap sebagai 

variabel yang menentukan kedudukan internal dari sistem dinamika.Jadi, keluaran 

dari integrator bekerja sebagai variabel kedudukan. Jumlah variabel kedudukan 

untuk menentukan dinamika sistem secara lengkap adalah sama dengan jumlah 

integrator yang terlibat dalam sistem (Ogata, 1997). 

Anggap sistem dengan banyak masukan, banyak keluaran melibatkan n 

integrator. Anggap juga bahwa r masukan                     dan  keluaran 

                   . Tentukan n keluaran integrator sebagai variabel keadaan 

                   . Sehingga sistem dapat dinyatakan dengan  

     ̇                               

     ̇                               

⋮ 

     ̇                              (Ogata, 1997).  (2.1)  

     Sistem      



17 
 

 
 

Keluaran                     diberikan oleh 

                                  

                                  

⋮ 

                                 (Ogata, 1997).  (2.2)  

Jika didefinisikan 

   [

     
     

⋮
     

]  

   [

     
     

⋮
     

]   

   [

     
     

⋮
     

] 

          [

                            
                            

⋮
                            

] 

          [

                            
                            

⋮
                            

] 

Maka persamaan (2.1) dan (2.2) menjadi  

 ̇               (Ogata, 1997) (2.3)  

                (Ogata, 1997)  (2.4) 

Dengan persaman (2.3) adalah persamaan keadaan dan persamaan (2.4) 

adalah persamaan keluaran. Bila fungsi vektor   dan   eksplisit terhadap waktu  , 

maka sistem disebut sistem yang bervariasi terhadap waktu (Ogata, 1997). 
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Bila persamaan (2.3) dan (2.4) dilinearkan terhadap keadaan operasi, 

maka diperoleh persamaan keadaan linear dan persamaan keluaran     

 ̇                      

                       (2.5) 

dengan     disebut matriks keadaan,      matriks masukan,      matriks 

keluaran, dan      matriks transmisi langsung(Ogata, 1997). 

Bila fungsi vektor   dan   tidak eksplisit terhadap waktu  , maka disebut 

dengan sistem invariant waktu. Dalam hal ini persamaan (2.3) dan (2.4) dapat 

disederhanakan menjadi (Ogata, 1997): 

 ̇           

         (Ogata, 1997) 

 

2.3 Karakteristik Analisis pada Sistem  

2.3.1 Kestabilan 

Suatu sistem dinamik dikatakan stabil apabila sistem tersebut dapat 

kembali ke posisi setimbangnya semula, apabila diberikan input lalu input 

tersebut dihilangkan. Secara matematik, hal ini dapat dilihat dari posisi akar-akar 

karakteristik sistem tersebut. Apabila semua akar karakteristiknya negatif, maka 

sistemnya stabil dan apabila minimal terdapat satu akar karakteristik yang positif,  

maka sistemnya tidak stabil. 

Metode pencarian akar-akar karakteristik dalam sistem pengendalian 

input dan output adalah menggunakan eigen value. Pencarian harga eigen value 

adalah dengan mengurai dari matrik keadaan A yang dapat ditujukan sebagai 

berikut : 



19 
 

 
 

|    |    (2.6) 

dengan:  

   = akar-akar karakteristik   

I = matriks identitas   

A = matriks keadaan 

2.3.2 Keterkendalian 

Diberikan sistem linier invarian waktu yang disajikan oleh persamaan  

 ̇                      

                    

Definisi 1: Sistem linier (2.5) dikatakan terkontrol bila untuk setiap 

keadaan sebarang         ada masukan      yang tidak dibatasi mentransfer 

keadaan    sebarang keadaan akhir          dengan waktu akhir    hingga. 

Dari pengertian sistem terkendali yang diberikan dalam definisi 1, hal ini berarti 

bahwa bila diberikan sebarang keadaan awal      dan sebarang keadaan akhir 

      akan selalu ada pengontrol      yang akan mentransfer keadaan awal      

ke keadaan akhir yang diinginkan       dalam waktu yang berhingga   . Perlu 

diingat bahwa sebarang keadaan awal dan sebarang keadaan akhir ini terdiri dari 

  komponen dan apabila semua komponen dari keadaan awal ini bisa dikontrol ke 

  komponen yang sesuai keadaan akhir, maka sistem bisa terkontrol.Sedangkan 

maksud dari keberadaan pengontrol      yang tidak dibatasi adalah tidak 

disyaratkan apa-apa kecuali hanya untuk mentransfer sebarang keadaan awal yang 

diberikan ke sebarang keadaan akhir yang diinginkan dalam waktu yang 

berhingga.Dalam kajian kontrol optimal pemilihan pengontrol      ini merupakan 
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pengontrol yang mentransfer keadaan awal ke keadaan akhir yang diinginkan 

dengan energi yang sekecil mungkin (minimum) (Subiono, 2010). 

Penyelesaian dari  ̇                      diberikan oleh 

           ∫         

 
        (2.7) 

bila sistem terkontrol, yaitu ada masukan      yang mentransfer    ke    dalam 

waktu berhingga     . Dalam hal ini    diberikan oleh 

          ∫           
 

        (2.8) 

Teorema berikut adalah memberikan syarat perlu dan cukup sistem 

(2.5) adalah terkontrol.Ada dua bagian dari teorema ini, yang pertama adalah 

untuk menjamin keadaan pengontrol      untuk mentransfer sebarang keadaan 

awal ke sebarang keadaan akhir yang diinginkan dalam waktu berhingga 

sedangkan bagian yang kedua adalah untuk menjamin bahwa semua   komponen 

dari keadaan awal bisa dikontrol ke   komponen yang bersesuaian dari keadaan 

akhir yang diinginkan (Subiono, 2010). 

Teorema 1:  Syarat perlu dan cukup sistem (2.5) terkontol adalah: 

1.         ∫              
  

 
   non-singular 

2. Matriks:        |    |    |  |       mempunyai rank sama dengan   

Bukti  

1. Bila         non-singular 

Diberikan sebarang keadaan awal         dan keadaan akhir    pilih masukan 

                      [          ] (2.9) 

Dengan masukan ini dan kita gunakan persamaan (2. 6), diperoleh: 
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           ∫         
  

 

        

 
        ∫         

  

 

 {                 [          ]}   

 
            *∫     

  

 

        
  +            

     *∫     
  

 

        
  +            

                         
           

                 
           

                   

     

Terlihat bahwa dengan masukan      yang diberikan dalam (2.9) 

sebarang keadaan awal    ditransfer ke sebarang keadaan akhir         , jadi 

sistem terkontrol. Sebaliknya, andaikan         singular tetapi sistem terkontrol. 

Maka untuk      pilih vektor      sedemikian hingga 

           ∫     
 

            
      (2.10) 

Untuk setiap   dengan        kita peroleh: 

          (2.11) 

Dari asumsi sistem terkontrol, maka untuk setiap keadaan awal    ada 

     yang memenuhi (2.7), oleh karena itu kita peroleh: 

          ∫   (    )       
  

 
 

Jika kedua ruas persamaan diatas kita kalikan dengan        , diperoleh: 

                    *       ∫                
  

 

+ 
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                           ∫                
  

 

 

       ∫        
  

 

 

       

atau 

  [          ]    

Dipilih             , maka diperoleh persamaan 

  [                 ]    

      

    

Dari persamaan di atas diperoleh    , ini bertentangan dengan 

kenyataan    , jadi haruslah         non-singular (Subiono,2010). 

2. Asumsikan rank       

Andaikan sistem tak-terkontrol, maka         singular.Jadi, diperoleh 

suatu persamaan yang serupa pada (2.11).penurunan persamaan (2.11) terhadap   

sampai   kali, dengan                dan pada     diperoleh: 

                        (2.12) 

Jadi: 

  (  |   |     |  |      )          (2.13) 

Karena     maka rank      . Hal ini bertentangan dengan 

kenyataan rank      , jadi haruslah sistem terkontrol. Sebaiknya, asumsikan 

sistem terkontrol tetapi rank      . Dari asumsi, kita pilih     yang 

memenuhi (2.13).hal ini ekuivalen dengan (2.12). Dari teorema “Hamilton-
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Cayley”       
 dapat diuraikan sebagai kombinasi linierdari                . 

Jadi      juga dapat diuraikan sebagai kombinasi linier dari 

                

Dari hal ini diperoleh: 

   
   

   ,             

Oleh karena itu kita peroleh: 

  ∫   
  

 

            
               

Karena    , maka         singular. Jadi sistem tidak terkontrol, hal 

ini bertentangan dengan asumsi sistem terkontrol.  Jadi haruslah rank      . 

Matriks terkontrol     diatas ditentukan oleh pasangan matriks      , 

adakalanya juga disebutkan matriks terkontrol dari sistem dengan       

(Subiono, 2010).  

2.3.3 Keteramatan 

Sistem dikatakan teramati sempurna jika setiap keadaan awal dapat 

ditentukan dari pengamatan output selama selang waktu terhingga. Oleh karena 

itu sistem teramati sempurna jika setiap transisi keadaan akhirnya mempengaruhi 

setiap elemen vektor keluaran.Konsep keteramatan berguna dalam menyelesaikan 

persoalan rekonstruksi variabel keadaan yang tidak terukur. 

Definisi 2: Bila setiap keadaan awal         secara tunggal dapat 

diamati dari setiap pengukuran keluaran sistem (2.22) dari waktu     ke      

maka sistem dikatakan “teramati” (Subiono, 2010). 

Masukan      diganti dengan keluaran     , yaitu dalam terminologi 

keterkontrolan kita mengontrol sebarang keadaan awal    dengan suatu masukan 
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     ke sebarang keadaan akhir    dimana       , sedangkan dalam 

terminologi keteramatan diamati sebarang kedaan awal    lewat sebarang 

pengukuran keluaran      pada interval waktu       . 

Keluaran sistem (2.7) diberikan oleh: 

               ∫                     
 

 
 (2.14) 

Bila diukur keluaran     pada    , maka diperoleh: 

               (2.15) 

Terlihat keadaan awal    muncul dalam persamaan (2.15).selanjutnya 

bila kita ukur keluaran      pada     dengan        , diperoleh: 

                ∫                      
 

 

 

               

Bila keadaan awal   dapat diamati, maka keadaan ini juga akan muncul 

pada pengukuran keluaran      , yaitu 

              (2.16) 

Sehingga dari persamaan (2.15) dan (2.16) diperoleh: 

         dengan        (Subiono, 2010). 

Berikut ini kita definisikan suatu matriks: 

       ∫        

 
      (2.17) 

Bila diperhatikan matriks        ini mempunyai bentuk yang hampir 

serupa dengan matriks        yang muncul pada kajian keterkontrolan. Matriks   

dalam        muncul sebagai    
 dalam        sedangkan matriks  dalam 

       muncul sebagai   
dalam       . 
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Selanjutnya diberikan suatu pernyataan dalam suatu teorema berikut ini 

yang menyatakan syarat perlu dan cukup suatu sistem teramati (Subiono, 2010). 

Teorema 2: Syarat perlu dan syarat cukup sistem (2.7) teramati 

adalah: 

1. Matriks        pada (2.17) non-singular 

2. Matriks keteramatan  

    

(

 
 

 
  
   

⋮
       

)

 
 

 

mempunyai rank sama dengan  . 

Seperti halnya matriks    , adakalanya matriks keteramatan     dinotasikan 

dengan       (Subiono,2010). 

 

2.4 Sistem Kontrol Optimal Menggunakan Metode Linear Quadratic 

Regulator(LQR) 

 

Sistem akan optimal bila indek performansinya adalah minimum. Agar 

sistem tersebut dapat dikontrol, maka perlu dibuat model matematis yang 

menghubungkan antara masukan (input) dan keluaran (output). Pada sistem 

kontrol optimal, model yang banyak digunakan adalah persamaan keadaan (state 

space). Teori Regulator Optimal dalam beberapa proses, variabel yang dikontrol 

akan mengalami deviasi karena adanya kendala. Regulator kontrol dirancang 

untuk melakukan kompensasi terhadap kendala. Dalam bagian ini akan meninjau 

desain sistem kontrol stabil yang didasarkan pada indeks kinerja kuadratik. Sistem 

kontrol yang akan tinjau disini mengikuti definisi,yaitu(Ogata, 1997): 

 ̇         (2.18) 
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dengan  

   vektor keadaan (n-vektor) 

   vektor kontrol (r-vektor) 

   matriks konstan  ×  

   matriks konstan  ×  

Dalam perancangan sistem kontrol,tertarik dalam memilih vektor kontrol 

     yang memungkinkan indeks kinerja yang diberikan dapat diminimumkan. Ini 

dapat dibuktikan dengan indeks kinerja kuadratik, yang batas integrasinya adalah 

0 dan  , misalnya 

  ∫         
 

 
  (2.19) 

disini        adalah fungsi kuadratik atau fungsi hermitian   dan  , akan 

menghasilkan hukum kontrol linier, yaitu 

            (2.20) 

disini   adalah matriks  × , atau 

[

  
  

⋮
  

]   [

          

          

⋮
   

⋮
   

⋮
   

] [

  
  

⋮
  

] 

oleh karena itu, disain sistem kontrol optimal dan sistem regulator optimal yang 

didasarkan pada indeks kinerja kuadratik seperti itu dapat mengurangi penentuan 

unsur matriks   (Ogata, 1997). 

Selanjutnya, akan ditinjau masalah penentuan vektor kontrol optimal 

     untuk sistem yang dijelaskan oleh persamaan (2.13) dan indeks kinerja yang 

diberikan oleh 

   ∫       
 

 
          (2.21)  
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dengan   adalah fungsi hermitian matriks semi definit positif,   adalah matriks 

definit positif dan   tidak terbatas.  Perhatikan bahwa suku kedua pada ruas kanan 

persamaan (2.16) dihitung untuk mengeluarkan sinyal kontrol (Ogata, 1997). 

Seperti akan di lihat nanti, hukum kontrol linear yang diberikan oleh 

persamaan (2.16) adalah hukum kontrol optimal. Oleh sebab itu jika unsur matriks 

 yang tidak diketahui ditentukan sedemikian rupa sehingga dapat 

meminimumkan indeks kinerjanya, maka             akan opimal untuk 

setiap keadaan asal  (0) (Ogata, 1997). 

Dengan subtitusi persamaan (2.20) ke persamaan (2.18), maka 

 ̇                 

dalam turunan berikut, menganggap bahwa matriks      stabil, atau nilai 

eigen      mengandung bagian bilangan real negative. Dengan 

mensubstitusikan persamaan             ke dalam persamaan (2.16) maka 

akan dihasilkan matriks umpan balik   diperoleh dengan memecahkan persamaan 

Riccati. Salah satu kendala penggunaan metode LQR adalah pemecahan 

persamaan Riccati yang tidak mudah jika diselesaikan secara manual, maka 

dibutuhkan bantuan komputer, dalam hal ini dengan paket program 

MATLAB(Ogata, 1997). 

Controller Algebraic Riccati Equation (CARE) untuk sistem Linear, 

time-invariant, dapat diturunkan persamaan Aljabar Riccati untuk mencari solusi 

optimal sebagai berikut(Ogata, 1997): 

   ∫       
 

 

         

Formulasi dan solusi masalah LQR untuk waktu continuous, dengan umpan balik 

keadaan dituliskan sebagai berikut:  
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 =−   

           (2.22) 

Syarat cukup untuk kontrol optimal matriks P harus memenuhi:  

  

  
                      (2.23) 

Contoh: 

Dengan asumsi kontrol untuk(Ogata, 1997): 

             

Menentukan optimal memperoleh umpan balik matriks K sedemikian rupa 

sehingga indeks kinerja berikut ini di minimalkan: 

   ∫  
 

 

             

dengan 

   [
  
  

]       

tahu bahwa persamaan state yaitu: 

 ̇        

dengan 

   *
  
  

+    *
 
 
+ 

akanditunjukkan penggunaanpersamaanRiccatidengan penguranganmatriks 

dalamdesainsistem kontrolyang optimal, yaitu: 

                    

Memperhatikan bahwamatriksAadalah realdanmatriksQ adalah real simetris, serta 

matriksPadalah matriks realsimetris. Oleh karena itu, persamaan inidapat ditulis 

sebagai: 
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*
  
  

+ *
      

      
+    *

      

      
+ *

  
  

+  *
      

      
+ *

 
 
+ [ ][  ] *

      

      
+

  [
  
  

]   *
  
  

+ 

Persamaan inidapat disederhanakan menjadi: 

[
  
      

]   [
    

    
]  [

   
       

         
 ]   [

  
  

]   *
  
  

+ 

Sehingga mendapatkantigapersamaan berikut: 

     
    

              

  +        
     

Memecahkan tiga persamaan simultan untuk    ,    , dan    , membutuhkan   

menjadi definit positif, sehingga peroleh: 

  *
      

      
+   *

√    

 √   
+ 

Mengacupersamaansebelumnya makadiperoleh umpan 

balikmatriksoptimal sebagai berikut: 

          

  [ ][  ] *
      

      
+ 

 [      ] 

  [ √   ] 

Dengan demikian, sinyalkontrol optimaladalah: 

            √       
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Perhatikan bahwa hukum kontrol yang diberikan menghasilkan hasil yang optimal 

untuk setiap keadaan awaldi bawah indeks kinerja yang diberikan. Karena 

persamaan karakteristiknya adalah: 

|       |             √          

Jika      maka 

           dan             

Ini sesuai dengan closed loop yang diinginkan pada saat      (Ogata, 1997). 

Manusia merupakan makhluk Allah yang diciptakan dalam sebaik-baik 

bentuk. Bentuk tubuhnya melebihi keindahan bentuk tubuh hewan yang lain. 

Manusia diciptakan dilengkapi dengan akal. Maka dengan keseimbangan sebaik-

baik tubuh dan pedoman pada akalnya itu dapatlah dia hidup dipermukaan bumi 

ini menjadi pengatur. Dalam firman Allah pada surat al-Infithaar ayat 7 yang 

berbunyi: 

            

“Yang telah menciptakan kamu, lalu menyempurnakan kejadianmu, lalu 

menjadikan (susunan tubuh) mu seimbang” (Q.S. al-Infithaar : 7). 

 

Kata “yang telah menciptakan kamu” yaitu yang mengatur penciptaanmu 

dari setetes air mani. “lalu menyempurnakan kejadianmu” dalam rahim ibu, 

kemudian menjadikan dua tangan, dua kaki, sepasang mata, serta seluruh anggota 

tubuhmu (al-Qurthubi, 2009). 

Dalam tafsir al-muyassar menjelaskan bahwa Allah telah menciptakan 

tubuh kalian dengan susunan yang sangat sempurna, dengan anggota tubuh yang 

lengkap, dan bentuk tubuh yang serasi. Dia menyusun kalian dalam bentuk yang 

sangat bagus dan menakjubkan. Dia memilihkan yang terbaik untuk bentuk kalian 
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dan juga membedakan antara satu manusia dengan manusia yang lainnya dari segi 

bentuk, suara dan warna kulit. 

Kata “seimbang” berarti menjadikan anggota tubuh manusia seimbang, 

serasi sehingga tampak harmonis, dapat juga berarti menjadikanmu memiliki 

kecenderungan untuk bersikap adil. Memang keadilan menjadi dambaan manusia. 

Di sisi lain jika terjadi gangguan pada jiwa atau kepribadian manusia, maka ketika 

itu kecenderungan tersebut sirna pada dirinya. Namun memahami kata „adalaka 

dalam arti demikian, tidak sejalan dengan kandungan ayat berikutnya yang masih 

berbicara tentang pembentukkan fisik manusia, yakni Allah membentuk manusia 

dalam bentuk apa saja yang dikehendaki-Nya antara lain dalam bentuk cantik atau 

buruk, gagah atau jelek, pria atau wanita, tinggi atau pendek. Sehingga, dalam 

apapun bentuk yang dikehendaki-Nya (al-Mishbah, 2003) 

Kata “seimbang” yakni menjadikanmu ciptaan yang lurus, sepadan dan 

seimbang dan dapat berarti menjadikan anggota tubuh manusia seimbang, seperti 

dikatakan (ini sesuatu yang lurus), qira’ah ini adalah qira’ah mayoritas ulama, dan 

qira’ah yang dipilih oleh Abu Ubaid dan Abu Hatim. Al Farra’ dan Abu ubaid 

mengatakan dalilnya adalah firman Allah dalam QS. At-Tin : 4 (al-Qurthubi, 

2009) 

             

“Sesungguhnya kami telah menciptakan manusia dalam bentuk yang sebaik-

baiknya”. (QS. At-Tin : 4). 

 

Allah SWT dalam ayat ini menegaskan secara eksplisit bahwa manusia 

itu diciptakan dalam bentuk yang paling sempurna. Ar-Raghib Al Asfahani, 

seorang pakar bahasa al-Quran menyebutkan bahwa kata taqwiim pada ayat ini 

merupakan syarat tentang keistimewaan manusia dibanding binatang, yaitu 
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dengan dikarunianya akal, pemahaman, dan bentuk fisik yang tegak dan lurus. 

Jadi ahsani taqwiim berarti bentuk fisik dan psikis yang sebaik-baiknya (Aam, 

2004). 

Kalau cermati, sesungguhnya kesempurnaan manusia bukan hanya 

sekedar pada bentuk fisik dan psikisnya saja. Kedudukan manusia diantara 

makhluk Allah lainnya pun menempati tempat tertinggi, melebihi kedudukan 

malaikat. Firman Allah dalam QS. al- Isra : 70 ( Aam, 2004) 

                               

            

“Dan sesungguhnya kami telah memuliakan anak Adam (manusia) dan kami 

angkat mereka di darat dan dilaut, dan kami melebihkan mereka atas makhluk-

makhluk yang Kami ciptakan, dengan kelebihan yang menonjol” (QS. al- Isra : 

70) ( Aam, 2004) 

 

Keseimbangan adalah kemampuan untuk mempertahankan 

keseimbangan tubuh ketika ditempatkan di berbagai posisi. Keseimbangan 

menurut O’Sullivan adalah kemampuan untuk mempertahankan pusat gravitasi 

pada bidang tumpu terutama ketika saat posisi tegak. Kemampuan tubuh untuk 

mempertahankan keseimbangan dan kestabilan postur oleh aktivitas motorik tidak 

dapat dipisahkan dari faktor lingkungan yang berperan dalam pembentukan 

keseimbangan (Irfan, 2012). 

Tujuan dari tubuh mempertahankan keseimbangan adalah menyangga 

tubuh untuk melawan gravitasi dan faktor-faktor ekternal lain, mempertahankan 

pusat massa tubuh agar sejajar dan seimbang dengan bidang tumpu, serta 

menstabilisasi bagian tubuh ketika bagian tubuh lain bergerak. Kemampuan untuk 
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menyeimbangkan massa tubuh dengan bidang tumpu akan membuat manusia 

mampu untuk beraktivitas secara efektif dan efisien (Irfan, 2012). 

Equilibrium adalah sebuah bagian penting dari pergerakan tubuh dalam 

menjaga tubuh tetap stabil sehingga manusia tidak jatuh walaupun tubuh berubah 

posisi. Statis equlibrium yaitu kemampuan tubuh untuk menjaga keseimbangan 

pada posisi diam seperti pada waktu berdiri dengan satu kaki, berdiri di atas 

balance board. Dinamik equilibrium adalah kemampuan tubuh untuk 

mempertahankan posisi pada waktu bergerak. keseimbangan bukanlah kualitas 

yang terisolasi, namun mendasari kapasitas untuk melakukan berbagai kegiatan 

yang merupakan kehidupan kegiatan normal sehari-hari (Huxham, dkk, 2001). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Pemodelan Sistem Double Pendulum Terbalik 

Pendulum terbalik merupakan sebuah bandul dengan massa bandul 

tersebut berada di atas titik tumpunya. Pada kasus ini titik tumpu diletakkan di 

tengah-tengah atas sebuah kereta yang dapat digerakkan dalam arah mendatar 

(horisontal). Pendulum terbalik memiliki sifat yang tidak stabil, sehingga harus di 

atur sedemikian rupa agar pendulum tetep tegak dengan cara memberikan gaya 

pada titik tumpunya atau pada kereta. Double pendulum terbalik merupakan 

modifikasi dari pendulum terbalik, yaitu dengan cara menambahkan satu 

pendulum lagi yang disambungkan di ujung pendulum sebelumnya. Berikut ini 

disajikan contoh gambar double pendulum terbalik pada Gambar 3.1 berikut 

(Narinder dan Sandeep, 2013): 

 
Gambar 3.1 Double Pendulum Terbalik yang di Pasang  pada Kereta 
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Secara ilustrasi, double pendulum terbalik dalam Gambar 3.1 terdiri dari 

3 bagian utama, yaitu: 

a. Kereta beroda yang dapat bergerak horisontal (kiri kanan) 

b. Pendulum 1 dengan tangkainya dipasang di bagian tengah atas kereta yang 

dapat bergerak horisontal dengan membentuk sudut dengan arah vertikal 

c. Pendulum 2 dengan tangkainya dipasang dibagian tengah atas pendulum 1 

yang dapat bergerak horisontal dengan membentuk sudut arah vertikal 

Berikut ini adalah tabel tentang simbol-simbol Double pendulum 

terbalik pada kereta (Sandeep, dkk, 2012): 

Tabel 3.1 Keterangan Simbol 

Simbol Keterangan Nilai Satuan 

   Massa kereta     Kg 

   Massa pendulum 1     Kg 

   Massa pendulum 2     Kg 

   Panjang tali pendulum 1     Meter 

   Panjang tali pendulum 2     Meter 

   Momen inersia pendulum 1       Kgm
2
 

   Momen inersia pendulum 2       Kgm
2
 

   Jarak tempuh kereta  Meter 

   Jarak tempuh pendulum 1  Meter 

   Jarak tempuh pendulum 2  Meter 

   
Posisi sudut pendulum 1 terbalik 

dengan garis vertical 
 Radian 

   
Posisi sudut pendulum 2 terbalik 

dengan garis vertical 
 Radian 
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   Ketinggian vertikal pendulum 1  Meter 

   Ketinggian vertikal pendulum 2  Meter 

  Gaya yang diberikan pada kereta  Newton 

  Gravitasi     m/s
2 

 

Sifat fisis double pendulum terbalik itu akan terlihat jelas, jika kereta 

diberi gaya dorong sebesar  . Sehingga akan timbul gerakan pada kereta bersama-

sama dengan kedua pendulum itu sendiri. Dengan demikian terjadi proses 

pergerakan yang mendorong pendulum untuk bergerak horisontal dan pada 

akhirnya mencapai titik keseimbangan yaitu pada saat pendulum berada pada 

posisi vertikal. 

 

3.2 Model fisik 

Model fisik adalah deskripsi fisik dari karakteristik suatu sistem. Model 

fisik double pendulum terbalik dapat diturunkan berdasarkan prinsip-prinsip 

mekanika, sebagaimana terlihat pada Gambar 3.1. Sasaran pengendalian adalah 

menjaga double pendulum terbalik tersebut dalam posisi vertikal. Double 

pendulum terbalik sebetulnya tidak stabil dan mungkin jatuh ke segala arah, tetapi 

dalam hal ini untuk penyederhanaan gerak double pendulum terbalik dibatasi 

dalam dua dimensi sehingga double pendulum terbalik tersebut hanya bergerak 

pada dua arah yaitu gerak kereta ke kiri dan bergerak ke kanan, serta gerak 

pendulum ke kiri dan ke kanan.  

Jika pada kereta diberi gaya sebesar  , maka akan timbul energi kinetik 

pada kereta dan sekaligus timbul energi kinetik pada pendulum 1 dan pendulum 2. 
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Energi kinetik atau energi gerak merupakan usaha yang diberikan untuk 

menggerakkan sebuah benda pada massa tertentu dari keadaan diam hingga 

bergerak untuk mencapai kecepatan tertentu. Kereta hanya bergerak ke arah 

horisontal, sehingga energi kinetik pada kereta    yaitu: 

    
 

 
   (

   

  
)
 
 

 

 
    ̇

  (3.2) 

dengan 
   

  
 merupakan kecepatan perpindahan massa kereta, karena pendulum itu 

sendiri dapat bergerak horisontal, vertikal dan rotasi, maka energi kinetik pada 

pendulum 1 terbalik   
 
  yaitu: 

    
 

 
   ((

   

  
)
 
 (

   
  

)
 
) 

 

 
  (

   

  
)
 
  (3.3) 

dengan, 

   

  
  = perpindahan gerakan horisontal pendulum 1 pada posisi   terhadap 

waktu  

   
  

  = perpindahan ketinggian vertikal pendulum 1 terhadap waktu  

   

  
  = perpindahan gerak rotasi pendulum 1 terhadap waktu  

dengan menggunakan aturan sinus dan cosinus pada segitiga siku-siku pada 

double terbalik akan diperoleh    dan    masing-masing adalah: 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.2 Segitiga Siku-Siku yang Terbentuk pada Pendulum 
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                (3.4) 

untuk    terdapat dalam Gambar 3.1 yaitu: 

            (3.5) 

Dengan demikian kecepatan gerakan horisontal pendulum pada posisi dan 

kecepatan ketinggian pendulum vertikal pendulum adalah: 

   

  
  

   

  
   

   

  
       (3.6) 

   
  

    ( 
   

  
      )      

   

  
       (3.7) 

Hal tersebut berakibat, energi kinetik dalam pendulum 1 dapat dinyatakan dengan 
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  (3.8) 
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Berdasarkan proses penurunan pada persamaan (3.8), maka energi kinetik pada 

pendulum 2 terbalik yang dinotasikan dengan    dapat dinyatakan sebagai 

berikut: 
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 (3.9) 

Misal           dan             akan dibuktikan bahwa     

          

            

            
 

          
 

           

                

            
 

          
 

 

Terbukti bahwa               

Sehingga persamaan (3.9) dapat dinyatakan dengan  
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 (3.10) 

Total energi kinetik pada double pendulum terbalik yaitu: 
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 (3.11) 

Pandang bentuk: 

                          

                             

                       (3.12) 

Maka gunakan rumus (3.12) tersebut untuk menyederhanakan   sehingga 

persamaan   dapat disederhanakan menjadi: 
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 (3.13) 

Karena setiap perpindahan pendulum 1 dan pendulum 2 dipengaruhi oleh 

perpindahan kereta sehingga              , maka 
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    ̇

   ̇      ̇           ̇    ̇       

 
 

 
     

   
 ̇        

 

 
     

   ̇
 
       

 

 
    ̇

 
 

 
 

 
    ̇

 
  

        
 

 
    

 

  
 ̇        

 
 

 
     

   
 ̇        

 

 
     

   
 ̇        

 

 
    ̇

 
 

        ̇          ̇              ̇          ̇        

    ̇    ̇       



43 
 

 
 

 

 
 

 
 ̇              ̇    ̇              

 
 

 
     

   ̇
 
                

 

 
    ̇

 
 

 
 

 
     ̇

 
(  

          
       ) 

 
 

 
     ̇

 
(  

          
       )  

 

 
    ̇

 
 

     ̇  ̇                                    ̇    ̇       

 (3.15) 

Ketika dipilih        dan        maka akan diperoleh: 

   
 

 
 ̇              ̇    ̇              

 
 

 

 
     

   ̇
 
                

 

 
    ̇

 
 

 
 

 
     ̇

 
(  

          
       ) 

 
 

 
     ̇

 
(  

          
       )  

 

 
    ̇

 
 

     ̇  ̇                                   ̇    ̇       

  
 

 
 ̇             ̇  ̇                     

 
 

 
     

   ̇
 
                

 

 
    ̇

 
 

 
 

 
     ̇

 
  

                 
 

 
     ̇

 
  

                 

 
 

 
    ̇

 
     ̇  ̇                             

    ̇    ̇       

 (3.16) 
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Berdasarkan sifat trigonometri yaitu               dan            

                      sehingga persamaan (3.16) akan menjadi: 

   
 

 
 ̇             ̇  ̇                    

 

 
     

   ̇
 
    

 
 

 

 
    ̇

 
 

 

 
     ̇

 
  

     
 

 
     ̇

 
  

     
 

 
    ̇

 
 

     ̇  ̇                   ̇    ̇       

  
 

 
 ̇              ̇    ̇              

 

 
     

   ̇
 
 

 

 
    ̇

 
 

  
 

 
     ̇

 
  

  
 

 
     ̇

 
  

  
 

 
    ̇

 
     ̇  ̇                

     ̇    ̇       

 (3.17) 

Sehingga energi kinetik dari double pendulum terbalik yaitu: 

   
 

 
 ̇             ̇  ̇                    

 
 

 
   ̇

 
(    

         
 )  

 

 
  ̇

 
(    

    ) 

     ̇  ̇                   ̇    ̇          (3.18) 

Sekarang akan menghitung energi potensial pada sistem double 

pendulum terbalik. Energi potensial adalah suatu energi yang dimiliki oleh benda 

karena kedudukan atau letaknya terhadap bumi. Energi potensial dipengaruhi oleh 

massa    , percepatan gravitasi     serta kedudukan terhadap bumi    .  

Energi potensial pada kereta yang dinotasikan dengan    yaitu  

              (3.19) 

Untuk energi potensial pada pendulum 1 terbalik yaitu 
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                (3.20) 

Dan energi potensial pada pendulum 2 terbalik, karena untuk ketinggian 

pendulum 2 terbalik dipengaruhi oleh pendulum 1 terbalik, maka 

              

            

                          (3.21) 

Sehingga energi potensial total diperoleh 

            

                                    

                                    

                                  (3.22) 

 

3.3 Model Matematika 

 Model matematika merupakan deskripsi matematika dari karakteristik 

suatu sistem yang terdiri dari simbol-simbol dan persamaan matematik untuk 

mendapatkan suatu sistem. Untuk mendapatkan model matematika untuk model 

dari sistem double pendulum terbalik dapat digunakan persamaan Lagrange untuk 

gerak mekanik. 

       

keterangan: 

   Fungsi Lagrange 

   Energi kinetik 

   Energi potensial 
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Dengan mensubtitusikan persamaan (3.20) dan (3.22) maka diperoleh fungsi 

Lagrange sebagai berikut: 

   
 

 
 ̇             ̇  ̇                    

 
 

 

 
   ̇

 
(    

         
 )  

 

 
  ̇

 
(    

    ) 

     ̇  ̇                   ̇    ̇       

 [                            ] 

 
 

 

 
 ̇             ̇  ̇                    

 
 

 
   ̇

 
(    

         
 )  

 

 
  ̇

 
(    

    ) 

      ̇  ̇                   ̇    ̇       

                               

 
  

 

 
 ̇            

 

 
 (    

        
 )  ̇

 
 

 
 

 
(    

    )  ̇
 
             ̇   

̇          ̇    ̇       

                    ̇  ̇                               

 (3.23) 

Untuk menyamaratakan koordinat perlu diperhatikan gerakan translasi 

kereta    , gerakan osilasi pendulum 1 terbalik      dan gerakan osilasi 

pendulum 2 terbalik      sebagai tiga buah keluaran yang selalu berubah-ubah 

jika diberikan gaya    . Dengan memperhatikan komponen vertikal dan 

horisontal atau          , maka double pendulum terbalik pada kereta 

mempunyai derajat kebebasan yaitu          , sehingga      dan    merupakan 
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koordinat umum yaitu      ,        dan        maka persamaan Lagrange 

untuk persamaan ini adalah (William, 1986:238): 

 Untuk gerak translasi 

 

  
(
  

  ̇
) 

  

  
    (3.24) 

 Untuk gerak osilasi pendulum 1 terbalik 

 

  
(

  

   ̇
) 

  

   
    (3.25) 

 

 

 Untuk gerak osilasi pendulum 2 terbalik 

 

  
(

  

   ̇
) 

  

   
   (3.26) 

keterangan: 

  

  ̇
  = persamaan Lagrange akan diturunkan terhadap  ̇, sehingga pada 

persamaan yang memuat variabel  ̇ akan menjadi  ̈ 

  

   ̇
  = persamaan Lagrange akan diturunkan terhadap   ̇, sehingga 

pada persamaan yang memuat variabel   ̇ akan menjadi   ̈  

  

   ̇
  = persamaan Lagrange akan diturunkan terhadap   ̇, sehingga 

pada persamaan yang memuat variabel   ̇ akan menjadi   ̈ 

Sehingga diperoleh: 

 Gerak translasi 

  

  ̇
 

 

 
    ̇           (         )  ̇            ̇         

   ̇                        ̇            ̇         

 (3.27) 
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(
  

  ̇
)   ̈           (         )  ̈      

                      (  ̇)
 
      ̈              (  ̇)

 
      

   ̈                        ̈       

     ̈                     ̇
 
            ̇

 
      

 (3.28) 

  

  
   (3.29)  

Dari persamaan (3.28) dan (3.29) disubtitusikan kedalam persamaan (3.27) 

maka diperoleh bentuk persamaan gerak translasi sebagai berikut: 

 

  
(
  

  ̇
)  

  

  
   

 ̈           (         )  ̈           ̈          

(         )  ̇
 
            ̇

 
          (3.30) 

 Gerak osilasi pendulum 1 terbalik 

  

   ̇

  
 

 
   (    

         
 
)  ̇ 

             ̇                          ̇  

  (    
         

 )  ̇ 

             ̇                          ̇           (3.31) 

 

  
(
  

   ̇

)  (    
         

 
)  ̈  

             ̈                         ̈   (3.32) 

  

   
 (         ) ̇   ̇                           ̇

 
 

                   (3.33) 
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Dari persamaan (3.32) dan (3.33) disubtitusikan kedalam persamaan (3.25) 

maka diperoleh bentuk persamaan gerak osilasi pendulum 1 terbalik adalah: 

 

  
(
  

   ̇

)  
  

   
   

*(    
         

 
)  ̈ 

 (         ) ̈                         ̈  +

 *(         ) ̇   ̇         

                      ̇
 
 (         )         +

   

(    
         

 
)  ̈  (         ) ̈                         ̈  

 (         ) ̇   ̇      

                  (         )            

 (3.36) 

 Gerak osilasi pendulum 2 terbalik 

  

   ̇
 (    

    )   ̇      ̇                          ̇   (3.37) 

 

  
(
  

   ̇

)  (    
    )  ̈       ̈                          ̈   

 (3.38) 

  

   
      ̇                                

̇  
                 

       ̇                          ̇
 
               (3.38) 

Dari persamaan (3.36) dan (3.37) disubtitusikan kedalam persamaan (3.26) 

maka diperoleh bentuk persamaan gerak osilasi pendulum 2 terbalik sebagai 

berikut: 
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(
  

   ̇

)  
  

   
   

*(    
    )  ̈       ̈                          ̈ +

 *      ̇                          ̇
 
            +

   

(    
    )  ̈       ̈                          ̈        ̇       

                   ̇
 
                  (3.38) 

Berdasarkan dari ketiga persamaan Lagrange (3.30), (3.36) dan (3.38) 

maka dapat diasumsikan sebagai berikut: 

             (3.39) 

              (3.40) 

        
         

 
 (3.41) 

         (3.42) 

            (3.43) 

        
     (3.44) 

Asumsi-asumsi di atas disubtitusikan kedalam persamaan (3.30), (3.36) dan 

(3.38), sehingga akan diperoleh: 

a.    ̈      ̈            ̈           ̇
 
          ̇

 
        

b.    ̈           ̈      ̈       
  

 
      ̇

 
     

 
  

 
             

c.    ̈           ̈       
  

 
      ̈     ̇

 
     

 
  

 
             

 (3.45) 
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3.4 Ruang Keadaan (State Space) 

Dengan mengacu pada model matematika yang diuraikan sebelumnya 

dapat diterapkan keadaan-keadaan sebagai berikut: 

dengan                sebagai koordinat umum dan 

 ̇              ̇   ̇   ̇  sebagai hasil state space, maka: 

Inputnya adalah 

         

Outputnya adalah  

     [

     

     
     

]  [

 

  

  

] 

Statenya adalah 

   ̇    

[
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
  

  

 ̇

  ̇

  ̇]
 
 
 
 
 

 

Model di atas jika dibawa ke dalam bentuk persamaan keadaan (state space), 

maka ditulis: 

 ̇    

[
 
 
 
 
 
 
 ̇

  ̇

  ̇

 ̈

  ̈

  ̈]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
  ̇

  ̇

  ̇

  ̇

  ̇

  ̇]
 
 
 
 
 

 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.45) state space ke dalam bentuk state 

space maka diperoleh   ̇   ̇   ̇   ̇   ̇   ̇, untuk memperolehnya dilakukan langkah-

langkah sebagai berikut: 

1. Misal untuk menentukan   ̇, lihat pada persamaan state space   ̇   ̇ 
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2. Lihat pada state bahwa  ̇      

3. Sehingga   ̇     

4. Demikian pula untuk menentukan   ̇   ̇   ̇   ̇   ̇ dilakukan langkah-langkah 

tersebut. 

5. Untuk persamaan   ̇   ̇   ̇ berdasarkan pada persamaan (3.45a), (3.45b) dan 

(3.45c) 

Sehingga: 

a)   ̇     

b)   ̇     

c)   ̇     

d)     ̇      ̇            ̇           ̇
           ̇

         

    ̇       ̇            ̇            ̇
           ̇

         

  ̇  
      ̇            ̇            

           
      

  
 

e)     ̇           ̇      ̇                ̇
                     

  

    ̇       ̇           ̇                ̇
                     

  ̇  
     ̇           ̇                ̇

                    

  
 

f)     ̇           ̇                ̇     ̇
                     

  

    ̇       ̇           ̇                ̇
                     

  ̇  
     ̇           ̇                ̇

                    

  
 

 (3.46) 
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3.5 Linierisasi Model Non Linier ke dalam Bentuk Linier 

 Persamaan (3.46) adalah persamaan state space. Dari enam persamaan 

keadaan (3.46) ada tiga persamaan dinamik yang non linier. Persamaan non linier 

dapat diubah ke dalam persamaan linier yang disebut dengan linierisasi. 

Linierisasi dapat dilakukan menggunakan deret Taylor orde 1. 

 Persamaan (3.46.d) 

   ̈      ̈            ̈           ̇
 
          ̇

 
        

 Persamaaan (3.46.d) terdapat suku-suku yang non linier, maka akan 

dilinierkan suku-suku tersebut sebagai berikut: 

a.   ̈       

Misal:   ̈     dan      

  ̈             

Maka  

                                

                          

   

Sehingga     ̈ 

b.   ̈       

Misal:   ̈     dan      

  ̈             

Maka  
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Sehingga     ̈ 

c.  ̇ 
 
       

Misal:  ̇     dan      

 ̇ 
 
              

Maka  

                                

                         

                       

   

d.   ̇
 
      

Misal:  ̇     dan      

 ̇ 
 
              

Maka  

                                

                         

                       

   

e. Berdasarkan hasil pada poin a, b, dan c tersebut maka disubtitusikan ke 

dalam poin 1, sehingga persamaan liniernya dapat diperoleh sebagai 

berikut: 

   ̈      ̈            ̈           ̇
 
          ̇

 
        

   ̈      ̈      ̈               

   ̈      ̈      ̈    
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 ̈  
      ̈      ̈

  
 

 ̈  
           

  
 

 Persamaaan (3.46.e) 

   ̈           ̈      ̈       
  

 
      ̇

 
     

 
  

 
          

   

Persamaaan (3.46.e) terdapat suku-suku yang non linier, maka akan 

dilinierkan suku-suku tersebut sebagai berikut: 

a.  ̈       

Misal:  ̈     dan      

 ̈             

Maka  

                                

                          

   

Sehingga    ̈ 

b.   ̈       
  

 
  

Misal:   ̈     dan   
 
  

 
    

  ̈             

Maka  

                                

                         

   

Sehingga     ̈ 
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c.   ̇
 
     

 
  

 
  

Misal:  ̇     dan   
 
  

 
    

  ̇
 
     

 
  

 
         

Maka  

                                

                        

                       

   

d. Berdasarkan hasil pada poin a, b, dan c tersebut maka disubtitusikan ke 

dalam poin 2, sehingga persamaan liniernya dapat diperoleh sebagai 

berikut: 

   ̈           ̈

     ̈       
  

 
      ̇

 
     

 
  

 
 

            

Misal          

   ̈      ̈      ̈               

   ̈      ̈      ̈          

  ̈  
    ̈      ̈       

  
 

 Persamaaan (3.46.f) 

   ̈           ̈       
  

 
  

     ̈     ̇
 
                      

Persamaaan (3.46.f) terdapat suku-suku yang non linier, maka akan 

dilinierkan suku-suku tersebut sebagai berikut: 
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a.  ̈       

Misal:  ̈     dan      

 ̈             

Maka  

                                

                          

   

Sehingga    ̈ 

b.   ̈       
  

 
  

Misal:   ̈     dan   
 
  

 
    

  ̈       
  

 
        

Maka  

                                

                          

   

Sehingga     ̈ 

c.   ̇
 
     

 
  

 
  

Misal:  ̇     dan   
 
  

 
    

  ̇
 
     

 
  

 
         

Maka  
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d. Berdasarkan hasil pada poin a, b, dan c tersebut maka disubtitusikan ke 

dalam persamaan poin 3 sehingga persamaan liniernya dapat diperoleh 

sebagai berikut: 

   ̈           ̈       
  

 
 

     ̈     ̇
 
     

 
  

 
             

Misal          

   ̈      ̈      ̈     ̇
 
            

   ̈      ̈      ̈          

  ̈  
    ̈      ̈       

  
 

Setelah enam persamaan pada persamaan (3.46) linier maka berdasarkan 

persamaan state space diperoleh: 

a.   ̇     

b.   ̇     

c.   ̇     

d.   ̇   ̈ 

dengan  ̈  
      ̈     ̈

  
 maka: 

  ̇  
      ̈      ̈

  
 

e.   ̇    ̈ 

dengan   ̈  
    ̈     ̈      

  
 maka: 

  ̇  
     ̇            
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f.   ̇    ̈ 

dengan   ̈  
    ̈     ̈      

  
 maka: 

  ̇  
     ̇      ̇       

  
 

  (3.47) 

Mensubtitusikan persamaan (3.39), (3.40), (3.41), (3.42), (3.43) dan 

(3.44) ke dalam persamaan (3.47), maka diperoleh sebagai berikut: 

a.   ̇     

b.   ̇     

c.   ̇     

d.   ̇  
      ̈     ̈

  
 

 
           

  
 

 
               

   
 

                        

e.   ̇  
     ̇           

  
 

Subtitusikan persamaan   ̇                        , maka: 

  ̇  
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f.   ̇  
     ̇     ̇      

  
 

Subtitusikan persamaan   ̇                         dan   ̇  

                                , maka: 

  ̇  
     ̇      ̇       

  
 

Untuk  

     ̇      ̇                                       

                                         

               

                                      

                                       

                                        

         

sehingga 

  ̈  
                                              

     
 

  ̈                                                

 (3.48) 

Dari persamaan (3.48) akan diperoleh persamaan persamaan secara 

serempak dan dapat dinyatakan dalam notasi matriks berikut: 

[
 
 
 
 
 
  ̇

  ̇

  ̇

  ̇

  ̇

  ̇]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

                                                                                          
                                                                                          
                                                                                          
                                                                        

                                                                            
                                                                ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
  

  

  
  

  

  ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

 
 
 

     
      
      ]

 
 
 
 
 

      

  

Sehingga secara umum sistem double pendulum terbalik dapat dituliskan 

ruang keadaan  ̇        dan keluaran         dengan 
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[
 
 
 
 
 

                                                                                          

                                                                                          

                                                                                          

                                                                        

                                                                            

                                                                ]
 
 
 
 
 

 

  

[
 
 
 
 
 

 

 

 

     

      

      ]
 
 
 
 
 

 

  [
      
      
      

] 

 

  [
      
      
      

] 

 

 

 

3.6 Karakteristik Analisis pada Sistem 

3.6.1 Kestabilan 

Metode pencarian akar-akar karakteristik dalam sistem pengendalian 

input dan output adalah menggunakan eigen value. Pencarian harga eigen value 

adalah dengan mengurai dari matrik keadaan A yang dapat ditujukan sebagai 

berikut :  

|    |    

      

     

[
 
 
 
 
 

                                                                                             

                                                                                             

                                                                                              

                                                                                     

                                                                             

                                                                   ]
 
 
 
 
 

  

 |    |    
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Berdasarkan hasil perhitungan menggunakan maple (Lampiran 1) yaitu 

diperoleh:  

    

                               (  
)                  

                  

Maka diperoleh:  

                

                 

     

                

               

Sehingga, double pendulum terbalik tersebut tidak stabil karena ada nilai 

eigennya yang lebih besar atau sama dengan nol. 

3.6.2 Keterkendalian 

Berdasarkan pada teorema 1 syarat perlu dan cukup suatu sistem dikatakan 

terkendali apabila matriks:  

    [                 ]  

mempunyai rank sama dengan  . Berdasarkan hasil perhitungan menggunakan 

matlab (Lampiran 1) sehingga hasil     dan nilai ranknya, yang akan ditunjukkan 

sebagai berikut: 

    [                 ]  

    

[
 
 
 
 
 

                                                                                                                                

                                                                                                                               

                                                                                                                 

                                                                                                                    

                                                                                                                            

                                                                                                                                 ]
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Setelah dilakukan operasi terbagi baris dan kolom diperoleh matriks eselon baris,  

    

[
 
 
 
 
 
                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     ]
 
 
 
 
 

 

Sehingga, double pendulum terbalik tersebut terkendali karena mempunyai 

rank= 6 

3.6.3 Keteramati 

Berdasarkan pada teorema 2 syarat perlu dan cukup suatu sistem 

dikatakan teramati apabila matriks keteramatan      

(

 
 

 
  
   

⋮
       

)

 
 

 

mempunyai rank sama dengan  . Berdasarkan hasil perhitungan menggunakan 

matlab (Lampiran 1) sehingga hasil teramati dan nilai ranknya, yang akan 

ditunjukkan sebagai berikut: 

    

(

 
 

 
  
   

⋮
       

)
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                                          

                                                                                                                                           

                                                                                                                                           

                                                                                                                                               

                                                                                                                                             

                                                                                                                                             

                                                                                                                              

                                                                                                                                 

                                                                                                                                

                                                                                                                               

                                                                                                                                  

                                                                                                                                 

                                                                                                                              

                                                                                                                                   

                                                                                                                                   

                                                                                                                              

                                                                                                                                  

                                                                                                                                  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah dilakukan operasi terbagi baris dan kolom diperoleh matriks eselon baris, 

    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     

                                                                                     ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga, double pendulum terbalik tersebut teramati karena mempunyai 

rank = 6. 
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3.7 Simulasi dan Interpretasi Double Pendulum Terbalik pada Kereta 

Menggunakan Metode LQR 

 

Double pendulum terbalik merupakan suatu sistem yang tidak stabil. 

Double pendulum terbalik tersebut akan stabil jika diberi kontrol atau gaya pada 

kereta untuk mempertahankan posisi double pendulum terbalik dalam kondisi 

tegak lurus dengan kereta. 

Linear Quadratic Regulator (LQR) adalah salah satu metode perancangan 

sistem kendali modern. Dengan menggunakan metode LQR, dampak kontrol 

optimal tergantung pada pemilihan matriks bobot Q dan R. Tidak ada solusi yang 

unik untuk matrik-matrik ini. Pemilihan matrix ini tergantung dari seberapa besar 

pengaruh y dan u yang diinginkan pada cost function dan dilakukan dengan trial 

and error (coba-coba), yang perlu diperhatikan dalam proses trial dan error ini 

adalah matrix Q dan R harus simetris dan positive definite. 

Metode LQR bisa diterapkan jika sistem tersebut tidak stabil dan 

memenuhi syarat karakteristik, yaitu sistem tersebut terkendali dan teramati. 

Syaratnya pada sitem terkendali dan teramati harus mempunyai rank  . 

Berdasarkan persamaan double pendulum terbalik yang telah di dapat terdapat 3 

variabel yaitu variabel      dan    di mana   sebagai perpindahan kereta, 

   sebagai sudut pendulum 1 dan    sebagai sudut pendulum 2. Dalam 

penyelesaian metode LQR bisa dilakukan dengan menggunakan aplikasi Matlab. 

K = LQR (A, B, Q, R), Matriks bobot Q = diag (1 0 1 0 1 0), matriks diagonal dan 

R = 1. Dalam perintah di atas K adalah nilai umpan balik. Sehingga, didapat nilai 

K = [-0.7071  -41.1460    4.1303   -1.7807   -7.3450   -0.0726] (Lampiran 2). 

Berikut merupakan hasil gambar simulasi dengan menggunakan aplikasi 

matlab (Lampiran 3). 

http://en.wikipedia.org/wiki/Symmetric_matrix
http://en.wikipedia.org/wiki/Positive-definite_matrix
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Gambar 3.3 Hasil Simulasi Kestabilan pada Kereta 

 Gambar 3.3 merupakan gambar simulasi kestabilan pada kereta. Pada 

gambar tersebut menunjukkan bahwa saat kereta mulai berjalan pada     

sampai pada   mendekati      dalam keadaan tidak stabil dan kereta tersebut 

stabil pada saat      dan kereta berada pada titik nol. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.4  Hasil Simulasi Kestabilan Pendulum 1 Menggunakan  Metode LQR 

 Gambar 3.4 merupakan gambar simulasi kestabilan pada pendulum 1. 

Pada gambar tersebut menunjukkan bahwa pendulum pada saat     sampai 
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pada   mendekati      dalam keadaan tidak stabil dan pendulum tersebut mulai  

stabil pada saat      dan pendulum berada pada titik nol. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.5  Hasil Simulasi Kestabilan Pendulum 2 Menggunakan  Metode LQR 

Gambar 3.5 merupakan gambar simulasi kestabilan pada pendulum 2. 

Pada gambar tersebut menunjukkan bahwa pendulum pada saat     sampai 

pada   mendekati      dalam keadaan tidak stabil dan pendulum tersebut mulai  

stabil pada saat      dan pendulum berada pada titik nol. 

 

3.8 Kajian dalam Al-Quran Mengenai Ciptaan Allah 

Allah menjadikan manusia dalam sebaik-baiknya, proses kejadian 

manusia tidak sama dengan makhluk lain, manusia memiliki akal, jasmani, rohani 

dan nafsu. Anggota tubuh mereka serasi dan seimbang sehingga terlihat indah dan 

mudah untuk melakukan kegiatan. Sedangkan, hewan hanya memiliki jasmani 

dan nafsu saja, manusia harus mampu menjaga keseimbangan yang dimilikinya 

itu supaya menjadi mulia. Apabila manusia mengutamkan nafsunya maka ia turun 

derajat seperti hewan. Selain rohani manusia dibekali akal dan pikiran supaya 

dapatmembedakan yang baik dan yang buruk. Kerja double pendulum terbalik 
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sama halnya terjadi pada tubuh manusia yaitu kerja pada kaki. Tubuh manusia 

dikatakan seimbang apabila berdiri tegak lurus. Dalam al-Quran sudah dijelaskan 

dalam surah at-Tin ayat 4 dan al-Infithor ayat 7, bahwa manusia diciptakan 

sebagai makhluk yang sebaik-baiknya dan diciptakan dalam bentuk tubuh yang 

seimbang. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan  

 Double pendulum terbalik yang mulanya belum diberi kontrol, kerja 

double pendulum tersebut tidak stabil karena jatuh ke segala arah. Namun, setelah 

diberikan kontrol pada double pendulum terbalik tersebut dengan memberikan 

gaya pada kereta untuk mempertahankan double pendulum terbalik tersebut dalam 

keadaan tegak lurus maka double pendulum terbalik tersebut akan stabil. 

 Setelah menerapkan metode LQR maka double pendulum terbalik 

tersebut bersifat stabil. Penerapan metode LQR bisa digunakan apabila pada 

karakteristiknya yaitu keterkendalian dan keteramatan mempunyai nilai rank 

sebanyak n. Hasil dalam skripsi ini yaitu mempertahankan double pendulum 

terbalik dalam keadaan stabil dengan memberikan kontrol pada kereta yaitu 

dengan memberikan gaya horizontal ke kiri dan ke kanan. Berdasarkan hasil 

simulasi dan interpretasi, posisi double pendulum terbalik yang dipasang pada 

kereta mampu dipertahankan pada posisi tegak atau stabil yaitu tepat pada 

koordinat nol. Kondisi stabil terjadi saat mencapai pada waktu 30 detik dan 

seterusnya. 

  

4.2 Saran  

 Penelitian ini untuk mendapatkan kestabilan kerja dari sistem double 

pendulum terbalik yaitu menggunakan metode LQR. Selain itu, penulis juga 

menggunakan aplikasi MATLAB toolbox. Selanjutnya disarankan agar pada 
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penelitian selanjutnya untuk memperoleh kestabilan double pendulum terbalik 

dengan metode yang lain. Kemudian dibandingkan untuk mendapatkan kelebihan 

dan kekurangan masing-masing metode serta mengetahui metode mana yang 

paling baik dalam menyelesaikan persamaan tersebut. 
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LAMPIRAN-LAMPIRAN 

 

Lampiran 1 

 

 Menentukan Determinan Menggunakan Aplikasi Maple 

 Kestabilan 

 

>  
>  

>  

 

>  

 

>  

 

 

 Menentukan Matrik Keterkendalian 

Matrik     [                 ]  

Hasil penyusunan matrik keterkendalian dan menentukan banyaknya rank 

pada matrik tesebut menggunakan matlab 

A=[0 0 0 1 0 0; 0 0 0 0 1 0; 0 0 0 0 0 1;0 0 0 0 -0.15 -

0.0375; 0 30.153 0 0 0.461 -0.115;0 30.15 -32.667 0 0.044 

0.2389] 

B=[0;0;0;0.625;-1.923;-0.161] 

AB=A*B 

AAB=A*AB 

AAAB=A*AAB 

AAAAB=A*AAAB 

AAAAAB=A*AAAAB 



 
 

 
 

 

 

  A = 

 

         0         0         0    1.0000         0         0 

         0         0         0         0    1.0000         0 

         0         0         0         0         0    1.0000 

         0         0         0         0   -0.1500   -0.0375 

         0   30.1530         0         0    0.4610   -0.1150 

         0   30.1500  -32.6670         0    0.0440    0.2389 

 

 

B = 

         0 

         0 

         0 

    0.6250 

   -1.9230 

   -0.1610 

 

AB = 

    0.6250 

   -1.9230 

   -0.1610 

    0.2945 

   -0.8680 

   -0.1231 

 

AAB = 

    0.2945 

   -0.8680 

   -0.1231 

    0.1348 

  -58.3702 

  -52.7867 

 

AAAB = 

    0.1348 

  -58.3702 

  -52.7867 



 
 

 
 

   10.7350 

  -47.0106 

  -37.3284 

 

AAAAB = 

  1.0e+003 * 

    0.0107 

   -0.0470 

   -0.0373 

    0.0085 

   -1.7774 

   -0.0465 

 

AAAAAB = 

  1.0e+003 * 

    0.0085 

   -1.7774 

   -0.0465 

    0.2684 

   -2.2316 

   -0.2873 

 

keterkendalian = [0, 0.6250, 0.2945, 0.1348, 0.0107, 0.0085; 

0, -1.9230, -0.8680, -58.3702, -0.0470, -1.7774; 0, -0.1610, -

0.1231, -52.7867, -0.0373, -0.0465; 0.6250, 0.2945, 0.1348, 

10.7350, 0.0085, 0.2684; -1.9230, -0.8680, -58.3702, -47.0106, 

-1.774, -2.2316; -0.1610, -0.1231, -52.7867, -37.3284, -

0.0465, -0.2673] 

 

keterkendalian = 

         0    0.6250    0.2945    0.1348    0.0107    0.0085 

         0   -1.9230   -0.8680  -58.3702   -0.0470   -1.7774 

         0   -0.1610   -0.1231  -52.7867   -0.0373   -0.0465 

    0.6250    0.2945    0.1348   10.7350    0.0085    0.2684 

   -1.9230   -0.8680  -58.3702  -47.0106   -1.7740   -2.2316 

   -0.1610   -0.1231  -52.7867  -37.3284   -0.0465   -0.2673 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

 

Rref(keterkendalian) 

ans = 

     1     0     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     0     1 

 

 Menentukan Matrik Keteramatan 

    

(

 
 

 
  
   

 
       

)

 
 

 

 Hasil penyusunan matrik keterkendalian dan menentukan banyaknya rank 

pada matrik tesebut menggunakan matlab 

A=[0 0 0 1 0 0; 0 0 0 0 1 0; 0 0 0 0 0 1;0 0 0 0 -0.15 -

0.0375; 0 30.153 0 0 0.461 -0.115;0 30.15 -32.667 0 0.044 

0.2389] 

C=[1 0 0 0 0 0;0 0 1 0 0 0;0 0 0 0 1 0] 

CA=C*A 

CAA=CA*A 

CAAA=CAA*A 

CAAAA=CAAA*A 

CAAAAA=CAAAA*A 

 

  

  A = 

         0         0         0    1.0000         0         0 

         0         0         0         0    1.0000         0 

         0         0         0         0         0    1.0000 

         0         0         0         0   -0.1500   -0.0375 

         0   30.1530         0         0    0.4610   -0.1150 

         0   30.1500  -32.6670         0    0.0440    0.2389 

 

 

 C = 

  

     1     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0 

 

 

CA = 

 

         0         0         0    1.0000         0         0 



 
 

 
 

         0         0         0         0         0    1.0000 

         0   30.1530         0         0    0.4610   -0.1150 

 

 

  CAA = 

 

         0         0         0         0   -0.1500   -0.0375 

         0   30.1500  -32.6670         0    0.0440    0.2389 

         0   10.4333    3.7567         0   30.3605   -0.0805 

 

 

  CAAA = 

 

         0   -5.6536    1.2250         0   -0.0708    0.0083 

         0    8.5296   -7.8041         0   30.1808  -32.6150 

         0  913.0323    2.6293         0   24.4259    0.2460 

 

 

  CAAAA = 

 

    1.0e+003 * 

 

         0   -0.0019   -0.0003         0   -0.0057    0.0012 

         0   -0.0733    1.0654         0    0.0210   -0.0191 

         0    0.7439   -0.0080         0    0.9243   -0.0001 

 

 

CAAAAA = 

 

 1.0e+004 * 

 

         0   -0.0134   -0.0040         0   -0.0004    0.0001 

         0    0.0059    0.0623         0   -0.0064    0.1058 

         0    2.7867    0.0004         0    0.1170   -0.0114 

 

 

keteramatan = [1 0 0 0 0 0, 0 0 1 0 0 0, 0 0 0 0 1 0, 0 0 0 

1.0000 0 0, 0 0 0 0 0 1.0000, 0 30.1530 0 0 0.4610 -0.1150, 0 

0 0 0 -0.1500 -0.0375, 0 30.1500 -32.6670 0 0.0440 0.2389, 0 

10.4333 3.7567 0 30.3605 -0.0805, 0 -5.6536 1.2250 0 -0.0708 

0.0083, 0 8.5296 -7.8041 0 30.1808 -32.6150, 0 913.0323 2.6293 

0 24.4259 0.2460, 0 -0.0019 -0.0003 0 -0.0057 0.0012, 0 -

0.0733 1.0654 0 0.0210 -0.0191, 0 0.7439 -0.0080 0 0.9243 -

0.0001, 0 -0.0134 -0.0040 0 -0.0004 0.0001, 0 0.0059 0.0623 0 

-0.0064 0.1058, 0 2.7867 0.0004 0 0.1170 -0.0114] 

 

 

keteramatan = 

 

    1.0000         0         0         0         0         0 

         0         0    1.0000         0         0         0 

         0         0         0         0    1.0000         0 

         0         0         0    1.0000         0         0 

         0         0         0         0         0    1.0000 

         0   30.1530         0         0    0.4610   -0.1150 

         0         0         0         0   -0.1500   -0.0375 

         0   30.1500  -32.6670         0    0.0440    0.2389 

         0   10.4333    3.7567         0   30.3605   -0.0805 

         0   -5.6536    1.2250         0   -0.0708    0.0083 

         0    8.5296   -7.8041         0   30.1808  -32.6150 

         0  913.0323    2.6293         0   24.4259    0.2460 



 
 

 
 

         0   -0.0019   -0.0003         0   -0.0057    0.0012 

         0   -0.0733    1.0654         0    0.0210   -0.0191 

         0    0.7439   -0.0080         0    0.9243   -0.0001 

         0   -0.0134   -0.0040         0   -0.0004    0.0001 

         0    0.0059    0.0623         0   -0.0064    0.1058 

         0    2.7867    0.0004         0    0.1170   -0.0114 

 

 

Rref(keteramatan) 

ans = 

 

     1     0     0     0     0     0 

     0     1     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     1     0     0 

     0     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     0     1 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

  



 
 

 
 

Lampiran 2 

 

 Menentukan Kestabilan Double Pendulum Terbalik Metode LQR 

Menggunnakan Matlab. 

A=[0 0 0 1 0 0; 0 0 0 0 1 0; 0 0 0 0 0 1;0 0 0 0 -0.15 -

0.0375; 0 30.153 0 0 0.461 -0.115;0 30.15 -32.667 0 0.044 

0.2389] 
B=[0;0;0;0.625;-1.923;-0.161] 
Q=[1 0 0 0 0 0;0 0 0 0 0 0;0 0 1 0 0 0;0 0 0 0 0 0;0 0 0 0 1 

0;0 0 0 0 0 0] 
R = [2] 
[K,P,E]=lqr(A, B, Q, R) 
t=0:0.01:77; 
sys=ss(A-B*K,eye(6),eye(6),eye(6)); 
x=initial(sys,[0;0;0;0;0;1],t); 
x1=[1 0 0 0 0 0]*x'; 
x2=[0 0 1 0 0 0]*x'; 
x3=[0 0 0 0 1 0]*x'; 
figure(1) 
plot(t,x1,'b','LineWidth',2); 
xlabel('t (detik)');ylabel('perpindahan mobil'); 
grid on 

  
 

figure(2) 
plot(t,x2,'b','LineWidth',2); 
xlabel('t (detik)');ylabel('sudut pendulum 1'); 
grid on 

  
figure(3) 
plot(t,x(:,3),'b','LineWidth',2); 
xlabel('t (detik)');ylabel('sudut pendulum 2'); 
grid on 

 

A = 

         0         0         0    1.0000         0         0 

         0         0         0         0    1.0000         0 

         0         0         0         0         0    1.0000 

         0         0         0         0   -0.1500   -0.0375 

         0   30.1530         0         0    0.4610   -0.1150 

         0   30.1500  -32.6670         0    0.0440    0.2389 

 

B = 

         0 

         0 

         0 

    0.6250 

   -1.9230 

   -0.1610 

 



 
 

 
 

Q = 

     1     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     1     0     0     0 

     0     0     0     0     0     0 

     0     0     0     0     1     0 

     0     0     0     0     0     0 

 

R = 

     2 

 

K = 

   -0.7071  -41.1460    4.1303   -1.7807   -7.3450   -0.0726 

 

P = 

 

    2.5183   10.0479    0.3802    3.1708    1.7510    0.1788 

   10.0479  313.4359  -57.4316   23.5520   49.9275    6.2199 

    0.3802  -57.4316   72.0937    0.6966   -4.0268   -0.5069 

    3.1708   23.5520    0.6966    6.9269    4.0646    0.4619 

    1.7510   49.9275   -4.0268    4.0646    8.9569    0.0385 

    0.1788    6.2199   -0.5069    0.4619    0.0385    2.2350 

 

 

E = 

 

  -6.2448           

  -4.8309           

  -0.4698 + 0.4700i 

  -0.4698 - 0.4700i 

  -0.1540 + 5.7141i 

  -0.1540 - 5.7141i 

   

  



 
 

 
 

Lampiran 3 

 Gambar Hasil Simulasi Kestabilan pada Kereta 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Gambar Hasil Simulasi Kestabilan Pendulum 1   
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 Gambar Hasil Simulasi Kestabilan Pendulum 2 
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