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ABSTRAK 

Jannah, Rowaihul. 2016. Penyelesaian Numerik Persamaan Gelombang Air 

Dangkal Linear 1D Menggunakan Metode Lax-Friedrichs. Skripsi. 

Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi. Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Mohammad 

Jamhuri, M.Si (II) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd 

 

Kata Kunci: persamaan gelombang air dangkal linear 1D, metode Lax-Friedrichs, 

syarat kestabilan, orde error. 

 

Penelian ini, mengkaji tentang penyelesaian numerik persamaan 

gelombang air dangkal linear 1D. Metode yang digunakan dalam penyelesaian 

persamaan ini adalah Metode Lax-Friedrichs. Metode Lax-Friedrichs adalah 

salah satu dari metode beda hingga dimana metode ini merupakan perbaikan dari 

metode Forward Time Centered Space (FTCS). Setelah diketahui penyelesaian 

numeriknya, selanjutnya adalah  menentukan syarat kestabilan dan orde error 

untuk menjamin kekonvergenan solusi. Metode yang digunakan untuk 

menganalisis kestabilan dalam penelitian ini adalah kestabilan von Neumann, 

sedangkan untuk orde error adalah menggunakan ekspansi deret Taylor.  

Kemudian dilakukan beberapa simulasi berdasarkan hasil diskritisasi persamaan 

gelombang air dangkal linear 1D dan syarat kestabilan. Hasil simulasi 

menunjukkan bahwa penggunaan metode Lax-Friedrichs pada persamaan 

gelombang air dangkal linear 1D stabil dengan syarat tertentu. 
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ABSTRACT 

Jannah, Rowaihul. 2016. Numerical Solution of 1D Linear Shallow Water 

Equation Using Lax-Friedrichs Method. Thesis. Department of 

Mathematics, Faculty of Science and Technology, The State Islamic 

University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (1) Mohammad 

Jamhuri, M.Si (II) H. Wahyu. H. Irawan, M.Pd 

 

Keyword: 1D Linear Shallow Water Equation, Lax-Friedrichs Method, Stability, 

Consistency. 

 

This research, observes the numerical solution of 1D linear shallow water 

equation. The method that uses in the solution of this equation is Lax-Friedrichs 

method. Lax-Friedrichs method an improvement of the Forward Time Centered 

Space (FTCS) method. After find the solution numeric then find the stability and 

orde error to ensure convergency of solution. The method that is used to analyze 

the stability on this research is the stability of von Neumann, while the error orde 

is using is Taylor series expansion. And then some simulation to be done  based 

on discrete form of 1D linear shallow water equation and stability condition. From 

a series of the simulation it shows that Lax-Friedrichs method on 1D linear 

shallow water equation is stable with certain conditions. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1  Latar Belakang 

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai 

macam ilmu lain. Matematika merupakan alat untuk menyederhanakan penyajian 

dan pemahaman masalah. Dalam bahasa matematika, suatu masalah dapat 

menjadi lebih sederhana untuk disajikan, dipahami dan dipecahkan. Langkah 

pertama dicari pokok masalahnya, kemudian dibuat rumusan masalah atau model 

matematikanya (Purwanto, 1998). Secara bahasa (lughawi) kata matematika 

berasal dari bahasa Yunani yaitu “mathema” atau mungkin “mathematikos” yang 

artinya hal-hal yang dipelajari. Bagi orang Yunani, matematika tidak hanya 

meliputi pengetahuan mengenai angka dan ruang tetapi juga mengenai musik dan 

ilmu falak (Abdusysyakir, 2007). 

 Dalam ayat al-Quran surat al-Baqarah (2) ayat 261 disebutkan: 

                   

             

“Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan oleh) orang-orang yang menafkahkan 

hartanya di jalan Allah Swt. Swt. adalah serupa dengan sebutir benih yang 

menumbuhkan tujuh bulir, pada tiap-tiap bulir seratus biji. Allah Swt. melipat 

gandakan (ganjaran) bagi siapa yang Dia kehendaki dan Allah Swt. Maha Luas 

(karunia-Nya) lagi Maha Mengetahui”. 

 
Maksud ayat tersebut, nampak jelas bahwa Allah Swt. telah menetapkan 

pahala menafkahkan harta di jalan Allah Swt. dengan rumus matematika. Pahala 

menafkahkan harta adalah tujuh ratus kali. Secara matematika, diperoleh 
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persamaan , dengan x menyatakan nilai nafkah dan y menyatakan nilai 

pahala yang diperoleh (Abdusysyakir, 2007). 

Ketika berbicara dalam konteks perhitungan dengan menggunakan suatu 

metode, sesungguhnya banyak hal yang melalui sistem perhitungan atau estimasi 

tersebut dalam kehidupan ini, seperti perhitungan penetapan awal bulan puasa dan 

perhitungan dalam pembagian waris. Dalam menyelesaikan permasalahan tersebut 

tentunya menggunakan metode-metode pendekatan yang ada dan mempunyai 

bentuk solusi estimasi yang sempurna. Dalam ilmu matematika terapan kita kenal 

dengan ilmu numerik yang bentuk solusinya mampu mendekati kebenaran dalam 

menyelesaikan persoalan (Munir, 2008). Misalnya metode numerik dalam 

menyelesaikan permasalahan-permasalahan yang berkaitan dengan gelombang, 

misalnya gelombang elektromagnetik, gelombang air, dan gelombang radio. 

Berbicara tentang gelombang, Allah Swt. telah menjelaskan manusia dalam surat 

an-Nur ayat 40 yang berbunyi:

              

                  

   

“ Atau seperti gelap gulita di lautan yang dalam, yang diliputi oleh ombak, yang 

di atasnya ombak (pula), di atasnya (lagi) awan; gelap gulita yang tindih-

bertindih, apabila Dia mengeluarkan tangannya, Tiadalah Dia dapat melihatnya, 

(dan) Barangsiapa yang tiada diberi cahaya (petunjuk) oleh Allah Swt. Tiadalah 

Dia mempunyai cahaya sedikitpun” . 

 

Berdasarkan ayat tersebut terdapat kalimat “Atau seperti gelap gulita di 

lautan yang dalam, yang diliputi oleh ombak, yang di atasnya ombak (pula), di 

atasnya (lagi) awan” para ilmuwan menemukan bahwasanya adanya keberadaan 
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gelombang yang terjadi pada pertemuan antara lapisan-lapisan air laut atau massa 

jenis yang berbeda. Gelombang yang dinamakan gelombang internal ini meliputi 

wilayah perairan di kedalaman lautan dan samudra dikarenakan pada kedalaman 

ini air laut masih memiliki massa jenis lebih tinggi dibanding lapisan air di 

atasnya (Yahya, 2000). 

Halik (2015) menyebutkan gelombang merupakan gangguan medium yang 

dapat berlanjut dengan sendirinya, yang bergerak dari suatu titik ke titik lainnya 

dengan membawa energi dan momentum. Mengingat kata gelombang, maka 

banyak sekali gelombang yang ada dalam kehidupan, salah satunya adalah 

gelombang air dangkal. Hapsari (2014) menyebutkan bahwa gelombang air 

dangkal adalah gelombang yang terjadi pada pemukaan air dangkal dimana 

panjang gelombang cukup besar dibandingkan kedalamannya. Persamaan 

gelombang air dangkal merupakan salah satu model gelombang permukaan yang 

banyak digunakan untuk mensimulasikan penyebaran gelombang permukaan yang 

berjalan dua arah dalam ruang 1D. Persamaan yang akan dibahas dalam skripsi ini 

adalah persamaan air dangkal 1D. Persamaan air dangkal 1D mengasumsikan 

gelombang air sebagai masalah satu dimensi, yakni sebagai fungsi satu variabel 

ruang x dan variabel waktu t. Hal ini dilakukan untuk menyederhanakan masalah 

sehingga mempermudah dalam perhitungan.  

 Sedangkan penyelesaian dalam masalah gelombang air dangkal ini dapat 

diselesaikan dengan metode numerik. Metode  numerik adalah teknik untuk 

menyelesaikan permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara 

matematis dengan cara operasi hitungan. Hasil dari penyelesaian numerik 
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merupakan nilai perkiraan atau pendekatan dari penyelesaian analitis atau eksak 

(Triatmodjo, 2002).  

Salah satu metode yang dapat digunakan untuk penyelesaian pada 

persamaan gelombang air dangkal adalah Metode Lax-Friedrichs. Metode Lax-

Friedrichs ini merupakan salah satu metode pendekatan numerik dengan 

mengimplementasikan metode beda hingga yang dapat digunakan dalam 

menyelesaikan persamaan gelombang. Metode Lax-Friedrichs sendiri adalah 

perbaikan dari metode FTCS. Pada metode Lax-Friedrichs nilai dari  pada 

FTCS diganti dengan rata-rata dari  dan  (Ma‟rifah, 2014). Pada 

penelitian sebelumnya yakni Moh. Halik (2015) menggunakan Lax-Friedrichs 

sebagai metode numerik dalam menyelesaikan persamaan gelombang tali. 

Berdasarkan uraian di atas maka judul yang diangkat dalam penelitian ini adalah 

“Penyelesaian Numerik Persamaan Gelombang Air Dangkal Linear 1D 

Menggunakan Metode Lax-Friedrichs”. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah: 

1. Bagaimana penyelesaian numerik persamaan gelombang air dangkal linear 1D 

menggunakan metode Lax-Friedrichs? 

2. Bagaimana analisis syarat kestabilan dan orde error dari persamaan gelombang 

air dangkal linear 1D menggunakan metode tersebut? 
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1.3  TujuanPenelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penelitian ini adalah: 

1. Mengetahui bentuk penyelesaian persamaan gelombang air dangkal linear 1D 

menggunakan metode Lax-Friedrichs. 

2. Mengetahui kestabilan dan orde error dari persamaan gelombang air dangkal 

linear 1D menggunakan metode tersebut. 

 

1.4  Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian ini yaitu sebagai tambahan wawasan dan 

pengetahuan mengenai prosedur penyelesaian persamaan gelombang air dangkal 

linear 1D dengan menggunakan metode Lax-Friedrichs, serta dapat menemukan 

metode yang akurat dalam menyelesaikan persamaan tersebut. 

 

1.5  Batasan Masalah 

Untuk mendekati sasaran yang diharapkan, maka perlu adanya pembatasan 

permasalahan, antara lain: 

1. Persamaan gelombang air dangkal yang digunakan adalah persamaan 

gelombang air dangkal linear 1D. 
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2. Persamaan gelombang air dangkal yang digunakan adalah 

 

 

dengan kondisi batas untuk   

 

kemudian  

 

dan kondisi awal untuk : 

 

dengan  adalah kecepatan pada arah  dalam waktu ,  adalah percepatan 

gravitasi,  adalah perubahan ketinggian permukaan air, dan  adalah total 

kedalaman air (Kampf, 2009). 

3. Terdapat 2 kondisi yaitu ketika  adalah konstan dan  adalah fungsi terhadap 

 dengan  

 

1.6  Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah study literature, yakni 

dengan menelaah beberapa literatur berupa buku, jurnal, dan referensi lain yang 

bersangkutan. Kemudian melakukan penelitian untuk memperoleh data dan 

informasi-informasi yang dibutuhkan dalam pembahasan masalah tersebut. Secara 

umum langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 
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1. Melakukan diskritisasi pada persamaan gelombang air dangkal linear 1D 

dengan menggunakan metode Lax-Friedrichs. Langkah-langkahnya yaitu: 

a. Mencari turunan pertama pada persamaan gelombang air dangkal linear 1D 

b. Mensubstitusi hasil turunan pertama ke dalam deret Taylor 

c. Mendiskritkan hasil substitusi dengan  metode beda maju untuk waktu dan 

metode beda pusat untuk ruang. 

2. Menentukan syarat kestabilan. Langkah-langkahnya yaitu: 

a. Mensubstitusi nilai   dan  kedalam bentk diskrit 

persamaan gelombang air dangkal linear 1D 

b. Menentukan syarat perlu dan cukup kestabilan Van Neumann yaitu  

3. Menentukan orde error. Langkah-langkahnya yaitu: 

a. Menjabarkan ekspansi deret Taylor dan  sampai orde tiga 

b. Mensubstitusi hasil ekspansi deret Taylor ke dalam bentuk diskrit 

persamaan gelombang air dangkal linear 1D 

4. Melakukan simulasi dari metode yang digunakan dengan menggunakan 

MATLAB.  

5. Menginterpretasikan hasil solusi numerik persamaan gelombang air dangkal 

linear 1D menggunakan metode Lax-Friedrichs. 

 

1.7  Sistematika Penulisan 

Dalam penulisan karya ilmiah ini, penulis menggunakan sistematika 

penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam 

subbab dengan sistematika penulisan sebagai berikut: 
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Bab I Pendahuluan 

Pada bab ini diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab ini dijelaskan tentang penyelesaian masalah dalam Islam,  

persamaan gelombang air dangkal, deret Taylor, metode Lax-Friedrichs, 

kestabilan, dan orde error. 

Bab III Pembahasan  

Pada bab ini dijabarkan tentang diskritisasi, analisis kestabilan, analisis 

orde error, simulasi dan interpretasi hasil, serta kajian keagamaan. 

Bab IV Penutup 

 Pada bab ini dikemukakan kesimpulan serta saran-saran yang berkaitan 

dengan permasalahan yang dikaji. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

Penyelesaian  numerik persamaan gelombang air dangkal linear 1D pada 

penelitian ini adalah dengan menggunakan metode Lax-Friedrichs, serta 

menentukan syarat kestabilan dan orde error dari metode tersebut. Untuk 

menentukan orde error, maka digunakan deret Taylor. Oleh sebab itu pada bagian 

ini dijelaskan tentang persamaan gelombang air dangkal, metode Lax-Friedrichs, 

stabilitas dan orde error serta deret Taylor dalam penentuan kekonsistenan. 

 

2.1  Persamaan Gelombang Air Dangkal 

Hapsari (2014) menyebutkan bahwa gelombang air dangkal adalah 

gelombang yang terjadi pada pemukaan air dangkal dimana panjang gelombang 

cukup besar dibandingkan kedalamannya. Persamaan gelombang air dangkal 

merupakan salah satu model gelombang permukaan yang banyak digunakan untuk 

mensimulasikan penyebaran gelombang permukaan yang berjalan dua arah dalam 

ruang 1D. Persamaan yang dibahas dalam skripsi ini adalah persamaan air 

dangkal 1D. Persamaan air dangkal 1D mengasumsikan gelombang air sebagai 

masalah satu dimensi, yakni sebagai fungsi satu variabel ruang x dan variabel 

waktu t. Hal ini dilakukan untuk menyederhanakan masalah sehingga 

mempermudah dalam perhitungan. 

Pada persamaan ini, persamaan air dangkal merupakan persamaan bagi 

gelombang air yang permukaannya dipengaruhi oleh kedalaman. Sistem dianggap 

air dangkal jika kedalaman fluida jauh lebih kecil daripada panjang gelombangnya 
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atau persamaan air dangkal hanya berlaku untuk gelombang yang memiliki 

perbandingan amplitudo gelombang dan panjang gelombangnya sebesar 1:10. 

Persamaan air dangkal berlaku untuk fluida yang memiliki masa jenis konstan, 

tidak kental, dan tidak dapat ditekan. Dalam hal ini, persamaan air dangkal 

merupakan persamaan bagi gelombang air yang profil permukaannya dipengaruhi 

oleh kedalaman (Kampf, 2009). 

Persamaan gelombang air dangkal ini terdiri dari dua buah persamaan, 

yang pertama diturunkan dari hukum konservasi massa dan yang kedua 

diturunkan dari hukum konservasi momentum (Setiantini, 2007). 

Kampf (2009) menyebutkan persamaan gelombang air dangkal 1D 

memiliki bentuk sebagai berikut: 

 

(2.1) 

 

(2.2) 

dengan u adalah kecepatan pada arah x pada waktu t, g adalah percepatan 

gravitasi,  adalah perubahan ketinggian permukaan air, dan h adalah kedalaman 

air. 

 

2.2  Deret Taylor 

Deret Taylor merupakan dasar untuk menyelesaikan masalah dalam 

metode numerik, terutama penyelesaian persamaan diferensial. Deret Taylor 

untuk fungsi multivariabel sebagai berikut: 

Misalkan diberikan fungsi f dengan variabel bebas x dan t diekspansi dengan deret 

Taylor di sekitar (x) adalah sebagai berikut: 
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(Chapra dan Canale, 2010) 

Sehingga untuk fungsi , , 

, ,  dan  diekspansi ke 

dalam deret Taylor di sekitar (x,t) sebagai berikut:  

 

 

 

 

Strauss (2007) menyebutkan bahwa terdapat dua jenis galat (error) dalam 

sesuatu komputasi yang menggunakan aproksimasi tersebut yaitu truncation error 

(error pemotongan) yaitu error yang terjadi karena pemotongan dari suatu deret 

tak hingga menjadi deret berhingga dan round-off error (error pembulatan) yaitu 

error yang terjadi akibat pembulatan suatu bilangan sampai pada digit tertentu. 
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2.3  Metode Numerik 

2.3.1  Metode Beda Hingga 

Strauss (2007) menyebutkan bahwa metode beda hingga merupakan 

sesuatu metode yang sangat popular dalam penyelesaian masalah-masalah 

persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial, yang 

didasarkan pada ekspansi deret Taylor. 

Metode beda hingga adalah metode yang menggunakan deret Taylor yang 

dapat digunakan untuk memprediksi nilai pada suatu titik sebagai turunan dari 

titik yang lain (Sasongko, 2010). 

Adapun operator metode beda hingga yaitu: 

persamaan beda maju pada ruang 

 

(2.3) 

persamaan beda mundur pada ruang 

 

(2.4) 

persamaan beda pusat pada ruang 

 

(2.5) 

persamaan beda maju pada waktu 

 

(2.6) 

persamaan beda mundur pada waktu 

 

(2.7) 

persamaan beda pusat pada waktu 
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(2.8) 

Persamaan (2.3), (2,4), dan (2.5) dapat diperoleh dari ekspansi deret 

Taylor. Misalkan diberikan fungsi 

 diaproksimasikan ke 

dalam deret Taylor di sekitar  sebagai berikut: 

   

 
(2.9) 

   

 

(2.10) 

 
 

 

 

(2.11) 

   

                           (Amamah, 2014) (2.12) 

Turunan hampiran pertama terhadap  untuk beda maju, beda mundur dan 

beda pusat dapat dilakukan dengan menggunakan ekspansi deret Taylor dari 

persamaan (2.9), (2.10), (2.11) dan (2.12) yang dipotong sampai orde tertentu. 

Turunan hampiran pertama terhadap  untuk beda pusat dapat dilakukan dengan 

mengurangkan persamaan (2.9) dengan persamaan (2.10), sehingga diperoleh: 
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(2.13) 

Sedangkan turunan hampiran pertama terhadap  untuk beda pusat dapat 

dilakukan dengan mengurangkan persamaan (2.11) dengan persamaan (2.12), 

sehingga diperoleh: 

 
 

 

   

 

 

 

 (2.14) 

Jika digunakan indeks subskrip  untuk menyatakan titik diskrit pada arah  dan 

superskip  untuk menyatakan titik diskrit pada arah , maka persamaan (2.13) 

dan (2.14) dapat ditulis 

 
(2.15) 

 

(Strauss, 2007). 

2.3.2  Metode FTCS (Forward Time-Centered Space) 

Ma‟rifah (2014) mengatakan bahwa salah satu metode numerik yang 

termasuk metode beda hingga adalah metode FTCS (Forward Time-Centered 

Space). Metode ini menggunakan metode beda hingga skema maju dalam waktu 

dan beda hingga skema pusat dalam ruang. Dengan pendekatan beda maju untuk 

turunan terhadap waktu dan beda pusat untuk turunan terhadap ruang jika pada 
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persamaan (2.3), (2.5), (2.6) dan (2.8) disubstitusi ke persamaan (2.1) maka 

menjadi 

 

 

 

 

 
(2.16) 

Persamaan (2.16) disebut persamaan gelombang air dangkal linear 1D 

menuunakan metode FTCS. 

2.3.3  Metode Lax-Friedrichs 

Menurut Halik (2015) metode numerik lain yang termasuk dalam metode 

beda hingga adalah metode Lax-Friedrichs. Metode Lax-Friedrichs adalah salah 

satu metode pendekatan numerik dengan mengimplementasikan metode beda 

hingga yang dapat digunakan dalam menyelesaikan persamaan gelombang. 

Rezolla (2011) menyatakan bahwa dasar dari metode Lax-Friedrichs sangat 

sederhana yakni mengganti nilai dari  pada FTCS dengan rata-rata dari  

dan . Atau dapat ditulis: 

 

Prosedur dalam metode Lax-Friedrichs untuk menyeleaikan persamaan 

differensial parsial mengimplementasikan metode beda pusat dan metode beda 

maju. Metode beda pusat untuk turunan ruangnya dan metode beda baju untuk 

turunan waktu. Hal ini terjadi karena metode Lax-Friedrichs ini merupakan 

bentuk metode perkembangan dari metode FTCS. 
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2.4  Stabilitas 

Dalam Zauderer (2006) disebutkan bahwa suatu permasalahan persamaan 

diferensial parsial dapat menjadi stabil dan tidak stabil. Suatu konsep kestabilan 

dan ketidakstabilan dapat diterapkan dalam metode Lax-Friedrichs. 

Ketidakstabilan metode Lax-Friedrichs menghasilkan kesalahan dalam 

aproksimasi numerik terhadap solusi nilai eksak dari masalah yang diberikan. 

Salah satu metode untuk menganalisis kestabilan metode adalah kestabilan von 

Neumann atau juga dikenal dengan stabilitas Fourier, dengan menerapkan analisis 

kestabilan von Neumann terhadap metode Lax-Friedrichs sehingga solusi numerik 

kurang mendekati nilai eksak, maka dapat dicari kestabilan dari persamaan beda 

dengan mensubstitusikan  ke dalam persamaan tersebut, dengan 

superskrip i menunjukkan posisi, n menunjukkan waktu, j merupakan vektor dan 

untuk semua a dalam interval . Syarat perlu dan cukup kestabilan von 

Neumann adalah:  

 
 

 

2.5  Nilai Eigen  

Jika  adalah matriks , maka sesuatu vektor tak nol  di dalam , 

dinamakan vektor eigen dari  jika  adalah kelipatan skalar dari , yakni 
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untuk suatu skalar yang dinamakan nilai eigen dari . Dalam hal ini dikatakan  

adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen  (Anton dan Rorres, 

2004). 

Andaikan bahwa  adalah nilai eigen dari matriks , dan  adalah vektor 

eigen yang terkait dengan nilai eigen , maka  dimana  adalah 

matriks identitas , sedemikian hingga . Karena  tidak 

nol, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

det  (2.17) 

atau dengan kata lain 

det  (2.18) 

Persamaan (2.17) disebut persamaan karakteristik matriks . Skalar-skalar 

yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari . Apabila diperluas lagi, 

determinan  adalah sesuatu polinomial  dalam variabel  yang disebut 

sebagai polinomial karakteristik matriks . Persamaan (2.18) adalah persamaan 

polinomial. Untuk menyelesaikan persamaan tersebut, diberikan nilai eigen dari 

matriks . Atau sebarang nilai eigen  dari matriks , himpunan 

 adalah ruang nul dari matriks . 

 

2.6  Orde Error 

Menurut Munir (2008), secara umum, terdapat dua sumber utama 

penyebab galat dalam perhitungan numerik : 

1. Galat pemotongan (truncation error) 
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2. Galat pembulatan (round-off error) 

Galat pemotongan mengacu pada galat yang ditimbulkan akibat penggunaan 

hampiran sebagai pengganti formula eksak. Tipe galat pemotongan bergantung 

pada metode komputasi yang digunakan untuk penghampiran sehingga kadang-

kadang disebut galat metode. 

Istilah pemotongan muncul karena banyak metode numerik yang diperoleh 

dengan penghampiran fungsi menggunakan deret Taylor. Karena deret Taylor 

merupakan deret tak hingga, maka untuk penghampiran tersebut deret Taylor di 

potong sampai suku orde tertentu saja. 

Solusi kriteria konsistensi dengan sendirinya akan terpenuhi jika   

dan , artinya skema dikatakan konsisten terhadap PDP (Persamaan 

Diferensial Parsial)nya jika selisih antara persamaan tersebut dengan PDPnya 

(suku-suku truncation error) menuju nol. Kriteria kekonsistenan ini ditentukan 

dengan menggunakan deret Taylor. Dalam Zauderer (2006) disebutkan bahwa 

aproksimasi solusi pasti konvergen ke solusi analitiknya, jika konsistensi dari 

persamaan dan kestabilan dari skema yang diberikan terpenuhi.  

Deret Taylor akan memberikan perkiraan suatu fungsi dengan benar jika 

semua suku dari deret tersebut diperhitungkan. Dalam praktik hanya beberapa 

suku pertama saja yang diperhitungkan, sehingga hasil perkiraan tidak tepat 

seperti pada penyelesaian analitik. Ada kesalahan karena tidak diperhitungkannya 

suku-suku terakhir dari deret Taylor. Kesalahan ini disebut dengan kesalahan 

pemotongan. Untuk menyederhanakan permasalahan biasanya hanya ditujukan 
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pada beberapa suku deret Taylor tersebut, sedangkan suku yang lainnya diabaikan 

(Triatmodjo, 2002). 

 

2.7  Kajian tentang Gelombang dalam Al-Quran 

Evolusi gelombang merupakan bentuk dari getaran yang merambat pada 

suatu medium. Dalam al-Quran surat ar-Rum ayat 46, Allah Swt. berfirman: 

                                 

                   

“Dan di antara tanda-tanda kekuasan-Nya adalah bahwa Dia mengirimkan angin 

sebagai pembawa berita gembira dan untuk merasakan kepadamu sebagian dari 

rahmat-Nya dan supaya kapal dapat berlayar dengan perintah-Nya  dan (juga) 

supaya kamu dapat mencari karunia-Nya; mudah-mudah kamu bersyukur.” 

 

Secara umum kata “angin” yaitu angin yang bertiup membawa awan untuk 

menurunkan hujan dan yang meniup kapal layar agar dapat berlayar di lautan. 

Kedekatan makna “angin” dalam ayat di atas adalah gelombang. Dalam tafsir al-

Misbah ayat di atas berbicara tentang angin untuk menggambarkan nikmat Allah 

Swt. di darat dan di laut. Angin ada yang membawa manfaat ada juga yang 

mengakibatkan bencana. Manusia pun demikian terdapat orang kafir dengan 

perusakannya yang mengakibatkan bencana sedangkan orang mukmin dengan 

amal salehnya mengandung kemanfaatan. 

Kata “ بأمره “ (atas perintah/izin-Nya) ditekankan oleh ayat tersebut untuk 

mengingatkan manusia betapa besar nikmat Allah Swt. yang dianugrahkan kepada 

mereka melalui kemampuan kapal mengarungi samudra serta keselamatan selama 

perjalanan, dan bahwa Allah Swt. menentukan hukum-hukum alam yang 
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memungkinkan manusia memanfaatkan lautan dengan segala isinya (Quraish, 

2002). 

Allah Swt. juga berfirman dalam al-Quran mengenai gelombang pada surat 

Luqman ayat 32 yaitu: 

                               

                   

“Dan apabila mereka dilamun ombak yang besar seperti gunung, mereka 

menyeru Allah Swt. dengan memurnikan ketaatan kepada-Nya Maka tatkala Allah 

Swt. menyelamatkan mereka sampai di daratan, lalu sebagian mereka tetap 

menempuh jalan yang lurus. dan tidak ada yang mengingkari ayat- ayat Kami 

selain orang-orang yang tidak setia lagi ingkar”. 

 

Dalam tafsir Al-Qurthubi kata “ الموج " artinya gelombang diserupakan 

dengan “ الظلل " artinya gunung-gunung, karena gelombang datang sedikit demi 

sedikit dan saling menghantam satu sama lain, seperti halnya awan (Al-Qurthubi, 

2008). Selain itu, tanda-tanda kekuasaan Allah Swt. diperjelas pada surat al-

Anbiya‟  ayat 30 yaitu: 

                                   

              

“Dan Apakah orang-orang yang kafir tidak mengetahui bahwasanya langit dan 

bumi itu keduanya dahulu adalah suatu yang padu, kemudian Kami pisahkan 

antara keduanya. dan dari air Kami jadikan segala sesuatu yang hidup. Maka 

Mengapakah mereka tiada juga beriman?”  

Quraish (2002) menyatakan terdapat pendapat ulama tentang firman-Nya 

tersebut, ulama tersebut memahami dalam arti langit dan bumi tadinya merupakan 

gumpalan yang terpadu. Hujan tidak turun dan bumipun tidak ditumbuhi 

pepohonan, kemudian Allah Swt. membelah langit dan bumi dengan jalan 

menurunkan hujan dari langit dan menumbuhkan tumbuh-tumbuhan di bumi. 
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Sedangkan ulama lain berpendapat bahwa bumi dan langit tadinya merupakan 

sesuatu yang utuh tidak terpisah, kemudian Allah Swt. pisahkan dengan 

mengangkat langit ke atas dan membiarkan bumi tetap ditempatnya berada di 

bawah lalu memisahkan keduanya dengan udara. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Penyelesaian Numerik Persamaan Gelombang Air Dangkal Linear 1D  

Persamaan gelombang air dangkal linear 1D  adalah sebagai berikut: 

 

(3.1) 

dengan kondisi batas untuk   

 

kemudian  

 

dan kondisi awal untuk : 

 

dengan u adalah kecepatan pada arah x pada waktu t, g adalah percepatan 

gravitasi,  adalah perubahan ketinggian permukaan air, dan h adalah kedalaman 

air. 

Persamaan gelombang air dangkal yang digunakan dalam penelitian ini 

adalah persamaan (3.1). Persamaan (3.1) dapat diselesaikan dalam 2 kondisi yaitu: 

1. Kondisi 1 ketika  adalah konstan, maka persamaan (3.1) menjadi 

 
 (3.2) 

 
(3.3) 
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2. Kondisi 2 ketika  adalah fungsi terhadap , maka persamaan (3.1) menjadi 

  
(3.4) 

  
(3.5) 

 Penyelesaian numerik dari persamaan tersebut menggunakan metode Lax-

Friedrich, dengan mengimplementasikan metode beda maju digunakan pada 

turunan waktu (t) dan metode beda pusat pada turunan ruang (x). Sehingga 

diperoleh: 

 

(3.6) 

 

(3.7) 

 

(3.8) 

 

(3.9) 

 

(3.10) 

3.1.1  Kondisi 1: h Konstan 

Bentuk diskrit skema FTCS untuk persamaan persamaan (3.2) dan (3.3) 

adalah: 

 

(3.11) 

Selanjutnya dengan metode Lax-Friedrichs untuk skema Forward Time Centered 

Space (FTCS) adalah dengan mengganti sebagai rata-rata  dan  serta 
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 dan  pada persamaan (3.10) sehingga diperoleh 

sebagai berikut:  

  (3.12) 

( )  (3.13) 

3.1.2  Kondisi 2: Jika  adalah Fungsi terhadap  

Bentuk diskrit skema FTCS untuk persamaan persamaan (3.4) dan (3.5) 

adalah: 

  

(3.14) 

  

(3.15) 

Selanjutnya dengan metode Lax-Friedrichs untuk skema Forward Time Centered 

Space (FTCS) adalah dengan mengganti sebagai rata-rata  dan  serta 

 sebagai rata-rata dan  pada persamaan (3.10) sehingga diperoleh 

sebagai berikut: 

  (3.16) 

 

  

(3.17) 
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3.2  Analisis Kestabilan 

3.2.1  Kondisi 1: Ketika  Konstan 

Pada analisis kestabilan ini yang dihitung adalah pada saat  konstan. 

Untuk mengetahui apakah metode yang digunakan untuk mendekati persamaan 

gelombang air dangkal tersebut stabil atau tidak, maka perlu melakukan uji 

kestabilan menggunakan stabilitas von Neumann, sehingga syarat kestabilan dari 

persamaan (3.12) dan (3.13) dapat dicari dengan mensubstitusikan 

 dan  ke dalam persamaan (3.12) dan (3.13) 

sehingga diperoleh: 

  

(3.18) 

  

(3.19) 

Untuk penyederhanaan persamaan (3.18) dan (3.19) dibagi dengan  

sehingga diperoleh: 

 

(3.20) 

 

(3.21) 

Karena  maka, persamaan (3.20) dan (3.21) dapat ditulis: 

  

  

Sehingga diperoleh: 
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(3.22) 

Persamaan (3.22)  dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut: 

 

atau dapat disederhanakan menjadi 

 

dengan nilai dari  adalah 

 

(3.23) 

Berdasarkan kriteria kestabilan von Neumann, maka norm nilai eigen dari 

matriks  haruslah kurang dari atau sama dengan satu (Zauderer, 2006). Untuk 

mencari nilai eigen dari matriks A yang berukuran  maka dapat dituliskan 

kembali 

  

atau 

 (3.24) 

Selanjutnya dapat dihitung 
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(3.25) 

Persamaan (3.25) disebut persamaan karakteristik dari A dimana nilai 

dari akar-akar persamaan ini adalah nilai eigen dari A. Misal 

, maka persamaan (3.25) dapat disederhanakan 

menjadi 

 (3.26) 

sehingga akar-akar dari persamaan (3.26) adalah 

 
 

 

 

 

 

   (3.27) 

atau dapat ditulis 

   

   

    

   

Persamaan akan stabil jika 

 (3.28) 

Maka untuk  diperoleh: 
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(3.29) 

dan untuk  diperoleh: 

 

(3.30) 

Berdasarkan definisi modulus bilangan kompleks, maka persamaan (3.30) berlaku: 

 

(3.31) 

 

 

Sedangkan untuk (3.30) berlaku: 

 

(3.31) 

Pada persamaan (3.29) dan (3.30) dapat diketahui bahwa 

 

Dalam kajian pustaka di atas telah dijelaskan bahwa syarat kestabilan akan 

terpenuhi jika  dan , dimana telah diketahui di atas bahwa 

. Sehingga diperoleh syarat kestabilan untuk  yaitu: 

 

Syarat I: 
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  (3.33) 

Persamaan (3.33) tidak memenuhi syarat kestabilan dari persamaan gelombang air 

dangkal linear 1D. 

 

Syarat II: 

  
 

  1 
 

  
 

   
 

   
 

   (3.34) 

Persamaan (3.34) tidak memenuhi syarat kestabilan dari persamaan gelombang air 

dangkal linear 1D. 

Sehingga persamaan (3.34) merupakan syarat kestabilan persamaan 

gelombang air dangkal pada saat  konstan. 
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3.2.2 Kondisi 2: Jika  adalah Fungsi terhadap  

Untuk mengetahui apakah metode yang digunakan untuk mendekati 

persamaan gelombang air dangkal tersebut stabil atau tidak, maka perlu 

melakukan uji kestabilan menggunakan stabilitas van Neumann, sehingga syarat 

kestabilan dari persamaan (3.16) dan (3.17) dapat di cari dengan mensubstitusikan 

 dan  ke dalam persamaan tersebut, sehingga 

diperoleh  

  

(3.35) 

  

  

  

(3.36) 

Untuk penyederhanaan persamaan (3.35) dan (3.36) dibagi dengan  

sehingga diperoleh: 

 

(3.37) 

 

(3.38) 

Karena  maka, persamaan (3.37) dan (3.38) dapat ditulis: 
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Sehingga diperoleh: 

  (3.39) 

  

  

(3.35) 

Persamaan (3.39) dan (3.40) dapat dituliskan kembali 

  

(3.41) 
  

Persamaan (3.41) dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut: 

 

Atau dapat disederhanakan menjadi 

 

dengan nilai dari  adalah 

 

Berdasarkan kriteria kestabilan von Neumann, maka norm nilai eigen dari 

matriks  haruslah kurang dari atau sama dengan satu (Zauderer, 2006). Untuk 

mencari nilai eigen dari matriks A yang berukuran  maka dapat dituliskan 

kembali 
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atau 

 (3.42) 

Selanjutnya dapat dihitung 

   

 

  

 

  

  

 

 (3.43) 

Persamaan (3.43) disebut persamaan karakteristik dari A dimana nilai dari 

akar-akar persamaan ini adalah nilai eigen dari A. Misal 

. Maka 

persamaan (3.43) dapat disederhanakan menjadi 

 (3.44) 

Maka akar-akar dari persamaan (3.44) adalah 
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(3.45) 

Persamaan (3.45) dapat ditulis kembali 

  (3.46) 

  (3.47) 

Misalkan 

  

  

  (3.48) 

  (3.49) 

Jika  dan  adalah bilangan real dimana maka 

    (3.50) 

Dengan  dan  adalah bilangan real yng diberikan oleh: 

  

 

 

(Robinowitz, 1993) 

Persamaan (3.50) dapat dituliskan kembali 

 

(3.51) 

Sedhingga untuk persamaan (3.46) dapat dituliskan: 
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Syarat  kestabilan akan terpenuhi ketika   dan , sehingga dapat 

ditulis: 

 

(3.52) 

Berdasarkan definisi modulus, persamaan (3.52) dapat ditulis: 

  

 

  

 

  (3.53) 

  

  
 

   

 

  (3.54) 

Syarat kestabilan akan terpenuhi jika . Sehingga diperoleh syarat 

kestabilan untuk  yaitu dengan mensubstitusi nilai dari  dan  ke dalam 

persamaan (3.53), maka diperoleh: 
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(3.55) 

Jika , maka persamaan (3.55) dapat ditulis  

  (3.56) 

Karena nilai  terletak di antara  dan , maka untuk syarat kestabilan yang 

pertama dapat dicari dengan mensubstitusi nilai dari  pada ke dalam 

persamaan (3.56), sehingga diperoleh: 

   

 (3.57) 

Dari persamaan (3.57) diketahui bahwa pada saat  memenuhi 

syarat kestabilan pada  Selanjutnya adalah mencari syarat kestabilan kedua dari 

. Untuk syarat kestabilan yang kedua dapat dicari dengan mensubstitusi nilai 

dari  pada ke dalam persamaan (3.56), sehingga diperoleh: 
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 (3.58) 

Dari persamaan (3.57) dan (3.58) diketahui bahwa pada saat  dan 

 memenuhi syarat kestabilan pada  

Syarat kestabilan akan terpenuhi jika . Sehingga diperoleh syarat 

kestabilan untuk  yaitu dengan mensubstitusi nilai dari  dan  ke dalam 

persamaan (3.54), maka diperoleh: 

  

 

  

 

  

 

Jika , maka persamaan di atas dapat ditulis  

  (3.59) 
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Karena nilai  terletak di antara  dan , maka untuk syarat kestabilan yang 

pertama dapat dicari dengan mensubstitusi nilai dari  pada ke dalam 

persamaan (3.59), sehingga diperoleh: 

   

 (3.60) 

Dari persamaan (3.60) diketahui bahwa pada saat  memenuhi 

syarat kestabilan pada  Selanjutnya adalah mencari syarat kestabilan kedua dari 

. Untuk syarat kestabilan yang kedua dapat dicari dengan mensubstitusi nilai 

dari  pada ke dalam persamaan (3.59), sehingga diperoleh: 

   

 (3.61) 

Dari persamaan (3.60) dan (3.61) diketahui bahwa pada saat  dan 

 memenuhi syarat kestabilan pada  

3.3 Orde Error 

Orde error pada metode Lax-Friedrichs dapat dicari dengan menggunakan 

ekspansi deret Taylor yang disubstitusikan ke dalam persamaan (3.9) dan (3.10) 

 
(3.62) 

 
(3.63) 
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(3.64) 

 

(3.65) 

 

(3.66) 

 

(3.67) 

 

(3.68) 

 

(3.69) 

3.3.1  Kondisi 1: Jika  Konstan 

Selanjutnya persamaan (3.62), (3.63), (3.64), (3.65) dan (3.66) 

disubtisutisikan ke persamaan (3.12) yakni: 

 

 

Sehingga diperoleh 

  

  

 +  
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(3.70) 

Kemudian untuk penyederhanaan persamaan (3.70) dibagi dengan  sehingga 

diperoleh: 

 

 

 

  

(3.71

) 

Dari persamaan (3.1) diketahui bahwa: 

 

Sedangkan dari persamaan (3.2) diketahui bahwa: 

 

Maka jika persamaan (3.1) diturunkan terhadap  diperoleh: 

 
 

 

 

 

 

 

 

(3.72) 

Selanjutnya persaman (3.49) diturunkan terhadap  sehingga diperoleh 
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(3.73) 

Selanjutnya persamaan (3.72) dan  (3.73) disubstitusi ke dalam persamaan (3.71) 

sehingga diperoleh 

  

 

  (3.74

) 

Berdasarkan persamaan (3.74) dapat diketahui bahwa error pemotongan 

mempunyai orde dua yaitu ). Persamaan (3.74) dikatakan konsisten saat  

 

Jika  sangat kecil maka nilai limit tersebut akan semakin kecil, 

karena berapapun nilai jika dikalikan dengan nilai dari  akan 



40 
 

 

 

ikut mengecil. Galat pemotongan yang dihasilkan akan menuju nol untuk  

dan . 

Selanjutnya mencari orde error dari persamaan (3.13) dengan 

mensubstitusi persamaan (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) dan (3.67) kepersamaan 

(3.13) yakni 

 

sehingga diperoleh 

  

  

  

   

(3.75

) 

Kemudian untuk penyederhanaan persamaan (3.75) dibagi dengan  sehingga di 

peroleh 

   

(3.76

) 

  (3.77

) 
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Dari persamaan (3.2) diketahui 
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dan dari persamaaan (3.3) diketahui 

  (3.79) 

Maka jika persamaan (3.54) diturunkan terhadap  akan diperoleh 

 

   

    

    

    

   (3.80) 

Selanjutnya persamaan (3.80) diturunkan terhadap  diperoleh 

 

   

    

    

   (3.81) 

Selanjutnya persamaan (3.81) diturunkan terhadap  diperoleh 
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   (3.82) 

Selanjutnya persamaan (3.81) dan (3.82) disubstitusikan ke dalam persamaan 

(3.773) sehingga akan diperoleh 

  

 

  
 

  
(3.83

) 

Berdasarkan persamaan (3.83) dapat diketahui bahwa error pemotongan 

yang dihasilkan mempunyai orde dua . Persamaan (3.83) dikatakan 

konsisten jika  

 

Jika  sangat kecil maka nilai limit tersebut akan semakin kecil, 

karena berapapun nilai jika dikalikan dengan nilai dari  akan 

ikut mengecil. Galat pemotongan yang dihasilkan akan menuju nol untuk  

dan . 
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3.3.2  Kondisi 2: Jika  Fungsi terhadap  

Untuk kondisi 2 yaitu dimana jika  bergantung pada , dimana pada 

persamaan (3.16) untuk orde error nya adalah persamaan (3.74) yaitu 

   

Selanjutnya mencari orde error dari persamaan (3.17) yaitu pada 

persamaan (3.63), (3.64), (3.65), (3.66), (3,68), dan (3,69) disubstitusikan ke 

persamaan (3.17) yakni 

.  

sehingga diperoleh 
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(3.84

) 

Persamaan (3.84) dibagi dengan  diperoleh  

  

 

  

 

  

(3.85

) 
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Dari persamaan (3.85) dapat diketahui bahwa error pemotongan yang 

dihasilkan mempunyai orde satu dan dua . Persamaan (3.85) dikatakan 

konsisten jika  

 

Jika  sangat kecil maka nilai limit tersebut akan semakin kecil, 

karena berapapun nilai jika dikalikan dengan nilai dari 

 akan ikut mengecil. Galat pemotongan yang dihasilkan akan menuju 

nol untuk  dan . 

 

3.4  Simulasi dan Interpretasi 

3.4.1  Kondisi 1:  Konstan 

Pada subbab ini simulasi dilakukan dengan menggunakan program 

MATLAB. Setelah syarat kestabilan diperoleh dari skema yang digunakan, maka 

dapat dipilih nilai dari  yang memenuhi syarat kestabilan yang  akan 

digunakan dalam simulasi. Persamaan yang digunakan dalam program tersebut 

yaitu persamaan (3.12) dan (3.13) yang merupakan bentuk diskrit dari persamaan 

gelombang air dangkal linear 1D. Solusi persamaan gelombang air dangkal linear 

1D akan stabil jika , dengan . 

Simulasi pertama dipilih nilai , maka diperoleh 

 sehingga memenuhi syarat kestabilan. Diberikan kondisi awal  
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 dan  sehingga simulasi persamaan gelombang air 

dangkal  linear 1D yaitu persamaan (3.12) dan (3.13) dapat dilihat pada Gambar 

3.1 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Simulasi Pertama Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal Linear 1D 

Gambar 3.1 menunjukkan solusi persamaan gelombang air dangkal linear 

1D yang memenuhi syarat kestabilan. Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa 

gelombang begerak dari arah pusat ( pada saat ) dengan tinggi gelombang 1,  

kemudian gelombang tersebut pecah  menjadi dua arah yaitu bergerak menuju ke 

arah hulu sejauh  dan bergerak ke arah hilir sejauh . Pada 

simulasi ini tinggi gelombang kedua dan ketiga adalah 0.5886 dan 0.5015. 

sedangkan pada gelombang keempat himgga terakhir tinggi gelombang sama 

yakni  0.5000. 

Simulasi kedua dipilih nilai , 

maka diperoleh  sehingga memenuhi syarat kestabilan dimana 

 , pada saat diberikan kondisi awal yaitu  dan 
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 sehingga simulasi persamaan gelombang air dangkal  linear 1D yaitu 

persamaan (3.12) dan (3.13) dapat dilihat pada Gambar 3.2 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.2 Simulasi Kedua Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal Linear 1D 

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa model gelombang permukaan tersebut 

bergerak tetap dari arah pusat ( pada saat  dengan tinggi gelombang 1 

dalam selang waktu 0 sampai 10 kemudian gelombang tersebut pecah  menjadi 

dua arah yaitu bergerak menuju ke arah hulu sejauh  dan bergerak ke 

arah hilir sejauh . Pada simulasi kedua ini perubahan tinggi gelombang 

terlihat berbeda dari pada simulasi pertama. Pada simulasi kedua tinggi 

gelombang berubah semakin rendah hingga mencapai tinggi 0.1515. 

Simulasi ketiga dipilih nilai , 

maka diperoleh , hal itu berarti tidak memenuhi syarat 

kestabilan. Diberikan kondisi awal yaitu  dan  
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sehingga simulasi persamaan gelombang air dangkal  linear 1D yaitu persamaan 

(3.12) dan (3.13) dapat dilihat pada Gambar 3.3 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.3 Simulasi Ketiga Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal Linear 1D 

Gambar 3.3 menunjukkan solusi persamaan gelombang air dangkal linear 

1D yang tidak stabil, dengan kata lain perubahan tinggi gelombang dalam selang 

waktu 0 sampai 10 tidak beraturan. Berdasarkan gambar tersebut juga dapat 

dilihat bahwa gelombang begerak dari arah pusat (pada saat ) dengan tinggi 

gelombang 1, kemudian gelombang tersebut pecah menuju dua arah yaitu ke arah 

hulu sejauh  dan ke arah hilir sejauh . 

3.4.2  Kondisi 2: Ketika  Fungsi terhadap  

Pada subbab ini simulasi juga dilakukan dengan menggunakan program 

MATLAB. Persamaan yang disunakan dalam program tersebut yaitu persamaan 

(3.16) dan (3.17). Syarat kestabilan ketika h bergantung pada x dalam penelitian 

ini adalah sesuai pada persamaan (3.57), (3.58), (3.60) dan (3.61). Setelah syarat 
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kestabilan diperoleh dari skema yang digunakan, maka dapat dipilih nilai dari 

 yang memenuhi syarat kestabilan yang akan digunakan dalam simulasi. 

Sehingga untuk simulasi dan interpretasi pertama dipilih   , 

sedangkan pada simulasi dan interpretasi kedua dipilih   

dengan nilai .  

Simulasi pertama diperoleh solusi persamaan gelombang air dangkal  

linear 1D dapat dilihat pada Gambar 3.4 berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.4 Simulasi Keempat Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal Linear 1D 

Gambar 3.4 menunjukkan bahwa model gelombang permukaan tersebut 

bergerak tetap dari arah pusat ( pada saat  dengan tinggi gelombang 1 

dalam selang waktu 0 sampai 10, kemudian gelombang bergerak menuju ke arah 

hulu sejauh . Berdasarkan gambar 3.4 juga dapat dilihat bahwa terjadi 



51 
 

 

 

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

x

P
e
ru

b
a
h
a
n
 G

e
lo

m
b
a
n
g
 S

e
la

m
a
 S

e
la

n
g
 W

a
k
tu

 D
e
lt
a
 t

t = 9.95

perubhan tinggi gelombang. Dalam selang waktu 0 sampai 10 tinggi gelombang 

semakin bertambah hingga mencapai 2.1251. 

Simulasi kedua diperoleh solusi persamaan gelombang air dangkal  linear 

1D dapat dilihat pada Gambar 3.5 berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.5 Simulasi Kelima Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal Linear 1D 

Gambar 3.5 menunjukkan bahwa model gelombang permukaan tersebut 

bergerak tetap dari arah pusat ( pada saat  dengan tinggi gelombang 1 

dalam selang waktu 0 sampai 10, kemudian gelombang bergerak menuju ke arah 

hulu sejauh . Berdasarkan gambar 3.5 juga dapat dilihat bahwa terjadi 

perubhan tinggi gelombang. Dalam selang waktu 0 sampai 10 tinggi gelombang 

semakin bertambah hingga mencapai 1.3803. 
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3.5  Kajian Keagamaan 

Model persamaan gelombang air dangkal linear 1D (3.1)  adalah sebagai 

berikut: 

 

Persamaan (3.1) membuktikan bahwa terdapat model matematika untuk 

fenomena alam yang terkait dengan gelombang. Adanya model matematika ini, 

dapat meningkatkan keimanan dan ketaqwaan kepada Allah Swt. sebab Allah 

Swt. SWT telah menciptakan alam semesta ini dengan perhitungan masing-

masing. Sebagaimana firman Allah Swt. dalam surat al-Furqan ayat 2: 

                                 

                     

“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai 

anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Dia telah 

menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan 

serapi-rapinya”  

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, bahwa solusi persamaan gelombang 

air dangkal linear 1D dapat diselesaikan secara numerik salah satunya dengan 

menggunakan metode Lax-Friedrichs. Hal ini menunjukan bahwa semua 

permasalahan dapat diselesaikan sekalipun melalui beberapa kesulitan. 

Terdapat berbagai cara penyelesaian yang dapat dilakukan oleh manusia 

dalam kehidupan untuk menyelesaikan suatu masalahnya. Seperti halnya dalam  

matematika, suatu permasalahan dapat diselesaikan dengan berbagai metode. 

Munir (2008) menyatakan bahwa secara umum suatu persamaan terdapat dua 
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solusi yaitu solusi analitik atau disebut solusi sesungguhnya dan solusi numerik 

yang disebut sebagai solusi hampiran. Sehingga dapat diketahui bahwasanya 

setiap permasalahan selalu ada solusinya meskipun harus melalui proses yang 

sulit dan bertahap. Hal ini sesuai dengan firman Allah Swt dalam al-Quran surat 

al-Insyirah/94:5 yaitu: 

           

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. al-

Insyiroh/94:5). 

Dari ayat tersebut disebutkan bahwa sesudah mengalami kesulitan terdapat 

kemudahan. Ketika suatu persamaan sulit atau bahkan tidak dapat diselesaikan 

secara analitik, maka masih ada jalan lain untuk mendapatkan solusinya yakni 

secara numerik. Namun perhitungan secara numerik ini membutuhkan waktu yang 

lama dan ketelitian. Hal ini sesuai dengan firman Allah Swt. pada surat al-Hujurot 

ayat 6 yang berbunyi: 

                           

                 

“Hai orang-orang yang beriman, jika datang kepadamu orang Fasik membawa 

suatu berita, Maka periksalah dengan teliti agar kamu tidak menimpakan suatu 

musibah kepada suatu kaum tanpa mengetahui keadaannya yang menyebabkan 

kamu menyesal atas perbuatanmu itu.”. 

 

Ayat ini memberikan penjelasan bagi umat manusia semuanya untuk 

selalu tabayun (teliti) dalam segala berita yang disampaikan oleh orang muslim 

maupun non muslim. Kemudian ayat ini menyuruh kita berhati-hati dalam 

menindakkan sesuatu yang akibatnya tidak dapat diperbaiki (perkataannya banyak 

menimbulkan kerusakan), supaya tidak ada pihak atau kaum yang dirugikan, 
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ditimpa musibah atau bencana yang disebabkan berita yang belum pasti 

kebenarannya, sehingga menyebabkan penyesalan yang terjadi (Katsir, 1992). 

Ayat di atas menunjukkan bahwa kehati-hatian itu perlu supaya tidak 

terjadi kerusakan. Demikian juga dalam ilmu matematika yang membutuhkan 

ketelitian dalam menyelesaiakan persoalannya agar tidak terjadi kesalahan. 

Suatu permasalahan memiliki banyak cara dalam menyelesaikannya, akan 

tetapi tidak semua permasalahan dapat diselesaikan dengan cara yang sama, 

sekalipun Allah Swt. memberikan fasilitas yang sama kepada mereka. Karena 

pada hakikatnya Allah Swt. memberikan tugas kepada manusia sesuai dengan 

kemampuannya masing-masing, sesuai dengan surat Al-Baqarah ayat 286 yaitu:  

                                 

                             

                                   

                 

“Allah Swt. tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan 

kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan 

ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya 

Tuhan Kami, janganlah Engkau hukum Kami jika Kami lupa atau Kami tersalah. 

Ya Tuhan Kami, janganlah Engkau bebankan kepada Kami beban yang berat 

sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan 

Kami, janganlah Engkau pikulkan kepada Kami apa yang tak sanggup Kami 

memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah kami; dan rahmatilah kami. 

Engkaulah penolong Kami, Maka tolonglah Kami terhadap kaum yang kafir”.  

Ayat di atas menyebutkan bahwa Allah Swt. tidak membebani seseorang 

melainkan sesuai dengan kemampuannya. Ujian yang diberikan kepada setiap 

umat manusia dalam menyelesaikan masalah telah disesuaikan dengan 

kemampuannya begitu pula dengan penyelesaian dalam ilmu matematika. Tidak 
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semua manusia dapat menyelesaiakan persoalan matematika baik secara analitik 

maupun numerik dan tidak semua manusia dapat menyelesaikan persoalan dengan 

metode yang sama. Maka, manusia telah diberi akal oleh Tuhan dengan tujuan 

diantaranya adalah untuk menyelesaikan persoalan-persoalan matematika sesuai 

dengan metode yang dipilih. 
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BAB IV  

PENUTUP 

4.1  Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat diperoleh kesimpulan berikut: 

1. Penyelesaian numerik persamaan gelombang air dangkal 

linear 1D menggunakan metode Lax-Friedrichs, terdapat 2 kondisi.  

a. Penyelesaian numerik pada 

saat kondisi 1 yaitu ketika  konstan adalah : 

  

( )  

b. Penyelesaian numerik pada saat kondisi 2 yaitu 

ketika  adalah fungsi terhadap  adalah : 

 =  

   

Pada hasil simulasi menunjukkan bahwa penggunaan metode Lax-Friedrichs 

pada persamaan gelombang air dangkal linier 1D stabil dengan syarat tertentu. 

2. Syarat kestabilan dari Lax-Friedrichs  untuk persamaan gelombang air dangkal 

linear 1D pada saat  konstan adalah persamaan (3.34). Sedangkan syarat 

kestabilan dari Lax-Friedrichs untuk  adalah fungsi terhadap  adalah 

persamaan persamaan (3.57), (3.58),(3.60), dan (3.61). Error pemotongan 

pertama dari model diskrit yang digunakan pada saat  konstan memiliki orde 
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dua , hal tersebut dapat dilihat pada persamaan (374) dan (3.84) 

model diskrit yang digunakan tersebut memenuhi syarat konsistensi karena 

error pemotongannya menuju nol untuk  dan . Sedangkan 

error pemotongan kedua dari model diskrit yang digunakan pada saat  fungsi 

terhadap   memiliki orde dua , hal tersebut dapat dilihat pada 

persamaan (3.84) dan (3.85) model diskrit yang digunakan tersebut memenuhi 

syarat konsistensi karena error pemotongannya menuju nol untuk  

dan . 

 

4.2  Saran 

Berdasarkan penelitian ini, maka untuk selanjutnya dapat dikembangkan 

pada persamaan gelombang air dangkal 2D karena pada penelitian ini dilakukan 

pada persamaan gelombang air dangkal 1D.
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1. Script M-file Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal dengan 

 konstan 
 

clc,clear all 
clf 
dx = 0.2; 
dt = 0.2;  

  
x=-20:dx:20; 
t=0:dt:10; 
g=9.8; 
h=1; 

  
Mx=length(x); 
Nt=length(t); 
u=zeros(Mx,Nt); 
eta=zeros(Mx,Nt); 
%AWAL 
eta(:,1)=sech(x).^2; 
u(:,1)=0; 
%BATAS 
eta(1,:)=0; 
u(1,:)=0; 
k=1; 

  
d =(dt/dx)*sqrt(g*h) 

  
figure(1),clf 
for n=1:Nt-1 
    for j=2:Mx-1 
        u(j,n+1)   = -g*(dt/(2*dx))*(eta(j+1,n)-eta(j-1,n)) + 

(1/2)*(u(j+1,n)+u(j-1,n)); 
    end 
    for j=2:Mx-1 
        eta(j,n+1) = -h*(dt/(2*dx))*(u(j+1,n)-u(j-1,n)) + 

(1/2)*(eta(j+1,n)+eta(j-1,n)); 
       A(j)=abs( (dt/dx)*sqrt(g*h) );  
    end 
    max(eta(:,n)); 

     
if or(n==1,mod(n,5)==0) 
    k=k+1; 
    plot(x,eta(:,n)+0.1*k),hold on 
    pause(0.01) 
    n; 
    tinggi =max(eta(:,n)) 
end  

  
    xlabel('x'); 
    ylabel('Perubahan Gelombang Selama Selang Waktu Delta t'); 
    title('Gerak Permukaan Gelombang Air Dangkal'); 
    title(['t = ' num2str(t(n))]) 



 
 

 

 

    waktu=t(n); 
    % text(0,2,num2str(max(A))) 
   % ylim([-1 7]) 
    %pause(0.01) 

     
end 
figure (2), clf 
surf(x,t,eta') 
shading flat 
zlim([0 4]) 
xlabel('x'); 
ylabel('t'); 
zlabel('eta'); 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

Lampiran 2. Script M-file Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal dengan 

 fungsi terhadap  

 
clc,clear all 
clf 
dx = 0.1; 
dt = 0.05; 

  
x=-50:dx:50; 
t=0:dt:10; 
g=9.8; 
h=sin(x); 
y=diff(h); 

  

  
Mx=length(x); 
Nt=length(t); 
hx=length(y); 
u=zeros(Mx,Nt); 
eta=zeros(Mx,Nt); 

  
%a 
eta(:,1)=sech(x).^2; 
u(:,1)=0*sin(x); 

  
%b 
eta(1,:)=0; 
u(1,:)=0; 
k=1; 

  
figure(1),clf 

  
for n=1:Nt-1 
    for j=2:Mx-1 
        u(j,n+1)   = -g*(dt/(2*dx))*(eta(j+1,n)-eta(j-1,n)) + 

(1/2)*(u(j+1,n)+u(j-1,n)); 
    end 
    for j=2:Mx-1 
        for s=1:hx-1 
        eta(j,n+1)=-(dt/2*dx)*h(j)*(u(j+1,n)-u(j-1,n))-

(dt/2*dx)*y(s)*(u(j+1,n)+u(j-1,n))+(1/2)*(eta(j+1,n)+eta(j-1,n)); 
        %A(j)=abs( (dt/dx)*sqrt(g*(2*h(j)-h(j+1)+h(j-1))) ); 

         
        end 
    end 
    max(eta(:,n)); 

     
if  or(n==1,mod(n,5)==0) 
    k=k+1; 
    plot(x,eta(:,n)+0.35*k),hold on 
    pause(0.01) 
    n 
    tinggi =max(eta(:,n)) 
end  



 
 

 

 

  

  

  
    %plot(x,eta(:,n)) 
    %ylim([-1 7]) 
    xlabel('x'); 
    ylabel('Perubahan Gelombang Selama Selang Waktu Delta t'); 
    title('Gerak Permukaan Gelombang Air Dangkal'); 
    title(['t = ' num2str(t(n))]) 
       %text(0,2,num2str(max(A)))       

        
   % pause(0.01) 
end 
figure(2), clf 
surf(x,t,eta') 
xlabel('x'); 
ylabel('t'); 
zlabel('eta'); 
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