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ABSTRAK

Fatichah, Nurul. 2018. Spektrum Laplace dari Graf Invers Grup Dihedral.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik lIbrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr.
Abdussakir, M. Pd. (1) H. Wahyu H. Irawan, M. Pd.

Kata Kunci: spektrum Laplace, nilai eigen, graf invers, grup dihedral

Graf dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, misalnya matriks Adjacency,
Laplace, dan Signless Laplace. Ketika graf sudah dinyatakan dalam bentuk
matriks, maka dapat didekati secara aljabar linier untuk mencari nilai eigen dan
vektor eigennya bahkan juga algebraic multiplicity nya. Matriks Laplace yang
dinotasikan dengan L(G) dalah hasil pengurangan matriks derajat titik D(G)
dengan matriks adjacency A(G) yang dinotasikan dengan L(G) = D(G) — A(G).
Matriks yang memuat nilai eigen pada baris pertama dan banyaknya algebraic
multiplicity dari pangkat tertinggi pada baris kedua disebut spektrum. Spektrum
yang diperoleh dari matriks L(G) disebut spektrum Laplace.

Tujuan penelitian ini adalah mencari pola spektrum Laplace dari graf
invers yang dibangun dari grup dihedral. Langkah-langkah atau metode dalam
penentuan pola umum dari spektrum Laplace dari graf inverse grup dihedral
adalah mengidentifikasi anggota-anggota dari grup dihedral D,,, yang ditunjukkan
pada tabel Cayley kemudian dapat dibentuk suatu himpunan bagian S dari grup dihedral
D,, yang inversnya bukan dirinya sendiri yang kemudian dapat digambar suatu graf
inverse dari grup dihedral D,,,. Dari bentuk graf invers tersebut dapat ditentukan matriks
Laplace dengan mengurangkan matriks Adjacency dan matriks derajatnya. Sehingga
diperoleh suatu matriks baru yang menjadi pola dari spektrum Laplace dari graf invers
grup dihedral D5,,.

Hasil dari penelitian ini diperoleh:

1. Spektrum Laplace pada graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n ganjil adalah
n n—2 0
speCL(Fs(DZn)) = [371 -3 n-1 2]
2 2
2. Spektrum Laplace pada graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n genap dan

n > 6 adalah

specL(FS(DZH))z[nE3 n;Z n;4 (2)]
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ABSTRACT

Fatichah, Nurul. 2018. Laplace Spectrum of Inverse Graph of Dihedral Group.
Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Islamic State University of Maulana Malik lbrahim Malang. Advisors:(I)
Dr. Abdussakir, M. Pd. (1) H. Wahyu H. Irawan, M. Pd.

Keyword: Laplace spectrum, Eigen value, inverse of graph, dihedral group.

Graph can be shown in the matrix form, such as adjacency matrix, laplace,
and signless laplace. When the graph has been shown in thematrix form, the eigen
values and algebraic multiplicity can be searched. Laplace matrix wich denoted by
L(G) is the result of the degree matrix D (G) reduction with the adjacency matrix
A(G) that can denoted by L(G) = D(G) — A(G). The matrix which containing all
of eigen values in the first row and the number of algebraic multiplicity of the
highest rank in the second row is called the spectrum. The spectrum obtained from
the matrix L(G) is called the Laplace spectrum.

The purpose of this research is to find Laplace spectrum pattern of inverse
graph obtained from dihedral group. The step or method for determining the
general pattern of spectrum laplace of inverse graph of dihedral group D, is to
identify the element of the dihedral group D,,, shown in the cayley table. Subsequently
a subset denoted by S wich is the inverse is not it self is formed. Accordingly, the
inverse graph of dihedral group D, is drawn. From the graph, Laplace matrix can be
determined by subtracting adjacency matriks and degree matrix. So, the new matrix for
the pattern of laplace spectrum of inverse group of dihedral group can be defined.

The results of this research are:

1. The Laplace spectrum of inverse graph of the dihedral group D,,, for odd n is
n n—2 0
speCL(Fs(DZn)) = [311 -3 n-1 ]
2 2
2. The Laplace spectrum of inverse graph of the dihedral group D,, for neven n

anddann > 6 is

spec,(Ts(Dzy)) = [n n 5 n - 2 n i 4 (2)]
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang masih
dibahas karena teori-teorinya masih aplikatif dan dapat diterapkan untuk
memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. Dengan mengkaji dan
menganalisis model atau rumusan, teori graf dapat diperlihatkan peranan dan
kegunaannya dalam memecahkan berbagai masalah. Permasalahan yang
dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana yaitu diambil aspek-aspek yang
diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya (Purwanto, 1998:1).

Graf G merupakan pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyak unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan n(G) dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan m(G) (Chartrand & Lesniak, 1996:1).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik « dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjecent), sisi e
terkait dengan v dan u disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v
disebut ujung dari e. Untuk selanjutnya, sisi e = (u,v) akan ditulis e = uwv.
Derajat dari titik v di graf G, ditulis deg.(v), adalah banyaknya sisi di G yang

terkait langsung dengn v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G,
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maka tulisan deg.(v) disingkat menjadi deg(v)(Chartrand & Lesniak, 1996:1-
2).

Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan
titik V(G) = {vy, v, v, }. Matriks keterhubungan titik (atau matriks Adjacency)
dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks n X n dengan unsur pada
baris ke—i dan kolom ke—j bernilai 1 jika titik v; tterhubung langsung dengan
titik v; serta bernilai O jika titik v; tidak terhubung langsung dengan titik v;.
Dengan Kkata lain, matriks Adjacency dapat ditulis A(G) = [v;;],1<ij<n.
Matriks Adjacency suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0 dan 1 dan
memuat nilai O pada diagonal utamanya (Chartrand & Lesniak, 1996:1).

Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke—i dan kolom ke—i adalah derajat dari v;,i =
1,2,3, ..., n. Jadi, matriks derajat dari graf G dapat ditulis D(G) = [d;;], 1 <i,j <
n. Matriks L(G) = D(G) — A(G) disebut matriks Laplace (Biyikoglu, dkk.,
2007). Matriks Q(G) = D(G) + A(G) disebut matriks Signless Laplace (Brouwer
dan Haemers, 2010:1).

Adapun penelitian sebelumnya yang sudah dilakukan oleh para peneliti
tentang spektrum graf di antaranya adalah Shuhua Yin (2006) yang meneliti
Spektrum Adjacency dan Spektrum Laplace pada graf G, yang diperoleh dari graf
komplit K; dengan menambahkan pohon isomorfik berakar untuk masing-masing
titik di K4. Yuanping Zhang (2008) meneliti tentang Q-spectrum graf lollipop.
Abdussakir, dkk (2009) meneliti Spektrum Adjacency pada graf komplit (K,,),
graf star (S,,), graf bipartisi komplit (K, ), dan graf lintasan (P,). Ayyaswamy

dan Balachandran (2010) meneliti spektrum detour pada beberapa graf. Imam
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Fachruddin (2010) meneliti Spektrum graf hasil kali Cartesius. Lailatul Khusnah

(2011) meneliti spektrum detour pada graf Komplit (K ). Bayu T. Wijaya (2011)

meneliti spektrum detour graf m-partisi komplit. F. Sari (2013) meneliti spektrum
adjacency, spektrum Laplace, dan spektrum Signless Laplace graf multipartisi
komplit K (ay, ay, as, ..., ay).

Dilihat dari beberapa penelitian yang sudah dilakukan oleh para peneliti
diatas, belum ada di antara mereka yang meneliti spektrum Laplace dari graf
inverse grup dihedral. Maka dari itu penulis merasa perlu untuk melakukan
penelitian tentang spektrum dari suatu graf inverse. Sehingga dalam hal ini
penulis akan berusaha melakukan penelitian tentang spektrum Laplace dari graf
inverse grup dihedral.

Sejalan dengan terus berkembangnya ilmu pengetahuan, maka menurut al-
Quran, manusia memiliki potensi untuk meraih ilmu dan mengembangkannya
dengan izin Allah. Karena itu bertebaran ayat yang memerintahkan manusia
menempuh berbagai cara untuk mewujudkan betapa tinggi kedudukan orang yang

berpengetahuan. Sebagaimana firman Allah dalam surat Al-Mujadalah ayat 11 :

38135 ;ss \C_mm u&u\é\“";ssqu\\y\wm\@u
Ly iy ca qeu\\w\wﬂ\“sm\y\gwmm@f\jﬂui,yﬁ

\\)mujlﬁ

Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: “Berlapang-lapanglah
dalam majlis”, Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi kelapangan untukmu.
Dan apabila, dikatakan; “berdirilah kamu”, maka berdirilah, niscaya Allah akan
meninggikan orang-orang yang beriman diantaramu dan orang-orang yang diberi ilmu
pengetahuan beberapa derajat. Dan Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan.
(Q.S. al-Mujadalah: 11)

Imam Al-Ghazali juga memandang bahwa belajar atau menuntut ilmu

adalah sangat penting serta menilai sebagai kegiatan yang terpuji. Untuk
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menerangkan keutamaan belajar tersebut Imam Al-Ghazali mengutip beberapa

ayat al-Quran, hadits nabi serta atsar (Shihab, 2006).

1.2

Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam

penelitian ini adalah:

1.

1.3

14

Bagaimana pola spektrum Laplace dari graf inverse dari grup dihedral 2n
untuk n ganjil?
Bagaimana pola spektrum Laplace dari graf inverse dari grup dihedral 2n

untuk n genap?

Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah:
Mengetahui pola spektrum Laplace dari graf inverse dari grup dihedral 2n
untuk n ganjil
Mengetahui pola spektrum Laplace dari graf inverse dari grup dihedral 2n

untuk n genap

Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah:
Memahami dan mengetahui pola spektrum Laplace dari graf inverse grup
dihedral 2n untuk n ganjil sehingga dapat menambah wawasan dalam

perkembangan kajian teori graf dan aljabar.
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2. Memahami dan mengetahui pola spektrum Laplace dari graf inverse grup
dihedral 2n untuk n genap sehingga dapat menjadi sumber rujukan dan

pengembangan pembelajaran tentang spektrum, graf, dan grup dihedral.

1.5 Batasan Masalah
Untuk menentukan pola umum spektrum Laplace dari graf inverse grup

dihedral 2n , maka grup dihedral yang dibahas dibatasi pada n > 3 dan n < 10.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah “studi literatur”,
karena penelitian ini adalah berbentuk kajian. Selanjutnya pembahasan dilakukan
dengan cara mengkaji literatur dengan menganalisiskan terhadap objek penelitian
dan berkonsultasi dengan dosen pembimbing, serta menuangkannya dalam bentuk
laporan penelitian yang akhirnya dapat ditarik sebuah kesimpulan.

Adapun tahapan yang akan dilakukan untuk menganalisis pola spektrum
Laplace dari graf inverse grup dihedral 2n untuk n ganjil dan n genap adalah
sebagai berikut:

1. Mengidentifikasi semua anggota dari grup dihedral D,

2. Membuat Tabel Cayley dengan operasi komposisi “o” pada grup dihedral D,,

3. Mencari invers dari setiap anggota pada grup dihedral D,,,

4. Membentuk himpunan bagian S dari grup dihedral D,,, yang inversnya bukan
dirinya sendiri.

5. Menggambar graf invers dari grup dihedral D,

6. Menentukan matriks Adjacency dan matriks derajat dari grup dihedral D5,
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7. Menentukan matriks Laplace yang diperoleh dari menjumlahkan dan
mengurangkan matriks Adjacency dan matriks derajat dari grup dihedral D5,
8. Menentukan nilai eigen dari matriks Laplace grup dihedral D,, dengan
menggunakan program matlab,
9. Menentukan pola umum spektrum Laplace dari masing-masing grup dihedral

DZn

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam sistematika penulisan penelitian ini dibagi menjadi 4 bab dan
masing-masing bab dibagi dalam subbab sebagaimana berikut:
Babl Pendahuluan
Pada bab ini akan diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah,
tujuan masalah, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian
dan sistematika penulisan.
Bab Il Kajian Pustaka
Pada bab ini penulis menjelaskan beberapa konsep (teori-teori) yang
berhubungan dengan penelitian ini, yaitu mengenai graf, grup dihedral,

spektrum Laplace.

Bab Il Pembahasan
Pada bab ini penulis menjelaskan tentang bagaimana menentukan

spektrum Laplace dari grup dihedral D,,.



Bab IV Penutup
Bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian dan

saran yang berkaitan dengan hasil penelitian ini.



BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf
2.1.1 Definisi Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G),E(G)) dimana
V(G) adalah himpunan tak kosong dari unsur-unsur yang disebut titik (vertex) dan
E(G) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (w,v) dari titik-titik  dan v
yang berbeda di V(G) disebut sisi (edge). Selanjutnya sisi e = {u, v} pada graf G
ditulis e = uv (Chartrand & Lesniak, 1996).

Sebuah sisi e = {u, v} dikatakan menghubungkan titik v dan v. Jika e =
{u,v} adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut titik-titik yang terhubung
langsung (adjacent vertices), sedangkan wudane disebut terkait langsung
(incident), begitu juga dengan v dan e. Selanjutnya, jika e;dan e, adalah sisi-sisi
berbeda di G yang terkait langsung (incident) dengan titik, maka e;dan e, adalah
sisi-sisi yang terhubung langsung (adjacent edges) (Chartrand & Lesniak, 1996).

Sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun, tetapi
titiknya harus ada minimal satu. Graf dengan satu titik dan tidak mempunyai sisi
disebut graf trivial.

Banyaknya titik di graf G disebut order dari G yang dilambangkan dengan
n(G), sedangkan banyaknya sisi disebut ukuran (size) dari G yang dilambangkan
dengan m(G). Graf G (n, m) memiliki order n dan size m (Chartrand dan Lesniak,

1996).



9
Sebuah graf G dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram (gambar)
dimana setiap titik ¢ digambarkan dengan sebuah noktah dan setiap sisi yang
menghubungkan dua titik di G digambarkan dengan sebuah kurva sederhana (ruas
garis) dengan titik-titik akhir di kedua titik tersebut. Ada tiga cara untuk
menggambarkan sebuah graf, yaitu dalam bentuk diagram secara geometri,
matriks, dan dengan menggunakan himpunan pasangan berurutan (Budayasa,
2007).
Misalnya diberikan graf G dengan V(G) = {u,v,w,x}dan E(G) =
{eq,e,,e3,64,€5} dimana e; = uv, e, = vw,e3 = wx, e4 = ux,es = uw. Maka G

dapat digambarkan sebagai berikut:

u €1 1
'
€s
G e4 62
[
X €3 w

Gambar 2.1 Graf G

Graf G pada Gambar 2.1 mempunyai 4 titik dan 5 sisi sehingga n(G) = 4

dan m(G) = 5 (Budayasa, 2007: 2).
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2.1.2 Graf Terhubung

Dua titik u dan v pada suatu graf G adalah terhubung jika G memuat suatu
lintasan u — v. Suatu graf G itu sendiri dikatakan terhubung jika setiap dua titik
dari G adalah terhubung. Suatu graf G yang tidak terhubung disebut graf tak
terhubung (Chartrand, dkk, 2016).
Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,} dan himpunan sisi

E(G) = {v,v,, v1v3,v11,}. Maka G dapat digambarkan sebagai berikut:

U3 v4
o

®
%1 VU,

Gambar 2.2 Graf Terhubung

Graf G pada Gambar 2.2 adalah graf terhubung karena G memuat lintasan
v, — v, untuk setiap dua titik yang berbeda v, dan v, di G, begitu juga dengan

v, — vz dan vy — vy,

2.1.3 Derajat Titik
Derajat titik v dari graf G merupakan banyaknya titik di G yang

berhubungan langsung dengan v. Oleh karena itu, derajat titik v merupakan
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banyaknya titik pada lingkungan N(v). Derajat dari titik v pada graf G

dinotasikan dengan deg, v atau degv. Jika dikaitkan dengan konsep lingkungan,

derajat titik v di graf G adalah banyaknya anggota dalam N (v). Jadi,
degv = |N(v)|

Suatu titik yang berderajat 0 disebut titik terasing dan titik yang berderajat

1 disebut titik ujung atau titik akhir. Derajat terbesar dari semua titik di G disebut
derajat maksimum dari G dan dinotasikan dengan A(G). Derajat minimum dari

dinotasikan dengan §(G). Oleh karena itu, jika v merupakan titik dari graf G

dengan orde n, maka 0 < §(G) < degv < A(G) < n — 1 (Chartrand, dkk, 2016).

Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan

banyak sisi, yaitu m adalah

Z degv =2m

veEG

disebut sebagai “Teorema Pertama dalam Teori Graf”’ yang dinyatakan dalam
teorema berikut.
Teorema 1

Jika G adalah graf dengan ukuran m, maka

degv =2m
veV(G)

Bukti

Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung
derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian diperoleh

bahwa jumlah semua derajat titik di G sama dengan 2 kali jumlah sisi di G.
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Terbukti bahwa

Z degv = 2m.
veV(G)

Teorema 2

Banyaknya titik berderajat ganjil pada sebuah graf adalah genap.
Bukti

Pandang sembarang graf G. Misalkan A dan B berturut-turut adalah
himpunan semua titik G yang bersderajat genap dan ganjil. Jelas bahwa V' (G) =

A U B, sehingga

degv+ ) degv = degv =2m

Selanjutnya, karena untuk setiap € A , degv genap, maka Y ,c,degv genap.
Akibatnya, Y ,cpdegv genap. Padahal, untuk setiap titik v € B, degv ganjil.

Akibatnya, banyaknya titik di B genap. Terbukti.

2.1.4 Graf Invers pada Grup

Misalkan (T,«x) adalah grup berhingga dan S = {u € I'lu #u"1}.
Didefinisikan graf invers yang terkait dengan I'. G5(I") adalah graf yang himpunan
titiknya anggota dengan I' sedemikian sehingga dua titik yang berbeda u dan v
adalah berhubungan langsung jika dan hanya jika uxv €S atau v*u €S
(Alfuraida dan Zakaria, 2017).
Catatan
1. Jelas, identitas e adalah anggota trivial yang invers terhadap dirinya sendiri

dalam grup berhingga I'. Maka e ¢ S. Sehingga menyebabkan kardinalitas
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dari S kurang dari kardinalitas dari I'. Khususnya, jika I' tidak memuat anggota
yang invers terhadap dirinya sendiri selain identitas maka |S| = |I'| — 1.

2. Banyaknya anggota S selalu genap, maka |S|=||—1 jika banyaknya
anggota I' ganjil.
3. Untuk sebarang graf invers dege = |S| (Alfuraida dan Zakaria, 2017).
Sebagai contoh pada grup dihedral-6 yaitu D¢ = {1,1,72,s,sr,s1?}

terhadap operasi fungsi komposisi. Maka invers dari masing-masing anggota Dy

adalah
171=1 (rz)_1 =r srYl =sr
rl=r? st=s (sr2) " = sr2

Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1,s, sr,sr? invers
terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian
S dari Dg yang tidak memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri,
sehingga diperoleh S = {r,r2}.

Maka terbentuklah graf invers sebagai berikut:

2 S ST

1 o

Gambar 2.3 Graf Invers Grup Dihedral-6 (D¢
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Dari Gambar 2.3 dapat diketahui bahwa
lor=r Sosr=r sros =r? sr?os=r
lor?2=r sosr?=r? srosr?=r sr?osr =r?

dimana r, 7% € S maka ada sisi sehingga titik-titik tersebut terhubung langsung.

2.1.5 Representasi Graf dalam Matriks
Misalkan G graf dengan order n (n = 1) dan ukuran m serta himpunan
tititk  V(G) = {v,,v,,...,v,}. Matriks keterhubungan titik atau matriks
keterhubungan dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah (n X n) dengan
unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung
dengan titik v;. Dengan kata lain, matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) =
[a;;].1 <i,j < n, dengan
1 ,jikavyw; € E(G)
e {O Jjika v;v; € E(G)
Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur O dan 1
dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak memuat
loop dan tidak memuat sisi paralel.
Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,} dan himpunan sisi
E(G) = {v1v,, V14, V513, U, 14, V31, }. Maka diagram dan matriks keterhubungan

graf G sebagai berikut:
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vy 2
U1 Uy V3 Vs
V10 1 0 1
G: AG)=7v2 11 0 1 1
V310 1 0 1
s 11 1 1 O
Uy U3

Gambar 2.4 Graf G dan Matriks Keterhubungan Titik

Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan sisi
E(G) = {ey, ey, ...,e,}. Matriks keterhubungan sisi dari graf G, dinotasikan
dengan B(G), adalah (m x m) dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j
bernilai 1 jika sisi e; terhubung langsung dengan sisi e;, dan 0 untuk lainnya.

Dengan kata lain, matriks keterhubungan sisi dapat ditulis B(G) =
[bij], 1 < i,j <m,dengan

1 ,jika e; dan e; terhubung langsung
by = {O ,jika e; dan e; € E(G) tidak terhubung langsung

Matriks keterhubungan sisi suatu graf G juga merupakan matriks simetri dengan
unsur 0 dan 1 dan memuat nilai O pada diagonal utamanya.
Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,} dan himpunan sisi
E(G) = {v1v,, V104, V5 V3, U, V4, V31, }. Maka diagram dan matriks keterhubungan

graf G sebagai berikut:
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V1 €1 7y
T / €1 € €3 €4 €5
. ee 0 1 1 1 0
. €2 4 _el1 0 0 11
G: ¢s BG=c |1 0 0 1 1
es 111 0 1
eslo 1. 1 1 0

°

Uy €s Vg

Gambar 2.5 Graf G dan Matriks Keterhubungan Sisi

Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan
titik V(G) = {v4, vy, ..., v,} dan himpunan sisi E(G) = {ey, e,, ..., e,y }. Matriks
keterkaitan dari graf G, dinotasikan dengan I(G), adalah (n X m) dengan unsur
pada baris i dan kolom j adalah bilangan yang menyatakan berapa kali titik v;

terkait langsung dengan sisi e;. Dengan Kkata lain, matriks keterkaitan dapat ditulis

1(6) = [c;j], 1 <i<n1< j<m,dengan

C..:

{1 ,jika v; terkait langsung dengan e;
ij

0 ,jika v; tidak terkait langsung dengan e;
Matriks keterkaitan suatu graf G adalah matriks dengan unsur O dan 1
(Abdussakir, dkk, 2016).
Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {vy, v,, v3, V4, U5} dan himpunan
sisi E(G) = {v v, v,Vs, VyV3, Vo1, U5 Vs, U, Vs ). Maka diagram dan matriks

keterkaitan dari graf G sebagai berikut:
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! e1 V2
* €1 €2 €3 €4 €5 €
Vw111 0 0 0 O
es es v (101110
G @ e 1@=v10 010 0 0
V410 0 0 1 0 1
vslo 1 0 0 1 1

)

Vg €6 2 U3

Gambar 2.6 Graf G dan Matriks Keterkaitannya

2.2 Grup
2.2.1 Definisi Grup
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan
G bukan himpunan kosong dan * adalah operasi biner pada G yang memenuhi
sifat-sifat berikut:
1. (axb)*c=a=*(b*c),untuk semuaa,b,c € G (yaitu = asosiatif).
2. Ada suatu elemen e di G sehingga a xe = e * a = a, untuk semua a € G (e
disebut identitas di G).
3. Untuk setiap a € G ada suatu elemen a1 di G sehinggaaxa ! =a1xa=
e (a~! disebut invers dari a).
Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika a *
b = b * a untuk semua a, b € G (Dummit dan Foote, 1991).
Contoh:
Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat, maka (Z,+) adalah grup karena

berlaku:
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I. Operasi penjumlahan (+) pada Z merupakan operasi biner yang terdefinisi di Z
sebab operasi biner merupakan pemetaan Z x Z — Z. Untuk setiap a,b € Z
maka a + b € Z. Sehingga Z tertutup terhadap operasi +.

ii. Untuk setiap a,b,c € Z maka a+ (b+c) =(a+b)+c. Jadi operasi +
bersifat asosiatif di Z.

Iii. Terdapat anggota identitas yaitu 0 terhadap operasi * di Z sedemikian sehingga
0 € Z sedemikian sehingga a + 0 = 0 + a = a, untuk setiap a € Z.

iv.Untuk a € Z terdapat a~! yaitu (—a) € Z sedimikian sehingga a + (—a) =
(—a)+a=0.

Berdasarkan i, ii, iii, dan iv di atas memenuhi aksioma grup maka terbukti bahwa

(Z, +) adalah grup.

2.2.2 Grup Dihedral

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n
beraturan, dinotasikan D,,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n > 3.
Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan D,, (Dummit dan
Foote, 1991).

Misalkan D,,, suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk s, t € D,,, yang
diperoleh dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi-n, sehingga st adalah
fungsi komposisi). Jika s,t akibat permutasi titik berturut-turut 6,06, maka st
akibat dari 60 06. Operasi biner pada D,, adalah assosiatif karena fungsi
komposisi adalah assosiatif. Identitas dari D,,, adalah identitas dari simetri (yang

meninggalkan semua titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari s € D,,
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adalah kebalikan semua putaran dari simetri s (jadi jika s akibat permutasi pada

titik 6, s~ akibat dari é‘l) (Dummit dan Foote, 1991).

Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif, maka perlu beberapa

notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan

selanjutnya dan membantu mengamati D,,,, yaitu:

1.

2.

6.

Is| = 2,
s # r', untuk sebarang i, Vi € Z*
srt#sr/ ,v0<i,j<n-—1dengani # j, sehingga
Dy, ={1,1, 1%, ..., r" L s,s1,572, .., s 1}
yaitu setiap anggota dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*ri untuk
k=0atauldan0<i<n-—1,VijkeZ
sr=r"1s
Hal ini menunjukkan bahwa r dan s tidak saling komutatif, sehingga D,

bukan grup abelian.

srt = r~ts untuk semua 0 < i < n (Dummit dan Foote, 1991).

Contoh:

Misalkan grup dihedral-6 adalah Dg = {1,7,7%s,sr,sr?}. Jika dioperasikan

dengan operasi "0" maka didapatkan tabel Cayley berikut:
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Tabel 2.1 Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (Dg

0 1 r r? s sr | sr?
1 1 r r? s sr | sr?
r r r? 1 | sr? s ST
r2 | r? 1 T sr | sr? | s
s s sr | sr? 1 r r?
sr | sr | sr? | s r? 1 r
sr? | sr? | s ST r r? 1

Dari Tabel 2.1 sr dikomposisikan dengan s akan menghasilkan r? dengan
perhitungan sebagai berikut:
sros=71"lsos
=r?1
=72
2.3 Matriks Laplace
Misalkan G (V, E') adalah graf dengan himpunan titik V dan himpunan sisi
E, dengan |V| = n dan |E| = m. Jadi G adalah graf dengan n titik dan m sisi.
Matriks Laplace dari G adalah matriks L(G) = D(G) — A(G), dengan
D(G) adalah diagonal matriks dimana entrinya adalah derajat titik dari G dan
A(G) adalah matriks Adjacency graf G (Biyikoglu, dkk, 2009).
Matriks derajat dari graf G, dinotasikan dengan D(G) adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-j derajat dari v;,i = 1,2,3,...,n.

Jadi, matriks derajat dari graf G dapat ditulis D(G) = [d;;],1 < i,j < n, dengan

dy

_ (deg(v) ,i=]
=

0 Li#j

(Abdussakir, dkk, 2016).
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2.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Kata “vektor Eigen” adalah ramuan bahasa Jerman dan Inggris. Dalam
bahasa Jerman “FEigen” dapat diterjemahkan sebagai ‘“sebenarnya” atau
“karakteristik”. Oleh Karena itu, nilai Eigen dapat juga dinamakan nilai
sebenarnya atau nilai karakteristik. Dalam literatur lama kadang-kadang
dinamakan akar-akar latent.

Jika A adalah matriks n x n, maka vektor tak nol x di dalam R™ dinamakan
vektor Eigen (Eigenvector) dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x; yakni,
Ax = Ax untuk suatu skalar A . Skalar A dinamakan nilai Eigen (Eigenvalue) dari
A dan x dikatakan vektor Eigen yang bersesuaian dengan A (Anton, 1987).
Teorema

Misalkan A matriks n x n. Bilangan A adalah nilai Eigen jika dan hanya
jika det(4 — AI) = 0, dimana I notasi dari matriks n X n (Jain & Gunawardena,
2004).

Nilai Eigen dan vektor Eigen mempunyai tafsiran geometrik yang
bermanfaat dalam R? dan R>. Jika 1 adalah nilai Eigen dari A yang bersesuaian
dengan x, maka Ax = Ax, sehingga perkalian oleh A akan memperbesar x, atau
membalik arah x, yang bergantung pada nilai A. Untuk mencari nilai Eigen
matriks A yang berukuran n x n maka dituliskan kembali Ax = Ax sebagai Ax =
Alx atau secara ekivalen (AI-A)x = 0.

Supaya A menjadi nilai Eigen, maka harus ada pemecahan tak nol dari
persamaan ini. Akan tetapi persamaan ini akan mempunyai pemecahan tak nol
jika dan hanya jika det(A I-A) = 0 ini dinamakan persamaan karakteristik A,

skalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai Eigen dari A. Bila diperluas,
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maka determinan det(A1I- A)adalah polinom Ayang dinamakan polinom
karakteristik dari A (Anton, 1987).

Jika A adalah matriks n x n, maka polinom karakteristik A harus terpenuhi
sebanyak n dan koefisien 2" adalah 1. Jadi, polinom Karakteristik dari matriks
n x n mempunyai bentuk det(AI-4) = A" + ;A" 1 + -+ ¢,,.

Jika A matriks n x n, maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen satu
sama lain:

1. A adalah nilai Eigen dari A.

2. Sistem persamaan (AI-A)x = 0 mempunyai pemecahan yang taktrivial.
3. Ada vektor tak nol x di dalam R™ sehingga Ax = A x.

4. A adalah pemecahan riil dari persamaan karakteristik det(A 1 - A) = 0.

Vektor Eigen A yang bersesuaian dengan nilai Eigen A adalah vektor tak
nol x yang memenuhi Ax = Ax. Secara ekivalen, vektor Eigen yang bersesuaian
dengan A adalah vektor tak nol dalam ruang pemecahan dari (A1- A)x = 0.
Ruang pemecahan ini dinamakan sebagai ruang Eigen (Eigenspace) dari A yang

bersesuaian dengan A.

2.5 Spektrum Laplace

Spektrum dari graf berhingga I' didefinisikan dengan spektrum dari
matriks Laplace yang merupakan himpunan dari nilai Eigen bersamaan dengan
multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.

Misalkan 44,4,, ...,4,, adalah nilai Eigen berbeda dari L, dengan A; >
Ay >+ > A,, dan misalkan m(A4,),m(1,),...,m(4,) adalah banyaknya basis

untuk ruang vektor Eigen masing-masing 4;, maka matriks berordo (2 X n) yang
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memuat A4, 15, ..., A, pada baris pertama dan m(4,), m(4,), ..., m(4,,) pada baris
kedua disebut spektrum graf G. Spektrum yang diperoleh dari matriks L(G)
disebut spektrum Laplace dan dinotasikan dengan spec, (G). Jadi, spektrum
Laplace dari graf G dapat ditulis dengan

M Ay A,
spec,(G) =
m(41) m(dz) - m(d,)
(Abdussakir, dkk, 2009).
Contoh:

Untuk menentukan spektrum Laplace suatu graf, perhatikan graf komplit K3

beserta matriks keterhubungan titik dan matriks derajatnya berikut ini:

K;:

0 1 1 2 0 0
A=11 0 1 D=0 2 0

1 10 0 0 2

Pertama menghitung matriks Laplace dengan rumus

L=D-A
2 0 0 0 1 1
=10 2 Of[—f1 0 1
0 0 2 1 10
2 -1 -1
=|-1 2 -1
-1 -1 2

Kemudian menentukan nilai Eigen dari matriks Laplace menggunakan persamaan

det (L — AI') = 0. Diperoleh



24

2 -1 -1 1 00
aer(|-1 2 “al-afo 1 o)
-1 -1 2 0 01

2—-4 -1 -1
aee(| 1" 222 1 [)-o
-1 -1 2-2

—A3+314+2=0
2-31-2=0
(P-2)@a+1?=0
Jadi, diperoleh nilai Eigen 1; = 2 dan 4, = —1.
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity, m(4,) = 1 dan m(4,) = 2.

Dengan demikian, spektrum Laplace graf K5 adalah

SpeCL(K3) = [% _21]

2.6 Eliminasi Gauss
Dalam Anton, dkk (2004), suatu matriks dikatakan dalam bentuk eselon

baris tereduksi (reduced row-echelon form) jika mempunyai sifat-sifat berikut:

1. Jika baris tidak terdiri seluruhnya dari nol, maka bilangan tak nol pertama
dalam baris tersebut adalah 1 (dinamakan 1 utama).

2. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka semua baris seperti itu
di kelompokkan bersama-sama di bawah matriks.

3. Dalam sebarang dua baris yang berurutan yang seluruhnya tidak terdiri dari nol,
maka 1 utama dalam baris yang lebih rendah terdapat lebih jauh ke kanan dari

1 utama dalam baris yang lebih tinggi.
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4. Masing-masing kolom yang mengandung 1 utama mempunyai nol di tempat

lain.

2.7 Kajian Agama Terkait dengan Perintah Menuntut limu

Belajar atau menuntut ilmu mempunyai peranan penting dalam kehidupan.
Dengan menuntut ilmu orang menjadi pandai, ia akan mengetahui terhadap segala
sesuatu yang dipelajari. Tanpa menuntut ilmu orang tidak akan mengetahui
sesuatu apapun. Disamping belajar dapat untuk menambah ilmu pengetahuan baik
teori maupun praktik, belajar juga dinilai sebagai ibadah kepada Allah. Orang
yang belajar sungguh-sungguh disertai niat iklhas ia akan memperoleh pahala
yang banyak. Belajar juga dinilai sebagai perbuatan yang dapat mendatangkan
ampunan dari Allah SWT.

Menurut al-qur’an, manusia memiliki potensi untuk meraih ilmu dan
mengembangkannya dengan izin Allah. Karna itu bertebaran ayat yang
memerintahkan manusia menempuh berbagai cara untuk mewujudkan betapa
tinggi kedudukan orang yang berpengetahuan. Sebagaimana firman Allah dalam
surat Al-Mujadalah ayat 11 :

SERNF g,sswc.m;\ PECTERPRECN A PR ";ssdms;bi;\;@;ﬁgji

Loy 5 Cand alal P§ sl Gl 2ia T 5ale Cuall & PR i,;i.,;i

R J.L\;Q;L’&J

Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: “Berlapang-lapanglah
dalam majlis”, Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi kelapangan untukmu.
Dan apabila, dikatakan; “berdirilah kamu”, maka berdirilah, niscaya Allah akan
meninggikan orang-orang yang beriman diantaramu dan orang-orang yang diberi ilmu
pengetahuan beberapa derajat. Dan Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan.
(Q.S. Al-Mujadalah : 11)

Imam Al-Ghazali juga memandang bahwa belajar atau menuntut ilmu

adalah sangat penting serta menilai sebagai kegiatan yang terpuji. Untuk
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menerangkan keutamaan belajar tersebut Imam Al-Ghazali mengutip beberapa
ayat Al-Qur’an, hadits nabi serta atsar (Shihab, 2004).

Allah berfirman :

Tidak sepatutnya bagi mukminin itu pergi semuanya (ke medan perang). Mengapa
tidak pergi dari tiap-tiap golongan di antara mereka tentang agama dan untuk
memberi peringatan kepada kaumnya apabila mereka telah kembali kepadanya,

supaya mereka itu dapat menjaganya. (Q.S. At-Taubah : 122)

[
(ot 15 Al 472 2858 K (o 0 V3B RS 100 (o sEa3all S s
VYY G533 agdal 23l 13085 1)) zéasd 1552l 5 ol
“Tidak sepatutnya bagi mukminin itu pergi semuanya (ke medan perang). Mengapa tidak
pergi dari tiap-tiap golongan di antara mereka beberapa orang untuk memperdalam
pengetahuan mereka tentang agama dan untuk memberi peringatan kepada kaumnya
apabila mereka telah kembali kepadanya, supaya mereka itu dapat menjaga dirinya’’.
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PEMBAHASAN

Pada pembahasan ini, spektrum Laplace dari graf invers grup dihedral

(D,,) dibahas secara terpisah antara n ganjil dengan n genap.

3.1 Spektrum Laplace graf invers dari Grup Dihedral (D,) untuk n Ganjil
3.1.1 Spektrum Laplace Graf invers dari Grup Dihedral-6

Himpunan anggota dari grup dihedral-6 adalah D¢ = {1,7,72,s,sr,sr?}.
Dengan operasi komposisi "o" pada setiap anggota Dy diperoleh Tabel Cayley

sebagai berikut:

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (Dg)

0 1 T r? s sr | sr?
1 1 T r? s sr | sr?
r r r? 1 | sr? S ST
r2 | r? 1 r sr | sr? S
s s sr | sr? 1 r r?
sr | sr | sr? s r? 1 r
sr? | sr? s sr r r? 1

Berdasarkan Tabel 3.1 dapat diketahui invers dari setiap anggota Dy
sebagai berikut:
lol=1makal'=1
ror?=r?2ocr=1makar ! =12
r?or =ror?=1maka (1‘2)_1 =r

sos=1makasl=s

27
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srosr=1maka sr—1 = sr

sr? o sr? = 1 maka (srz)_1 = sr?

Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1, s, sr, sr? invers
terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian
S dari Dg yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh S =
{r,r?}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (T's(Dg)) sebagai

berikut:

r Sr

1 / o /\ »

Gambar 3.1 Graf Invers Grup Dihedral-6 (D)

Pada Gambar 3.1 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

sebagai berikut:

1 r r2s sr sr?

1 01100 0
r |1 0 0 0 0 0
A=42 |1 0 0 0 0 O
s o oo o0 1 1
sr 10 0 01 0 1
sr2 lo o 01 1 0

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers nya

o

Il
cCoococ oM
coNno oo
oNOoOOo oo
NOOoO O OO

SO O Rr OO

oo oo RO
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

0 1 1 0 0 O
10 0 0 0O
1 0 0 0 0O

0 00 0 11

0 001 01

0 0 0 1 1 O

2 0 0 0 0 O
01 00 0O
0 01 0 0O

0 0 0 2 0O

0 000 2 0

0 0 0 0 0 2

-1

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen sebagai

berikut:

det(L — AI) =0
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Dengan mereduksi matriks tersebut menggunakan metode Gaussian Elimination

yang terdapat pada salah satu software matematika yaitu Maple, maka akan

2—1 -1 -1 0 0 0
12-32+1 1
0 - —2+1 —2+1 0 0
2
_ 0 0o - U‘;‘*ﬂ 0 0
diperoleh: —A"=32+1
0 0 0 2—1 -1 -1
2+4243  1-3
0 0 0 0 - —244  —2+42
(A-3)A
0 0 0 o o -2

Karena det (L — AI) aadalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga, maka

diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
A2-321+1 (A2-41+3)A A2-42+3 (1-3)1
—2+4 )(_ A2-32+1 )(2_/1) (_ —2+1 )(_ -1 )

= 2% — 104° + 364* — 5443 + 2742

POY =2 -1~

=2A-1)A-3)3
Sehingga diperoleh nilai eigennya, yaitu:
A =321=121=0,
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(d) =3,mA,) =1,m(43) =2
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-6

sebagai berikut:

specL(Fs(DG))z[g 1 2

3.1.2 Spektrum Laplace Graf Invers dari Grup Dihedral-10
Himpunan anggota dari grup dihedral-10 adalah D;y = {1,7,72%,73,14,5,
sr?,sr3,sr*}. Dengan operasi komposisi "o" pada setiap anggota D, diperoleh

Tabel Cayley sebagai berikut:
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Tabel 3.2 Tabel Cayley Grup Dihedral-10 (D)

0 1 r r? r3 r4 sr | sr? | sr3 | sr*
1 1 r r? r3 rt s sr | sr? | sr3 | sr*
r r r? r3 r* 1 srt s sr | sr? | sr3
r? r? r3 r* 1 r sr3 | srt s sr | sr?
r3 r3 r* 1 r r? sr? | sr3 | sr* s ST
r* r* 1 r r? r3 sr | sr? | sr3 | sr* s
s s sr | sr? | sr3 | sr* 1 r r? r3 r*
ST sr | sr? | sr3 | srt s r# 1 r r? r3
sr? | sr? | sr3 | srt s ST r3 r* 1 r r?
sr3 | srd | sr* S sr | sr? | r? r3 rt 1 r
st | sr* s sr | sr? | srd r r? r3 r* 1

Berdasarkan Tabel 3.2 didapatkan bahwa 1,s,sr,sr?, sr3,sr* adalah
invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan
bagian S dari D;, yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh
S ={r,r?,r3 r*}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (I's(D1¢))

sebagai berikut:

ST

4
4 T3 Sr Sr

Gambar 3.2 Graf Invers Grup Dihedral-10 (I's(Dy,))

Pada Gambar 3.2 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) sebagai

berikut;
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1 0110 00 O0O0O
110 0 1 0 0 0 0 O
110 0 1 0 0 0 0 O

O

O

O

O

[N e}

(e Nes}

— O

— O

[N}

— O

0 1 1 1 1 0 0 0 0 O
1 01 1 000 O0O0O
1100 1 0 0 O0O0O
110 01 0 0 0 0O

O

O

O

O

[e>Nes]

[N es]

— O

00000 1CO01T11

000 O0O0O1T1O011

0 000011101
0 0 0 001 1 1 1 O

0 3.0 0 0 0 0 O0O0TO
0 03000 0 O0O0O0
0 00 30000 00O
0 00 0 3 00000
0 000OO 40000
0 0 00OO O 4000
0 00 00O OO0 400
0 000OO O O0OO0OM4TO0
0 0 0 0O OOO 0O 0 4

4 0 0 0 0 0 0 0 O O

sr
sr?
sr3
srt

D_

(4 00000000 0
0300000000
0030000000
0003000000
0000300000

0000040000

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers

-1 -1
-1

0
0

‘0 0 0 001 1 1 1 O
0
-1 -1-1

0 000 01T 0111
0 0000 1T 1011
0 0000 1T 1101

0

0

0

0

-1 -1-1-1
-1 4
-1 -1 4

0
-1 0

-1

0

4
-1-1-1-1 4/

-1-1-1 4

0
0
0
0
0

0
3

-1-10
-1 -1 3
0

4 -1 -1-1-1 0
-1 3
-1 -1 3
-1 -1 0
-1 0
0 0 0 O
0 0 0 O
0
0 0 0 O
L0 0 0 O

0000004000
0000000400

0000000040
‘0 0000000 O0 4
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan cara
yang sama yaitu:

det(L —AI) =0
sehingga diperoleh matriks tereduksi menggunakan metode Gaussian Elimination yang

terdapat pada software Maple sebagai berikut:

4-2 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0
, A-7asm 542 542 1 0 0 0 0 0
) 54 542 A+
0 22— )2 +301— 24 —9+21 2—81+15 0 0 0 0 0
Z-7A+11 Z-7i+11 Z-7i+11
24— 1313+ 5812 — 991+ 45  (A—3)(AZ — 81+ 15)
0 0 0 - - - 0 0 0 0 0
75— 1012 + 301 — 24 75— 1022 + 301 — 24
0 0 0 0 @-s1+152 0 0 0 0 0
7Z-5+3
0 0 0 0 0 4-12 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 o _A-BatIs 5+ 5+ 541
) ) ) )
0 0 0 0 0 0 N 22 —71410 541 541
-2 -3 -3
0 0 0 0 0 0 0 0 2-61+5 -5+
-2 -2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 s+
-1

maka akan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:

AZ—7A+11) (A3—A2+3OA—24) A*—132° +5812—992—45 ( (A2—87\+15)A) 4
—4+2 A2—7A+11 A3-102%+301-24 225043

P() = (4—A)(

D (522 (1) (- 25 (22

= A0 — 3617 + 56448 — 502017 + 277501° — 975001° + 212500A* — 26250023

+ 140625)% = A2(A — 3)?(=5+1)°®
Karena det(L — AI) = 0 maka diperoleh nilai Eigennya, yaitu:
M=51,=32=0
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m,) =6,m,) =2,mA;) =2
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-10

sebagai berikut:

speCL(Fs(DlO))z[g 2 2



3.1.3 Spektrum Laplace Graf Invers dari Grup Dihedal-14

Himpunan anggota dari grup dihedral-14 adalah D4 = {1,7,72,73
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4 .5

'r )r)

8,5, s1, 512,513, 5%, 51>, sr®}. Dengan operasi komposisi "o" pada setiap anggota

D14 diperoleh Tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.3 Tabel Cayley Grup Dihedral-14 (D,)

o | 1 | r | r2 |3 |r*| > | r° sr | sr?|sr3|srt| sr®| sr
1 |1 | r | r2 | | r* |5 |rd sr | sr?|sr3|srt| sr®| sr
rlr | r2 3t S | 8| 1 [sr®| s | sr|sr?|sr3|srt|sr®
2l r2 | 3t S e 1 | r |sr3|sr®| s | sr|sr?|sr3|srt
33t e 1| r | r? | srt|srd|sr®| s | sr|sr?|srd
r¥lr* S e | 1| r | 2|3 | sr3 | srt|srd|sr®| s | sr | sr?
>l S e 1 r |2 3 |t | sr? | sr3 | srt|sr?|sr®| s | sr
o e | 1| r [ 2|3t | S| sr | sr?|sr3|srt|srd|sre| s

s | s | sr|sr?|sr3|srt|srd|sr®| 1 | r [ r®2 |3 |t | 5| r®
st | sr|sr?|srd3|srt|srS|sr®| s [ r® | 1 | r |2 |3 |t | S
sr?|sr?|sr3|srt|sr®|sr®| s |sr| > | r® | 1 | r | 2|3 |t
sr3|sr3|srt|srd|sr®| s | sr|sr?|rt >0 1| r | 2|3
srt|srt|sro|sr®| s | sr|sr?|sr3| 3t S0 | 1| r | r?
sro|sro|sré| s | sr|sr?|sr3|srt |2 3t S| 1|
sr®|sré| s | st |sr?|srd3|srt|srd | r | r2 |3 |t | 3] 1

Berdasarkan Tabel 3.3 didapatkan bahwa 1,s,sr,sr?,sr3,sr4, sr> sr®

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan

bagian S dari D4 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh

S={r,r%r3r*%r>r°}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers

(T's(D14)) sebagai berikut:
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sr?
sr3

sr
sr

sre

sré
10 1111 0 0 0 O O0O O0OO0OTDO
11 0 11 01 0 0 O O O OO
111 0 0 1 1 0 0 0 0 0 O0 O
111 0 0 1 10 0 0 0 O0O0UDO0
11 0 11 0 1 0 0 0 0 0 0 O

O

O

O

O

O

O

[eNes]

[N es]

— O

— O

- O

- O

[e>Nes]

— O

Gambar 3.3 Graf Invers Grup Dihedral-14 (I's(Dy,))

r2345

Pada Gambar 3.3 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) sebagai

berikut:

Ne]

0 0000001011111
0 0000001101111
0 00000 O0OT1T 110111
0 00000 O0OT1T 111011
0 0000 0OO0O1T1 11101
0 0 0 00 O0O1T 111 1 1 O
6 0 0 0 0 OOO O O 0 O 0 O
0500 0O0O0OO0O0O0OO0OO0OTO0OTGO0OTO
0 0O5000O0O0O0OO0OO0OO0OTGO0OTO
0 00500O0O0O0OO0OO0OO0OTGO0OTO
0 000O500O0O0O0OO0OO0OTGO0OTO
0 0 00O0O50UO0O0O0O0TUO0OTGO0ODTO
0 0 0O0OOO5UO0O0O0O0O0TO0TO0
0 0 0OOOOOOG6 O0O0O0O0OO0TO0
0O 0 0OOOOOOSG6GO0OO0OO0OO0OO0
0O 00O OOOOOO®G6KBO0OO0OO0O0
0O 00O OOOOOUOOSG6GBOO0OO0
0O 0 00O O0OOOOOOTO0OO®6BO0O0
0O 00O OOOOOUOOTUOT® 6O
‘0 0 0 0 0OOO OO OO O 0 6

N M F 1N 0

Sr
Sr
Sr
Sr
Sr
Sr

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers
D
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

6 000000000000 0O

05000000000000

00500000000000

00050000000000

00005000000000

00000500000000

00000050000000

00000006000000O0

00000000600000O0

000000000O600O0O0

0000000000O6000O0

0000000000O0600O0

0000000000006 O0

000000000000 0 6

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 O
1011 1100O0O0O0O0TO0OTGO
1101 1010UO0O0O0O0TO0TGO
1110011 O0O0O0O0O0O0TO0
1110011 O0O0O0O0O0O0TO0
1101 1010UO0O0O0O0TO0TGO

O

O

O

O

O

O

(e Nes}

[N}

— O

— O

— O

— O

[N}

— O

000 0OO0OO0OO0O0T1O0T1 1111

0 000 O0O0O0OI1T1O01111

0 000 O0O0O0OI1T110111

0 000O0OO0OO0O0I1T111O011

0 0000001111101

0 0 0 00001 11111 o

0

0
0
0
0
0
0
0

-1-1-1-1-1-1 0

6

0
0

-1-1-1-1 0

-1 5

-1
-1-10
-1-10

-1-10

-1 -1 5

0
0

0

5
-1 -1 5
-1-1-1-15

0

-1-1-15

-1-1-10
-1-10

-1 0

0
0
6

-1

-1-1-1-1-1-1

0
0
0
0
0
0
0

0 0

0

0 0

-1-1-1-1-1

-1 6

-1-16 -1-1-1-1

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

0

0 0 O

-1 -1-1

-1-1-126

-1 -1

-1-1-1-16

-1

-1-1-1-1-1 6
-1-1-1-1-1-1 6-

0 0 0 O
L0 0 0 O
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan cara

yang sama yaitu:

det(L — AI) = 0

maka akan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:

PD) =AM + 781" — 27842 — 601221 + 8748811'° — 90369721°
+679386961° — 37452718817 + 15024953791° — 42774823421°
+82024882801" — 95119216504° + 50442008751

=2A-53@A-7)°

Karena det(L — AI) = 0 maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:

M=71,=521;=0
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(4,) =9,m(4;) = 3,m(4;) = 2
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-14

sebagai berikut:

spec, () =7 3 9

3.1.4 Spektrum Laplace Graf Invers dari Grup Dihedral-18
Himpunan anggota dari grup dihedral-18 adalah D,g = {1,7,72,73,7%,1°,

r6,77,78,s, 51,512,513, 514, 51>, 51®, sr7, sr8}. Dengan operasi komposisi "o" pada

setiap anggota D,g diperoleh Tabel Cayley sebagai berikut:



Tabel 3.4 Tabel Cayley Grup Dihedral-18 (D,g)
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N

2

3

) 1 r | r2 |3 |r* |5 |re|r |7 s | sr | sr?| sr3| sr*| sr3| sr®| sr7| sr
1 1 rolr2 |3 rt | S| |7 | 8 | s | sr | sr?| sr3| sr*| srd| sro| sr7| srd
r rolr2 |3 rt | S 7 | 8| 1 | sr8| s | sr | sr?| sr3| srt| sr®| sr®| sr’
r2 | r2 |3t S| e |7 | 8|1 r | sr7|sr8| s | sr | sr?| sr3| sr*| sr5| sr®
33t rS e |7 |81 r | r2 | sr®| sr7| sr8| s | sr | sr?| sr3| sr*| srd
r* | rt | S| |7 |81 r | r2 | r3 | sr3| sré| sr’| sr8| s | sr | sr?| sr3| sr*
rS |3 re |7 | 8|1 ro| r2 | r3 | r* | sr| srS| sr®| sr7| sr8| s | sr | sr?| srd
réo | re | 7 | 8 | 1 r|r2 | r3 | r* | r3 | sr3| sr*| sr®| sr®| sr7| sr®| s | sr | sr?
r’ | r7 | r8 | 1 r|r2 | r3 | r* | S | ro | sr?| sr3| sr*| sr3| sre| sr7| sr8| s | sr
r8 | r8 | 1 r|r2 |3 rt | S| e | 7 | sr | sr?| sr3| sr*| sr3| sro| sr7| sr8| s
s s | sr | sr?| sr3| sr*| srd| sro| sr7| sr8| 1 r|r2 |3 rt | S| e |7 |8
sr | sr | sr?| sr3| sr*| sr®| sr®| sr7| sr8| s | r8 | 1 r2 | r3 | r* |3 | o | 7
sr2| sr2| sr3| sr*| sr8| sr®| sr7| sr®| s | sr |7 | 8| 1 r|r2|r3 | r* | rs | r
sr3| sr3| sr*| sr5| sré| sr7| sr®| s | sr|sré| e |7 | 8| 1 r | r2 | 3| rt |’
srd| srt| srd| srb| sr7 | sr®| s | sr | sr?|sr3| S | e |7 |8 1 | r | 2| 3| rt
sro| sro| sré| sr7 | sr8®| s | sr | sr?|sr3|srt|rt | S | o 7 |81 | | 2| 3
sro| sré| sr7| sr8| s | sr | sr®|sr3| sr*|srS| 3 |t | S | e |7 | 8| 1 r | r?
sr7| sr7| sr8| s | sr | sr?| sr3|sr¥| s s r2 |3 |t | S0 |7 | P81 | r
sr8| sr8| s | sr | sr2| sr3| srt|sr3| s sr7| r |2 |3 |t S |0 |7 | B 1

Berdasarkan Tabel 3.4 didapatkan

st sr7,sr® invers terhadap dirinya sendiri.

bahwa 1,s,sr,sr?, sr3, sr4, sr>,

5

Oleh karena itu, dapat dibangun

suatu himpunan bagian S dari D;g yang tidak invers dengan dirinya sendiri,

sehingga diperoleh S = {r,r%,r3,v%r5r%r7,r8}. Dengan demikian dapat

dibentuk suatu graf invers (I's(D1g)) sebagai berikut:

Gambar 3.4 Graf Invers Grup Dihedral-18 (I's(Dys))




39

1 011111100 0O0O0O0T1 111
1101111010 O0UO0O0UO0UO0TO0TGO0TFGO0
1 110110110O0UO0UO0UO0TGO0TGO0OTGO0OTFGO
11110011 10O0O0O0O0UO0UO0OTGO0OTFGO
1111001 110O0O0O0UO0UO0TO0OTGO0OTFO
1 110110110UO0UO0UO0UO0TO0TGO0OTGO0OTFGO
11011110100 O0O0O0O0O0O0TO0
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S
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— O
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0o o0oo0o0o0O0OO0OO0OO0OT117TT11111101
0 0 0 000O0O0O0O0O0T17T1111111 1
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Pada Gambar 3.4 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) sebagai

berikut;

8 0 0 0 0 0O OO O OO OO0 OO0 0O 0 0
o7 00O0O0OOO0OO0OUOOOOTOOOOGO0ODO
o0 7 00O0O0OO0OO0OOUOOOTOOOOGO0ODO
o007 0O0O0OOOUOOOOTOOTOOOOTGO0OTO@O
o0 007 0O0O0O0OUO0OO0OO0OO0OTO0OTOOTO0OTGO0OTO
00 0O0O0O%7 0O0O0O0OUOOTOTOOOTGO0ODO
00 0O0O0OO%7 0O0OOOTOUGOOOOGO0ODO
0o o0 o0o0O0OOOT7O0OUOUOOT OO OOUOOTG OO

[e>Ren]

[e>Ren]

[eNes]

[eNes]

[e>Ren]

[e>Ren]

[e>Ren]

[eNes]

[e=oo)

>~ O

[e>Nen]

[e>Nes]

[e>Nes]

[e>Nes]

[e>Nen]

[e>Nen]

[e>Nes]

[e>Ren]

N MM F 1N O N ®

ST
Sr
Sr
Sr
Sr
ST
ST

ST
Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers

00 0O0OO0OOOTOOOTOZ®S8O0O0OO0OO0OTO0OTGO0OTUO
0 00O 0OOOOOOOTZ®S8O0O0OOTO0OO0OTUO
0 00O O OOOOOOOTZS8UO0OO0OTO0OO0OO
0 0 00O OOOTOOUOOOOS®S8UO0O0O0OO0
0 00 0O0OOOTOOUOOOOTOS®S8UO0O00O0
0 0 00O O OOOOUOOTOOTOOT® 8OO
0 00O 0O0OOOOOUOOTOOTGOOTGOOTSBO
‘0 0 0 0O 0OOO O0OOOOTOUOTOTO0OTGO0O 0 O

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan cara
yang sama yaitu:
det(L — AI) = 0
maka akan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
P(A) = 22(A = 7)*(=9 + )12
Karena det(L — AI) = 0 maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
AMh=91,=71;=0
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(d,) = 12,m(4,) = 4,m(13) =2
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-18
sebagai berikut:

spec, (Ts(D1g)) = [192 47} g]

3.1.5 Pola Spektrum Laplace Graf Invers dari D5,
Berdasarkan hasil pembahasan diatas maka dapat dibangun suatu pola dari
spektrum Laplace pada graf invers dari grup dihedral-2n (Ts(D2,)) yang

ditunjukkan pada Tabel 3.5 sebagai berikut:
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Tabel 3.5 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Graf Invers Grup Dihedral

Dy, Polinomial Karakteriktik P (1) Spektrum
Dy 2PA-1@A-3)3 spec, (I's(De)) = [g i (2)]
Dy 2(h = 3)2(=5 + )° spec,(T;(D10) = [2 3 7]
Dy PA-5PA-7) spec,(T;(D10) = [{ 3 7]
Dig Q=749 + D spec,(TDw) = [, » 9
SpecL(Fs(DZn))
n-1 3n-3
Dy | AG-@-2)TA-m T _[aks RI3 0]
2 2

Dari tabel di atas maka didapatkan teorema sebagai berikut

Teorema 1

Spectrum Laplace pada graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n ganjil

adalah

n n—2 0
spec, (Ts(D2y)) = [3n -3 n—-1 2]
2 2

Bukti
Akan  dibuktikan  bahwa  misalkan grup  dihedral D,, =
{1,r,7%,...,7" L s,sr,sr?,...,sr™"1} dengan n ganjil. Jika dioperasikan dengan

operasi komposisi "o" di D,,, maka diperoleh bahwa invers dari setiap anggota

adalah

H'=1
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() =t Vi=123,..,n—1
(Ht=s
(S?"i)_l =srt Vi=123,..,n—1
Maka diperoleh unsur-unsur S = {r|i = 1,2,3,..,n— 1} yang tidak memuat
anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |S| = n — 1.

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

1 r r2 .. rmls sr sr2... srm1
1 1 1 1 1 0 0 O 07
T 1 1 1 0 0 0O 0
r2 1 1 1 0O 0 0O 0
et 101 1000 .0
ADz)="5 o 0 o 0111 .1
ST 0 0 O 0 1 11 .. 1
st2 10 0 0 0111 .. 1
st lo o o 011 1 1
dan matriks derajat
D(DZn)
m — 1 0 0 0 0 0 0 0
0 n—2 0 0 0 0 0 0
0 0 n—2 0 0 0 0 0
_ 0 0 0 n—2 0 0 0 0
0 0 0 0 n—1 0 0 0
0 0 0 0 0 n—1 0 0
0 0 0 0 0 0 n—1 0
0 0 0 0 0 0 0 . n—14

Maka diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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n—-1 -1 -1 -1 0 0 0 0

-1 n-2 -1 0 0 0 0 0

-1 -1 n-2 -1 0 0 0 0

] -1 0 -1 n—2 0 0 0 0
L(D2n) = 0 0 0 0 n-—-1 -1 -1 -1
0 0 0 0 -1 n—-1 -1 -1

0 0 0 0 -1 -1 n-1 -1
0 0 0 0 -1 -1 -1 n—1

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic
multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (L(D,,) — AI)

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh

4-2 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0
A2—-721+11 —5+2 —5+2 1 0 o o N o
442 541 541 )
0 0 23— 224300 —24 9421 2 —-8A+15 0 0 0 0 0
Z—7A+11 -7+ 11 Z-7i+11
2= 1343 + 5842 — 994+ 45 (A—3)(A> — 8 + 15)
0 0 0 [ . - 0 0 0 0
75— 1022 + 301 — 24 75— 1022 + 301 — 24
0 0 0 0 @81+ 151 0 0 0 0
2-5+3
0 0 0 0 0 4-2 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 2—-81+15 541 541 5+
) Eeny) jEeny) )
0 0 0 0 0 0 0 272+ 10 5+ 541
-2 -3 1-3
0 0 0 0 0 0 0 0 P—61+45  —5+1
1-2 1-2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ko
-1

Karena det(L — AI) adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga

atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut

n—1 3n—3

P =2A-(n-2)2 (A-n) 2
sehingga diperoleh nilai eigen
M=nl,=n—-2,13=0
dan diperoleh nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial

karakteristik untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu

3n—3 n—1
,m(4y) = ——,m(43) = 2

m(d,) = > >

Dengan demikian, maka diperoleh

n n—2 0
specL(FS(Dzn)) = !311 -3 n-1 2]
2 2
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3.2 Spektrum Laplace graf invers dari Grup Dihedral (D,,,) untuk n Genap

3.2.1 Spektrum Laplace Graf Invers dari Grup Dihedral-8

Himpunan anggota dari grup dihedral-8 adalah Dg = {1,7,72%,73,s, sr,

sr?,sr3}. Dengan operasi komposisi "o" pada setiap anggota Dg diperoleh Tabel

Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.6 Tabel Cayley Grup Dihedral-8 (Dg)

0 1 T r2 | r3 sr | sr? | srd
1 1 r r2 | r3 sr | sr? | sr3
r r r2 | r3 1 | srd s sr | sr?
r2 | r? | r3 1 r | sr? | sr3 s ST
r3 | r3 1 r r2 | sr | sr? | sr3 s
s s sr | sr? | srd 1 T r2 | r3
sr | sr | sr? | sr3 s r3 1 T r?
sr? | sr? | srd s sr | r? | 3 1 r
sr3 | srd s sr | sr? T r2 | r3 1

Berdasarkan Tabel 3.6 dapat diketahui

sebagai berikut:

lol=1makal'=1

ror3=r3or=1makar1=13

r2or2 =1 maka (1"2)_1 = r2

r3or=ror3d=1makar3 =11

invers dari setiap

sos=1makasl=s

anggota Dg

srosr=1makasr—1=sr

—1
sr?osr? =1maka (sr?) = = sr?

—1
sr3osrd =1maka (sr3) = =srd

Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1,72, s, sr, sr2,sr3

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan

bagian S dari Dg yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh

S = {r,r3}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (I's(Dg)) sebagai

berikut:
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sr?

sr
sr3

1 01 0 0 0 0 O
01010000

O

(e Nes}

O

(e Nes}

SO

— O

(e Nes}

— O

0 1 0 1 0 0 0 O
1 01 0 0 0 0 O
01 010000

O

(e Nes}

O

[N}

[N}

00001010
00000O0T1TO01
0 0 0 01 0 1 O
02000000
00200000
00020000
00002000
00000200
00000020

Gambar 3.5 Graf Invers Grup Dihedral-8 (I's(Ds))
Pada Gambar 3.5 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) sebagai

berikut;

2 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 2

sr
sr2
sr3

D
02 0 00 O0O0@O
0 02 00O0O0@O0
0 00 20000

2 0 0 0 0 0 0 O
0 0002 000

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers

0 0001 010
0 000 01T 01
‘0 0 0 01 0 1 O

0 0000 2 00
0 00 00 0 2 0
0 0 0 0 0 0 O 2
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan vektor

eigen dari matriks tersebut

det(L— A =0

=0

|
)

Dengan mereduksi matriks tersebut menggunakan metode Gaussian Elimination yang

1 000000 07
01000000
00100000
00010000
00001000
000001C00O0
0000O0O0O1IO0
1000000 1

-1

-1

=0

A 000000 0
02000000
004200000
000420000
00004000
000004200
00000040
0000000 A

0
0
0
0
-1
0
-1
2

-1
1

-1
-1

-1
1

_0__0000

0___0000

I | _00000

terdapat pada software Maple, maka akan diperoleh sebagai berikut:
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5-120 -1 0 -1 -1 -1 -1

0 5-2 0 -1 -1 -1 -1 -1
0 A2 —101+ 24 0 —6+2 —6+2 —-6+2 —-6+2
—5+2 —5+2 —5+2 —5+2 —-5+2
o o 0 A2 —101+ 24 —6+2 —6+2 —-6+2 —-6+2
—5+2 —5+2 —5+2 —5+2 —-5+2
o 0 0 0 22 —-91+16 4 A-8 4
A—4 A—4 A—4 A—4
o o o 0 o A3 — 1422 + 574 — 60 4(—=6+ 1) A2 —131+36
2-91+16 A2 —-91+16 A22—-91+16
At —192° + 1221 — 2881 + 144 4(—6 + 1)?
0 0 0 0 0 0 -
A3 — 1422 + 571 — 60 A3 — 1422 + 571 — 60
o o 0 0 o o o (23— 182% + 1041 — 192)2
B — 1322 + 441 — 24

Karena det(L — AI) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga, maka diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut:

PQ) = (5-1)? (_ '12—1OA+24»>2 (_ /12—9/1+16) (_ /13—14/1+57,1—60)

—544 1-4 A2-91+16

(__14—-19134—12212-2881-+144) (__(13-18124-104&-—192)1)
A* —142° + 571 - 60 A° —132° + 441 — 24

= 1% — 401" + 6801° — 63681° + 354721" — 1175041° + 2142721°

— 1658881

=2 -4)2%(=2+1)*

Sehingga diperoleh nilai eigennya, yaitu:
M=41,=221;=0
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(A,) =2,m(A,) =4,m(A;) =2

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-8

sebagai berikut:

spec,(T0p) =[5
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3.2.2 Spektrum Laplace Graf Invers dari Grup Dihedral-12
Himpunan anggota dari grup dihedral-12 adalah Dy, = {1,7,72,73,r%,1°,
s, sr,sT2,sr3,sr*, sr>}. Dengan operasi komposisi "o" pada setiap anggota D
diperoleh Tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.7 Tabel Cayley Grup Dihedral-12 (D,)

0 1 r r2 | 3|t | s sr | sr? | sr3 | sr* | sr®
1 1 r r2 | |t | s sr | sr? | sr3 | sr* | sr®
r r r2 | 3 |t | s 1 |sr>| s sr | sr? | sr3 | srt
r2 | r2 | 3t | s 1 r | sr* | sr® | s sr | sr? | sr3
r3 3| rt | 1 r r? | sr3 | sr* | sr® | s sr | sr?
rd | r* | r® 1 r r2 | r3 | sr? | sr3 | srt|sr5 | s ST
r> | rd 1 r r2 | 3 |t | sr | sr? | srd | st | sr® | s
s s sr| sr? | srd | sr* | sr® 1 r r2 | r3 |t | s
sr | sr | sr? | sr3 | sr* | sr® s rs 1 r r2 | 3 | rt
sr? | sr? | sr3 | sr* | sr® | s sr| r* | rS 1 r r2 | r3
sr3 | sr3 | srt | sr® | s st | sr?2 | r3 | r* | S 1 r r?
st | srt | sr® | s sr | sr? | sr r2 | r3 |t | 1 r
sr5 | sr® | s st | sr? | srd3 | srt | r r2 | r3 | r* | 1

Berdasarkan Tabel 3.6 didapatkan bahwa 1,73,s,sr,sr?,sr3,sr4, sr®
invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan
bagian S dari D, yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh
S = {r,r%,r* r>}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (T's(D13))

sebagai berikut:
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sr?

ST

sr#

sro

Gambar 3.6 Graf Invers Grup Dihedral-12 (I's(D,5))

Pada Gambar 3.6 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) sebagai

berikut:

s

0
10 01 10 00O0O0O0OUO
10 01 01100000
0110111000 O00O0
1101 0 0100 O0O00O0

O

O

[eNes]

O

O

— O

[e>Nes]

[e>Nes]

— O

— O

[e>Nes]

- O

0 0000O0O0OI1TO011TO00O0

0 0000O0O1T101T11

0 000 0O0O0O1T1O0T11

0 000 00101101

0 0 0 0001 1 0 1 1 O

1
T

,',.2
,',.3
.r4»

mn

Sr
Sr
Sr
ST
ST

2
3
4
5

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 O

0 300 0 0O0O0OO0TO0OTO0ODTDO
0 03000 0O0O0O0TUO0OTFP®O
0O 00400 0O0O0O0O0OTFP®O

0 000 3 000 00000
0 000 0 3 00O0O0O0OTUO
0O 000 O O 40O0O0UO0TFUO
0O 0 00OOOO40O0O0UO
0O 000 OO OO S4O000O0
0O 000OOOOOUO 400
0O 0 00OOOOOOTU OMZ4 0O
0 0 0 0 0OOO O OO0 0 4

D =

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O

0 3000 0O0O0O0OO0TUO0OTPO
0 0300 0O0O0O0O0TO0TFPO

0O 004000 O0O0O0O0OTFPO

0 000 3 000O0O0O0TUO
0 0000 3 0O0O0O0TUO0OTFPO
0O 0 00O O O0OS4O0UO0TUO0TUO0TUO
0O 00O O0OO0OOM4TO0UO0TUO0TUO
0O 0 0O0OOOOO 4000
0O 0 0O0OO0OO0OOOTOMZ4O0O
0O 0 0O0OOO0OOOTUOTU O0Z40O0
0 0 0 00O O O O0OO0OTO0O 4

0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 O
10 01100 00 O0O00O0
1 001 011 0O0O0O0O0
011011100000
110100100000

O

O

[e>Nen]

O

O

— O

[e>Nen]

[e>Nen]

— O

— O

[e>Nen]

— O

0 000 00101100

000 0O0OO0O11O01 11

0000 O0OO0OO0OT1TT1TTUO0T11

0 000 00101101

0 0 0 0001101 1 O

0

-1-1 0 -1-1 0 0 0 O
3 -1-10
-1 0

4

0
0
0

0

0
0
0
0

0 0 0O

0

3
-1 -1 4

1
-1 0

0

-1 0 0 0 O

-1-1 0 0 0 O

3

0 0 0O
0 0 0O

-1 0
3

-1 -1 0
-1 0

0
-1-1 0 -1 -1

4

-1 -1 0

0 000 0O

-1

-1 -1 0

-1 4 -1-10
-1 -1 4
-1 -1 4

0

0 000 0O

0 000 0O

-1 -1

0 000 0O

-1 0 -1-1 4 -1

-1 -1 0

0 000 0O

-1 -1 4/

0 000 0O

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan cara

yang sama yaitu:

det(L — AI) = 0

maka akan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
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P(A) = 212 — 882! + 350441° — 833442° + 131588818 — 1448198417
+1133731841° — 6313861121° + 24515051521* — 632055398413
+97391738884% — 67947724804

=22(1-2)1—-6)3(—4+1)°

Karena det(L — AI) = 0 maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:

M=61=41;=2,1,=0
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(dy) =3, m(Ay) = 6,m(A3) = 1,m(A,) = 2
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-12

sebagai berikut:

SPeCL(Fs(Du)):[g 2 i g]

3.2.3 Spektrum Laplace Graf Invers dari Grup Dihedral-16
Himpunan anggota dari grup dihedral-16 adalah D¢ = {1,7,72,73,74,1°,
r0,17,s,s1,51%, 513,514, 51>, 57°, sr7}. Dengan operasi komposisi "o" pada setiap

anggota D44 diperoleh Tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.8 Tabel Cayley Grup Dihedral-16 (D;¢)

o |1 | r ||| ||| s | sr|sr?|srd|srt|sr®|srl| sr’
1|1 | r |72 |2 ||| | s |sr|sr?|srd3|srt|srd|sre|sr’
rlr ||t || 1 | sr7| s | sr|sr?|srd|srt|sr®| srt
2l BT 1| r | sre|sr7| s | sr| sr?| sr3| srt| sr®
Pl 1| r | | sr| sr| sr7| s | sr | sr?| sr3| srt
| P e T L e | R R st srd | sre | sr7| s | st | sr?| s
Pl 1 | PR |t s st srd | sré | sr7| s | st | sr?
o T e | |t | | sr?| s3] srt| srd | sr| sr7| s | sr
ol L e | PRt | O | s | sr?| sr3| srt| srd| srb| sr7| s
s | s | sr|sr2|srd3|srt|sri|sré|sr7| 1| r || FB ||| 0] r
st | sr|sr2| sr3|srt|srd|sré|sr7| s | |1 | r ||| S| 0
sr?|sr?|srd3|srt|sr5|srb|sr’| s | sr| v |1 | r |||t
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sr3|srd | srt|sr|srbsr7| s | sr|sr?| ||| r |||t
srt| srd | srd5| sré|sr?| s | sr|sr2|sr3| | S| 0| 7 r ||
sre|srd|sré|sr’| s | sr|sr¥|sr3|srt| Bt S| 1| r |
sré|sré|sr7| s | sr|sr2|srd3|srd|srS | 2 | Pt ST 1| r
sr7|sr7| s | sr|sr?|srd¥|srt|srSsre | r |21

Berdasarkan Tabel 3.7 didapatkan bahwa 1,7%,s,sr,sr?,sr3,sr4,sr>,

sr®,sr” invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu

himpunan bagian S dari D4 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga

diperoleh S = {r,r%,73,75 1% r”}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf

invers (I's(D1¢)) sebagai berikut:

r

5

Gambar 3.7 Graf Invers Grup Dihedral-16 (I's(Dy4))

Pada Gambar 3.7 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) sebagai

berikut:
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers

R
=f=f=Y=t=k=R==1=R=t=T=R=R=Rt-R=]
=f=f=Y=t=k=R==1=R=l=T=R=RCR=1=)
Y =f=R=f=R=R=R=X=R=R=R=RlX=R=F=)
Y =f=Y=f=R=R=R=X=R=R=Rl-R=N=F=F=)
Y =f=R=f=R=R=R=R=R=Rt-f=R=N=F=F=)
coocococococococvoocoooo
coocococococovoocoocooo
Y =f=R=f=R=R=RTX=R=R==R=R=R=1=)
coocococovoococCcooOooO
coococomococococococococoo
coococvoocoococococoooo
coomnmocoocococococococoocoo
covoocococoocococo0oOooO
cInNoococococococococoocooo

6000000000000000

I
Q

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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L=D-A
6 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 O 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 -1 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1 O 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 -1 0 -1 0 -1 -1 O 0 0 0 0 0 0 0
o -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 O 0 0 0 0 0 0 0
-1 -1 -1 0 -1 0 -1 O 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1 O 0 0 0 0 0 0 0
/-t 0o -1 -1 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 6 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 o -16 -1 -1 -1 0 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 6 -1 -1 -1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 6 -1 -1 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o -1 -1 -1 6 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 o -1 0 -1 -1 -1 6 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 o -1 -1 0 -1 -1 -1 6 -1
-0 0 0 0 0 0 0 o -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 6

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan cara
yang sama vyaitu:
det(L — éI) = 0
maka akan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
P(&) = % — 4)(é — 8)5(—6+ &)°
Karena det(L — €I) = 0 maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
€, =88€,=6,8;=4,6,=0
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(é;) =5m(é,) =8,m(é;) =1,m(é,) =2
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-16
sebagai berikut:

—_— 4
SPeCL(Fs(Dm)):[g {63 1 g]
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3.2.4 Spektrum Laplace Graf Invers dari Grup Dihedral-20
Himpunan anggota dari grup dihedral-20 adalah D, = {1,7,72,73,7%,75,
8,77, 18,1% s, 51,512,573, 514, 575, 51°, 577, 578,51}, Dengan operasi komposisi

"o" pada setiap anggota D, diperoleh Tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.9 Tabel Cayley Grup Dihedral-20 (D)

0 1 r |23t S e 7 | 8| | s | sr| sr?| sr3| sr*| sr®| sr®| sr7| sr®| sr?
1 1| r |72 |3 | r* | S| ro | r7 | r® | 72| s | sr | sr?| srd| srt| srd| sré| sr’| sr®| sr’
r rl 23t 7 8 | 1 | sr®| s | sr| sr?| srd| srt| srd| sr®| sr7| sr®
223t s e 7 1| r | sr®| sr?| s | st | sr?| sr3| srt| sr®| sré| sr7
33t s e 7 e 1| | r? | sr7| sr®| sr®| s | sr| sr?| sr3| sr*| sr3| sr
ot S e 7 8 1| r || v | osr®| sr7| sr8| sr®| s | sr | sr?| sr3| sr*| sr’
Sl s e 7 | |23t | srS| osr®| sr7| sr®| sr?| s | sr | sr?| sr3| srt
re e {7 | | | 2t | S| srt| sr®| sr| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?| srd
7T S 1 e 2 3t | S| r® | sr3| srt| sr3| sr®| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?
8?1 Pt S | 7 | sr?| srd| srt| srd| sr®| sr7| sr®| sr®| s | sr
Pl o [P et S e | 7 | r® | sr | sr?| sr3| srt| sr3| sre| sr7| sr®| sr®| s
s s | sr| sr?| srd| srt| sr3| sré| sr7| sr®| sr?| 1 | r |2t S e |7 | 8| r?
sr| sr | sr?| sr3| sr*| sr5| sré| sr7| sr®| sr?| s | 7| 1 r| 23t S 7 | 8
sr?| sr?| sr3| sr*| sr3| sr®| sr7| sr®| sr®| s | sr | ¥ | r° | 1 r| 2|3t eS| 7
sr3| sr3| sr*| sr3| sr®| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?| 7 || 0| 1 L B I S I e
srt| sr*| sr5| sré| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?|sr3| S |7 || 1 ro| 2t S
srS| sro| sre| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?| srd¥| sr*| S |6 |7 | |1 r| 2| 3| rt
sro| sro| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?| srd¥| srt| srS| vt | S |0 |7 | B0 | 1 r|r2|rd
sr7| sr7| sr8| sr®| s | sr | sr?| sr3| srt| sr3| sré| 3 |t | S0 |7 | B0 1 r | r?
sr8| sr8| sr®| s | sr | sr?| sr3| srt| srS| sré | sr7| 2 |3t S| 7 |1 r
sr?| sr| s | sr | sr?| srd| srt| srS| sro| sr7 | sr®| v | 2|3t | e |7 |1

Berdasarkan Tabel 3.8 didapatkan bahwa 1,75,s,sr,sr?,sr3,sr4, sr>,
sr®, sr7,sr8, sr? invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun
suatu himpunan bagian S dari D,, yang tidak invers dengan dirinya sendiri,
sehingga diperoleh S = {r,v%, 73,74, 7% r7,r8 r°}. Dengan demikian dapat

dibentuk suatu graf invers (I's(Dy0)) sebagai berikut:
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat graf invers
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan cara

yang sama yaitu:

det(L—€I) =0
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maka akan diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
P =8%(&—6)(& —10)7 (-8 + &)1°
Karena det(L — €I) = 0 maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
6, =10,6,=88;=6,6,=0
Berdasarkan polinomial karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(€,) = 7,m(é,) = 10,m(é3) = 1,m(é,) =2
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral-20

sebagai berikut:

sPeCL(m):[l;) 180 ? g]

3.2.5 Pola Spektrum Laplace Graf Invers dari D,,
Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh bentuk polinomial karakteristik
dan spektrum Laplace pada graf invers dari grup dihedral-2n (T's(D,,)) yang

ditunjukkan pada Tabel 3.10 sebagai berikut:

Tabel 3.10 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Graf Invers Grup Dihedral

Dy, Polinomial Karakteriktik P(€) Spektrum
D, 8 (6~ (-2 + &)" spec,(ROD) =[5 5 ]
D & (6 - 2)(€ - 6)*(~4+&)° spec,(0D) =[5 ¢ 1 )
D _
’ & (@&~ 9)(E-8)° (=6 +8)° spec, .0 =[5 5 1 3
D —
N &%(& — 6)*(¢ —10)°(-8+&)"° spec, (L0 = [ 15 7 )
SpecL(Fs(DZn))
D,, g2Ee—m-2)"(E—(n—-4)E—-n)"3 In on-2 n-4 0]
" n-3 n 1 2
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Dari tabel di atas dapat dirumuskan teorema sebagai berikut:
Teorema 2

Spektrum Laplace pada graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n genap
dann > 6 adalah

spee,Om) = [, %5 " F " )

Bukti

Misalkan grup dihedral  D,, ={1,r,7% ...,7""1,s,s7,51%, ..., sr""1}
dengan n genap dan n > 6. Jika dioperasikan dengan operasi komposisi "o" di
D,,,, maka diperoleh bahwa invers dari setiap anggota adalah
Ht=1
() =1 Vi=123,..,n—1dani#>
(s)1=s
(sr")_1 =srt Vi=123,..,n—1

Maka diperoleh unsur-unsur S = {ri|i * g,i =123, .., n— 1} yang tidak

memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |S| = n — 2.

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

1 r r2 r3 .r"ls sr sr2srd3.. sr*?

1 1 110 1.0 0 0 0 0
r |11 0 1 0 00 0 O 0
r2 1 0 0 1 10 0 0 0 0
3o 11 1 1 0 0 0 0 0
ADy)=+71 |1 0 1 1 0 1 0 0 0 O 0
s oo oo 01 1 1 0 1
ST 0 0 0 O 0 1 1 1 1 1
sr2 o 0 0 0 011 1 1 0
sr® o0 0 0 0 001 1 1 1
st™ 1o 0o 00 .. 00110 1 .. 1
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dan matriks derajat

m—2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 n—-3 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 n-3 0 .. 0 0O 0 0 0 0
0 0 0 n-2..0 0O 0 0 0 0
1 0 0 o0 0 n-3 0 0 O 0 0
PO =t o o o 0 n—-20 0 0 0
0 0 0 0 0 0 n—-2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 n-2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 n—2.. 0
0 0 0 0 .. 0 0O 0 0 0 ..n—2
Maka diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
m—2 -1 -1 0 .. =1 0 0 0 0O .. O
-1n-3 0 —-1..0 0O 0 0 0 .. 0
-1 0 n-3-1..-1 0 0 0 0O .. 0
0O -1 -1n-2..-1 0 0 0 0O .. O
!1-1 -1 -1 -1 ..n—-3 O 0 0 0O .. O
Lo =1 o 0 0o o 0 n—-2-1 -1 0 .. -1
0 0 0 0 0O -1n-2-1 -1 .. -1
0 0 0 0 0O -1 -1n-2-1 .. 0
0 0 0 0 0 0 -1 -1n-2.. -1
0 0 0 o .. 0 -1 -1 0 -1 ..n-—2

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic
multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (L(D,,) — €l)

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh

n+D-& 0 . 0 -1 -1 -1
0 (+D-é.. -1 -1 -1 -1
o o o _E-m(-@n+2) _E-(n+2) _E-(+2) _E-(+2) _E-(n+2)
é—(n+1) é—(m+1) 6—(n+1) 6—(n+1) é—(m+1)
& —(2n+1é+n? n é—2n n
0 0 . 0 _—_— = - —
e—n e—n e—n e—n
0 0 0 o _(E-@+D)(& - @n+ D+ @2 —n)) n(e - (n+2)) _E-mE-C@n+D)
8 —(2n+1)é+n? 8 — (2n+ 1)é +n? 8 —(2n+ 1é+n?
s(@-n(E-0+2)6E-2n)
0 0o . 0 0 0 TE - @Bn+ D& +n(@m? —n-Dé—6n

Karena det(L — AI) adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga
atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut

P =2 A-n-2)"A-m—-4)A-n)""
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sehingga diperoleh nilai eigen
M=nl=n—-2,13=n—4,1,=0
dan diperoleh nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial
karakteristik untuk masing-masing nilai Eigen tersebut yaitu
m(1,) =n—3,m,) =n,m(3) =1,m,) =2

Dengan demikian, maka diperoleh

specy () = |, ", "22 "T* )



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang sudah diperoleh di atas, maka dapat
didapatkan kesimpulan dari pola umum spektrum Laplace dari graf invers grup
dihedral sebagai berikut:

1. Spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n ganjil adalah

SpecL(rs(DZn)) =

n n—2 1
3n—3 n—-1
_ 2

2 2

2. Spektrum Laplace dari graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n genap dan

n > 6 adalah

spee,(0) =[5 "7 "t )
4.2 Saran
Bagi peneliti selanjutnya, disarankan untuk mengkaji:
1. Spektrum Adjacency, spektrum signless Laplace dan spektrum detour dari graf
invers atau berbagai macam graf lainnya dari grup dihedral D,,, untuk n ganjil.
2. Spektrum Adjacency, spektrum signless Laplace dan spektrum detour dari graf

invers atau berbagai macam graf lainnya dari grup dihedral D,,, untuk n genap.
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