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ABSTRAK

Athoilah, Ibnu. 2016. Sifat-sifat Ring Rickart. Skripsi. Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si. (Il) Fachrur Rozi,
M.Si.

Kata kunci: Ring Rickart, corner, center, commutant

Ring Rickart adalah ring yang annihilator kanan (kiri) setiap elemennya
merupakan ideal kanan (Kiri) yang dibangun oleh suatu idempoten. Penelitian ini
bertujuan untuk mengetahui sifat-sifat ring Rickart serta menganalisa beberapa
sifat-sifat ring Rickart. Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji definisi-definisi
dan teorema-teorema yang terkait dengan ring Rickart. Hasil dari penelitian ini
adalah:
1. Jika A(—,") adalah ring Rickart, x € A, maka didefinisikan
Y =41-e), (x} =(1-1)A
dengan e dan f idempoten dari x.
Setiap corner dari ring Rickart merupakan ring Rickart.
Center dari suatu ring Rickart merupakan ring Rickart.
4. Jika S subset ring A(—,-) maka S’ (commutant S) merupakan subring di
A(—,).
5. Misalkan A(—,-) adalah ring Rickart, S subset A(—,"), x € S.
Jika {x}" =e-A dengan e idempoten maka untuk setiap s € S berlaku
Se=e*Se.

wn

xii



ABSTRACT

Athoilah, Ibnu. 2016. Rickart Ring Properties. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim
Malang State Islamic University. Advisors: (1) Hairur Rahman, M.Si. (1)
Fachrur Rozi, M.Si.

Keyword: Ring Rickart, corner, center, commutant

Ring Rickart is a ring that right (respectively left) annihilator of each
element is a right (respectively left) ideal built by an idempotent. This study aims
to determine the properties of the ring Rickart and analyze some of the properties
of the ring Rickart. This study was conducted by examining the definitions and
theorems related to ring Rickart. The results from this study are:

1. If A(—,") is aring Rickart, x € A, then defined
f=40-¢e), (x} =1-A
with e and f idempotent of x.
Every corner of the ring Rickart is a ring Rickart .
Center of a ring Rickart is a ring Rickart.
If S subset ring A(—,-), then S’ (commutant S) is a subring in A(—,").
Suppose A(—,-) is ring Rickart, S subset A(—,"), x € S. If {x}" =e-A with
e idempotent then for each s € S applicables-e =e-s-e.

akhowd
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika mempunyai peran penting dalam sebagian besar kehidupan.
Matematika merupakan dasar perkembangan dari berbagai macam ilmu yang lain.
Dengan memanfaatkan matematika, suatu masalah dapat dipahami,
disederhanakan dan kemudian dipecahkan atau diselesaikan. Semakin
berkembangnya zaman, semakin banyak pula ilmu yang berkembang dengan
berdasarkan matematika yang selanjutnya digunakan untuk menyelesaikan suatu
permasalahan di berbagai macam bidang. Catatan dari usaha manusia secara
kontinu untuk merumuskan konsep-konsep dan unsur-unsur dalam bidang ilmu
pengetahuan agar dapat diuraikan ke dalam dunia nyata adalah sebagian dari
sejarah ilmu pengetahuan alam. Berbicara tentang ilmu pengetahuan, al-Quran
telah memberikan kepada manusia kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan
akhirat, dan tugas kita sebagai manusia adalah mencari dan meneliti segala
sesuatu agar dapat mengungkap dan mengetahui keajaiban dari kedua dunia itu
(Rahman, 1992:12). Hal itu menunjukkan keluasan suatu ilmu. Dalam al-Quran
hal tersebut telah dijelaskan oleh Allah Swt. dengan firman-Nya dalam surat al-

Kahfi/18:109.
35 G el 35 of J5 5507 dad 5 ol 310, J5 T 56 5 s

Artinya: “Katakanlah: Sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-
kalimat Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum habis (ditulis)



kalimat-kalimat Tuhanku, meskipun Kami datangkan tambahan
sebanyak itu (pula)" (QS. al-Kahfi/18: 109).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa hendaknya manusia memahami akan
kewajiban untuk menuntut ilmu serta mempelajarinya, tidak diragukan lagi bahwa
al-Quran, dengan anjuran memperhatikan dan berfikir yang diulanginya beberapa
kali menjadikan aktivitas studi dan penelitian dalam berbagai bidang sebagai
sebuah keharusan bagi umat Islam. Karena itu Islam memerintahkan manusia
untuk beribadah dan berfikir (Pasya, 2004:5).

Ada banyak ilmu pengetahuan di alam semesta ini, salah satunya adalah
ilmu sains matematika. Menurut Abdul Aziz dan Abdussakir (2006), matematika
adalah salah satu ilmu pasti yang mengkaji abstraksi ruang, waktu, dan angka.
Matematika juga mendeskripsikan realitas alam semesta dalam bahasa lambang,
sehingga suatu permasalahan dalam realitas alam akan lebih mudah dipahami.

Sedangkan mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma ulul
albab, tidak cukup hanya berbekal kemampuan intektual semata, tetapi perlu
didukung secara bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola
pikir deduktif dan logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuan
intuitif dan imajinatif serta mengembangkan pendekatan rasionalis, empiris, dan
logis (Abdussakir, 2007:24). Sebagaimana dalam firman Allah Swt. dalam surat

Shaad/38:29, yaitu:

2E e 8E s asge r B s 7roa 7 E oL
2Nyl Saay cangls 15 3000 00 EL))aid 3l Cuss
Artinya: “Ini adalah sebuah kitab yang Kami turunkan kepadamu penuh dengan
berkah supaya mereka memperhatikan ayat-ayatNya dan supaya
mendapat pelajaran orang-orang yang mempunyai fikiran” (QS.
Shaad/38:29)



Salah satu cabang ilmu matematika adalah struktur aljabar. Struktur
aljabar merupakan salah satu materi dalam aljabar abstrak yang paling sederhana.
Beberapa bagian dari struktur aljabar yang mengandung operasi biner yang
memenuhi sifat-sifat tertentu adalah grup, ring, field, dan modul. Untuk himpunan
yang tidak kosong dengan dua operasi biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu
disebut dengan ring.

Menurut Hanifah (2009), ring adalah suatu struktur aljabar yang terdiri
dari dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian, di mana terhadap
penjumlahan struktur tersebut merupakan grup abelian, terhadap perkalian
struktur tersebut merupakan semigrup dan operasi perkalian bersifat distributif
terhadap operasi penjumlahan. Suatu operasi biner pada himpunan tak kosong S
adalah korespondensi dari pasangan berurut (a, b) dalam S X S ke ¢ elemen dari
S. Elemen c biasanya ditulis dengan a * b atau a o b dan masing-masing disebut
dengan penjumlahan dan perkalian a, b. Penjumlahan dan perkalian pada bilangan
bulat Z merupakan contoh operasi biner pada Z.

Suatu ring disebut ring Rickart apabila annihilator kanan (Kiri) dari setiap
elemennya merupakan ideal utama kanan (kiri) yang dibangun oleh suatu
idempoten (Suparwati, 2005:5). Dari uraian yang ada di atas penulis akan

membahas sifat-sifat ring Rickart dengan judul “ Sifat-Sifat Ring Rickart”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian pada latar belakang di atas, maka rumusan masalah

pada penelitian ini adalah bagaimana sifat-sifat dari ring Rickart?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan penelitian ini adalah

menjelaskan sifat-sifat dari ring Rickart.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:
a. Bagi Penulis
Diharapkan penulis dapat memahami sifat-sifat dari ring Rickart berdasarkan
definisi-definisi dan teorema-teorema yang membangunnya.
b. Bagi Lembaga
Diharapkan penelitian ini dapat dijadikan tambahan materi dalam bidang studi
matematika khususnya aljabar serta dapat dijadikan bahan masukan kepada
peneliti lain sehingga menemukan masalah-masalah yang berkaitan dengan

penelitian ini.

1.5 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan adalah metode penelitian kepustakaan
(library research) atau kajian pustaka, yaitu melakukan penelitian untuk
memperoleh data dan informasi serta objek yang digunakan dalam pembahasan
masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan argumentasi
penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai suatu
permasalahan atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian ini

(Sarwono, 2006:26).



Adapun metode penelitian yang digunakan oleh penulis adalah sebagai
berikut:
1. Menentukan literatur utama yang dijadikan sebagai acuan dalam penelitian ini
yaitu buku “Baer *-Ring” karangan Sterling K. Berberian terbitan tahun 1972.
2. Mengumpulkan beberapa literatur pendukung, baik yang bersumber dari buku,
jurnal, artikel, dan yang berhubungan dengan permasalahan yang akan dibahas

dalam penelitian ini.

1.6 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan yang digunakan penulis pada penelitian ini

tersusun atas empat bab, yaitu :
Bab I Pendahuluan

Pada bagian pendahuluan ini terdiri dari beberapa subbagian yaitu latar
belakang permasalahan, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
metode penelitian dan sistematika penulisan.
Bab 11 Kajian Pustaka

Bagian ini berisi teori atau konsep yang menjadi acuan dari penelitian ini.
Bab I1l Pembahasan

Pada bagian ini berisi isi dan hasil penelitian yang berisikan penjelasan ring
Rickart dan sifat-sifatnya.

Bab 1V Penutup

Pada bab ini berisi kesimpulan dari penelitian dan saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Operasi Biner
Definisi 2.1.1
Misal S suatu himpunan tak kosong dan a, b € S. Suatu operasi biner " * "

pada himpunan S merupakan pemetaan yang didefinisikan sebagai *:S xS — S

sehingga *(a,b) =a=*b dengan (a,b) €S XS, dan a*b € S untuk setiap

a,b € S (Ayres dan Jaisingh, 2004:23).

Dari definisi 2.1.1 suatu operasi " * " pada suatu himpunan tak kosong S
dapat dikatakan operasi biner, harus dipenuhi dua kondisi, yaitu:

1. Operasi " = " tertutup di S, yaitu untuk setiap a,b € Smakaa = b € S.

2. Operasi " =" terdefinisi dengan baik pada S, yaitu untuk setiap pasangan
berurutan (a, b) € S X S dapat dioperasikan dan dipetakan dengan tepat suatu
nilai a * b.

Contoh:

Diketahui Z himpunan semua bilangan bulat. Didefinisikan operasi + pada

Z dengan syarat untuk setiap a + b, a,b € Z. Akan ditunjukkan operasi +

merupakan operasi biner pada Z.

Pertama, akan ditunjukkan bahwa operasi + merupakan operasi yang
tertutup. Sesuai dengan sifat bilangan bulat, maka penjumlahan dua bilangan bulat
akan menghasilkan bilangan bulat juga, sehingga a + b € Z. Jadi, terbukti operasi

+ merupakan operasi yang tertutup.



Kedua, akan ditunjukkan bahwa operasi * merupakan operasi yang
terdefinisi dengan baik. Didefinisikan operasi * pada Z yaitu:
a*b=a+bVabeZ
misal a,b, c,d € Z dengan a = c dan b = d, maka harus ditunjukkan
at+b=c+d.
Karena diketahui a = c dan b = d, maka berlaku a * b = ¢ * d, sehingga
a+b=c+d
Jadi terbukti operasi * merupakan operasi yang terdefinisi dengan baik,
dengan demikian terbukti bahwa operasi * pada Z dengan a*b = a + b untuk
a,b € Z merupakan operasi biner pada Z.
Contoh:
Didefinisikan operasi * pada Z dengan syarat Va,b € Z,a*b =+a-b,
akan ditunjukkan bahwa operasi * bukan merupakan operasi biner pada Z.
Perhatikan bahwa jika a = 1 dan b = 2 maka:
axb=1+2=V1-2=+2¢LZ
Jadi, operasi * tidak memenuhi kondisi tertutup. Perhatikan juga bahwa jikaa = 1
dan b = 1 maka berakibat a * b = v1-1 =+/1 = +1, jadi terdapat satu nilai a, b
tetapi menghasilkan dua nilai yang berbeda yaitu 1 dan —1, di mana 1 # —1. Jadi

operasi * tidak memenuhi terdefinisi dengan baik, artinya operasi * pada Z dengan

axb=+a-b.

2.2 Grup
Salah satu sistem aljabar yang paling sederhana adalah grup. Grup

didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner



yang memenuhi beberapa aksioma, di antaranya tertutup, asosiatif, memiliki
elemen identitas, dan memiliki elemen invers. Apabila salah satu aksioma tidak
terpenuhi maka bukan grup. Sistem aljabar (G,*) dengan himpunan tidak kosong
G dan operasi biner *. Didefinisikan di G adalah grupoid. Grupoid juga disebut
semigrup jika operasi biner = di G adalah assosiatif. Sedangkan semigrup yang
mempunyai elemen identitas di G disebut monoid (Raisinghania & Aggarwal,
1980:32).

Contoh:

Misalkan himpunan N adalah bilangan asli dengan operasi penjumlahan
adalah semigrup, karena operasi biner di N adalah penjumlahan, maka N bersifat
assosiatif. Jadi (N,*) adalah semigrup. Tetapi (N,*) bukan monoid, karena
operasi penjumlahan tidak mempunyai identitas di N, jadi (N,*) bukan grup.
Definisi 2.2.1

Karena penulis menggunakan simbol (*) untuk operasi penjumlahan (+)
dan simbol (o) untuk operasi perkalian (x) maka untuk semua operasi
penjumlahan dan operasi perkalian digantikan dengan operasi (*) untuk
penjumlahan, dan (o) untuk perkalian.

Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong dan pada G didefinisikan
operasi biner *. Sistem matematika (G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma-
aksioma:

1. Untuk setiap a,b,c € Gmaka (axb)*c=ax*(b=*c) operasi *

bersifat assosiatif di G.

2. G mempunyai unsur identitas terhadap operasi *.



Misalkan I unsur di G sedemikian hingga a * I =1 * a,Va € G maka
I disebut unsur identitas.

Setiap unsur di G mempunyai invers terhadap operasi *. Untuk setiap
a € G ada a~! € G yang disebut sebagai invers dari a, sehingga
a*a = ax*a =1 sehinggal adalah unsur identitas. (Raisinghania &

Aggarwal, 1980:31).

Definisi 2.2.2

Menurut Arifin (2000), sistem matematika (G,*) disebut grup jika

memenuhi:
1. Sifat asosiatif. Untuk setiap unsur a, b, ¢ di G, berlaku
(a*b)*c=ax(bxc).
2. Unsur kesatuan. Terdapat unsur I di G yang memenubhi
axl=I*xa=a
untuk semua unsur a di G, unsur I disebut unsur kesatuan.
3. Balikan. Untuk setiap unsur a di G terdapat unsura=!di G yang
memenuhi a * a™! = a™! * a = I. Unsur a~* disebut balikan unsur a.
Definisi 2.2.3

Grup (G,*) dikatakan komutatif (abelian) jika untuk setiap unsur a dan b

di G berlaku a * b = b * a (Arifin, 2000:36).

2.3 Sifat-sifat Grup

Teorema 2.3.1

Unsur identitas dalam suatu grup adalah tunggal (Raisinghania &

Aggarwal,

1980:75).
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Bukti
Misalkan (G,*) adalah grup
Andaikan I dan h adalah unsur identitas di G, makal = xh =h
~l=h

maka berlaku:
. Ixh=hxI=h I sebagai identitas
. Ixh=hxI=1 h sebagai identitas

Karena I = h dan h = I adalah unsur tunggal pada G maka dari (i) dan (ii)
berakibat I = h. Ini berarti bahwa unsur identitas adalah tunggal.
Teorema 2.3.2

Setiap unsur dari suatu grup memiliki invers yang tunggal (Raisinghania &
Anggarwal, 1980:75).
Bukti
Misalkan (G,) adalah grup
andaikan invers dari a € G tidak tunggal yaitu
a;! dan a; ! dengan aj?! # a;t

Misalkan I adalah unsur identitas di G maka berlaku
art=a;t«1I

=a;'x(a*az")

=(a;' xa) xa;"

— -1
=1x*a,

:az_l

Jadi a7t = a;?.
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Kontradiksi dengan pengandaian. Ini berarti bahwa setiap unsur di G
memiliki invers yang tunggal di G.
Teorema 2.3.3
Invers dari invers suatu grup adalah unsur itu sendiri. Misalkan (G,*) grup
dan a € G, maka (a~1)~! = a (Raisinghania & Aggarwal, 1980:75).
Bukti
Misalkan a € G maka a™! € G sehingga
axal=alxa=1
i. axal=I
(axaD*x(@Ht=Ix@hH™
ax(@*tx(@hH)=(@hH"
axl= (@1
a= (a1
i. alxa=1I
(@D 'x(atxa)=(a) "+
(@Hxat)rxa=(a)?
[xa=(@!H?
a=(aH
Teorema 2.3.4
Dalil kanselasi berlaku pada suatu grup (Raisinghania & Aggarwal,
1980:76).
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa pada grup berlaku dalil kanselasi kiri maupun kanselas

kanan.
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Misalkan (G,*) adalah grup, Ya, b € G berlaku:
i. jikab*a = c*amakab = c kanselasi kanan
ii. jikaaxb = ax*cmakab = c kanselasi Kiri.
Misalkan a € G maka a™! € G (a punya invers yaitu a™* di G)
i. bxa=cxa

(bxa)*at=(cxa)*at

bx(axal)=cx(axa?t)

b=c

ii. axb=axc

al(a*b)=a'*(a*c)

(atxa)xb=(at*xa)*c
b=c.

Jadi dalil kanselasi berlaku pada sebarang grup.

Teorema 2.3.5
Jika a, b dua unsur dari suatu grup (G,*), maka persamaan a * x = b dan

y *a = b mempunyai selesaian yang tunggal di G (Raisinghania & Aggarwal,
1980:77).
Bukti
1. Pertama akan ditunjukkan bahwa a * x = b mempunyai selesaian di G.

a,b € Gmakaadaa ' € Gdana txb €G.

Selanjutnya,

axx=»>b

al+x(axx)=alxb

(alxa)xx=alxb
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Ixx=a1xh

Persamaan (1) disubstitusikan ke persamaan a * x = b
ax*xx=b»b
ax(@txb)=>b
(axaV)xb=b
I[«b=0b
b=0b.
Jadi a * x = b punya selesaian, yaitu x = a1 * b.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa selesaian tersebut adalah tunggal,
andaikan a * x = b memiliki selesaian tidak tunggal yaitu x; dan x, dengan
X1 F X3.

Makaa*x; =bdana*x, =b
diperoleh a x x; = a * x,
X1 = X (berdasarkan teorema 2.3.4).

Kontradiksi dengan pengandaian. Ini berarti a*x; = b mempunyai
selesaian tunggal.

2. Kedua akan ditunjukkan bahwa y * a = b mempunyai selesaian di G.
a,b e Gmakaadaa '€ G b ' eGdanalxbeG
y*a=»b
yxa(a)=b*a?!
y*(axa™)=bxa™?!
y*l=bxa!

1

Y = D K AT (2)
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Persamaan (2) disubtitusikan ke persamaan y * a = b

y*a=0>b
(bxaYH*a=>b
bx(alxa)=»b
bxI=b

b = b.

Jadi y = b * a~* adalah selesaian dari y x a = b di G
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa selesaian tersebut adalah tunggal,
andaikan y * a = b memiliki selesaian yaitu y; # y, maka,
yi*a=bdany, xa=0»b
diperoleh
yi*a=y;*a
Vi =Y, (berdasarkan teorema 2.3.4).
Kontradiksi dengan pengandaian. ini berarti a*b =b mempunyai

selesaian tunggal.

2.4 Subgrup
Definisi 2.4.1
Diketahui (G,*) merupakan grup. Himpunan H < G disebut subgrup dari
G jika dan hanya jika memenuhi kedua aksioma berikut:
1. H bukan merupakan himpunan kosong

2. (H,*) merupakan grup



15

Contoh:

(C,x) merupakan suatu grup, dimana C adalah himpunan bilangan kompleks
tanpa nol dan "x" operasi perkalian. Misal H = {1, —1, i, —i} sub himpunan dari
C, karena:

1. H bukan merupakan himpunan kosong.

2. " x"tertutup di H, yaitu:
1x(-1)=-1€H
1xXi=i€eH
1xXi=i€H
1x(-i)=—i€H
(-1)xi=—i€H
() x(-i)=i€H
ixX(—i)=1€H.

3. 1 merupakan unsur identitas di H terhadap operasi perkalian dan setiap
elemen di H mempunyai invers, yaitu untuk x € H mengakibatkan
x!xx=1€H:

(D"'=1karenalx1=1

(-1)"!'=—-1karena(-1) x (-1) =1

()™= —ikarena(-i)xi=1

(=)~ =i karenai x (—i) = 1.

Jadi (H,x) memenuhi kondisi grup, sehingga jelas bahwa (H,X)

merupakan subgrup dari (C,X).
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2.5 Sifat-Sifat Subgrup
Teorema 2.5.1
Diketahui (G,*) merupakan grup dan H subgrup dari G, maka kedua
pernyataan berikut berlaku:
1. Elemen identitas I € G juga merupakan elemen identitas pada H.
2. Untuk setiap a € H berlaku a™! € H dengan a™! merupakan invers
elemen a.
Bukti
Diketahui (G,*) merupakan grup dan H subgrup dari G dengan I elemen
identitas di G.
1. Andaikan terdapat Iy € H, dengan Iy *a = a *x [y = a untuk setiap a €
H. Karena H € G, maka untuk setiap a € H berlaku a € G. Karena G
merupakan grup, maka berlaku I *a =a *I = a, sehingga diperoleh
a * Iy = a = I dan menggunakan teorema kanselasi kiri diperoleh I; = I.
Jadi, terbukti bahwa I € H.
2. Karena H merupakan grup terhadap operasi biner " =" dan Iy = I, maka
untuk setiap a € H berlaku a x a™* = a™! * a = I. Sehingga jelas bahwa
untuk setiap a € H terdapat a™! € H.
Teorema 2.5.2
Diketahui (G,*) merupakan grup dan H € G. Himpunan H merupakan
subgrup dari G jika dan hanya jika H # @ dan untuk setiap a,b € H berlaku
axb~1 € H, dengan b~! merupakan invers elemen b (Dummit dan Foote,

2004:47).
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Bukti

Karena H subgrup dari G, untuk setiap a,b € H maka menurut Teorema
2.5.1 terdapat b=! € H dan dengan demikian a = b~ € H.
Akan ditunjukkan H merupakan subgrup dari G. Karena H € G maka sifat

assosiatif operasi "*" pada G juga berlaku pada H. Jika dipilih a = I, akan
diperoleh a = b~ =1 xb~1 = b~1 € H untuk setiap b € H. Dengan demikian H
memuat invers dari setiap elemennya. Jadi, terbukti bahwa H merupakan subgrup
dari G.
Teorema 2.5.3

Diketahui (G,*) merupakan grup dan H, K merupakan subgrup-subgrup
dari G, maka H N K juga merupakan subgrup atas G (Raisinghania dan Aggarwal,
1980:178).
Bukti

Karena G merupakan grup dan misal I identitas di G. Karena H, K subgrup
dari G,makal € HdanI € K sehinggal e HN K < G.
Dengan demikian jelas bahwa H N K # @.

Ambil sebarang a,b € H N K, akibatnya a,b € H dan a,b € K. Karena H
merupakan subgrup maka menurut Teorema 2.5.2 berlaku a * b~1 € H. Karena K
juga merupakan subgrup maka menurut Teorema 2.5.2 juga berlaku a = b1 € K.

Akibatnya axb~' € HNK, dan menurut Teorema 2.5.2 berakibat H N K

merupakan subgrup atas G.
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2.6 Ring
Suatu sistem matematika yang terdiri dari satu himpunan tak kosong
dengan satu operasi dinamakan grup. Sistem matematika tersebut belumlah cukup
untuk menampung struktur-struktur yang ada dalam matematika. Pada bagian ini
dikembangkan suatu sistem matematika yang terdiri dari satu himpunan tak
kosong dengan dua operasi biner yang disebut dengan ring (Khusniyah, 2007:37).
Definisi 2.6.1
R adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner * dan o
(dinotasikan penjumlahan/operasi pertama dan perkalian/ operasi kedua) disebut
ring jika memenuhi pernyataan berikut:
i. (R,*) adalah grup tertutup
ii. (R,*) adalah grup abelian
Iii. Operasi o bersifat asosiatif:
(aeb)oc=aco(boc),Va,b,c ER
iii. Operasi o bersifat distributif terhadap = di R: Va, b,c € R
(a*b)oc=(acc)*(boc) (distributif kiri)
aoc(bxc)=(acobh)*(acc) (distributif kanan)
(Dummit & M.Foot, 1991:225).
Contoh:
Selidiki apakah (Z, +,-) merupakan ring?
Jawab:
I. (Z,+) adalah grup abelian karena:
a) Z tertutup terhadap operasi (+)

Va,b € Z berlaku (a + b) € Z
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b) Operasi (+) bersifat asosiatif di Z
Va,b,c € Zberlakua+ (b+c)=(a+b)+c

c) 0 adalah elemen identitas terhadap operasi (+) di Z
Va € Zberlakua+0=0+a=a

d —a€eXdanal!=—-aVa€Z

e) Operasi (+) bersifat komutatif di Z
Va € Z berlakua + b = b + a.

ii. Operasi (+) bersifat asosiatif di Z
(a*b)-c=a-b-c),Va,b,cER.

iii. Operasi () bersifat distributif terhadap operasi (*)
(ab)-c=(a-c)+(b-c),VYa,b,ceZ
a-(b+c)=(@-b)+(a-c),Va,b,c€EZ.

Teorema 2.6.2

Misalkan R ring. Jika a? = a,Va € R maka R merupakan ring komutatif

(R disebut ring Boole) (Hidayanto & Irawati, 2000:9).

Bukti

Ambil sebarang a, b € R, jika a®? = a,Va € R maka:

(a*b)>=a?+(aob)*(boa)*b? ... aturan perkalian kuadrat

(ax*b)=ax(acb)*x(boa)x*h

O=aocb*boa
—(aob)=boa
(—a)eb=boa.

Selain itu

(axa)? =a?*a?*a?+*a’ .eceeeieeiieenn, aturan perkalian kuadrat
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(axa)=a*xaxax*a

O=a=x*a

—a = a.

Karena -a=a berarti (—a)eb =aob=>boa. Sehingga terbukti
aob=>boa,Va,b € R. Dapat disimpulkan bahwa R adalah suatu ring komutatif.
Definisi 2.6.3

Suatu ring R disebut ring Regular (ring Von Neumann) apabila untuk
setiap x di R terdapat y di R sehingga x oy o x = x.

Definisi ring regular di atas dilatar belakangi oleh sifat field yang
mempunyai elemen satuan, yaitu terdapat 1 di R sehingga untuk setiap a di R
berlaku a e 1 = 1 o a = a. Sehingga,

acaltoa=(aca ) oa=10a=a(Goodearl, 1994).

2.7 Sifat-Sifat Ring
Teorema 2.7.1
Misal (R,*,0) adalah ring, maka untuk setiap a, b € R berlaku:
i. lTea=aol=1 (I = identitas operasi °)
ii. ach™t=alob=(ach)?!
iii. alob™l=qaob
iv. (aeb)t=alop?
V. ao(boc™) =(aob)o(aoc)™?
Vii (boc™oa=(aob)o(acoc)™?

vii. iTtoa=a? (i = identitas terhadap operasi kedua o).
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iv.

(@aeD)*x(acl)=ao(I*I)iieiireiranene. sifat distributif
= Q0] i, sifat identitas

(@aeD)*x(@aol)=(aol)*Iiiiierannnnn, sifat identitas

Sehingga diperoleh bahwa (a o) =1 .................. hukum kanselasi

Secara analog dapat kita buktikan bahwa I o a = I

(aob™)x(aob)=ao (bt *b)ccvecrrne. sifat distributif
=A0] i sifat identitas
= e Y sifat (i)

Karena (a o b™1) * (a o b) = I maka dapat diperoleh bahwa
(@aeb™)=(ach)™
atau
(a o b~1) adalah invers kiri dari (a o b).
Selanjutnya akan kita buktikan invers kanannya
Secara analog dapat kita buktikan bahwa (a=t o b) = (a o b)™?!
Karena (aob™') = (aeb) tdan (a t o b) = (a° b)™! maka

aecb™ =atob=(ach)™?

alob™l=(ach™) sifat ke (ii)
=[(@ob) ] s sifat ke (ii)
= (@ 0D) i sifat ke (ii)
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Karena (a™t *b 1) x (a*b) = (b1 xa™1) * (a = b)... sifat komutatif

=b 1« [(a™?) * (a = b)].. sifat assosiatif

=b~1x[(a”! * a) * b].... sifat assosiatif

=b Y« (I*b) covvernnn, sifat invers
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=b Yxb. ..., sifat identitas
=1 sifat invers

Maka (a™to b ™) = (aob)?

V. ao(bxc ) =(aob)*(@aoc™) cvvvveeennn. sifat distributif
=(aob)*(@oc) ™ i, sifat ke (ii)
Vii (bxcHoa=((Mea)*(croa) ooevvverereene. sifat distributif
= (boa)*(Coa)™ i, sifat ke (i)
vii. ax(iTloa)=(ca)*({(1oa) .uvrrireenn. sifat identitas operasi *
= ([ #0110 v, sifat distributuf
B TR0 oot 0t o bty 0. Ao sifat identitas operasi *
= B B 8. N MR sifat ke (i)
Maka (i™1oa) = a ™, sifat ke invers
2.8 Subring
Definisi 2.8.1

Misalkan (R, +,") adalah suatu ring, S # @ adalah himpunan bagian dari
R(S € R). Bila operasi yang sama dengan (S, + -) membentuk suatu ring maka S
disebut subring dari R.
Definisi 2.8.2
Misalkan (R, +,)) adalah suatu ring, S adalah himpunan bagian dari R
yang disebut subring dari R, bila untuk setiap a, b € S, berlaku:
1. S # @, Menyatakan bahwa bagian dari ring bukan himpunan kosong.
2. a— b € S, Menyatakan bahwa (S, +) adalah suatu grup komutatif.

3. a-b € S, Menyatakan bahwa (S,-) adalah semigrup.
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Sehingga dapat dikatakan bahwa syarat-syarat tersebut telah memenuhi
syarat dari suatu ring. Dikarenakan S adalah himpunan bagian dari
R,S € R, maka S dapat dikatakan sebagai subring dari R.
Contoh:
Misalkan Z, = {0,1,2,3} merupakan suatu ring, tunjukkan bahwa S =
{0,2} adalah subring dari Z,.
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa S = {0,2} memenuhi syarat-syarat dari ring.
1. S + @, syarat terpenuhi karena S = {0,2}
2. a—beES

Misalkan 0,2 € S

2—0=2
2—-2=0
0-2=2

Sehingga 0,2 € S
3. a‘beS

Misalkan 0,2 € S

2:0=0
2:2=0
0:-2=0

Sehingga 0 € S
dari pembuktian di atas syarat 1, 2, dan 3 terpenuhi maka S adalah subring

dari Z, (Mas’oed, 2013:104-105).
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Definisi 2.8.3

Jika A adalah ring dan e € A idempoten, maka ring e - A -e (dengan
elemen satuan e) disebut corner dari A.
Definisi 2.8.4

Misalkan R adalah ring. Center dari ring R didefinisikan sebagai berikut:

C(R) = {a € R|ab = ba,untuk setiap b € R}

Definisi 2.8.5

Jika S adalah subset dari ring A(—,"), maka commutant S pada ring
A(—,") didefinisikan:

S"={x € A|x-s = s - x untuk setiap s € S}

(Adkins dan Weintreub, 1992:111).

2.9 ldeal
Definisi 2.9.1

Misalkan (R,+ -) adalah suatu ring dan (S, +,") adalah subring dari R
disebut ideal Kiri jika untuk setiap a € S dan r € R maka ra € S (Mas’oed,
2013:106).
Definisi 2.9.2

Misalkan (R,+ -) adalah suatu ring dan (S, +,") adalah subring dari R
disebut ideal kanan jika untuk setiap a € S dan r € R maka ar € S (Mas’oed,

2013:106).
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Definisi 2.9.3
Misalkan (R, + -) adalah suatu ring dan (S, +,") adalah subring dari R disebut
ideal jika merupakan ideal Kkiri dan ideal kanana untuk setiap a € S dan r € R
maka ra € S dan ar € S (Mas’oed, 2013:106).
Definisi 2.9.4
Misalkan (R,+,") adalah suatu ring dan S # @ merupakan himpunan
bagian dari R(S € R) disebut ideal kiri, bila untuk setiap a,b € S dan r € S
berlaku:
l. a—besS
2. a-beS
3. ra€S
(Mas’oed, 2013:107).
Definisi 2.9.5
Misalkan (R, +,") adalah suatu ring dan S # @ merupakan himpunan
bagian dari R(S € R) disebut ideal kanan, bila untuk setiap a,b € S dan r € S
berlaku:
l. a—be€eSs
2. a-beSs
3. ar€Ss
(Mas’oed, 2013:107).
Definisi 2.9.6
Misalkan (R,+,") adalah suatu ring dan S # @ merupakan himpunan
bagian dari R(S € R) disebut ideal, bila untuk setiap a, b € S dan r € S berlaku:

1. a—b€ES
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2. a*beS
3. raeSdanares
(Mas’oed, 2013:107).
Contoh:
Misalkan Z, = {0,1,2,3} merupakan suatu ring tunjukkan bahwa subring
S = {0,2} adalah suatu ideal.
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa S merupakan suatu ideal, dengan membuktikan

bahwa S adalah ideal kanan dan ideal Kiri.

Ideal kanan:
0-0=0
0-1=0
0-2=0
0-3=0
2-0=0
2:1=2
2:2=0
2-3=12

S merupakan ideal kanan dari Z,.

Ideal Kiri:
0-0=0
1-0=0
2-0=0

3:0=0
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0:2=0
1-2=2
2:2=0
3:2=2

S merupakan ideal kiri dari Z,,.

Jadi, S merupakan ideal kanan dan ideal kiri dari Z, sehingga S adalah
ideal dari Z,.
Definisi 2.9.7

Suatu ring R dengan elemen satuan disebut division ring jika di dalam ring
R tersebut, setiap elemen yang bukan nol mempunyai invers terhadap perkalian di
R. Berdasarkan definisi tersebut maka field merupakan division ring yang
komutatif (Fraleigh, 1994).
Contoh:

(Q,+,),(R,+,"),(C,+,") merupakan contoh division ring sekaligus

merupakan fields.
Contoh:

Sebarang division ring adalah regular, sebab jika diambil sebarang x € R
maka terdapat y € R sehingga x - y = 1, akibatnya,

xy-x=-y)x=1-x=x.

Definisi 2.9.8

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan, x € R disebut
pembagi nol jika terdapat elemen tak nol y di R sehingga yx = 0. Ring komutatif
R dengan elemen satuan disebut daerah integral jika R tidak mempunyai pembagi

nol, kecuali nol (Bhattacharya dkk, 1977).
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Definisi 2.9.9
Misalkan R ring dan S € R, S # @. Himpunan S disebut sub dari R jika S
juga ring terhadap operasi yang sama dengan R (Bhattacharya dan Jain, 1977).
Setiap ring R(x*,0) paling tidak mempunyai dua subring, yaitu {0} dan R
yang selanjutnya disebut subring trivial.
Contoh:
1. Himpunan R,Z,C dan Q dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa
merupakan ring.
2. Jika n di Z, maka himpunan nZ = {na|a € Z} adalah ring dengan operasi
penjumlahan dan pergandaan biasa, sehingga nZ merupakan subring dari Z.
Teorema berikut menunjukan syarat perlu dan cukup agar himpunan
bagian dari suatu ring merupakan subring.
Definisi 2.9.10
Misalkan R adalah ring dengan elemen satuan. Ideal M di R disebut ideal
maksimal jika memenuhi:
a) M+R
b) Untuk sebarang ideal I berlaku jika M €1 € R maka I = M atau
I =R
(Adkins dan Weintreub, 1992:62).
Definisi 2.9.11
Misalkan S subset dari ring R dan S # @, himpunan
r(S) = {x € R|sx = 0,Vs € S} disebut annihilator kanan dari S dan

[(S) = {x € R|xs = 0,Vs € S} disebut annihilator kiri dari S (Adkins, 1992:103).
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Dari definisi di atas, jelas bahwa 0 € r(S) dan juga 0 € I(S), sehingga

r(S) # @ dan I(S) # Q.

Teorema 2.9.12

R.

Jika S subset dari ring R dan S # @, maka r(S) dan [(S) adalah ideal di

Bukti

Akan dibuktikan bahwa r(S) adalah ideal di R.
Diambil sebarang k € R dan
nERISH=0VsES, RLERDSHLI=0;VSES,

sehingga,
a) n—1, €ERSs(rp—1ry) =sr, —sr, =0—-0.

Jadir, —r, € 7r(S).
b) s(kry) =k(sry) =k-0=0.

Jadi kr; € r(S).

Dari sini terbukti bahwa r(S) adalah ideal di R.

ii. Akan dibuktikan bahwa [(S) adalah ideal di R.

Diambil sebarang k € R dan 1y, r, € I(S), akan diperoleh ;s = 0 danr,s = 0
sehingga,
a) (n—n)S=rs—rs=0-0=0.
Jadir, — 1, € I(S).
b) (Kr))s=(Kry)s=k-0=0
Jadi kry € 1(S).

Dari sini terbukti bahwa [(S) adalah ideal di R.
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Definisi 2.9.13
Misalkan R ring dengan elemen identitas. i disebut elemen idempoten jika
i? = i (Adkins dan Weintreub, 1992:98).
Untuk sebarang idempoten i°f di R, i dan f dikatakan idempoten
orthogonal jikai°f=f°i=0
Definisi 2.9.14
Misalkan R dan S ring . Fungsi f:R — S disebut homomorphisma ring
jika:
flaxb) = f(a)* f(b);Va,b € R
flaeb) =f(a)ef(b);Va,b ER
(Fraleigh, 1998:257).
Homomorfisme f vyang bijektif disebut isomorfisme. Sehingga f

merupakan isomorfisme dari R ke S.

2.10 Modul atas Ring
Definisi 2.10.1

Misalkan R adalah ring dengan elemen identitas. Modul R kiri adalah grup
abelian M yang dilengkapi dengan operasi perkalian scalar o:R X M - M yang
memenuhi aksioma-aksioma berikut:

Untuk setiap m,n € M dan a, b € R berlaku,

i. ao(mx*n)=aom=*aon
ii. (a*b)om=aom=*bom
iii. (aeb)om=ao(bom)

iv. 1Tom =m.
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Secara analog didefinisikan modul R kanan adalah grup abelian M yang
dilengkapi dengan pemetaan perkalian sekalar o:R X M — M, yang memenuhi
aksioma berikut:

Untuk setiap m,n € M dan a, b € R berlaku,
a. (m+n)xXa=mxa+nxa
b. mxX(a+b)=mXa+bXa
c. mX(a+b)y=(m+a)+b
d mx1=m.

Untuk selanjutnya yang dimaksud dengan modul R adalah modul R kanan
(Adkins & Weintreub, 1992:107).

Definisi 2.10.2

Diketahui R ring dan M adalah modul R. Himpunan N c M dikatakan
submodul R dari M jika N adalah modul R dengan operasi yang sama pada M

(Adkins & Weintreub, 1992:112).

2.11 Kajian llmu Pengetahuan Menurut Al-Quran

Allah menciptakan manusia dan memberi akal kepadanya tidak lain adalah
agar manusia berfikir terhadap berbagai kejadian atau fenomena yang terjadi di
muka bumi ini sehingga manusia mengenal berbagai macam tanda kebesaran-
Nya. Allah SWT menciptakan fitrah yang bersih dan mulia itu lalu melengkapinya
dengan bakat dan sarana pemahaman yang baik yang memungkinkan manusia
mengetahui kenyataan-kenyataan besar di alam raya ini. Fitrah manusia mukmin
mengarah ke alam raya untuk mengungkap rahasia dan tujuan penciptaannya serta

berakhir dengan memahami posisi dirinya di alam raya ini dan menentukan
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bagaimana ia harus berbuat dan bersikap di dalamnya. llmu yang diperoleh
manusia semestinya dapat membuahkan penanaman akidah dan pendalaman
keimanan yang tulus kepada Allah.

Jika terjadi lompatan kemajuan ilmu dan teknologi melalui penelitian
terhadap gejala-gejala alam dan kehidupan, sebenarnya sangat mengherankan
kalau orang-orang yang lalai itu hanya berhenti pada batas studi yang bersifat
mekanis dan tidak menyeberang untuk menemukan rahasia-rahasia hukum Tuhan
serta memahami hikmah di balik ciptaan-Nya. Orang yang melihat langit
hanya dari warna yang biru, atau bumi dari tanahnya, ia tidak ubahnya hewan,
bahkan lebih rendah dan lebih sesat (Mu’alim dan Kharisma, 2014:7).

Seperti yang difirmankan Allah dalam surat at-Taubah/9: 122, yang

berbunyi:

N G P o - w s s s Cza_ . o _ o 82~ -
& 1525 B8l i 38 8 o0 085 3B BLE Ty 3,A5401 26 U e

() o3 a1 1 155 150 538 15 003 o
Artinya: “Tidak sepatutnya bagi mukminin itu pergi semuanya (ke medan
perang). mengapa tidak pergi dari tiap-tiap golongan di antara mereka
beberapa orang untuk memperdalam pengetahuan mereka tentang
agama dan untuk memberi peringatan kepada kaumnya apabila mereka

telah kembali kepadanya, supaya mereka itu dapat menjaga dirinya”
(QS. at-Taubah/9: 122).

Sebagai makhluk yang diberi akal dan pikiran, manusia dituntut untuk
berpikir serta menggali ilmu karena Islam sendiri telah mewajibkan untuk
menuntut ilmu pengetahuan. Berbicara tentang ilmu pengetahuan dalam
hubungannya dengan al-Quran, ada persepsi bahwa al-Quran itu adalah kitab ilmu
pengetahuan. Sekarang ini, di saat semua teknologi sudah canggih, dunia

membuktikan dengan banyaknya temuan-temuan terkini yang ternyata semuanya
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sudah terdapat dalam al-Quran. Penafsiran al-Quran sendiri seolah tidak pernah
selesai, karena setiap saat bisa muncul sesuatu yang baru, sehingga al-Quran

terasa selalu segar karena dapat mengikuti perkembangan zaman.



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Ring Rickart
Definisi 3.1.1
Ring Rickart adalah ring yang annihilator kanan (Kkiri) dari setiap
elemennya merupakan ideal kanan (kiri) yang dibangun oleh suatu idempoten
(Berberian, 1988:1).
Jika A(—,") adalah ring Rickart, x € A, maka didefinisikan
x}=4-(1-¢)
xr=>0Q-/)4A
dengan e dan f idempoten, untuk setiap subset S dari ring A4,
St={x€A:x-s=0(Vs€SN}LS"={x€els -x=0(Vs€S}
maka:
yx=0=2y-(1-e)=y=y-e=0
xz=0=1-f)z=zf2z=0
denganx? =0 fre=0dan (1 —e):-x =0 =x- (1 — f) sehingga
e'x=x=x-f.
Definisi 3.1.2
Untuk idempoten e dan f dari suatu ring A dengan dalam kasus e € f -
A-fberlakue-f = f-e=e (Goodearl, 1979:1).
Contoh:

Setiap ring Regular (Von Neumann) adalah ring Rickart.

34
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Bukti
Misalkan A(—,") suatu ring Regular, maka untuk setiap x € A terdapat
sebarang y € A sehinggax = x -y - x.
Misalkan e = x - y akan diperoleh e idempoten, x - A = e - A dan
Y ={x-4)={e-4}=4-(1-¢)
Secara sama, yaitu:
misalkan f = y - x akan diperoleh f idempoten, A-x = A - f, dan
) ={A-x}) ={A-f} =4-(1-f)A

sehingga,

P =[A-(1-e)] ={1—e} =e-A=x"A
dan

t=[a-H-A'={1-fY=4-f=4-x
Dengan kata lain A(—,") adalah ring Rickart.
Definisi 3.1.3
Misalkan A adalah ring Rickart dan x € A sehingga:

Y =4-(1-¢)
Ly =01-£-4
Dengan e dan f adalah proyeksi, maka:
e dan f tunggal, dan
y'x=0ye=0xz=0sfz=0e-x=x=e-f

dapat dituliskan e = LP(x) yang mana disebut proyeksi kiri dari x, dan
f = RP(x) disebut proyeksi kanan dari x. Jadi

{x}=4-(1-LP())
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{x}' =A-(1-RP(x))A.
Teorema 3.1.4
Jika A(—,") adalah ring Rickart, untuk suatu elemen x € A dan suatu
proyeksi g € A maka:
g-x=xs g =LP(x).
Bukti
Jika e = LP(x), maka {x}} = A(1 — e) sehingga,
g x=xeo1-9g)x=0
©1-gedA-(1-e)
o1—-g<l-e
Se<g.

Definisi 3.1.5

Untuk idempoten e dan f dari suatu ring A dengan e < f dalam kasus
e€(f-A-f)berlakue- f = f-e = e (Berberian, 1988:1).

Contoh:

Ann{4} = {0, 2,4, 6,}, Ann{5} = {0}, Ann{6} = {0, 4}, Ann{7} = {0}.

Karena Mg adalah ring komutatif maka Ann;{x} = Ann,{x},x € Mj.

Dari contoh di atas dapat ditunjukkan bahwa setiap annihilator merupakan
suatu ideal utama yang dibangun dari suatu idempoten. Maka ring Mg merupakan

contoh dari ring Rickart.



37

Untuk ring yang bukan komutatif dicontohkan ring dengan matrik 2 x 2
sebagai berikut:

Mao® = {(§ 0)la.b € R}

Annihilator kiri dari M,.,(R) di atas dapat ditinjau beberapa kasus, yaitu:
1. Jikaa = 0 dan b = 0 maka
Ann{My,,(R)} = Myx2(R)

2. Jikaa # 0 dan b = 0 maka

anm o) =G 0)I(G 65 0)=(o o)ieacr)

=5 DI D= seacr)

Anny{My,,(R)} = {(g g) |ca=0,der)

3. Jikaa = 0dan b # 0 maka

o =(( DG G D= Yroden

@y = (6 DI D)= seer)

c d

5 0)|cb=0,d€R}

Anny{Mas, (R} = {(

4. Jikaa # 0 dan b # 0 maka

a1 = (5 DIE DG D= Yreaen

)= {(§ (D)= Dseac)

c d

0 O)|ca=0,cb=0,dER}

Anny{Mas, (R} = {(

Annihilator kanan dari M, (R) di atas dapat ditinjau dari beberapa kasus, yaitu:

1. Jikaa = 0 dan b = 0 maka
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Ann, {M;,(R)} = M3y, (R)

2. Jikaa # 0 dan b = 0 maka

Ann {Mx,(R)} = {((C) g) | (g g) ((C) E)l)

Annr{szz(R)}={(g g)m)c aOd)

(00

0 0);C,dER}

(00

0 0);c,dER}

c d

0 0)|;ac=0,dER}

Ann, {Myy,(R)} = {(

3. Jikaa = 0dan b # 0 maka

e = (6 DG D6 D=0 Yreater)

e = (G DG D=0 Yseacr)

A (Myo (R} = {(§ ) ];.d € R}

4. Jikaa # 0 dan b # 0 maka

e = (6 DG DG D= Yreter)

o ={(5 D15 %) -0 !

);C,dER}

()

0 z)laczo,adzO;,d ER}

Ann {M,y,(R)} = {(

Ann, (M p(R)} = {((C) ‘(’)l) c=0,d=0;,der)

(/0 0
AnnT{MZXZ(R)} - {(O 0)}
Disini terlihat bahwa:
Ann {M,y, (R)} # Ann,.{M,,,(R)}
Hal ini memungkinkan hanya salah satu annihilator saja yang merupakan

suatu ideal utama yang dibangun dari suatu idempoten.
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3.2 Sifat-sifat Ring Rickart
Ring Rickart memiliki beberapa sifat, yaitu:

1. Corner
Sifat 3.2.1: Setiap corner dari ring Rickart merupakan ring Rickart.
Bukti
Diketahui A(—,") ring Rickart dan e € A idempoten. Akan ditunjukkan bahwa
e - A - e adalah ring Rickart.
Diambil sebarang S ={x} ce A -e. Annihilator kanan dari Sdi e A -e
adalah (e -4 -e) N S".
Dibentuk,S™ = f-A dengan f idempoten. Karena S ce- A- e diperoleh
1—e €S, dan

l-e=f-(1-e)=f—f-e
Apabila kedua ruas dikalikan dengan e dari Kiri, diperoleh

O=e-f—e-f-e
sehingga,
erf=e-f-e€e:A-e.
Dibentuk g = e - f, dengan g idempoten di e - A - e, akan diperoleh
gi=(-fle-H=(-fef=(€f)f=ef=g
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
(e-A-e)NS"=g-e-A-e.

DariS-g=S-(e-f)=(S-e)-f =S5-f = 0diperoleh

greArec(e-A-e)NS" ... (3.1)
Sebaliknya, jika diambil sebarang x € (e-A-e) N S™ maka

x=fx=f(e-x)=(fe)-x=g-x€g-e-A-e
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oleh karena itu,
(erA-e)nS"cg-e-Ae....cccccvieann...(3.2)

Dari (3. 1) dan (3.2) diperoleh (e-A-e)NS" =g-e-A-e
Dengan kata lain e - A - e adalah ring Rickart.
Menurut Definisi 3.2.1 akan diperoleh bahwa setiap corner dari ring Rickart
adalah ring Rickart.

Dari sifat di atas, dapat disimpulkan bahwa menunjukkan setiap corner
dari ring Rickart adalah ring Rickart ekuivalen dengan menunjukkan bahwa jika A
adalah ring Rickart dan e € A idempoten maka e - A - e adalah ring Rickart.
2. Center
Sifat 3.2.2: Center dari suatu ring Rickart merupakan ring Rickart.
Bukti
Diambil sebarang ring Rickart A(—,") dengan center Z(—,") dan S = {z} c Z
Dibentuk S™ = v - A dan S = A - w, dengan v dan w idempoten.

Jika S c Z maka:

Y154
sehingga,
vV-A=A-w
Selanjutnya, karena
VEA-wW
WEUV-A

maka
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Karena v dan w idempoten maka:

v=rvw
dan
w=w-*v
maka
ST=v-A-(1-v)
St=A4-w-(1-w)
karena
v=w
maka
St=4-v-(1-v)
karena
sT=5'=0
maka

v A-(1—-v)=A4Av-(1-v)=0

Persamaan di atas ekuivalen dengan

A-v)v-A=0
Oleh karena itu untuk setiap a € A berlaku
v.al—-v)=1-v)a-v=0,v-a=v-a-v=a-v,denganv € Z
Akibatnya,

ZNnS"=v-Z.
Dengan kata lain Z(—,") adalah ring Rickart.
3. Commutant

Sifat 3.2.3: Jika S subring A(—,") maka S’ merupakan subring di A(—,")



Bukti

42

Diambil sebarang x,y € s, akan diperoleh {x € A|xs = s - x untuk setiap s € S}

dan {y € A|y - s = sy untuk setiap s € S}

sehingga,

(x—y)'s=x-s—y-s
=s'x—S'y
=s-(x—y),

jadi
x—y€eS
dan
(x:y)s=x"("s)
=x-(s*y)
=(x-8)-y
=(s'x)y
=x(xy)
jadi
x-y€eSs.

Dengan demikian terbukti bahwa S" merupakan subring di A(—,")

Teorema 3.2.4: Jika S subset ring A(—,") dan B = S’ maka B memuat inversnya

(b € B invertible maka b~?! € B).

Bukti

Diketahui S subset ring A(—,”) dan B = S’. Akan dibuktikan bahwa B memuat

inversnya (b € B invertible maka b~! € B).

Diambil sebarang b € B invertible.
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Sehingga untuk setiap s € S diperoleh
s*b=b-s
dan
b™l-(s-b)-b'=b"1-(b-s) b7
(b7s)-(b+b™) =" b): (s b
(b1-s)-1=1-(s:b71)
b~l-s=s-p71
Dari sini terlihat bahwa b~ € S’ = B.
Dengan kata lain B memuat inversenya (b € B invertible maka b= € B).
Sifat 3.2.5: Misalkan A(—,") adalah ring Rickart, S subset A(—,"), x € S’. Jika
{x}" = e - A dengan e idempoten maka untuk setiap s € S’ berlaku:
sre=e-s-e
Bukti
Diketahui A(—,") adalah ring Rickart.
Mengingat {x}" = e+ A akan diperoleh
x-e=0
sehingga untuk setiap s € S berlaku
x'sre=s'xe=5-0=0
akibatnya,
s-e € {x}" = e- A dengan e idempoten

sehingga diperoleh bahwae-(s-e) =s-e
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3.3 Proses Berpikir dalam Pengembangan IImu Pengetahuan

IImu adalah pengetahuan manusia mengenai segala hal yang dapat
diindera oleh potensi manusia (penglihatan, pendengaran, perasaan dan
keyakinan) melalui akal atau proses berpikir logika. Ini adalah konsep umum
barat yang disebut knowledge. Pengetahuan yang telah dirumuskan secara
sistematis merupakan formula yang disebut ilmu pengetahuan (science). Dalam
al-Qur’an, keduanya disebut (ilmu). Para sarjana muslim berpandangan bahwa
yang dimaksud ilmu itu tidak terbatas pada pengetahuan knowledge dan ilmu
science saja, melainkan justru diawali oleh ilmu Allah yang dirumuskan dalam
lauhil mahfudzh yang disampaikan kepada kita melalui al-Qur’an dan as-Sunnah

(Qohar, 2003:213).

Seperti yang difirmankan Allah dalam surat al-Alag/ 96: 1-5, yang
berbunyi:

-
£_ 2~

~ fd‘// z/:» _as “// - _ -, EGd /“/f /“/'/ .{A’ & o "4 -2
&by D31 @y ale Ge TG 0 Gle e Allat; b T3]
~ A ,/ - -, >0 /1/ /:5.4 /ﬁ/ .ip e }/5/ =0
o A SN A= e NI A S [ s T ]
Artinya: Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu Yang menciptakan (1). Dia
telah menciptakan manusia dari segumpal darah (2). Bacalah, dan
Tuhanmulah Yang Maha Pemurah (3). Yang mengajar (manusia)
dengan perantaran kalam (4). Dia mengajar kepada manusia apa yang

tidak diketahuinya (5) (QS. al-Alag/96: 1-5).
Dalam ayat tersebut dapat diketahui perintah Allah SWT kepada manusia
untuk menuntut ilmu, dan dijelaskan pula sarana yang digunakan untuk menuntut
ilmu yaitu kalam. Mencari ilmu adalah sebuah kewajiban bagi umat manusia dan

mengamalkannya juga merupakan ibadah. Semakin tinggi ilmu yang dikuasai,

semakin takut pula kepada Allah SWT sehingga dengan sendirinya akan
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mendekatkan diri kepada-Nya, aktivitas studi dan penelitian dalam berbagai
bidang sebagai sebuah keharusan bagi  umat Islam. Karena itu Islam
memerintahkan manusia untuk beribadah dan berpikir.

Ada banyak ilmu pengetahuan di alam semesta ini, salah satunya adalah
ilmu matematika, sesuai dengan perkembangan ilmu pengetahuan yang ada ilmu
matematika juga berkembang, dimana di dalamnya terdapat beberapa materi yang
terus berkembang seperti struktur aljabar.

Struktur aljabar merupakan salah satu materi dalam aljabar abstrak yang
paling sederhana. Ada bagian dari struktur aljabar yaitu himpunan tak kosong
yang mempunyai operasi biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu adalah grup,
ring, field, dan modul.

Dengan adanya proses berpikir maka ilmu matematika sekarang ini mejadi
lebih berkembang, contohnya ring. Pengembangan ring dengan proses
pengembangan ilmu maka ditemukannya ring Rickart. Jadi, sesuai dengan ayat
tersebut adanya pengembangan suatu ilmu pengetahuan dilalui dengan proses
berfikir dan pendalaman materi, sehingga kita sebagai manusia harus selalu

berfikir agar ilmu pengetahuan selalu berkembang.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari uraian yang telah dibahas pada BAB Ill, dapat diambil beberapa
kesimpulan sebagai berikut:
1. Jika A(—,") adalah ring rickart, x € A, maka didefinisikan

F=40-¢e), (x} =1-A
dengan e dan f idempoten dari x.

6. Setiap corner dari ring rickart merupakan ring rickart.
7. Center dari suatu ring rickart merupakan ring rickart.
8. Jika S subset ring A(—,") maka S’ (commutant S) merupakan subring di A(—,").
9. Misalkan A(—,") adalah ring rickart, S subset 4, x € S. Jika {x}" = e - A dengan

e idempoten maka untuk setiap s € S berlakus-e =e-s-e.

4.2 Saran
Pada penelitian selanjutnya diharapkan pembaca dapat mengembangkan

sifat-sifat dari ring Rickart, yang berhubungan dengan ekuivalensi pada ring Baer.
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