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ABSTRAK 
 

Khuriyah, Aning Royatul. 2016. Ekuivalensi Integral Riemann dan Integral 
Lebesgue. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, 
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: 
(I) Hairur Rahman, M.Si. (II) Abdul Aziz, M.Si. 

 
Kata Kunci : Integral Riemann, Integral Lebesgue, Terintegral Riemann dan 

Terintegral Lebesgue. 
 

Pada Tahun 1875-1941 Henry Leon lebesgue matematikawan Perancis 
memodifikasi integral Riemann dengan terlebih dahulu mendefinisikan jumlah 
Lebesgue atas dan Lebesgue bawah, selanjutnya mendefinisikan integral Lebesgue 
atas dan integral Lebesgue bawah. Keduanya memiliki ekuivalen. Suatu fungsi 
dikatakan terintegral Riemann jika dan hanya jika terintegral Lebesgue, jika nilai-
nilai integral dari keduanaya ada.  

Karena ekuivalen maka sifat integral Riemann yakni ketunggalan nilai, 
kelineran, kekonvergenan seragam dan Cauchy juga berlaku pada integral Lebesgue. 
Adapun sifat-sifatnya adalah: 

1. ( ),S f Q A ε− <  

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
E E E

L f x g dx L f x dx L gx x dx+ = +∫ ∫ ∫  

3. ( ) ( ) ( ) ( )
E E

L f x dx L f x dxα α=∫ ∫  

4. ( ) lim(L)
b

na n

b

a
L f f

→∞
=∫ ∫  

5. ( ) ( )1 2, ,S f Q S f Q ε− <  
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  ABSTRACT 
 
Khuriyah, Aning Royatul. 2016. Riemann Integral and Lebesgue Integral 

Equivalence. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and 
Technology, State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. 
Advisors : (1) Hairur Rahman, M.Si. (II) Abdul Aziz, M.Si. 

 
Keywords: Riemann Integral, Lebesgue Integral, Riemann Integrable and Lebesgue 

Integrable. 
 
 In 1875-1941 a French mathematician Henry Leon Lebesgue modified the 
Riemann integral by defining the Lebesgue upper  and lower sum and then defined 
the upper Lebesgue integral and lower Lebesgue integral. Both integral are 
equivalent. A function is said to be Riemann integrable if and only if it was Lebesgue 
integrable, and if the values of both exist.  
 Since both are equivalent, Riemann integral properties namely uniqueness, 
linearity, uniform convergences and Cauchy also applies on Lebesgue integral. Its 
characteristics are: 

1. ( ),S f Q A ε− <  

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
E E E

L f x g dx L f x dx L gx x dx+ = +∫ ∫ ∫  

3. ( ) ( ) ( ) ( )
E E

L f x dx L f x dxα α=∫ ∫  

4. ( ) lim(L)
b

na n

b

a
L f f

→∞
=∫ ∫  

5. ( ) ( )1 2, ,S f Q S f Q ε− <  
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 ملخص

 

 بعث جامي. شعبة . Lebesgueتكاملو   Riemannتكامل مساواة .۲۰۱٦.راية انيج ،الحرية 

 ) خير١المشرف: ( .الجا معة الإسلامية الحكومية مولا) مالك إبراهيم مالانج ،كلية العلوم والتكنولجيا،الر�ضيات

   .ماجستير ،العزيز) عبد ۲( ماجستير ،الرحمن

 

تكامل ، مRiemann تكامل، م Lebesgueتكامل،  Riemann: تكاملالكلمات الرايسة

Lebesgue. 

 

خلا تحديد  من  Riemannتكاملفرنسي تعديل  ١٩٤١- ١٨٧٥في عام  Lebesgue هنري ليون 

السفلي. كلا   Lebesgueتكاملو العلوي   Lebesgueتكاملالسفلي مبلغ تعريفها وقتها العلوي من  و العلوي

و في حا لة  ، Lebesgueتكاملإذا وفقط إذا كان  Riemann تكاملقال وظيفة أن يكون  .تكامل مساواة

 عل حدسواء.  وجود قيم

 

خصائص وهي التفرد، الخطي، التقارب موحدة و ينطبق    Riemannتكامل، مساواةمنذ كلاهما  

 كما خصائصه هي: Lebesgue.تكاملكوشي أيضا عل 

١. ( ),S f Q A ε− < 

٢. ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
E E E

L f x g dx L f x dx L gx x dx+ = +∫ ∫ ∫ 

٣. ( ) ( ) ( ) ( )
E E

L f x dx L f x dxα α=∫ ∫ 

٤. ( ) lim(L)
b

na n

b

a
L f f

→∞
=∫ ∫ 

٥. ( ) ( )1 2, ,S f Q S f Q ε− < 



1 

 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Sebagian dari sejarah ilmu pengetahuan alam adalah catatan dari usaha 

manusia secara kontinyu untuk merumuskan konsep-konsep dan unsur-unsur 

dalam bidang ilmu pengetahuan untuk dapat diuraikan ke dalam dunia nyata. 

Berbicara tentang ilmu pengetahuan, al-Quran telah memberikan  kepada manusia 

kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan peralatan 

untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap dan 

mengetahui keajaiban dari kedua dunia itu (Rahman, 1992:12). Tidak diragukan 

lagi bahwa al-Quran dengan anjuran memperhatikan dan berfikir yang 

diulanginya beberapa kali menjadikan aktivitas studi dan penelitian dalam 

berbagai bidang sebagai sebuah keharusan bagi umat Islam. Karena itu Islam 

memerintahkan manusia untuk beribadah dan berfikir. 

Pentingnya menuntut ilmu pengetahuan, baik ilmu agama maupun ilmu 

matematika secara umum wajib dalam segala hal. Dalam al-Quran juga dijelaskan 

bahwa mencari ilmu wajib hukumnya bagi manusia untuk persaingan teknologi 

modern, tepatnya dijelaskan dalam al-Quran surat al-Mujaadilah/58:11 yang 

berbunyi: 

( Æìsùö� tƒ ª!$# tÏ%©! $# (#θ ãΖ tΒ#u öΝ ä3ΖÏΒ tÏ%©! $#uρ (#θ è?ρé& zΟù= Ïèø9$# ;M≈ y_u‘yŠ 4 ª!$#uρ $ yϑ Î/ tβθè= yϑ ÷è s? ×��Î7 yz ∩⊇⊇∪  

“Niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan 
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha 
mengetahui apa yang kamu kerjakan”(QS. al-Mujaadilah/58:11).  
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Sebagai sarana ilmiah, matematika merupakan salah satu disiplin ilmu 

yang tidak hanya terdapat satu keilmuan saja di dalamnya. Akan tetapi masih 

terdapat ilmu-ilmu lain yang menjadi sarana keilmuan bagi disiplin ilmu lain. 

Untuk mengetahui semua itu kita sebagai pelajar berkewajiban untuk mempelajari 

berbagai ilmu sedalam-dalamnya. Matematika sebagai disiplin ilmu dikenal 

sebagai Queen Of Science, dan mempunyai cabang keilmuan seperti ilmu analisis 

maupun ilmu terapan.  

Selain analisis dalam matematika kita juga mengenal ilmu Kalkulus yang 

merupakan ilmu dasar matematika. Kalkulus (Bahasa Latin calculus yang artinya 

"batu kecil") adalah cabang ilmu matematika yang mencakup limit, turunan, 

integral, dan deret tak terhingga. Kalkulus mempunyai aplikasi yang luas dalam 

bidang sains dan teknik. Kalkulus memiliki dua cabang utama, kalkulus 

diferensial dan kalkulus integral yang saling berhubungan melalui teorema dasar 

kalkulus. Pada periode zaman kuno beberapa pemikiran tentang integral kalkulus 

telah muncul, namun tidak dikembangkan dengan baik dan sistematis. 

Salah satu ilmu matematika yang termasuk di dalam cabang ilmu analisis 

adalah integral. Seperti ilmu-ilmu yang lain di dalam matematika, teori integral 

merupakan ilmu deduktif dan masih tetap berkembang seperti ilmu-ilmu lainnya, 

baik dari segi teori maupun pemakaiannya. 

Integral ditemukan menyusul ditemukannya masalah dalam diferensiasi di 

mana matematikawan harus berpikir bagaimana menyelesaikan masalah yang 

berkebalikan dengan solusi diferensiasi. Proses pencarian nilai dari sebuah 

integral dinamakan pengintegralan (integration). Lambang dari integral adalah 

" "∫ . 
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Teorema fundamental kalkulus menyatakan bahwa turunan dan integral 

adalah dua operasi yang saling berlawanan. Teorema ini menghubungkan nilai 

dari anti derivatif dengan integral tertentu, karena lebih mudah menghitung 

sebuah anti derivatif daripada mengaplikasikan definisi dari integral. Teorema ini 

memberikan cara yang praktis dalam menghitung integral tertentu, yakni jika 

sebuah fungsi f  adalah kontinyu pada interval [ ],a b  jika F  adalah fungsi 

turunannya adalah pada interval ( , )a b  maka 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  

Konsep integral Riemann dan integral Lebesgue diperkenalkan oleh Georg 

Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) dan Henri Leon Lebesgue (1875-1944) 

juga dalam studi analisis. Contoh lainnya, bilangan ordinal dan kardinal tak 

hingga dikembangkan oleh G. Cantor (1845-1918) dalam upayanya memecahkan 

suatu masalah analisis riil Jones (1993). 

Seorang matematikawan yaitu Riemann (1826-1866) menemukan pertama 

kali bentuk konstruktif yang kemudian dikenal dengan integral Riemann. Setiap 

fungsi kontinyu f pada [ ],a b  dijamin terintegral Riemann. Kenyataan 

menunjukkan bahwa masih terdapat banyak fungsi yang tidak terintegral secara 

Riemann. Salah satu fungsi yang tidak terintegral secara Riemann adalah fungsi 

Dirichle : [0,1]f > ℝ  dengan  


(�) = ( 1; � +,��-	,.
0; � �+,��-	,. 

Berkat ide matematikawan Perancis yaitu Henry Leon Lebesgue (1875-

1941), ia berhasil menyusun tipe integral untuk mengatasi permasalahan yang 

muncul, yaitu banyaknya fungsi yang tidak terintegral secara Riemann. Integral 
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yang dibangun Lebesgue banyak mendasarkan pada teori ukuran. Dengan konsep 

integral Lebesgue ini maka dapat ditunjukkan bahwa fungsi Dirichlet tersebut 

terintegral secara Lebesgue.  

Menurut Lee (1989:1), integral dapat didefinisikan melalui dua cara yaitu 

secara konstruktif dan deskriptif. Baik integral Riemann ataupun integral 

Lebesgue dapat didefinisikan melalui dua cara tersebut. Definisi integral Riemann 

secara konstruktif disajikan dalam bentuk limit dari suatu jumlahan. Definisi ini 

dikenal dengan integral Riemann sebagai limit jumlah yang kemudian dapat 

digunakan untuk membuktikan sifat-sifat yang berlaku pada integral Riemann. 

Berdasarkan hal tersebut, penulis tertarik untuk membahas integral Lebesgue 

melalui limit jumlah sebagaimana halnya pada integral konstruktif Riemann. 

Akan tetapi, pembahasan sedikit berbeda karena partisi yang dibangun adalah 

pada daerah hasil (range) fungsi. Selanjutnya bentuk integral ini dikenal dengan 

integral Lebesgue sebagai limit jumlah. 

Adapun tentang sesuatu yang mempunyai nilai yang sama tersebut  

dijelaskan juga dalam al-Quran dalam surat an-Nisa/4:32 tentang kesetaraan 

antara laki-laki dan perempuan yang hampir sama konsepnya dengan integral 

Riemann dan integral Lebesgue. Meski pada dasarnya perempuan dikatakan sama 

dengan laki-laki tapi tetap laki-lakilah yang bisa menjadi pemimpin, Allah 

menjelaskan dalam al-Quran surat an-Nisa/4:32 yang berbunyi: 

Ÿωuρ (#öθ ¨Ψyϑ tG s? $ tΒ Ÿ≅āÒsù ª!$#  ÏµÎ/ öΝ ä3ŸÒ ÷èt/ 4’ n? tã <Ù÷è t/ 4 ÉΑ% ỳ Ìh�= Ïj9 Ò=ŠÅÁ tΡ $ £ϑÏiΒ (#θ ç6 |¡oKò2$# ( Ï!$ |¡ÏiΨ= Ï9uρ Ò=ŠÅÁtΡ 

$ ®ÿ ÊeΕ t ÷ |¡tG ø.$# 4 (#θ è= t↔ ó™ uρ ©!$# ÏΒ ÿ Ï& Î# ôÒ sù 3 ¨βÎ) ©!$# šχ%Ÿ2 Èe≅ä3Î/ >ó_x« $VϑŠ Î= tã ∩⊂⊄∪     

“Dan janganlah kamu iri hati terhadap apa yang dikaruniakan Allah kepada 
sebahagian kamu lebih banyak dari sebahagian yang lain. (karena) bagi orang 
laki-laki ada bahagian dari pada apa yang mereka usahakan, dan bagi Para 
wanita (pun) ada bahagian dari apa yang mereka usahakan, dan mohonlah 
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kepada Allah sebagian dari karunia-Nya. Sesungguhnya Allah Maha mengetahui 
segala sesuatu” (Q.S. an-Nisa/4:32). 

Ayat di atas memberikan dorongan bahwa perempuan juga dapat berkarir 

dan mencapai prestasi sama dengan kaum laki-laki, hal tersebut bergantung pada 

usaha dan dorongan dari masing-masing. Demikian juga dengan integral 

Lebesgue, meski mempunyai kesamaan dengan integral Riemann, tapi tetaplah 

integral Riemann yang menjadi acuan karena integral Lebesgue merupakan 

perluasan dari integral Riemann. 

Berdasarkan uraian di atas, maka penulis ingin mengkaji lebih dalam 

permasalahan ini dan membahasnya dengan judul “Ekuivalensi Integral Riemann 

dan Integral Lebesgue”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana bukti sifat-sifat integral Lebesgue? 

2. Bagaimana bukti ekuivalensi integral Riemann dan integral Lebesgue? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan dari penulisan skripsi 

ini adalah:  

1. Untuk membuktikan sifat-sifat integral Lebesgue. 

2. Untuk membuktikan ekuivalensi integral Riemann dan integral Lebesgue. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah dapat mengetahui tentang hal-hal 

yang berkaitan dengan integral Lebesgue, sifat-sifat intrgral Lebesgue dan 

ekuivalensi integral Riemann dan integral Lebesgue. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Pada penulisan skripsi ini, permasalahan hanya dibatasi pada interval 

[ ],a b , di mana a=0 dan b=1. 

 

1.6  Metode Penelitian  

Metode yang digunakan oleh penulis dalam menyusun penelitian ini 

adalah metode kajian pustaka, yaitu deskripsi teoritis tentang objek yang diteliti 

dengan cara mendalami, mencermati, menelaah, dan mengidentifikasi 

pengetahuan yang ada dalam kepustakaan (sumber bacaan, buku-buku referensi 

atau hasil penelitian lain) untuk menunjang penelitian. 

Adapun langkah-langkah dalam penulisan penelitian ini adalah: 

1. Merumuskan masalah, sebelum penulis memulai kegiatannya, penulis 

membuat rancangan terlebih dahulu mengenai suatu permasalahan yang 

akan dibahas. 

2. Mengumpulkan data dan informasi dengan cara membaca dan memahami 

Riemann maupun beberapa literatur yang berkaitan dengan integral baik itu 

Lebesgue. Di antara buku yang digunakan penulis adalah Pengantar Analisis 

Real, Kalkulus dan Geometri Analitis serta buku lain yang menunjang 

penulisan penelitian ini. 
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3. Membuktikan sifat-sifat integral Riemann dan sifat-sifat integral Lebesgue 

dengan menggunakan teorema yang telah ada kemudian menjelaskan dan 

melengkapi bukti tersebut. Langkah selanjutnya yaitu membuktikan 

ekuivalensi dari integral Riemann dan integral Lebesgue. 

4. Membuat kesimpulan, yang merupakan gambaran langkah dari pembahasan 

atas apa yang sedang ditulis. Kesimpulan didasarkan pada data yang telah 

dikumpulkan dan merupakan jawaban dari permasalahan yang 

dikemukakan. 

 

1.7 Sistematika Penulisan  

 Untuk mempermudah memahami penulisan ini secara keseluruhan, maka 

penulis menggambarkan sistematika penulisannya sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Bab ini membahas latar belakang yang menceritakan dasar pemikiran dan 

alasan penulis mengangkat permasalahan, rumusan masalah yang 

menyatakan secara singkat dan sederhana permasalahan yang akan 

dibahas, tujuan dan manfaat penulisan, serta sistematika penulisan yang 

menjabarkan struktur penulisan dari awal hingga akhir.  

Bab II Kajian Pustaka 

Bab ini berisi tentang konsep dasar dan teorema-teorema yang 

mendukung pembahasan integrasi antara ekuvalensi integral Riemann 

dan integral Lebesgue, serta beberapa teorema dan beberapa pembahasan 

contoh yang digunakan sebagai acuan maupun pembanding dalam 

pembahasan dan konsep matematika dalam al-Quran.  
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Bab III  Pembahasan 

Bab ini membahas proses terjadinya sifat-sifat integral Riemann dan 

sifat-sifat integral Lebesgue serta ekuivalensi antara integral Riemann 

dan integral Lebesgue, serta konsep ekuivalensi dalam al-Quran. 

Bab IV  Penutup 

 Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran-saran sebagai tidak lanjut 

bagi pembaca yang ingin mengembangkan pembahasan tentang 

ekuivalensi integral Riemann dan integral Lebesgue. 
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BAB II 

 KAJIAN PUSTAKA  

 

2.1 Sifat Kelengkapan pada ℝ  

Sifat kelengkapan himpunan bilangan ℝ akan menjamin keberadaan 

unsur-unsur pada ℝ terhadap hipotesis tertentu. Sistem bilangan-bilangan rasional 

ℚ memenuhi sifat-sifat aljabar dan sifat urutan bilangan, tetapi diketahui bahwa 

tidak dapat dinyatakan sabagai suatu bilangan rasional, maka tidak termuat pada 

ℚ jika bilangan irrasional yang termuat pada ℚ. Untuk menunjukkan hal tersebut 

diperlukan sifat tambahan, sifat kelengkapan (sifat supremum), adalah sifat-sifat 

istimewa dari ℝ. 
Definisi 2.1 (Batas Atas dan Batas Bawah)  

Misalkan E  adalah himpunan bagian di ,ℝ  maka: 

1. E disebut terbatas (bounded) jika terbatas di atas dan terbatas di bawah. 

2. E disebut terbatas di atas (bounded above) jika terdapat v∈ℝ  sehingga 

x v≤  untuk semua x E∈  dan v  disebut batas atas (upper bounded) untuk .E. 

3. E disebut terbatas di bawah (bounded below) jika terdapat u∈ℝ  sehingga 

u x≤  untuk semua x E∈ dan u disebut batas bawah (lower bound) untuk .E 

(Bartle dan Sherbert, 1982:47) 

Contoh 2.1 

1. Misalkan {1, 2,3, 4,5,6}A = . Himpunan A  terbatas di atas karena 6a≤  

untuk semua a A∈  Himpunan A  juga terbatas di bawah karena 0 a≤ , untuk 

semua a A∈  Semua bilangan riil 6v≤  merupakan batas atas untuk A  dan 
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semua bilangan riil 1u ≤  merupakan batas bawah untuk A . Jadi himpunan 

A  adalah terbatas. 

2. Himpunan bilangan asli {1, 2,3, 4,...}=ℕ
 
terbatas di bawah dan 1 merupakan 

batas bawah, tetapi tidak terbatas di atas. Jika diberikan v∈ℝ  maka terdapat 

n∈ℝ  sehingga .n v>  

Definisi 2.2 (Supremum)  

Misalkan ,E E φ⊆ ≠ℝ  dan terbatas di atas, v∈ℝ  disebut batas atas 

terkecil (supremum) dari ,E  jika 

1) u x≤ , untuk semua x E∈  

2) v s≤  untuk semua s batas atas dari E  

Definisi di atas menyatakan bahwa agar v∈ℝ  menjadi supremum dari 

,E  (1) v  haruslah batas atas dari ,E  dan (2) v  selalu kurang dari batas atas yang 

lain di .E  

(Rahman, 2008:47) 

Definisi 2.3 (Infimum) 

Misalkan ,E E φ⊆ ≠ℝ  dan terbatas di bawah, u∈ℝ  disebut batas bawah 

terbesar (infimum) dari ,E  jika  

1) u x≤ , untuk semua x E∈  

2) s u≤  untuk semua s  batas bawah dari E  

Definisi di atas menyatakan bahwa agar u∈ℝ  menjadi supremum dari 

,E  maka (1) u  haruslah batas atas dari ,E dan (2) u  selalu kurang dari batas atas 

di .E  

(Rahman, 2008:41) 
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Contoh 2.2 

1. Himpunan 1 1 1 1
1, , , ,... ,

2 3 4
E n

n
   = = ∈   
   

ℕ  terbatas di atas oleh sebarang 

bilangan riil 1v ≥  dan terbatas di bawah oleh sebarang bilangan riil 0u≤  

batas atas terkecil (supremum) adalah 1 dan batas bawah terbesar (infimum) 

adalah 0. 

2. Himpunan kosong yaitu φ  terbatas di atas dan terbatas di bawah oleh semua 

bilangan x∈ℝ  Dengan demikian, φ  tidak mempunyai batas atas terkecil dan 

batas bawah terbesar. 

Berikut ini diberikan contoh himpunan yang terbatas dan himpunan yang 

tak terbatas. 

Contoh 2.2 

Himpunan { 5}x x∈ ≤ℝ  terbatas di atas, dan himpunan { 2}x x∈ >ℝ  terbatas di 

bawah. Misalkan 
1

{ },
2

A n= ∈ℕ  A  adalah himpunan terbatas. Himpunan 

bilangan asli {1,23,...},=ℕ  ℕ  adalah himpunan tak terbatas, walupum himpunan 

tersebut terbatas di bawah. 

 

2.2 Barisan dan Limit 

Definisi 2.4 (Barisan) 

Barisan bilangan riil adalah suatu fungsi dari himpunan bilangan asli ℕ  ke 

himpunan bilangan riil .ℝ  

(Rahman, 2008:54) 
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Contoh 2.3 

Barisan (2,4,6,8,19,..., 2 ,...)X n=  menyatakan barisan bilangan asli genap. 

Sedangkan salah satu rumus umumnya adalah (2 ).X n n= ∈ℕ  Barisan 

1 1 1 1 1
( , , , ,..., ,...)
1 2 3 4

Y
n

=  menyatakan barisan yang salah satu rumus umumnya 

adalah  

1
( )
2

X n= ∈ℕ . 

Sering kali, rumus umum suatu barisan dinyatakan secara rekursif, yaitu 

ditetapkan unsur 1x  dan rumus untuk 1( 1)nx n+ ≥  setelah nx  diketahui, sebagai 

contoh barisan bilangan bulat genap positif dapat dinyatakan dengan rumus  

1 12, 2,( 1)n nx x x n+= = + ≥  

atau dengan rumus  

1 1 12, , ( 1).n nx x x x n+= = + ≥  

Definisi 2.5 (Barisan Konvergen)  

Misalkan ( )nX x=  adalah bilangan riil. Suatu bilangan riil x  dikatakan 

limit dari ,X  jika untuk masing-masing lingkungan V  dari x  terdapat suatu 

bilangan asli K  sehingga untuk semua n K≥ , maka nx  adalah anggota .V  Jika x  

adalah limit dari ,X  maka dikatakan X  konvergen ke x  (atau X  mempunyai 

limit x). Jika suatu barisan mempunyai limit, maka barisan dikatakan konvergen. 

Jika tidak mempunyai limit, barisan itu dikatakan divergen. Jika barisan bilangan 

riil ( )nX x=  mempunyai limit ,x∈ℝ  maka sering ditulis 

lim ,x X=  lim( ),nx x=  atau lim( ).nx x=  
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Sering kali digunakan simbol nx x→  untuk menyatakan ( )nX x=  konvergen ke 

.x  Dengan demikian dapat dinyatakan  

( ) ( ), .n nx x V x K x V x n K→ ⇔ ∀ ∃ ∈ ∈ ≥ℕ∋  

Teorema 2.1 

Limit suatu barisan (jika ada) adalah tunggal. 

Bukti: 

Misalkan lim n na L→ ∞ = dan lim ,n na M→ ∞ =  andaikan 
iL M≠  tanpa 

mengurangi keumuman pembuktian, misalkan .L M=  Ambillah 
2

M
Lε = −  maka 

ada bilangan asli 
1ℕ  dan 

2ℕ  sehingga 
2n

L M
a L

−− <  bila 1n > ℕ  dan 

2n

L M
a M

−− <  bila 1n > ℕ . Ambillah 
1 2{ , }.maks=ℕ ℕ ℕ   

2 2 2n

L M L M L M
L a L

+ − −= − < < −  

dan  

2 2 2n

L M L M L M
M a M

− − +− < < + =
 

Hal ini mustahil, Jadi pengandaian 
iL M≠  salah sehingga terbuktilah .L M=  

(Hutahean, 1994:22) 

Teorema 2.2 (Ketunggalan Limit)  

Barisan bilangan riil dapat memiliki paling banyak satu limit. 

Bukti: 

Misalkan ( )nX x=  barisan bilangan riil, andaikan X  mempunyai lebih 

dari satu limit. Misalkan ,x  dan ,,x  adalah limit dari ,X  dengan , ,,.x x≠  
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Misalkan ,V  lingkungan dari ,x  dan ,,V  adalah lingkungan dari ,,,x  dengan

, ,, .V V φ∩ =  Karena ,x  limit dari X  maka ada bilangan asli ,K  sehingga jika 

,n K≥  maka ,
nx V∈ . Karena ,,x  limit dari X  maka ada bilangan asli ,,K  

sehingga jika ,,n K≥  maka ,,.nx V∈  Pilih , ,,sup{ , }K K K= .maka ,K K≥  

sehingga ,
kx V∈  dan ,,K K≥  sehingga ,,,kx V∈  berarti , ,,.kx V V∈ ∩  Hal ini 

kontradiksi dengan , ,,V V φ∩ = .Berarti pengandaian salah, terbukti bahwa X  

tidak lebih mempunyai dari satu limit. 

(Rahman, 2008:59-61) 

Teorema 2.3 

Misalkan ( )nX x=  adalah barisan bilangan riil dan ,x∈ℝ  peryataan 

berikut ini adalah ekuivalen. 

a. X  konvergen ke ,.x  

b. Untuk setiap Vε  lingkungan ε  dari ,x  terdapat asli K  sehingga untuk semua 

n K≥ , maka nx  adalah anggota .Vε  

c. Untuk setiap 0ε >  terdapat bilangan asli K  sehingga untuk semua ,n K≥

maka .nx x xε ε− < < +  

d. Untuk setiap 0ε >  terdapat bilangan asli K  sehingga untuk semua ,n K≥  

maka .nx x ε− <  

Bukti: 

( )a b⇒ Diketahui X  konvergen ke .x  Ambil sebarang Vε  lingkungan ε  dari x  

karena Vε  adalah lingkungan dari ,x  maka terdepat bilangan asli K  

sehingga untuk semua n K≥  maka nx  adalah anggota .V  Karena Vε
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sebarang lingkungan ε−  dari x  terbukti bahwa untuk setiap Vε  

lingkungan ε−  dari x  terdapat bilangan asli asli K  sehingga untuk 

semua n K≥  maka nx  adalah anggota .Vε  

( )b c⇒ Ambil sebarang 0,ε >  misalkan Vε  adalah lingkunganε−  dari .x  Berarti 

ada bilangan asli K  sehingga untuk semua n K≥  maka nx Vε∈  berarti 

.nx x xε ε− < < +  Karena 0ε >  diambil sebarang berarti untuk setiap 

0ε >  terdapat bilangan asli K  sehingga untuk semua ,n K≥  maka 

.nx x xε ε− < < +  

( )c d⇒ Ambil sebarang 0,ε >  berarti ada bilangan asli K  sehingga untuk semua 

n K≥  maka .nx Vε∈  Karena nx Vε∈  berarti .nx x xε ε− < < +  Karena 

nx x xε ε− < < +  maka .nx x ε− <  Karena 0ε >  diambil sebarang 

berarti untuk setiap 0ε >  terdapat bilangan asli K  sehingga untuk semua 

,n K≥  maka .nx x ε− <  

( )d a⇒ Misalkan V  sebarang lingkungan dari .x  Sesuai definisi lingkungan, 

berarti ada 0ε > sehingga ( , ) .V x x Vε ε ε= − + ⊆  Karena 0,ε >  berarti 

ada bilangan asli K  sehingga untuk semua ,n K≥  maka .nx x ε− <  

Sehingga ,nx x ε− <  berarti .nx x xε ε− < < +  Berarti bahwa untuk 

semua ,n K≥  maka .nx x xε ε− < < +  Jadi .nx Vε∈  Karena 

( , ) ,V x x Vε ε ε= − + ⊆  berarti ,n K≥  maka .nx Vε∈  Berarti untuk V

sebarang lingkungan dari x  terdapat bilangan asli K  sehingga untuk 

semua n K≥  maka .nx Vε∈  Karena V diambil sebarang berarti untuk 
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setiap lingkungan V  dari x  terdapat bilangan asli K  sehingga untuk 

semua n K≥ , maka nx  adalah anggota .V  Sesuai definisi berarti X  

konvergen ke .x  

Contoh 2.4 

Tunjukkan bahwa barisan ( )( )1 1  |
n

X n= + − ∈N  tidak konvergen ke 0. 

Penyelesaian: 

Untuk menunjukkan bahwa X  tidak konvergen ke 0, maka perlu 

ditemukan suatu 0ε >  tetapi tidak ada ,K  sehingga berlaku 0 ,nx ε− <  jika 

.n K≥  Pilih 1 0,ε = >  berapapun nilai K  dipilih, maka akan ada n  bilangan asli 

genap dengan n K≥ . Karena n  genap, maka 2.nx =  Hal ini berarti bahwa 

0 2 0 2 1 .nx ε− = − = > =  

Hal ini berarti bahwa 0 bukan limit dari .Z  

Teorema 2.4  

Misalkan ( )nX x=  adalah barisan bilangan riil. X  dikatakan terbatas jika 

terdapat bilangan riil 0M >  sedemikan hinggga ,nx M≤  untuk semua .n∈ℕ  

Berdasarkan definisi maka barisan ( )nX x=  terbatas jika dan hanya jika 

himpunan { }nx n∈ℕ  terbatas. 

Contoh 2.5 

Misalkan (( 1) ) ( 1,1, 1,1,...).nX n= − ∈ = − −ℕ  Maka X  terbatas sebab ada 

bilangan riil 2 sehingga  

( 1) 2,n− ≤  untuk semua .n∈ℕ  
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Misalkan 
1 2 4

( , , ,..., ,...).
2 3 5 1

n
Y

n
=

+
 Y  terbatas karena ada bilangan riil 1 sehingga  

2,
1

n

n
≤

+
 untuk semua .n∈ℕ  

Teorema 2.5 

Barisan bilangan riil yang konvergen adalah terbatas. 

Bukti: 

Misalkan ( )nX x n= ∈ℕ
 
adalah barisan bilangan riil dan lim ,nx x=  pilih 

1ε = . Maka ada K ∈ℕ  sehingga untuk semua n K≥  berlaku 1.nx x− <  Dengan 

ketaksamaan segitiga diperoleh 1nx x≤ +  untuk semua ,n K≥  pilih 

1 2 3 1sup{ , , ,..., , 1}.KM x x x x x−= +  Maka diperoleh bahwa ,nx M≤  untuk 

semua .n∈ℕ  

Terbukti jika X  konvergen maka X  terbatas. 

Teorema 2.6 

Jika ( )nx  konvergen, maka ( )nx  terbatas. 

Bukti: 

Ambil sebarang ( )nx  konvergen ke ,L  pilih n∈ℕ  sedemikian sehingga 

untuk n ≥ ℕ  berlaku  

1nx L− < . 

Akibatnya, untuk n ≥ N  berlaku  

| | | | | | 1 | |n nx x L L L≤ − + < + . 

Pilih 1 , , ,1 },nK maks x x L= … +  maka jelas bahwa nx K≤  untuk setiap .n∈N

Ini menunjukkan bahwa ( )nx
 
terbatas. 
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 Kekonvergenan barisan ( )nx  ditentukan oleh pola suku-suku yang sudah 

jauh berada di ujung. Walaupun pada awalnya suku-suku barisan berfluktuasi 

cukup besar namun bila pada akhirnya suku-suku ini mengumpul di sekitar titik 

tertentu maka barisan ini tetap konvergen. 

(Gunawan, 2011:75) 

Teorema 2.7 

Jika ( ) , ( )   n nX x x Y y y= → = → dan c∈ℝ  maka: 

i. X Y x y± → ±  

ii.  X Y xy⋅ →  

iii.  cX cx=  

Bukti:  

i. Ambil sebarang 0ε >  karena ( )nX x x= →  maka terdapat 0  n ∈ℕ  

sedemikian hingga untuk setiap 0 n n≥  berlaku  

.
2

nx x ε− <
 

Karena ( ) ,nY y y= →  maka terdapat  n ∈ℕ  sedemikian hingga untuk setiap 

1 n n≥  berlaku  

.
2

ny y ε− <
 

Pilih { }2 0 1 max ,n n n=  maka akibatnya untuk 	 ≥ 	2  berlaku  

( ) ( ) ( )n n n nx y x y x x y y− − − = − − −  

                                  n nx x y y≤ − + −  
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.

2 2

ε ε ε< + =  

Karena berlaku untuk sebarang 0,ε >  maka ( )n nx y−  konvergen ke .x y+  

Dengan cara yang sama diperoleh bahwa n nx y−  konvergen ke x y−  terbukti 

bahwa .X Y x y± → ±  

ii.  Akan dibuktikan bahwa untuk setiap 0ε >  terdapat  K ∈ℕ  sedemikian 

hingga untuk setiap n K≥  berlaku .n nx y x y− ⋅⋅  Diketahui  

)n n n n n nx y x y x y x y x y x y− ⋅ = − ⋅+ −⋅ ⋅⋅ ⋅  

n n n nx y x y x xy⋅ ⋅≤ − + −  

.n n nx y y x x y= − + −  

Karena ( )nx x→  maka ( )nx terbatas, akibatnya terdapat 1 0M >  sedemikian 

hingga 1,nx M≤  untuk semua  n∈ℕ  dinamakan { }max , .M M y=  Diambil 

sebarang 0,ε >  karena ( )nx x→  maka terdapat 1  K ∈ℕ  sedemikian hingga 

untuk setiap 1n K≤  berlaku  

.
2

nx x

M

ε− <
 

Karena ( )ny y→  maka terdapat 2  .K ∈ℕ  Sedemikian hingga untuk setiap 

2n K≤  berlaku  

.
2

ny y

M

ε− <
 

Dinamakan { }1 2maks ,K K K=
 
maka untuk setiap n K≥  berlaku 

n n n n nx y x y x y y x x y− ⋅ ≤ − + −⋅  
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. . .
2 2 2 2

M M
M M

ε ε ε ε ε< + = + =  

Jadi terbukti bahwa untuk setiap 0ε >  terdapat K ∈ℕ  sedemikian hingga 

untuk setiap n K≥  berlaku .n nx y x y ε− ⋅ <⋅  Dengan kata lain terbukti 

bahwa .X Y xy⋅ →  

iii.  Ambil sebarang 0ε >  karena ( )nx x→  maka terdapat K ∈ℕ  sedemikian 

hingga untuk setiap n K≥  berlaku .
2nx x
ε− <  Perhatikan bahwa  

n n ncx x cx x x x− = − + −  

 n n nx x x x≤ − + −  

 
1 .n nx c x x= − + −  

Karena ( )nx x→  maka ( ) nx  terbatas, yaitu terdapat 0M >  sedemikian 

hingga nx M≤
 
untuk semua  n∈ℕ  akibatnya  

( )1 1 1  .
2 2n nx c x x M c M c
ε ε ε− + − < − + = − + <  

Terbukti bahwa untuk setiap 0 ε >  terdapat  K ∈ℕ  sedemikian hingga untuk 

setiap n K≥  berlaku 1  nxC ε− <  dengan kata lain terbukti bahwa .cX cx=  

(Riyanto, 2008:45-47) 
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2.3 Konsep Limit 

Definisi 2.6 (Limit Fungsi) 

Diketahui fungsi 
: 4 ⊆ ℝ → ℝ dan a  titik limit himpunan .A  Jika ada 

bilangan l ∈ℝ  sehingga untuk setiap bilangan 0 ε >  terdapat bilangan 0δ >  

sedemikian sehingga jika ( )x A N aδ∈ ∩  dan 0 ,x a δ< − <  maka berlaku 

( )f x l ε− <  

Pertidaksamaan 0 x a< −  menunjukkan bahwa ,x a≠  sehingga jika 

( )x A N aδ∈ ∩  berakibat ( ) ( ).f x N lε∈  Sehingga diperoleh ( ) ,f x l ε− < biasa 

dituliskan dengan 

lim ( ) .
x a

f x l
→

=  

Jika l  adalah limit fungsi dari fungsi f  di c  maka dapat dikatakan f  konvergen 

ke l  di .c  Ditulis lim ( )
x c

l f x
→

=  atau lim .
x a

l f
→

=
 

 (Bartle dan Sherbert, 2000:98)  

Contoh 2.6. 

Akan dibuktikan bahwa 
4

lim(3 7) 5.
x

x
→

− =  Andaikan  ε  bilangan positif 

sebarang, maka dihasilkan suatu 0δ >  sedemikian sehingga 

( )0 4 3 7 5 .x xδ ε< − < ⇒ − − <  

Pandang ketaksamaan di sebelah kanan 

( )3 7 5 3 12x xδ ε− − < ⇒ − <  

3( 4)x ε⇔ − <  

3 4x ε⇔ − <  
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4
3

x
ε⇔ − <

 

(Purcell dan Verberg, 1987:81) 

Teorema 2.8 

Diberikan  :  f A ⊂ →ℝ ℝ  dan α  titik limit .A  Jika ( )f x  mempunyai 

limit untuk ,x a→  maka limitnya tunggal 

Bukti: 

Ambil bilangan 0ε >  sebarang dan andaikan( )f x  mempunyai limit K

dan L  dengan K L≠  untuk .x a→  Jadi untuk setiap bilangan 0ε >  yang 

ditunjuk dapat dipilih bilangan 1 0r >  dan bilangan 2 0.r >  Sehingga berlaku 

( )
3

f x K
ε− <  

untuk setiap x A∈  dengan 10 x a r< − <  dan (
3

 ) .f x L
ε− <  Untuk setiap x A∈

dengan 20 .x a r< − <  Selanjutnya dengan mengambil bilangan { }1 2min ,r r r=

diperoleh 

( ) ( )K L K f x f x L− = + − −  

( ) ( )f x L K f x≤ − + +  

.
3 3

ε ε ε< + <  

Untuk setiap x A∈  dengan 0 ,x a r< − <  dengan kata lain diperoleh

,K L=  suatu kontradiksi. Jadi yang benar limit  untuk  adalah 

tunggal. 

(Rahman, 2008:105-106) 

( )f x x a→
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Contoh 2.6 

Akan ditunjukkan bahwa 0
lim
x

x

x
→  tidak ada. 

Penyelesaian: 

0 0

0 0

lim lim 1, 0,

, 0 lim lim, 1

x x

x x

x x

x
x

x
x x

x x

x
x

x x

→ →

→ →


>= 

− <

=

−= = −


=



 

Karena nilai limitnya tidak tunggal, maka 0
lim
x

x

x
→  tidak ada. 

Teorema 2.9 

  Misalkan ( ) ( )
x a x a
lim ,  limgf x K x L

→ →
= =  berlaku: 

1. ( )( ) ( )lim . lim
x a x a

af x f x Kα α
→ →

= = untuk α sebarang konstanta .α  

2. ( ) ( ) ( ) ( )lim lim  lim .
x a x a x a

f g x f x g x K L
→ → →

+ = + = +  

3. ( ) ( ) ( ) ( )lim . lim . lim . .
x a x a x a

f g x f x g x K L
→ → →

= =  

4. 
( )
( )

lim
lim ( ) ,  0.

lim
x a

x a
x a

f xf K
x jika L

g g x L
→

→
→

= = ≠  

Bukti: 

1. Diambil sebarang barisan bilangan nyata { }nx  yang konvergen ke .α Oleh 

karena itu diperoleh barisan { }( )nf x  dan barisan { }( )nf x  berturut-turut 

konvergen ke K  dan ,L  maka 

( ) ( )lim , limn n
x a x a

f x L g x L
→ →

= =  

selanjutnya diperoleh 
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( ) ( ) ( )lim . lim .
x a x a

af x f x Kα α
→ →

= = . 

2. ( )( ) ( )( )lim lim n
x a x a

f g x f g x
→ →

+ = +  

( ) ( ){ }lim n n
x

f x g x
→∞

= +  

( ) ( )lim limn n
x x

f x g x
→∞ →∞

= +  

K L= + . 

3. ( ) ( )lim ( )  lim ( )
x a x

fg x fg x
→ →∞

=  

( ) ( )lim limn n
x x

f x g x
→∞ →∞

= +  

 .K L= . 

4. ( ) ( )lim lim n
x a x a

f f
x x

g g→ →

 
=  

 
 

( )
lim

( )
n

x a
n

f x

g x→
=  

, 
K

L
= asalkan 0.L ≠  

(Bartle dan Sherbert, 2000:101) 

 

2.4 Konsep Kontinyu  

Definisi 2.7 (Fungsi kontinyu) 

f  dikatakan kontiyu pada 0x  jika ( ) ( )
0

0 lim  
x x

f x f x
→

=  atau bisa dikatakan 

untuk 0ε >  maka ada 0δ >  sehingga ( ) ( )0f x f x ε− <  di mana 0 .x x δ− <

Dari definisi di atas maka dapat dikatakan terdapat tiga syarat agar kontinyu 

terpenuhi, yaitu: 
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1. ( )f x  ada atau terdefinisikan  

2. ( )
0

lim
x x

f x
→

 ada, dan  

3. ( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=  

Contoh 2.7 

Diberikan fungsi 

( )
2 1

untuk 1
1
 untuk 1

x
x

g x x
A x

 − ≠= −
 =

 

Cari 
1

lim ( )
x

g x
→

 dan tentukan A  agar fungsi g  kontinyu di 1, maka

( )
2

1 1

1
lim lim 2.

1x x

x
g x

x→ →

−= =
−

 Menurut yang diketahui 1 A∈  dan ( )1g A=  oleh 

karena itu agar fungsi g  kontinu di 1, harus berlaku 

( )
1

1 lim ( ) 2.
x

A g g x
→

= = =  

Lebih lanjut, untuk 1x ≠  rumus fungsi g  dapat disederhanakan menjadi 

( ) 1g x x= +  dan dengan rumus ini mudah diperlihatkan bahwa fungsi g  kontiyu 

di setiap titik 1.x ≠  Digabung dengan hasil di atas, yaitu dengan mengambil 

2A=  maka fungsi g  kontinyu pada .ℝ  

Teorema 2.10 

Jika f kontinyu pada [ ],  ,a b  maka f terintegralkan pada [ ],  .a b  
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Bukti: 

Fungsi yang kontinyu pada [ ],  a b  pasti kontinyu seragam pada [ ],  .a b  

Karena itu diberikan 0ε >  sebarang terdapat 0δ >  sedemikian hingga untuk 

[ ], ,x y a b∈  dengan x y ε− <  berlaku 

( ) ( ) .f x f y
b a

ε− <
−

 

Selanjutnya untuk setiap n∈ℕ  dengan 
n b a

δ
< −

 tinjau partisi 

{ }0 1 , , ,  nQ x x x= …  dengan , 0,1, ,i

a ib a
x i n

δ
+ −= = …  (interval [ ],  a b  terbagi 

menjadi ,n  sub interval sama panjang). Setiap sub interval [ ]1, ,  i ix x f−  mencapai 

nilai maksimum iM  dan minimum im  maka 

( )i if u M=  dan ( )  i if v m=  

hal ini diperoleh 

 ( )  ( )  i i i iM m f u f v
b a

ε− = − <
−

 

akibatnya 

( ) ( ) ( )
11

10 , , . .i i i
i

n n

n n i
i

b a
U f Q U f Q M m x x

b a

ε ε
δ−

= =

−≤ − = − − ≤ =
−∑ ∑  

Kemudian disimpulkan bahwa ( ) ( )lim , , 0 n n
n

U f Q U f Q
→∞

 − =   dan karena f  

terintegralkan pada [ ],  .a b
  

(Gunawan, 2000:113-114) 
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2.5 Integral Reimann  

Misalkan  :f I →ℝ  terbatas dan { }0 1 , , , nQ x x x= …  partisi dari I  pada 

selang [ ], ,a b  suatu himpunan berhingga { }0 1, , , na x x x b= … =
 

sedemikian 

hingga, 

0 1 1n na x x x x b−= < <…< < = . 

, = �2  �1 �2   �7−1 �7 �7−1 �	 = 9 
Gambar 2.1 Partisi pada [ ],a b  

 Norma partisi Q  yang dinyatakan dengan Q  nilai terbesar di antara 

bilangan ( )1 , 1,2,.. .i ix x i n−− =  Kemudian didefinisikan 

{ }1 0 2 1 1max , , , .n nQ x x x x x x−= − − … − …  

Jika Q  adalah partisi seperti yang tampak pada gambar di atas, maka jika 

Riemann pada fungsi definisi jumlah  :f I →ℝ  

( ) ( )1
1

, ( ) .
n

i i i
i

S f Q f t x x−
=

= −∑
 

(Bartle dan Sherbert, 2000:194-195) 

Definisi 2.8 (Partisi Penghalus) 

Diberikan interval tertutup [ ], ,a b  partisi Q  disebut penghalus 

(refinement) partisi Q  pada [ ],a b  jika .Q Q⊆  

Untuk suatu interval [ ],a b
 
tak berhingga banyak partisi yang dapat dibuat. 

Koleksi semua partisi pada interval [ ],a b  dinotasikan dengan [ ], .Q a b  

Contoh 2.8 

Diberikan interval [ ], .I a b=  Berikut ini adalah beberapa partisi pada :I  
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1 2 3 4

1 1 1 1 2 3 1 2 3 4 5
0, ,1 , 0, , ,1 , 0, , , ,1 , 0, , , , , 1 

4 3 2 4 4 4 6 6 6 6 6
Q Q Q Q       = = = =       

       
 

4 5

1 2 3 4 5 6 7 1 1 3 5 3 7
0, , , , , , , ,1 , 0, , , , ,  , , ,1

8 8 8 8 8 8 8 8 4 8 4 8 4 8

2
Q Q   = =   

   
 

Dapat dihitung bahwa 1 2 3

3 1 1
, , 

4 2 4
Q Q Q= = =  

5Q merupakan penghalus dari 3Q  sebab 3 5Q Q⊆  tetapi 5Q  bukan  penghalus 2Q  

maupun 4Q  sebab 2 5Q Q⊄  dan 4 5Q Q⊄  partisi 3Q , 4Q  dan 5Q  disebut partisi 

seragam. 

 (Thobirin, 2008) 

Lemma  

Jika 1,Q  2 [ , ]Q a b∈ℝ  dengan 1 2Q Q⊆  maka berlaku 2 1 .Q Q≤  

Bukti: 

Diberikan { }1 0 1 2 1 2, , ,..., ; , ,...,n nQ a x x x x bζ ζ ζ= = =  partisi pada [ ], .a b  

1 1sup{ 1,2,..., } sup{ 1,2,..., }.i iQ x i n x i n−= ∆ = = =
 
Diketahui  1 2Q Q⊆  atau 2Q  

penghalus dari 1,Q  maka 2Q  dapat dinyatakan sebagai  

1 1 22 10 11 1 1 20 21 2 1 0 1 11 12 1 2 1 2{ , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., ,..., ; , ,..., ,..., ,..., , ,..., }
n nk k n n n nkn n k k n n nkQ a x x x x x x x x x x x x bζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ−= = = = =

maka 2 ( 1)sup{{ 1,2,..., ; 1,2,..., } { 1,2,..., }}.
iij i j i i ikQ x x i n j k x x i n−= − = = ∪ − =  

Dapat dipahami bahwa ( 1) 1ij i j i ix x x x− −− ≤ −  untuk setiap 1,2,..., , 1,2,...,ii n j n= =  

dan 1ii in i ix x x x−− ≤ −  untuk setiap 1,2,..., .i n=  

Oleh karena itu 

( 1)sup{{ 1,2,..., ; 1,2,..., } { 1,2,..., }}
iij i j i i inx x i n j n x x i n−− = = ∪ − =  

1{ 1,2,..., }i ix x i n−≤ − =  
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Jadi 2 1 .Q Q≤
 

(Thobirin, 2008:32) 

Definisi 2.9 (Jumlah Riemann Atas dan Jumlah Riemann Bawah) 

Misalkan A  partisi Q  dari [ ],a b  adalah terbatas f  pada [ ],a b  disusun 

berdasarkan konsep partisi 0 1{ , , , }nQ a x x x b= = =…  pada [ ], ,a b   

( ) [ ]{ }1inf :  ,  i iia m f x x x x−< = ∈
 
dan ( ) [ ]{ }1 sup : , .ii ib M f x x x x−< = ∈

 

Sub interval sehingga jumlah integral Riemann atas dari f  dengan partisi Q  

adalah 

( ) ( )1
1

,
n

iii
i

L f Q m x x−
=

= −∑ . 

Sedangkan jumlah integral Riemann bawah adalah  

( ) ( )1
1

, .i i

n

i
i

U f Q M x x−
=

= −∑  

Jika Q  adalah sebarang partisi pada [ ],a b  dan Q  adalah partisi 

penghalusan dari partisi Q  pada [ ], ,a b  maka berlaku ( ) ( ), ,U f Q U f Q≤  dan 

( ) ( ), , .L f Q L f Q≤  

Integral Riemann bawah fungsi f  dinotasikan dengan 

sup{ ( , ); [ , ]}I U f Q Q a bπ= ∈
 

dan integral Riemann atas dinotasikan dengan 

inf{ ( , ); [ , ]}.J L f Q Q a bπ= ∈  Untuk setiap fungsi terbatas berlaku  

( ) ( ), , .L f Q I J U f Q≤ ≤ ≤
 

Selanjutnya fungsi terbatas pada f  dikatakan terintegral Riemann jika .I J=   

(Gunawan, 2000:96) 
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Definisi 2.10 (Integral Riemann Atas dan Integral Riemann Bawah) 

misalkan fungsi riil adalah terbatas yang didefinisikan pada selang tertutup 

[ ], .a b
 
Untuk setiap partisi Q  pada [ ],a b  dibentuk jumlah atas  

1
1

( )
n

i i i
i

U M x x−
=

= −∑  

dan jumlah bawah  

1
1

( )
n

i i i
i

L m x x−
=

= −∑  

dengan  

sup ( )iM f x=  dan inf ( )im f x=   1,2,3,......,i n=  

dan 

1i nx x x− ≤ ≤  

maka dibentuk  

( ) ( ) inf ( , )
b

a
R f x dx U Q f=∫  

Disebut integral Riemann atas fungsi f  pada [ ],a b  dan 

( ) ( ) sup ( , )
b

a
R f x dx L Q f=∫  

dan disebut integral Riemann bawah fungsi f  pada [ ],a b
 

infimum dan 

supremum diambil meliputi semua partisi Q  pada [ ], .a b  Jika nilai integral atas 

dan integral bawah sama. Maka dikatakan bahwa f  dapat terintegral Riemann 

pada [ ],a b  dan dinyatakan Riemann fungsi f  pada [ ],a b
 
dan dinyatakan dengan 

pada [ ], .f a b∈  Nilai yang sama ini dinamakan integral Riemann fungsi f  pada 

[ ],a b  dan ditulis  
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( ) ( )
b

a
R f x dx∫  

jadi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b b

a a a
R f x dx R f x dx R f x dx= =∫ ∫ ∫  

(Rahman, 2008:176)
 

Definisi 2.11 ( Integral Riemann) 

Diberikan interval tertutup, fungsi bernilai riil [ ] : ,f a b →ℝ  dikatakan 

terintegral Riemann jika terdapat bilangan riil A  sehingga untuk setiap bilangan 

riil 0ε >  terdapat bilangan 0δ >  dengan sifat 

{ }0 1 2 1 2 , , , , , , ,n nQ a x x x x ζ ζ ζ= = … = …  partisi pada [ ],a b  dengan Q δ<  

berlaku 

( ) ( ) ( )1 1
1

  
n

i i
i

Q f x xM A ε−
=

− − <∑  

atau 

( ),  .S f Q A ε− <  

Bilangan riil A  pada definisi di atas disebut nilai integral Riemann fungsi 

f  pada interval [ ],a b  dan ditulis 

( ) ( ) .
b

a

A R f x dx= ∫  

Selanjutnya untuk memudahkan penulisan, koleksi semua fungsi yang 

Riemann pada [ ],a b  dinotasikan dengan [ ], .R a b  Jadi jika [ ] : , .f a b R→

terintegral dikatakan terintegral Riemann cukup ditulis dengan [ ], .f R a b∈  
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Definisi integral Riemann di atas juga dapat pula dinyatakan sebagai limit 

dengan persamaan berikut: 

( )
0

lim , .
Q

S f Q A
→

=
 

(Hutahean, 1989:13) 

Contoh 2.9 

Misal [ ] : 0,1f →ℝ  adalah sebuah fungsi yang mengambil nilai 1 pada 

setiap titik. Riemann pada interval [ ]0,1  akan mempunyai nilai 1. Dan integral 

Riemann, maka jumlah Riemannya akan bernilai satu. 

Definisi 2.12 (Integral Sebagai Limit) 

Diberikan fungsi f  riil dan terbatas pada selang [ ],  a b  untuk setiap partisi 

{ }0 1 , , , nQ x x x= …  pada [ ],  a b  dibentuk jumlah  

( ) ( )1
1

, ( )
n

i i i
i

S f Q f t x x−
=

= −∑ . 

Di mana it  titik sebarang pada subselang tertutup [ ]1, , 1,2, , . i ix x i n− = …  Bilangan 

riil A  disebut limit ( ),  S f Q  untuk norma 0Q <  dan ditulis 

( )
0

lim ,
Q

S f Q A
→

=  jika dan hanya jika untuk setiap 0ε >  yang diberikan dan 

sebarang pengambilan titik [ ]1, ,i i it x x−∈  terdapat 0δ >  sedemikian untuk semua 

partisi Q  pada [ ],  ,a b  dengan Q δ<  berlaku 

( ) .,f QS A ε− <
 

(Rahman, 2008:164) 
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Contoh 2.10  

Perlihatkan bahwa fungsi ( ) , 0 1f x x x= ≤ ≤  terintegral Riemann pada 

[ ]0,1 . Ambilah 
1 2

0, , , ,1 nQ
n n

 = … 
 

 maka 
1

, , 1, 2, , . i i

ii
m M i n

n n

−= = = …  

( ) ( )1
1 1

,
1 1 1 1
. 1

2

n n

i i
i i

i

i
L m x x

n
f

n
Q

n−
= =

−  = − = = − 
 

∑ ∑ . 

( ) ( )1
1 1

1 1 1
. 1

2
,

n n

i
i

i
i

iU M
i

f Q x x
n n n−

= =

 = − = = + 
 

∑ ∑ . 

Karena { } [ ]{ } : : ,nQ n Q Q Q a b∈ ⊆ ∈ℕ  maka 

[ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( ), ,

1 1
, ,  inf ,  inf , ,

2 2
sup sup

n nQ q a b Q q a bL Q f L f Q U f Q U f Q∈ ∈= ≤ ≤ ≤ =  

sehingga 
1 11

( ) ( ) .
2a a

f x dx f x dx= =∫ ∫  

Ini berarti fungsi ( ) ,  0 1f x x x= ≤ ≤  terintegral Riemann pada [ ]0,1  dan 

1 1
( ) .

2a
f x dx=∫

 

(Hutahean, 1989:37) 

Teorema 2.11 

Misalkan f  terbatas pada ,I  dan terdapat suatu bilangan A∈ℝ

sedemikian hingga untuk setiap 0ε >  terdapat partisi Q dari I  sedemikian 

hingga untuk sebarang partisi Q Qε⊇  dan sebarang jumlah Riemann ( ),S f Q
 

berlaku 

( ), ,S f Q A ε− <  

maka I  terintegralkan pada I dan 
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( ) .
b

a
f x dx A=∫  

Bukti: 

Dengan menggunakan teorema sebelumnya yakni  

( ) ( ), .
b

a
S f Q f x dx ε− <∫  Bahwa pada definisi sebelumnya integral Riemann 

dapat pula dinyatakan sebagai limit dengan  

( )
0

lim ,  
Q

S f Q A
→

=  maka 

( )b

a
A f x dx ε− <∫  sehingga ( ) .

b

a
f x dx A=∫  

Jadi teorema terbukti. 

(Hutahean, 1989:13). 

Contoh 2.11 

Buktikan bahwa ( )1

0
 f x dx∫  ada, di mana 

sin
0

( )
0

1

x
x

f x x
x

 ≠=  =

 

sin x

x
 adalah kontinyu untuk dan 

0

sin
lim 1 (0)
x

x

x
f

→

  = =  
. Sehingga f adalah 

kontinyu pada [ ]0,1  dan f  terintegral Riemann pada [ ]0,1 . Sehingga ( )1

0
 f x dx∫  

ada. 

Teorema 2.12 

f  terintegral pada [ ],  a b  jika dan hanya jika untuk setiap 0ε >  terdapat 

suatu partisi dari Qε [ ],  a b  sedemikian hingga  
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( ) ( ), , .U f Q L f Qε ε ε− <  

Bukti: 

Misalkan f terintegralkan pada [ ],  .a b  Ambil sebarang 0ε >  dari definisi 

supremum terdapat suatu partisi 1 Q  dari [ ],  a b  sehingga 

( ) ( )1,2
L f L fQ

ε− < . 

Dari definisi infimum terdapat pula suatu partisi 2Q  dari [ ],  a b
 
sehingga 

( ) ( )2, 2
U fQ U f

ε− − . 

Sekarang misalkan 1 2 Q QQε = ∪  maka Qε  merupakan perhalusan 1 Q dan 2Q  

akibatnya  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , .
2 2

L f L f Q L P f U f Q U f Q U fε ε ε
ε ε− < ≤ ≤ ≤ < +  

Sebaliknya misalkan untuk setiap 0ε >  terdapat suatu partisi Qε  dari [ ],  a b  

sedemikian hingga 

( ) ( ),, .f QU f Q Lε ε ε− <  

Maka, untuk setiap 0ε >  berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , , ,U f L f U f Q L f Q L f Qε ε ε ε≤ − ≤ − − <  

Dari sini disimpulkan bahwa ( ) ( ) U f L f=
 
atau f  terintegralkan pada [ ],  .a b

 

(Gunawan, 2000:111-112) 
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2.6 Sifat-Sifat Dasar Integral Riemann 

Bagian ini membahas sifat-sifat dasar integral Riemann, di antaranya 

ketunggalan nilai integral, kelinieran fungsi, keterbatasan, kekonvergenan dan 

Cauchy. 

Teorema 2.13 

Jika [ ] ,f a b∈ℝ  maka nilai integralnya tunggal. 

Bukti: 

Diketahui [ ] ,f a b∈ℝ  akan dibuktikan 1 2A A= . Diberikan sebarang 

bilangan 0ε > . Misalkan 1A  dan 2A  keduanya nilai integral Riemann fungsi .f  

1A  nilai integral fungsi f pada [ ], ,a b  maka terdapat 1 0 δ >  sehingga untuk 

setiap partisi { }0 1 2 1 2 , , , , ; , , ,n nQ x x x x bζ ζ ζ= … = …  pada [ ],  a b
 

dengan sifat 

1 1Q δ<  berlaku  

( )1 1,  .
2

S f Q A
ε− <  

2A  nilai integral fungsi f pada [ ] , ,a b  maka terdapat 2 0 δ >  sehingga 

untuk setiap partisi { }0 1 2 1 2 , , , , ; , , ,n nQ x x x x bζ ζ ζ= … = …
 
pada [ ],  a b

 
dengan sifat 

2 2Q δ<  berlaku  

( )2 2,  .
2

S f Q A
ε− <  

Pilih { }1 2min ,δδ δ= , akibatnya jika Q sebarang partisi pada [ ],  a b  

dengan sifat Q δ<  berlaku 1Q δ<  dan 2Q δ< . Akibatnya 

( )1 1,  
2

S f Q A
ε− <  
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dan 

( )2 2,  .
2

S f Q A
ε− <  

Lebih lanjut 

( ) ( )1 2 1 2; ;A A A S f Q S f Q A− = − + −  

( ) ( ) 2; ;A S f Q S f Q A≤ − + −  

( ) ( )1 2; ;S f Q A S f Q A≤ − + −  

.
2 2

ε ε ε< + =  

Karena ε  sebarang bilangan positif maka dapat disimpulkan 1 2.A A=  

(Thobirin, 2008) 

Teorema berikut ini menyatakan bahwa koleksi semua fungsi yang 

terintegral Riemann, yaitu [ ],  R a b
 
adalah ruang linier.  

Teorema 2.14  

Jika [ ],  ,  f g R a b∈  dan α  sebarang bilangan riil, maka: 

a. ( ) [ ] ( )( ) ( ) ( ) ,  dan ( )  ( ) ( ) .
b b b

a a a
f g R a b R f g x dx R f x dx R g x dx+ ∈ + = +∫ ∫ ∫  

b. [ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ),  dan .
b b

a a
f R a b R f x dx R f x dxα α α∈ =∫ ∫  

Bukti: 

a. Diketahui [ ],  , . f g R a b∈  Diberikan sebarang bilangan 0.ε >  Karena 

[ ] ,f R a b∈  maka terdapat ( )1 ( )  
b

a
A R f x dx= ∫  dan 1 0δ >  sehingga untuk 

setiap partisi 1Q  pada [ ],  a b
 
dengan sifat 1 1Q δ<  berlaku  
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( )1 1,  .
2

S f Q A
ε− <  

Karena [ ] ,g R a b∈  maka terapat ( )2 ( )  
b

a
A R f x dx= ∫  dan 2 0δ >  sehingga 

untuk setiap partisi 2Q  pada [ ],  a b dengan sifat 2 2Q δ<  berlaku  

( )1 2;  .
2

S f Q A
ε− <  

Pilih { }1 2min , ,δδ δ=  akibatnya jika Q  sebarang partisi pada [ ],  a b  dengan 

sifat Q δ<  berlaku 1Q δ<  dan 2Q δ< . Akibatnya 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 2
1

;  ( )
n

i i
i

S Q f g A A Q f g x x A Aζ −
=

+ − + = + − − +∑  

( )( ) ( )( ){ } ( )1 1 1 1 1 2
1

( )
n

i i i i
i

Q f x x g x x A Aζ ζ− −
=

= − + − − +∑  

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 2
1 1

( ) ( )
n n

i i i i
i i

Q f x x Q g x x A Aζ ζ− −
= =

= − + − − +∑ ∑  

( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 2
1 1

( )
n n

i i i i
i i

Q f x x A Q g x x Aζ ζ− −
= =

≤ − − + − −∑ ∑  

.
2 2

ε ε ε< + =  

Terbukti ( ) [ ] ,f g R a b+ ∈  dan  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 ( ) ( ) .
b b b

a a a
R f g x dx A A R f x dx R g x dx+ = + = +∫ ∫ ∫  

b. Diketahui [ ], ,f R a b∈  dan diberikan sebarang bilangan 0ε >  dan α

merupakan kostanta. Karena [ ] ,f R a b∈  maka terapat ( )( )  
b

a
A R f x dx= ∫  
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dan 0δ >  sehingga untuk setiap partisi Q  pada [ ],  a b
 
dengan sifat  berlaku 

Q δ<  berlaku 

( )1,  S f Q A ε− < . 

Jika setiap partisi Q  pada [ ],  a b
 
dengan sifat  berlaku Q δ<  berlaku 

( ) ( ) ( )( )( )1 1 1
1

,  
n

i i
i

S f Q A Q f x x Aα ζ ε−
=

− = − − <∑

( ) ( )( )1 1
1

.
n

i i
i

Q f x x Aζα ε−
=

= − − <∑  

Karena α  merupakan konstanta maka dapat kita keluarkan sehingga 

( ) ( ) ( )( )1 1 1
1

,  
n

i i
i

S f Q A Q f x x Aα εζ −
=

− = − − <∑  

( )1;  S f Q Aα ε= − <
 

( )( )  
b

a
R f x dxα= ∫  

Terbukti ( ) [ ],f R a bα ∈  dan ( )( ) ( )( ) ( ) .
b b

a a
R f x dx R f x dxα α=∫ ∫  

(Thobirin, 2008:24) 

Teorema 2.15 (Kekonvergenan Seragam) 

Diketahui fungsi n∈ℕ  dengan nf  terintegral Riemann pada [ ],a b  untuk 

setiap .n  Jika barisan fungsi nf  konvergen seragam ke fungsi f  pada [ ], ,a b  

maka f  terintegral Riemann pada [ ], ,a b  dan  

( ) lim(R) .n
n

b b

a a
R f f

→∞
=∫ ∫  
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Bukti: 

[ ]: , ,f a b R→ nf  dengan n∈ℕ  terintegral Riemann ke suatu nilai a pada 

[ ], ,a b  jika  0 0ε δ∀ > >∋  sehingga untuk partisi Q  pada [ ],a b  dengan .Q δ<

artinya  

( )( )1 1

1

1
2

n

i i

i

n nf x x Af δ εζ −
=

< ⇒ − − <∑ . 

( )( )2 1 1

1 2

n

i i

i

f x x Af δ εζ −
=

< ⇒ − − <∑ . 

Ambil δ  terbesar 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1

1 1

, ,
n n

n n i i i i

i i

S f Q S f Q f x x A A f x xζ ζ− −
= =

− = − − + − −∑ ∑  

( )( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1

n n

n i i i i

i i

f x x A A f x xζ ζ− −
= =

≤ − − + − −∑ ∑  

( )( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1

n n

n i i i i

i i

f x x A f x x Aζ ζ− −
= =

≤ − − + − −∑ ∑  

.
2 2

ε ε ε< + =  

( ) ( ), ,nS f Q S f Q→ . 

( ) ( ), ,n

n a

S f Q S f Q
∞

→

=∑ . 

Teorema 2.16 (Cauchy Integral Riemann) 

Menurut Thobirin (2008:25)
 [ ],f a b∈ℝ

 
jika dan hanya jika untuk setiap 

bilangan 0ε >  terdapat bilangan 0δ >  sehingga untuk setiap dua partisi pada 

[ ],a b 1 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n nQ a x x x x bξ ξ ξ= = = dan 
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2 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n mQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  dengan sifat 1Q δ<  dan 2Q δ<  

berlaku 

1 1 1 2 1 1
1 1

( )( ) ( )( )
n m

i i i i
i i

Q f x x Q f x xξ ξ− −
= =

− − −∑ ∑
.
 

Bukti: 

Syarat Perlu 

Diketahui [ ],f R a b∈  diberikan sebarang bilangan 0ε >  maka terdapat 

( )
b

a
A R f x dx= ∫  dan terdapat 0δ >  sehingga untuk setiap 

1 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n nQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  partisi pada [ ],a b  dengan 1Q δ<  

berlaku  

2 1 1
1

( )( ) .
2

m

i i
i

Q f x x A
εξ −

=

− − <∑  

Jika 2 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n mQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  juga sebarang partisi pada [ ],a b  

dengan 2Q δ<  berlaku  

2 1 1
1

( )( ) .
2

m

i i
i

Q f x x A
εξ −

=

− − <∑  

Diperoleh  

1 1 1 2 1 1
1 1

( )( ) ( )( )
n m

i i i i
i i

Q f x x Q f x xξ ξ− −
= =

− − −∑ ∑
   

 
1 1 1 2 1 1

1 1

( )( ) ( )( )
n m

i i i i
i i

Q f x x Q f x x A Aξ ξ− −
= =

= − − − − +∑ ∑
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1 1 1 2 1 1

1 1

( )( ) ( )( )
n m

i i i i
i i

Q f x x A A Q f x xξ ξ− −
= =

≤ − − + − −∑ ∑

 
1 1 1 2 1 1

1 1

( )( ) ( )( )
n m

i i i i
i i

Q f x x A Q f x x Aξ ξ− −
= =

= − − + − −∑ ∑  

.
2 2

ε ε ε< + =  

Syarat Cukup 

Jika diketahui untuk setiap bilangan 0ε >  terdapat 0δ >  sehingga untuk setiap 

dua partisi pada [ ],a b
 1 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n nQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  dan 

2 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n mQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  dengan sifat 1Q δ<  dan 2Q δ<  

berlaku 

1 1 1 2 1 1
1 1

( )( ) ( )( )
n m

i i i i
i i

Q f x x Q f x xξ ξ ε− −
= =

− − − <∑ ∑
.
 

Akan ditunjukkan [ ], .f R a b∈  

Dibentuk barisan ( )nε  dengan 0nε >  untuk setiap n∈ℕ  yang monoton 

turun dan konvergen ke 0. Jadi untuk setiap bilangan 0ε >  terdapat bilangan 

1n ∈ℕ  sehingga untuk setiap bilangan asli 1n n≤  berlaku 

2.n n≥  

Berdasarkan yang diketahui, maka setiap nε  terdapat bilangan ' 0nδ >  

sehingga untuk setiap 1 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n n nQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  dan 

2 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n n mQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  dua partisi pada [ ],a b
 

dengan 

'
1n nQ δ<  dan '

2n nQ δ<  berlaku  

1 1 1 2 1 1
1 1

( )( ) ( )( ) .
n m

n i i n i i n
i i

Q f x x Q f x xξ ξ ε− −
= =

− − − <∑ ∑  
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Selanjutnya didefinisikan  

1
1

( ) ( )( ).
n

n n i i i
i

s Q f x xξ −
=

= −∑  

untuk setiap bilangan .n∈ℕ . 

Dibentuk barisan bilangan riil positif nδ  dengan 1 1( )δ ξ δ ∗=  dan 

{ }2 1 2( ) min ( ), ( )δ ξ δ ξ δ ξ∗=
 

{ }1 2 1( ) min ( ), ( ),..., ( ),n n nδ ξ δ ξ δ ξ δ ξ δ ∗
−= 3, 4,5,..n =    (*) 

Selanjutnya diambil bilangan asli m dan n  dengan 1m n≥  dan 1.n n≥  Tanpa 

mengurangi keumuman, diasumsikan ,m n≥  maka berdasarkan persamaan (*) 

berlaku  

.m nδ δ≤  

Ambil sebarang partisi 1 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n nQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  dan 

2 0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n mQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  dengan sifat 1 nQ δ<  dan 2 nQ δ<  

sehingga diperoleh 

1 1 1 2 1 1
1 1

( )( ) ( )( )
n m

n m i i i i n
i i

s s Q f x x Q f x xξ ξ ε− −
= =

− = − − − <∑ ∑  

dan karena  

0
2n

εε − <  

maka diperoleh: 

.
2ns s
ε− <  
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Jadi ( )ns  merupakan barisan Cauchy dalam ,R  oleh karenanya ( )ns  barisan 

konvergen. Misalkan konvergen ke ,s R∈  berarti terdapat bilangan asli 2n  dengan 

2n n≥  sehingga berlaku  

.
2ns s
ε− <  

Dipilih bilangan asli { }0 1 2, .n maks n n=  Jika 

0 1 2 1 2{ , , ,..., ; , ,..., }n nQ a x x x x bξ ξ ξ= = =  sebarang partisi pada [ ],a b  dengan 

0
,nQ δ<  diperoleh: 

1 1
1

( )( )
n

i i
i

Q f x x sξ −
=

− −∑  

0 01 1 1 1 1 1
1 1 1

( )( ) ( )( ) ( )( )
n m m

i i n i i n i i
i i i

Q f x x Q f x x Q f x x sξ ξ ξ− − −
= = =

= − − − + − −∑ ∑ ∑  

0 01 1 1 1 1 1
1 1 1

( )( ) ( )( ) ( )( )
n m m

i i n i i n i i
i i i

Q f x x Q f x x Q f x x sξ ξ ξ− − −
= = =

≤ − − − + − −∑ ∑ ∑  

0 0n ns sε< + −  

.
2 2

ε ε ε< + =  

Terbukti [ ],f R a b∈
  

 

2.6 Integral Lebesgue 

Pada perinsip integral Lebesgue dibangun atas teori ukuran. Integral 

Riemaan dari suatu fungsi terbatas f  pada [ ],a b  disusun berdasarkan atas konsep 

partisi 0 1{ , , , } nQ a x x x b= = … =  pada [ ], .  a b Menurut Lifton (2004), bahwa 

penyusunan integral Lebesgue sebagai limit jumlah atau disebut definisi tipe 
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Riemann untuk integral Lebesgue dari suatu fungsi terbatas dan terukur f  pada 

himpunan terukur E  disusun berdasarkan konsep partisi 0{ , , , }nQ a y y y b= = … =  

pada interval [ ], .a b  Dengan ketentuan inf{ ( ); }a f x x E= ∈  dan 

( )sup{ ; }b f x x E> ∈  di mana nilai b  cukup dekat dengan nilai 

( )sup{ ; }.f x x E∈  Penyususnan partisi Q  pada [ ],a b  bisa juga diambil dengan 

ketentuan ( )inf{ ; }a f x x E> ∈  dan ( )sup{ ; }.b f x x E≥ ∈  Notasi [ ],a bπ  adalah 

himpunan semua partisi Q  pada [ ], .a b  Selanjutnya untuk setiap 1,2,3, ,i n= …  

dikontruksikan himpunan-himpunan ( )1{ ; },i iiE x y f x y−= ≤ <  karena f terukur 

maka iE  juga terukur. Dibentuk jumlahan-jumlahan,  

( ) 1
1

, ( )i

n

i
i

L f Q y m E−
=

=∑  dan ( )
1

), (
n

i
i

iU f Q y m E
=

=∑  

dengan ( )im E  adalah ukuran Lebesgue himpunan iE . Jika Q  adalah sebarang 

partisi pada [ ],a b  dan P  adalah partisi penghalusan dari partisi Q  pada [ ], ,a b  

maka berlaku 

( ) ( ), ,L f P L f Q≤  dan ( ) ( ), ,U f P U f Q≤ . 

Integral Lebesgue bahwa fungsi f  dan E  dinotasikan dengan 

( ) [ ]sup{ , ; , }I L f Q Q a bπ= ∈  dan integral Lebesgue atas fungsi f  pada  

dinotasikan dengan ( ) [ ]inf{ , ; , }.J U f Q Q a bπ= ∈  Untuk setiap fungsi terbatas 

dan terukur  f  berlaku 

( ) ( ), ,L f Q I J U f Q≤ ≤ ≤  

selanjutnya dan terukur f   dikatakan terintegral Lebesgue pada E  jika .I J=   
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Definisi 2.13 (Limit Jumlah pada Integral Lebesgue) 

Fungsi f  terbatas dan terukur pada E  dikatakan terintegral Lebesgue 

pada ,E  dinotasikan ( ) ,f L E∈
 
jika nilai .I J=  

Di lain pihak menurut Lifton (1969), untuk setiap fungsi terbatas dan 

terukur f  pada himpunan terukur E  dan untuk setiap partisi 

0{ , , , }nQ a y y y b= = … =  pada interval [ ],a b  diambil sebarang titik 

( 1)[ , ]; 1,2,3,....,n
ii iy y y i n−= =  dan dua bentuk jumlahan 

( )
1

, ( ).
n

n

i
i iS f Q y m E

=

=∑  

Jika nilai  

1

lim ( )
n

n
i

n
i

iy m E
→∞

=
∑  ada (berhingga). 

Maka fungsi f  dikatakan terintegral Lebesgue sebagai limit jumlah pada E  

dengan notasi  

( )
1

lim ( ) ( ) .i i

n
n

En
i

y m E L f x dx
→∞

=

=∑ ∫
 

 (Maknawi, 2009:41) 

Definisi 2.14 (Integral Lebesgue ) 

Diberikan fungsi terbatas dan terukur f  pada himpunan terukur.E  Fungsi 

f  dikatakan Lebesgue ke nilai A  pada ,E  jika untuk setiap 0ε >  terdapat 

0δ >  sehingga untuk setiap partisi 0{ , , , }nQ a y y y b= = … =  pada [ ],a b  dengan 

{ }1; 1,2,3, ,iiQ maks y y i n δ−= − = … <  berakibat  

( )
1

, ( ) .
n

n

i
i iS f Q A y m E A ε

=

− = − <∑
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(Maknawi, 2009:41) 

Teorema 2.13 

Diberikan fungsi terbatas dan terukur f  pada himpunan terukur E fungsi 

f terintegral Lebesgue pada E  jika dan hanya jika untuk setiap 0ε >  terdapat 

partisi 0 1{ , , , }nQ a y y y b− − … −  pada [ , ]a b  sehingga berlaku  

( ) ( ), , .U f Q L f Q ε− <  

Bukti: 

Syarat Perlu 

Diketahui ( ) ,f L E∈  terdapat bilangan I  dan J  sehingga I J= . Jadi 

untuk setiap 0ε >  dengan menggunakan sifat supremum dan infirmum, terdapat 

partisi 1Q  dan 2Q  pada [ ],a b  sehingga 

( ) ( )1 1
, , .

2 2
I L f Q I J U f Q Jε ε− < ≤ = ≤ < +  

Diambil partisi 1 2Q Q Q∪=  pada [ ], ,a b  maka berlaku 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 1
, , , ,

2 2
I L f Q L f Q I J f Q U f Q Jε ε− < ≤ ≤ = ≤ ≤ < +  

dan berakibat 

( ) ( ) 1 1
, , ( ).

2 2
U f Q L f Q J Iε ε − < + − − 

 
 

Syarat Cukup 

Diketahui untuk setiap 0ε >  terdapat partisi Q  pada [ ],a b  sehingga  

( ) ( ), , .U f Q L f Q ε− <  

Karena selalu berlaku ( ) ( ), , , L f Q I J U f Q≤ ≤ ≤  maka diperoleh  
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( ) ( ), ,J I U f Q L f Q ε− ≤ − < . 

Karena diambil sebarang bilangan 0ε >  maka berlaku .I J=  Dengan demikian, 

diperoleh kesimpulan bahwa fungsi f  terintegral Lebesgue pada .E  Jadi 

teorema terbukti bahwa  

( ) ( ), ,U f Q L f Q ε− <
 

(Maknawi, 2009:42) 

Definisi 2.15 (Fungsi Terukur)
 

Fungsi bernilai riil  f  yang didefinisikan pada himpunan terukur E disebut 

terukur Lebesgue atau lebih sederhananya disebut terukur E jika himpunan 

terukur untuk semua bilangan riil c. 

Keempat pernyataan berikut ekuivalen: 

1. Untuk setiap c, himpunan E(f  < c) terukur. 

2. Untuk setiap c, himpunan E(f  ≥ c) terukur. 

3. Untuk setiap c, himpunan E(f  > c) terukur. 

4. Untuk setiap c, himpunan E(f ≤ c) terukur. 

Bukti: 

1 →Karena �(
 ≥ :) = (�(
 < :));, dan �(
 < :) terukur
 

maka �(
 ≥ :) = (�(
 < :)); terukur. 

2 →Karena �(
 > :) = ⋃�=>? �(
 ≥ : + >
�), dan �(
 ≥ : + >

�) terukur 

 maka �(
 > :) = ⋃�=>? �(
 ≥ : + >
�)  terukur. 

3 →Karena �(
 ≤ :) = (�(
 < :));, dan �(
 > :) terukur, maka �(
 ≤ :) 

terukur. 
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4 →Karena �(
 < :) = ⋂�=>? �(
 ≥ : − >
�), dan �(
 ≥ : − >

�) terukur 

	 = 1,2,3, …,  maka �(
 < :) = ⋂�=>? �(
 ≥ : − >
�) terukur. 

Definisi 2.16 (Himpunan Terukur) 

Misalkan �F himpunan terukur, �F⋂�G = ∅      (� ≠ I),  ,F bilangan riil 

yang diketahui (� = 1,2,3, … , 	). Fungsi 
 ∶ ⋂F=>� �F → ℝ yang didefinisikan oleh 


(�) = ∑ ,F�F=> KLF(�) dinamakan fungsi sederahana. 

Definisi 2.17 (Ukuran) 

Ukuran selang terbuka ( , )a b  dinyatakan dengan (( , ))a bµ  atau dengan 

[( , )]a bµ  dan didefinisikan dengan  

( , ) .a b b aµ = −  

Ukuran selang terbuka ( , )a ∞  atau ( , )b−∞  atau ( , )−∞ ∞  didefinisikan sebagai 

( , ) ( , ) ( , ) .a bµ µ µ∞ = −∞ = −∞ ∞ = ∞  

Definisi 2.18 (Himpunan Terukur) 

Himpunan E dikatakan terukur, jika ( ) ( )E Eµ µ∗
∗= . Jika E terukur, maka 

ukuran E. Dinyatakan ( )Eµ dan di definisikan sebagai ( ) ( ) ( )E E Eµ µ µ∗
∗= = . 

 Ukuran lebesgue adalah suatu fungsi himpunan bernilai riil. Dalam barisan 

bilangan riil suatu barisan adalah konvergen jika limit dan jika dan hanya jika 

infimumnya sama dengan limit supermumnya, maka pada barisan himpunan pun 

bahwa suatu barisan himpunan adalah konvergen jika dan hanya jika limit 

inferiornya dama dengan limit superiornya. 
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2.8 Konsep Matematika dalam Al-Quran 

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua 

manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak 

langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidak terlepas dari alam dan agama, 

semua itu kebenarannya dapat dilihat dalam al-Quran. Alam semesta ini banyak 

mengandung rahasia tentang fenomena-fenomena alam. Namun keberadaan 

fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat diketahui oleh orang-orang yang 

benar mengerti arti kebesaran Allah (Rahman, 2007:1). 

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun 

alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala 

isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan 

perhitungan-perhitungan yang mapan dan dengan rumus-rumus serta persamaan 

yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79). 

Dalam al-Quran surat al-Qamar/54:49 disebutkan  

$̄Ρ Î) ¨≅ä. >ó x« çµ≈ oΨ ø) n= yz 9‘ y‰ s) Î/ ∩⊆∪   

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” (Q.S. al-
Qomar/54:49). 

Demikian juga dalam al-Quran surat al-Furqan/25:2 yang berbunyi: 

“ Ï% ©!$# …çµs9 à7ù= ãΒ ÏN≡uθ≈ yϑ ¡¡9 $# ÇÚö‘ F{ $# uρ óΟ s9 uρ õ‹Ï‚−G tƒ #Y‰ s9uρ öΝ s9uρ ä3tƒ … ã&©! Ô7ƒÎ� Ÿ° ’ Îû Å7ù= ßϑ ø9 $# t,n= yz uρ 

¨≅ à2 & ó x« … çνu‘ £‰s) sù #\�ƒÏ‰ ø) s? ∩⊄∪    

“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai 
anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Dia telah 
menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan 
serapi-rapinya” (Q.S. al-Furqan/25:2). 

Matematika merupakan suatu ilmu yang mengkaji tentang cara berhitung 

dan mengukur sesuatu dengan angka, simbol, atau jumlah. Pokok kajiannya 
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meliputi aljabar, logika, geometri, analisis, statistika, dan lain-lain. Matematika 

tidak lepas dari kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak 

langsung. Peranannya sangat dibutuhkan, karena matematika itu sendiri sering 

disebut Queen of Science yang artinya setiap cabang ilmu pengetahuan banyak 

yang berkaitan dengan matematika demi memudahkan dalam mempelajari ilmu 

tersebut. 

Berbicara ilmu pengetahuan, al-Quran telah memberikan kepada manusia 

kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan peralatan 

untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap dan 

mengetahui keajaiban dari dunia ini (Rahman, 1992:12). Tidak diragukan lagi 

bahwa al-Quran dengan anjuran memperhatikan dan berfikir yang diulanginya 

beberapa kali menjadikan aktivitas studi dan penelitian dalam berbagai bidang 

sebagai sebuah keharusan bagi umat Islam. Karena itu, Islam memerintahkan 

manusia untuk beribadah dan berfikir. 

Dalam al-Quran diberikan sebuah motivasi untuk mempelajari matematika 

sebagaimana yang ada dalam surat Yunus/10:5 yang berbunyi: 

uθèδ “ Ï% ©!$# Ÿ≅ yèy_ š[ ôϑ ¤±9 $# [ !$u‹ ÅÊ t� yϑ s) ø9$# uρ # Y‘θçΡ …çνu‘ £‰ s% uρ tΑ Î—$oΨ tΒ (#θßϑ n= ÷ètFÏ9 yŠy‰ tã tÏΖ Åb¡9 $# 

z>$|¡Åsø9 $# uρ 4 $tΒ t,n= y{ ª! $# š�Ï9≡sŒ āωÎ) Èd,ysø9 $$Î/ 4 ã≅ Å_Áx0ãƒ ÏM≈tƒFψ $# 5Θ öθs) Ï9 tβθßϑ n= ôètƒ ∩∈∪    

“Dia-lah yang menjadikan matahari bersinar dan bulan bercahaya dan 
ditetapkan-Nya manzilah-manzilah (tempat-tempat) bagi perjalanan bulan itu, 
supaya kamu mengetahui bilangan tahun dan perhitungan (waktu). Allah tidak 
menciptakan yang demikian itu melainkan dengan hak. Dia menjelaskan tanda-
tanda (kebesaran-Nya) kepada orang-orang yang mengetahui”(QS. Yunus/10:5). 

Dari ayat di atas tampaklah bahwa Allah memberikan dorongan untuk 

mempelajari ilmu perhitungan yaitu matematika. Maka dari itu sangat rugi jikalau 

kecermerlangan dan kedahsyatan otak yang diberikan oleh Allah tidak diasah 
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untuk mampu berhitung. Sebuah keberuntungan bagi seseorang yang suka 

terhadap ilmu hitung-menghitung ini. 

Salah satu contohnya seperti yang terkandung dalam surat al-Baqarah 

/01:261 sebagai berikut: 

ã≅ sW ¨Β tÏ% ©!$# tβθà) Ï0Ζ ãƒ óΟßγs9≡uθøΒ r& ’ Îû È≅‹ Î6y™ «!$# È≅ sVyϑ x. >π¬6ym ôM tFu;/Ρ r& yìö7 y™ Ÿ≅ Î/$uΖ y™ ’ Îû Èe≅ ä. 7's# ç7/Ψ ß™ èπs> ($ÏiΒ 

7π¬6ym 3 ª! $#uρ ß#Ïè≈ ŸÒãƒ yϑ Ï9 â !$t±o„ 3 ª! $# uρ ììÅ™≡uρ íΟŠÎ= tæ ∩⊄∉⊇∪    

“Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan oleh) orang-orang yang menafkahkan 
hartanya di jalan Allah adalah serupa dengan sebutir benih yang menumbuhkan 
tujuh bulir, pada tiap-tiap bulir seratus biji. Allah melipat gandakan (ganjaran) 
bagi siapa yang Dia kehendaki. dan Allah Maha Luas (karunia-Nya) lagi Maha 
mengetahui” (Q.S. al-Baqarah/01:261). 

Pada surat al-Baqarah/01:261 tersebut, nampak jelas bahwa Allah 

menetapkan pahala menafkahkan harta di jalan Allah dengan rumus matematika. 

Pahala menafkahkan harta adalah tujuh ratus kali. Secara matematika, diperoleh 

persamaan 

M = 700� 

dengan � menyatakan nilai nafkah dan M menyatakan nilai pahala yang diperoleh 

(Abdussakir, 2007:81). Sebenarnya sejak dahulu dalam al-Quran telah terkandung 

konsep-konsep matematika, hanya saja orang-orang yang berilmulah yang dapat 

mengambil pelajaran dari padanya.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1. Sifat-Sifat Integral Lebesgue. 

Sifat-sifat dasar integral Riemann yaitu ketunggalan nilai integral, 

kelinieran, kekonvergenan seragam, dan Cauchy berlaku pula pada integral 

Lebesgue. 

 

3.1.1 Ketunggalan Nilai Integral  

Telah dijelaskan pada bab sebelumnya yakni pada teorema 2.13 bahwa 

integral Riemann mempunyai nilai yang tunggal yakni 1 2 A A= . Selanjutnya akan 

dibuktikan bahwa pada integral Lebesgue juga berlaku demikian. 

Menurut definisi integral Lebesgue yakni: 

Diberikan fungsi terbatas dengan terukur f  pada himpuna n terukur ,E

jika untuk setiap 0ε >  terdapat 0δ >  sehingga untuk setiap partisi 

0{ , , , }nQ a y y y b= = … =  pada [ ],a b  dengan 

{ }1; 1,2,3, ,iiQ maks y y i n δ−= − = … <  berakibat  

( ), .S f Q A ε− <  

Untuk membuktikan bahwa integral Lebesgue mempunyai nilai tunggal 

dimisalkan A B≠ . Andaikan ( ),S f Q A ε− <  dan ( ),S f Q B ε− <  dengan 

A B≠  untuk setiap A  terdapat 1 0δ >  untuk setiap partisi 0 1{ , , , }nQ y y y= …  

dengan Q δ<
 
sehingga untuk setiap 1 1Q δ<  berlaku 

( ); A
2

S Q f
ε− < . 
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Demikian juga berlaku pada B  pada nilai integral fungsi f  pada [ , ]a b  yaitu 

( ); B
2

S Q f
ε− < . 

Dipilih 1 2min{ , }δ δ δ=  menggunkan ketaksamaan segitiga maka untuk 

Q δ<  

( ) ( ); ;A B A S Q f S Q f B− = − + −  

( ) ( ); ;A S Q f S Q f B≤ − + −  

( ) ( ); ;S Q f A S Q f B≤ − + −  

2 2

ε ε< +  

A B ε− <  

0A B− =  

A B=  

Sehingga permisalan salah karena dari hasil diatas di dapat bahwa . 

Jadi terbukti bahwa pada integral Lebesgue juga berlaku sifat ketunggalan nilai 

integral. 

 

3.1.2. Kelinieran Fungsi Integral Lebesgue. 

Pada integral Riemann telah dibuktikan pada teorema 2.14 sifat-sifat dasar 

integral Riemann berlaku sifat kelinieran fungsi. Selanjutnya akan dibuktikan 

bahwa pada integral Lebesgue juga berlaku demikian. Adapun sifat kelinieran 

integral Lebesgue adalah sebagai berikut: 

 

A B=
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Teorema  

Diberikan fungsi terbatas dan terukur f  dan g  pada himpunan terukur 

.E  f  dan g  terintegral Lebesgue pada E  dan α  adalah sebarang bilangan riil 

maka f g+  dan fα  terintegral Lebesgue dan berlaku: 

a. ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
E E E

L f x g dx L f x dx L gx x dx+ = +∫ ∫ ∫  

b. ( ) ( ) ( ) ( )
E E

L f x dx L f x dxα α=∫ ∫  

Bukti: 

Diberikan sebarang bilangan 0ε >  

a. Karena f  dan g  terintegral Lebesgue pada .E  Andaikan ( )( )
E

L f x dx A=∫  

dan ( )( )
E

L f x dx B=∫  maka terdapat 1 0δ >  sehingga untuk setiap partisi fQ  

pada [ , ]f fa b  dengan ( )inf{ ; }f f xa x E= ∈  dan ( )inf{ ; }f f xb x E> ∈  

dengan 1fQ δ<  

( ),
2( 1)

S f Q A
ε

α
− <

+
 

dan terdapat 2 0δ >  sehingga untuk setiap partisi gQ  pada [ , ]g ga b  dengan 

( )inf{ ; }g g xa x E= ∈  dan ( )inf{ ; }g g xb x E> ∈  dengan 2g δ<  

( ), .
2

S g Q B
ε− <  

Dipilih 1 2min{ , }δ δ δ=  menggunkan ketaksamaan segitiga maka untuk 

Q δ<  berlaku 
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( ) ( )( ) , ( )S f g Q A B S Q f g A B+ − + = + − +  

( ) ( ), ,S f Q A S g Q B≤ − + −  

.
2( 1) 2

ε ε ε
α

< + <
+

 

Berati f g+  terintegral Lebesgue pada E  dan berlaku

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .
E E E

L f x g dx A B L f x dx L gx x dx+ = + = +∫ ∫ ∫  

b. Demikian juga berlaku untuk setiap partisi fQ  pada [ , ]f fa b  dengan 2fQ δ<  

maka  

( ) ( ), ,S Q A S f Q Aα αα − = −  

2( 1)

ε ε
α

α< <
+

 

Berarti fα  terintegral Lebesgue pada E  dan berlaku 

( ) ( ) ( )( ) .
E E

L f x dx A L f x dxα α α= =∫ ∫  

Jadi teorema terbukti. 

 

3.1.3 Kekonvergenan Seragam Integral Lebesgue 

 Pada integral Riemann telah dibuktikan pada teorema 2.15 sifat-sifat dasar 

integral Reimann berlaku sifat kekonvergenan seragam. Selanjutnya akan 

dibuktikan bahwa pada integral Lebesgue juga berlaku demikian. Adapun sifat 

kekonvergenan seragam integral Lebesgue adalah sebagai berikut: 
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Diketahui fungsi dengan nf  terintegral Lebesgue pada [ ],a b  untuk setiap 

,n  jika barisan fungsi f  hampir dimana-mana pada [ ],a b , maka f  terintegral 

Lebesgue pada [ ], ,a b  dan  

( ) lim(L)
b

na n

b

a
L f f

→∞
=∫ ∫ . 

Bukti: 

[ ]: , , nf a b f→ ℝ  dengan n∈ℕ  terintegral Lebesgue ke suatu nilai a pada [ ], ,a b  

jika  0 0ε δ∀ > >∋  sehingga untuk partisi Q  pada O,, 9P dengan Q δ<
 
artinya  

( )1 ,
2n nf S f Q A
ε< ⇒ − <δ . 

( )2 ,
2

f S f Q A
ε< ⇒ − <δ . 

Ambil δ  terbesar 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,n nS f Q S f Q S f Q A A S f Q− = − + −  

( ) ( ), ,nS f Q A A S f Q≤ − + −  

( ) ( ), ,nS f Q A S f Q A≤ − + −  

2 2

ε ε ε< + =  

( ) ( ), ,nS f Q S f Q→  

( ) ( ), ,n
n a

S f Q S f Q
∞

→

= ∑  

ini berarti 

( ) lim(L)
b

na n

b

a
L f f

→∞
=∫ ∫ . 
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3.1.4 Cauchy pada Integral Lebesgue 

Pada integral Riemann telah dibuktikan pada teorema 2.16 sifat-sifat dasar 

integral Riemann berlaku sifat Cauchy. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa pada 

integral Lebesgue juga berlaku demikian. Adapun sifat Cauchy integral Lebesgue 

pada .E  

Diberikan fungsi terbatas dan terukur f  pada himpunan .E  Fungsi f  

terintegral Lebesgue pada E  jika dan hanya jika untuk setiap 0ε >  terdapat 

0δ >  sehingga untuk setiap partisi 1Q  dan 2Q  pada [ ],a b  dengan 1 Q  dan 2  Q  

berlaku 

( ) ( )1 2, , .S f Q S f Q ε− <  

Bukti:  

Syarat perlu 

Diketahui f  terintegral Lebesgue pada .E  Misalkan f  terintegral 

Lebesgue ke nilai A  pada E  maka untuk setiap bilangan 0ε >  terdapat bilangan 

0δ >  sedemikian hingga untuk setiap partisi 1Q  dan 2Q  pada [ ],a b  dengan 

1 Q δ<  dan 2  Q δ<  berlaku 

( )1 1  berlaku ,
2

Q S f Q A
εδ< − <  

demikian juga pada partisi 2Q  pada [ ],a b  yaitu 

( )2 2  berlaku , .
2

Q S f Q A
εδ< − <  
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Sehingga berakibat  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , ,S f Q S f Q S f Q A S f Q A− = − − −  

( ) ( )1 2, ,S f Q A S f Q A≤ − + −  

2 2

ε ε ε< + <  

Syarat Cukup 

 Diketahui untuk setiap bilangan 0ε >  terdapat bilangan 0δ >  sehingga 

untuk setiap partisi 1Q  dan 2Q  pada [ ],a b  dengan 1 Q δ<  dan 2  Q δ<
 
berlaku  

( ) ( )1 2 . , ,S f Q S f Q ε− <  

Diambil bilangan 0ε >  tetap dan dimisalkan [ ],a bδπ  adalah koleksi semua 

partisi Q  pada [ ],a b  dengan norma yang lebih kecil dari .δ  Untuk suatu partisi 

[ ]0 ,Q a bδπ∈  tetap dan sebarang [ ] ,Q a bδπ∈  berlaku 

( ) ( )0, ,S f Q S f Q ε− <  

dengan kata lain berlaku  

( ) ( ) ( )0 0, , , .S f Q S f Q S f Qδ δ− < < +  

Hal tersebut menunjukkan bahwa himpunan 

( ) ( ) [ ]{ }, : ,S f S f Q Q a bδπ= ∈  tak hingga terbatas, maka himpunan ( )S f  

mempunyai paling sedikit satu limit, yang dimisalkan .A  

Jadi untuk setiap 0ε >  terdapat partisi [ ]1 ,Q a bδπ∈  sehingga 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a
R f x dx L fd L fd R f x dxµ µ≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫ . Dengan demikian, 

diperoleh kesimpulan bahwa fungsi f  terintegral Lebesgue ke nilai A  pada .E  
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3.2 Ekuivalensi Integral Riemann dan Integral Lebesgue 

Teorema  

Diberikan fungsi terbatas f  terintegral Riemann kesuatu nilai A pada 

[ , ],a b  ditulis [ , ]f a b∈ →ℝ  jika untuk setiap bilangan 0ε >  terdapat bilangan 

0δ >  sehingga untuk setiap partisi Q  pada [ , ]a b  berakibat ( ),S f Q A ε− <
 

jika dan hanya jika fungsi f  terintegral Lebesgue ke nilai A pada ,E  jika untuk 

setiap 0ε >  terdapat 0δ >  partisi 0{ , , , }nQ a y y y b= = … =  pada [ ],a b  dan

{ }1; 1, 2,3, ,iiQ maks y y i n δ−= − = … <  berakibat  

( ), .S f Q A ε− <  

Bukti: 

Diketahui fungsi f  terbatas disusun berdasarkan konsep partisi 

0{ , , , }nQ a x x x b= = … =  pada interval [ ], .a b  Dengan ketentuan 

inf{ ( ); [ , ]}a f x x a b= ∈  dan ( )sup{ ; [ , ]}b f x x a b> ∈  di mana nilai b  cukup 

dekat dengan nilai ( )sup{ ; [ , ]}.f x x a b∈
 
Namun sebaliknya, penyusunan partisis 

Q  pada [ ],a b  bisa juga diambil dengan ketentuan ( )inf{ ; [ , ]}a f x x a b< ∈  dan 

( )sup{ ; [ , ]}.b f x x a b≥ ∈  

Notasi [ ],a bπ  adalah himpunan semua partisi Q  pada [ ],a b . Selanjutnya 

untuk setiap 1,2,3, ,i n= …  membentuk jumlahan-jumlahan, 

( ) ( )1
1

,
n

iii
i

L f Q m x x−
=

= −∑
 
dan ( ) ( )1

1

, .i i

n

i
i

U f Q M x x−
=

= −∑  
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Jika Q  adalah sebarang partisi pada [ ],a b  dan P  adalah partisi 

penghalusan dari partisi Q  pada [ ],a b ,  maka berlaku ( ) ( ), ,L f P L f Q≤  dan 

( ) ( ), , .U f P U f Q≤  

Integral Riemann bahwa fungsi f  dinotasikan degan 

( ) [ ]sup{ , ; , }I L f Q Q a bπ= ∈ , dan integral Riemann atas fungsi f  dinotasikan 

dengan ( ) [ ]inf{ , ; , }J U f Q Q a bπ= ∈ . Untuk setiap fungsi terbatas berlaku

( ) ( ), ,L f Q I J U f Q≤ ≤ ≤
 

maka terdapat bilangan I  dan J  maka nilai 

( ) [ ]{ } ( ) [ ]{ }sup , ; , inf , ; , .L f Q Q a b I J U f Q Q a bπ π∈ − − − ∈  

Diberikan sebarang 0ε > , menurut sifat supremum dan infimum, maka 

terdapat partisi 1Q  dan 2Q  pada [ ],a b  dengan 1 1Q δ<  dan 2 2Q δ<  sehingga  

1 2( , ) ( , ) .I L f Q I J U f Q Jε ε− < ≤ = ≤ < +  

Dibentuk partisi 1 2Q Q Q= ∪  pada [ ],a b  dan didefinisikan { }1 2min ,δ δ δ=
 

maka Q δ<  dan berlaku 

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )L f Q L f Q S f Q U f Q U f Q≤ ≤ ≤ ≤  

Sehingga akan berlaku ( , )I S f Q Jε ε− ≤ ≤ +  karena nilai I J=  atau 

akan berlaku ( , )A S f Q Aε ε− ≤ ≤ +  karena nilai A maka 

( , )S f Q A ε− <
 

atau
 

( ) ( ), .
b

a
S f Q f x dx ε− <∫  
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Bahwa integral Riemann dapat pula dinyatakan sebagai limit dengan

( )
0

lim ,  
Q

S f Q A
→

=  maka
 

( )b

a
A f x dx ε− <∫  sehingga ( ) .

b

a
f x dx A=∫  

Jadi definisi tipe Riemann sebagai limit jumlah juga sama menurut definisi 

integral Lebesgue yaitu 

( ), .S f Q A ε− <  

Syarat Cukup  

Diketahui fungsi f  terintegral Lebesgue ke nilai A  pada ,E  untuk setiap 

0ε >  terdapat 0δ >  sehingga untuk setiap partisi { }1 2, ,..., nQ a y y y b= = =  pada 

[ ],a b  dengan { }1 1, 2,3,...,i iQ maks y y i n δ−= − = <  berakibat  

1

( , ) ( )
2

n
n
i i

i

S f Q A y m E A
ε

=

− = − <∑  atau 

1

( , ) ( )
2 2

n
n
i i

i

A S f Q y m E A A
ε ε

=

− < = − < +∑  

Hal ini berlaku untuk sebarang 1[ , ]n
i i iy y y−∈ . Jadi, jika diambil 1[ , ]n

i i iy y y−∈  

dengan 1,
n
i i iy y y−=  maka berlaku  

1
1

( , ) ( )
2 2

n

i i
i

A L f Q y m E A
ε ε

−
=

− < = < +∑  

dan jika diambil 1[ , ]n
i i iy y y−∈  dengan n

i iy y=  maka berlaku 

1

( , ) ( ) .
2 2

n

i i
i

A U f Q y m E A
ε ε

=

− < = < +∑  
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Diperoleh  

( , ) ( , ) ( ) ( ) .
2 2

U f Q L f Q A A
ε ε ε− < + − − =  

Dengan demikian, untuk setiap 0ε >  terdapat 0δ >  dan untuk setiap 

partisi { }1 2, ,..., nQ a y y y b= = =  pada [ ],a b  dengan

{ }1 1, 2,3,...,i iQ maks y y i n δ−= − = <  berlaku 

( , ) ( , )U f Q L f Q ε− <  

Karena selalu berlaku ( , ) ( , )L f Q A U f Q≤ ≤ , maka diperoleh  

( , ) ( , )A U f Q L f Q ε≤ − <  

( , )A S f Q ε≤ <  

( , )S f Q A ε− < . 

Karena bilangan 0ε >  sebarang, maka A fungsi f terintegral Lebesgue pada A.  

Menurut definisi integral Riemann yaitu ( ), .S f Q A ε− <  

Contoh: 

Diketahui 2( ) , [0,1]f x x x= ∈ , maka akan dihitung 
1

0
fdµ∫  

a) Terintegral Riemann  

b) Terintegral Lebesgue 

Penyelesaian:  

a. Terintegral Riemann  

Ambillah 0 1 2( , , ,..., ).n nQ x x x x=  dengan 1

1 0
( )i ix x

n−
−− =  untuk 

1,2,3,...,i n= maka  
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1

2

[ ]

1
inf ( ) ( )

i i
i

x x x

i
m f x

n−∈ −

−= =  

1

2

[ ]
sup ( )

i i

i
x x x

i
M

n−∈ −
= =  

Sehingga  

1
1

( , ) ( , ) ( )( )
n

n n i i i i
i

U f Q L f Q M m x x−
=

− = − −∑  

2 2

1

1
3

2

3

1
[( ) ( ) ]

[ (2 1)]

( )

2

n

i

n

i

i k

n n

i

n

n n

n

=

=

−= −

+
=

+=

∑

∑
 

karena itu

 

lim[ ( , ) ( , )] 0.n n
n

U f Q L f Q
→∞

− =
 

Dengan demikian 

1 2
10

1

lim ( )
n

i i in
i

x dx M x x−→∞ =

= −∑∫
 

2

1

3
1

1
lim ( )

( 1)(2 1)
lim

6

1

3

n

n
i

n

n
i

k

n n

n n n

n

→∞ =

→∞ =

= ⋅

+ +=

=

∑

∑
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b. Terintegral Lebesgue 

[(0,1)] [0,1].f =  

Selang [0,1]  menjadi n selang bagian oleh titik-titik 1 2 3 4, , , ,...., ny y y y y  maka

1 1, , ( )i i i i i i im y M y E y y− −= = = −  

( )i iy f x=  ( 1,2,3,... ),i n= 1i ix xµ −= − , sehingga 

1

0 ( ) 0
1

lim ( )
i

n

i i
maks E

i

fd M E
µ

µ µ
→ =

= ∑∫  

1
1

( ) 0
1

lim ( )
i i

n

i i i
maks x x

i

M x x
µ −

−− → =

= −∑  

 
1

0
( )f x dx= ∫

 
dan 

1

0 ( ) 0
1

lim ( )
i

n

i i
maks E

i

fd m E
µ

µ µ
→ =

= ∑∫  

1
1

( ) 0
1

lim ( )[0,1]
i i

n

i i i
maks x x

i

m x x
µ −

−− → =

= −∑  

1
1 1 1 1 2 3

0 0 0 0
0

1 1
( ) ( ) ( )

3 3
f x d f x d f x d x dx xµ µ µ= = = = =∫ ∫ ∫ ∫  

Karena f  kontinyu, maka f  terintegral Riemann pada [0,1]   

1
1 1 1 1 2 3

0 0 0 0
0

1 1
( ) ( ) ( )

3 3
f x dx f x dx f x dx x dx x= = = = =∫ ∫ ∫ ∫  

sehingga  

1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( )f x d f x d f x dµ µ µ= =∫ ∫ ∫  

dan ini berarti f  terintegral Lebesgue pada [0,1]. 
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Contoh: 

Misalkan [0,1]I =  dan :f I → ℝ  dengan ( )f x x= .  

a. Terintegral Riemann  

b. Terintegral Lebesgue 

Penyelesaian: 

a. Terintegral Riemann  

Fungsi ( )f x x=  terintegral pada [0,1] . Misalkan nQ  merupakan partisi 

dari [0,1]I = , yaitu 

2

2 2 2 2 2

1 4 9 ( 1)
(0, , , ,..., , ,1).n

n n
Q

n n n n n

−=  

Infimum dan supremum dari f  pada subinterval 
2 2

2 2

( 1)
[ , ]

i i

n n

−
 adalah  

2

2

( 1) 1
i

i i
m

n n

− −= =  

2

2i

i i
M

n n
= =  

Jika diambil 1 2

2 1
( )i i

i
x x

n−
−− =  untuk 1,2,3,...,i n=  

Sehingga didapat 

1
1

( , ) ( )
n

n i i i
i

L f Q m x x−
=

= −∑  

2
1

1 2 1
( )

n

i

i i

n n=

− −=∑  

2
3 3 3

1

2 3 1
( )

n

i

i i
n n n=

= − −∑  
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2
3 3 3

1

2 3 1
( )

n

i

i i
n n n=

= − −∑  

2
3 3 3

1 1

2 3 1
1

n n

i i

i i
n n n= =

= + −∑ ∑  

3 3 3

2 ( 1)(2 1) 3 ( 1) 1

6 2

n n n n n
n

n n n

+ + += + −  

2 2 2

2 1 1 3 3 1

3 3 2 2n n n n n
= + + − − +  

2

2 1 1

3 2 6n n
= + −  

dan 

1
1

( , ) ( )
n

n i i i
i

U f Q M x x−
=

= −∑  

2
1

2 1
( )

n

i

i i

n n=

−=∑  

2
3 3

1

2
( )

n

i

i
i i

n n=

= −∑  

2
3 3

1 1

2 1n n

i i

i i
n n= =

= −∑ ∑  

3 3

2 ( 1)(2 1) 1 ( 1)

6 2

n n n n n

n n

+ + += +  

2 2

2 1 1 3 3

3 3 2 2n n n n
= + + − −  

2

2 1 1

3 2 6n n
= + −  
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Karena itu 

2 2

2 1 1 2 1 1
lim( ( , ) ( , )) lim(( ) ( ))

3 2 6 3 2 6nU f Q L f Q
n n n n

− = + − − − −  

2
lim

2
1

lim

0

n

n

=

=

=

 

Dengan demikian 

1

0
lim ( , )nxdx U f Q=∫  

2

2 1 1
lim( )

3 2 6
2

3

n n
= + −

=
 

b. Terintegral Lebesgue 

Selang [0,1]  menjadi n selang bagian oleh titik-titik 1 2 3 4, , , ,...., ny y y y y  maka

1 1, , ( )i i i i i i im y M y E y y− −= = = −  

( )i iy f x=  ( 1,2,3,... ),i n= 1i ix xµ −= − , 

sehingga 

1

0 ( ) 0
1

lim ( )
i

n

i imaks E
i

fd M E
µ

µ µ
→ =

= ∑∫  

1
1( ) 0

1

lim ( )
i i

n

i i imaks x x
i

M x x
µ −

−− → =

= −∑  

1

0
( )f x dx= ∫
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dan 

1

0 ( ) 0
1

lim ( )
i

n

i imaks E
i

fd m E
µ

µ µ
→ =

= ∑∫  

1
1( ) 0

1

lim ( )[0,1]
i i

n

i i imaks x x
i

m x x
µ −

−− → =

= −∑  

13
1 1 1 1

2

0 0 0 0
0

2 2
( ) ( ) ( )

3 3
f x d f x d f x d xdx xµ µ µ= = = = =∫ ∫ ∫ ∫

 

Karena f  kontinyu, maka f  terintegral Riemann pada [0,1]   

13
1 1 1 1

2

0 0 0 0
0

2 2
( ) ( ) ( )

3 3
f x dx f x dx f x dx xdx x= = = = =∫ ∫ ∫ ∫  

sehingga  

1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( )f x d f x d f x dµ µ µ= =∫ ∫ ∫  

dan ini berarti f  terintegral Lebesgue pada [0,1]. 

 

3.3 Konsep Ekuivalensi dalam Al-Quran 

Ekuivalensi mempunyai arti setara atau mempunyai nilai yang sama. 

Meski keduanya berbeda, tapi mempunyai nilai yang sama. Untuk kaitan integrasi 

agama dan kajian skripsi ini penulis mengaitkan integrasinya dengan kesetaraan 

antara laki-laki dan perempuan. Pada dasarnya laki-laki dan perempuan memang 

berbeda, tapi keduanya mempunyai nilai yang sama dalam beberapa hal. Konsep 

ini sama dengan konsep ekuivalensi integral Riemann dan integral Lebesgue. 

Dalam Islam terutama dalam al-Quran banyak menjelaskan tentang kesetaraan 

atau sesuatu yang berbeda, tapi pada akhirnya bernilai sama. 
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Nilai-nilai tersebut antara lain nilai kemanusiaan, keadilan, kemerdekaan, 

kesetaraan dan sebagainya. Berkaitan dengan nilai keadilan dan kesetaraan. Islam 

tidak pernah mentolerir adanya perbedaan atau perlakuan diskriminasi diantara 

umat manusia. 

Banyak ayat al-Quran yang telah menunjukkan bahwa laki-laki dan 

perempuan adalah sama-sama semartabat sebagai manusia, terutama secara 

spiritual. Begitu pula, banyak hadist yang menunjukkan kesamaan harkat laki-laki 

dan perempuan. Dalam pandangan agama Islam, segala sesuatu diciptakan Allah 

dengan kodrat-Nya, sebagaimana dalam al-Quran: 

$̄Ρ Î) ¨≅ä. >ó x« çµ≈ oΨ ø) n= yz 9‘ y‰ s) Î/ ∩⊆∪    

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”(QS. Al-
Qomar/54:49). 
 

Ada beberapa hal yang mencakup kesetaraan antara laki-laki dan 

perempuan antara lain: dalam hal penciptaan, al-Quran tidak membedakan 

perempuan dan laki-laki dalam konteks penciptaan dan proses selanjutnya sebagai 

manusia. Dalam pandangan al-Quran, Allah menciptakan semuanya (perempuan 

dan laki-laki) adalah “ untuk satu tujuan” seperti yang tertulis dalam firman Allah: 

$tΒ uρ $oΨ ø) n= yz ÏN≡uθ≈ yϑ ¡¡9 $# uÚö‘ F{ $# uρ $tΒ uρ !$yϑ åκ s] øŠt/ āωÎ) Èd,ysø9 $$Î/ 3 āχ Î) uρ sπtã$¡¡9 $# ×πu‹ Ï? Uψ ( Ëx x0 ô¹ $$sù yx ø0 ¢Á9 $# 

Ÿ≅Š Ïϑ pgø: $# ∩∇∈∪  

 
“Dan tidaklah Kami ciptakan langit dan bumi dan apa yang ada di antara 
keduanya, melainkan dengan benar. dan Sesungguhnya saat (kiamat) itu pasti 
akan datang, Maka maafkanlah (mereka) dengan cara yang baik” (QS. al-
Hijr/15:85). 
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Dalam surat lain juga disebutkan tentang penciptaan laki-laki dan 

perempuan yang menyatakan tidak ada perbedaan. Seperti yang termaktub dalam 

surat al-Isro/17:70: 

 ô‰s) s9 uρ $oΨ øΒ §� x. û Í_t/ tΠyŠ# u öΝßγ≈ oΨ ù= uΗ xquρ ’ Îû Îh�y9 ø9 $# Ì�óst7 ø9 $# uρ Ν ßγ≈ oΨ ø% y— u‘ uρ š∅ÏiΒ ÏM≈ t7ÍhŠ ©Ü9 $# óΟ ßγ≈ uΖ ù= āÒsùuρ 4’ n?tã 

9��ÏV Ÿ2 ô£ϑ ÏiΒ $oΨ ø) n= yz WξŠ ÅÒø0 s? ∩∠⊃∪  

”Dan Sesungguhnya telah Kami muliakan anak-anak Adam, Kami angkut mereka 
di daratan dan di lautan, Kami beri mereka rezki dari yang baik-baik dan Kami 
lebihkan mereka dengan kelebihan yang sempurna atas kebanyakan makhluk 
yang telah Kami ciptakan” (Q.S. al-Isro/17:70). 
 

Adapun tentang kedudukan laki-laki dan perempuan, Allah menjelaskan 

dalam beberapa surat dalam al-Quran antara lain surat ali-Imran/3: 195: 

z>$yftFó™$$sù öΝßγs9 öΝßγš/ u‘ ’ ÎoΤr& Iω ßì‹ ÅÊé& Ÿ≅ uΗ xå 9≅ Ïϑ≈ tã Ν ä3ΨÏiΒ ÏiΒ @� x. sŒ ÷ρr& 4 s\Ρ é& ( Ν ä3àÒ÷èt/ .ÏiΒ <Ù÷èt/ ( 
tÏ% ©!$$sù (#ρã�y_$yδ (#θã_Ì� ÷z é&uρ ÏΒ öΝ Ïδ Ì�≈tƒÏŠ (#ρèŒρé&uρ ’ Îû ’ Í?‹ Î6y™ (#θè= tG≈ s% uρ (#θè= ÏFè% uρ ¨βt� Ïe0 x._{ öΝåκ ÷] tã öΝ ÍκÌE$t↔ Íh‹ y™ 

öΝ ßγ̈Ψ n= Ï{÷Š _{ uρ ;M≈ ¨Ζ y_ “ Ì� øgrB ÏΒ $pκ ÉJøtrB ã�≈yγ÷Ρ F{ $# $\/# uθrO ôÏiΒ Ï‰ΨÏã «!$# 3 ª! $# uρ … çνy‰ΨÏã ßó¡ãm É># uθ̈W9$# ∩⊇∈∪  

”Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannya (dengan berfirman): 
"Sesungguhnya aku tidak menyia-nyiakan amal orang-orang yang beramal di 
antara kamu, baik laki-laki atau perempuan, (karena) sebagian kamu adalah 
turunan dari sebagian yang lain. Maka orang-orang yang berhijrah, yang diusir 
dari kampung halamannya, yang disakiti pada jalan-Ku, yang berperang dan 
yang dibunuh, pastilah akan Ku-hapuskan kesalahan-kesalahan mereka dan 
pastilah aku masukkan mereka ke dalam surga yang mengalir sungai-sungai di 
bawahnya, sebagai pahala di sisi Allah. dan Allah pada sisi-Nya pahala yang 
baik"(Q.S. ali-Imron/3:195). 
 

Ayat-ayat tersebut memuat bahwa Allah secara khusus menunjuk baik 

kepada perempuan maupun lelaki, untuk menegakkan nilai-nilai Islam dengan 

beriman, bertaqwa dan beramal. Allah juga memberikan peran dan tanggung 

jawab yang sama antara lelaki dan perempuan dalam menjalankan kehidupan 

spiritualnya. Dan Allah pun memberikan sanksi yang sama terhadap perempuan 

dan lelaki untuk semua kesalahan yang dilakukannya. Jadi pada intinya 
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kedudukan dan derajat antara lelaki dan perempuan di “mata” Allah adalah sama, 

dan yang membuatnya tidak sama hanyalah keimanan dan ketaqwaannya. 

Dalam hal perolehan pahala beribadah, Allah berfirman pada surat al-

Dzariyat/51:56: 

$tΒ uρ àM ø)n= yz £Ågø: $# }§Ρ M} $#uρ āωÎ) Èβρß‰ ç7 ÷èu‹ Ï9 ∩∈∉∪  

“Dan aku tidak menciptakan jin dan manusia melainkan supaya mereka mengabdi 
kepada-Ku” (Q.S. al-Dzariyat/51:56). 
 

Dalam kapasitas sebagai hamba tidak ada perbedaan antara laki-laki dan 

perempuan. Keduanya mempunyai potensi dan peluang yang sama untuk menjadi 

hamba ideal. Hamba ideal dalam al-Quran biasa diistilahkan sebagai orang-orang 

yang bertaqwa, dan untuk mencapai derajat taqwa ini tidak dikenal adanya 

perbedaan jenis kelamin, suku bangsa atau kelompok etnis tertentu sebagaimana 

disebutkan dalam surat al-Hujurat/49:13. 

$ pκ š‰ r'̄≈ tƒ â¨$̈Ζ9$# $ ¯Ρ Î) / ä3≈ oΨø)n= yz ÏiΒ 9� x. sŒ 4s\Ρ é&uρ öΝä3≈ oΨù= yè y_uρ $ \/θãè ä© Ÿ≅Í←!$ t7 s% uρ (#þθ èùu‘$yè tG Ï9 4 ¨βÎ) ö/ä3tΒt� ò2r& y‰ΨÏã «!$# 

öΝ ä39 s)ø? r& 4 ¨βÎ) ©!$# îΛÎ=tã ×��Î7yz ∩⊇⊂∪  

”Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki dan 
seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa - bangsa dan bersuku-suku 
supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia 
diantara kamu disisi Allah ialah orang yang paling taqwa diantara kamu. 
Sesungguhnya Allah Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (Q.S. al- 
Hujurat/49:13). 
 

Dari kutipan ayat di atas jelas bahwa Allah memberikan peluang yang 

seluas-luasnya bagi perempuan untuk menjalankan tugas-tugasnya asalkan masih 

dalam batas-batas yang tidak keluar dari ayat tersebut.  

Menurut ajaran al-Quran, pengabdian kepada Allah tidak bisa dipisahkan 

dari pengabdian kepada umat manusia, dalam istilah Islam, orang-orang yang 

beriman kepada Allah harus menghormasti Haqqullah (hak-hak Allah) dan Haqul 
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‘Ibad (hak-hak makhluk). Pemenuhan kewajiban kepada Tuhan dan manusia 

merupakan hakekat kesalehan. Laki-laki dan perempuan sama-sama diseru oleh 

Allah agar berbuat kebajikan dan akan diberi pahala yang sama untuk kesalehan 

mereka. Hal ini dinyatakan dengan jelas dalam sejumlah ayat al-Quran seperti 

berikut: 

z>$yftFó™$$sù öΝßγs9 öΝßγš/ u‘ ’ ÎoΤr& Iω ßì‹ ÅÊé& Ÿ≅ uΗ xå 9≅ Ïϑ≈ tã Ν ä3ΨÏiΒ ÏiΒ @� x. sŒ ÷ρr& 4 s\Ρ é& ( Ν ä3àÒ÷èt/ .ÏiΒ <Ù÷èt/ ( 
tÏ% ©!$$sù (#ρã�y_$yδ (#θã_Ì� ÷z é&uρ ÏΒ öΝ Ïδ Ì�≈tƒÏŠ (#ρèŒρé&uρ ’ Îû ’ Í?‹ Î6y™ (#θè= tG≈ s% uρ (#θè= ÏFè% uρ ¨βt� Ïe0 x._{ öΝåκ ÷] tã öΝ ÍκÌE$t↔ Íh‹ y™ 

öΝ ßγ̈Ψ n= Ï{÷Š _{ uρ ;M≈ ¨Ζ y_ “ Ì� øgrB ÏΒ $pκ ÉJøtrB ã�≈yγ÷Ρ F{ $# $\/# uθrO ôÏiΒ Ï‰ΨÏã «!$# 3 ª! $# uρ … çνy‰ΨÏã ßó¡ãm É># uθ̈W9$# ∩⊇∈∪   

”Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannya (dengan berfirman): 
"Sesungguhnya aku tidak menyia-nyiakan amal orang-orang yang beramal di 
antara kamu, baik laki-laki atau perempuan, (karena) sebagian kamu adalah 
turunan dari sebagian yang lain. Maka orang-orang yang berhijrah, yang diusir 
dari kampung halamannya, yang disakiti pada jalan-Ku, yang berperang dan 
yang dibunuh, pastilah akan Ku-hapuskan kesalahan-kesalahan mereka dan 
pastilah aku masukkan mereka ke dalam surga yang mengalir sungai-sungai di 
bawahnya, sebagai pahala di sisi Allah. dan Allah pada sisi-Nya pahala yang 
baik"(QS. ali-Imron/3:195). 

 

tβθãΖ ÏΒ ÷σ ßϑ ø9$# uρ àM≈ oΨ ÏΒ ÷σßϑ ø9 $# uρ öΝ ßγàÒ÷èt/ â !$uŠ Ï9 ÷ρr& <Ù÷èt/ 4 šχρâ÷ ß∆ù' tƒ Å∃ρã� ÷èyϑ ø9 $$Î/ tβöθyγ÷Ζ tƒuρ Çtã Ì� s3Ζ ßϑø9 $# 

šχθßϑŠ É) ãƒuρ nο 4θn= ¢Á9 $# šχθè? ÷σ ãƒuρ nο 4θx. ¨“9$# šχθãèŠ ÏÜ ãƒuρ ©!$# ÿ… ã&s!θß™u‘ uρ 4 y7 Í× ¯≈s9 'ρé& ãΝßγçΗ xq÷� z� y™ ª! $# 3 ¨βÎ) 

©! $# î“ƒÍ• tã ÒΟŠÅ3ym ∩∠⊇∪  

”Dan orang-orang yang beriman, lelaki dan perempuan, sebahagian mereka 
(adalah) menjadi penolong bagi sebahagian yang lain. mereka menyuruh 
(mengerjakan) yang ma'ruf, mencegah dari yang munkar, mendirikan shalat, 
menunaikan zakat dan mereka taat pada Allah dan Rasul-Nya. mereka itu akan 
diberi rahmat oleh Allah; Sesungguhnya Allah Maha Perkasa lagi Maha 
Bijaksana”(QS. at-Taubah/9:71). 
 

Ayat-ayat di atas mengisyaratkan konsep kesetaraan laki-laki dan 

perempuan yang ideal dan memberikan ketegasan bahwa prestasi individu, baik 

dalam bidang spiritual maupun urusan karir profesional, tidak mesti dimonopoli 

oleh salah satu jenis kelamin saja. 
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Dalam hal pendidikan mengenai kesetaraan antara laki-laki dan 

perempuan, Allah menjelaskan dalam al-Quran surat al-Mujadillah/58:11 yakni:  

$pκ š‰r' ¯≈ tƒ tÏ% ©!$# (# þθãΖ tΒ#u # sŒ Î) Ÿ≅Š Ï% öΝä3s9 (#θßs¡¡x0 s? †Îû Ä§Î=≈ yfyϑ ø9 $# (#θßs|¡øù$$sù Ëx |¡ø0tƒ ª! $# öΝä3s9 ( #sŒ Î) uρ Ÿ≅ŠÏ% 

(#ρâ“ à±Σ $# (#ρâ“ à±Σ $$sù Æìsùö� tƒ ª! $# tÏ% ©!$# (#θãΖtΒ# u öΝä3Ζ ÏΒ tÏ% ©!$# uρ (#θè?ρé& zΟù= Ïèø9 $# ;M≈ y_u‘ yŠ 4 ª! $#uρ $yϑ Î/ tβθè= yϑ ÷ès? 

×��Î7 yz ∩⊇⊇∪  

”Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: "Berlapang-
lapanglah dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi 
kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", Maka 
berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di 
antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan 
Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan” (QS. al- Mujadillah/58:11). 
 

Dari ayat tersebut, kita bisa memahami bahwa orang yang berilmu punya 

posisi yang berbeda dengan orang yang tidak berilmu. Ayat-ayat tersebut juga 

merupakan pendorong bagi umat Islam untuk selalu berusaha meningkatkan 

kualitas keilmuannya. 

Dari ayat tersebut juga dapat kita pahami bahwa menuntut ilmu juga 

diwajibkan atas laki-laki dan perempuan, karena dalam ayat tersebut tidak 

dijelaskan tentang kewajiban pada salah satu pihak. Dalam hal berprestasi Islam 

juga tidak membeda-bedakan antara laki-laki dan perempuan. Semuanya bisa 

berprestasi dalam segala hal. Ketiganya mengisyaratkan konsep kesetaraan gender 

yang ideal dan memberikan ketegasan bahwa prestasi individual, baik dalam 

bidang spiritual maupun karier profesional, tidak mesti didominasi oleh satu jenis 

kelamin saja. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan pada bab III, maka diperoleh 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Sifat yang berlaku pada integral Riemann terbukti juga berlaku pada Integral 

Lebesgue karena keduanya mempunyai ekuivalensi. Sifatnya yaitu: 

ketunggalan nilai integral, kelinieran, kekonvergenan seragam, dan Cauchy. 

2. Telah dibuktikan bahwa antara integral Riemann dan integral Lebesgue 

terdapat ekuvalensi. 

4.2 Saran 

Bagi pembaca yang ingin melanjutkan skripsi ini maka penulis 

menyarankan tidak hanya menggunakan integral Lebesgue saja serta pada interval 

[ , ]a b  karena banyak integral lain yang merupakan generalisasi dari integral 

Riemann. 
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