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Istilah-istilah yang digunakan dalam skripsi inimpgnyai makna yaitu
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= Subset dari
= Subset dari sama dengan
= Bukan elemen
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= Untuk setiap
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= Interval tertutup
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= Epsilon
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= Ukuran Bawah
= Harga Mutlak
= Limit
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= Tak terhingga
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ABSTRAK

Khuriyah, Aning Royatul. 2016Ekuivalensi Integral Riemann dan Integral
Lebesgue Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dakndlogi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Maga Pembimbing:
() Hairur Rahman, M.Si. (I1) Abdul Aziz, M.Si.

Kata Kunci: Integral Riemann, Integral Lebesgue, TerintegRiemann dan
Terintegral Lebesgue.

Pada Tahun 1875-1941 Henry Leon lebesgue matematikaPerancis
memodifikasi integral Riemann dengan terlebih dahulendefinisikan jumlah
Lebesgue atas dan Lebesgue bawah, selanjutnya fimsikan integral Lebesgue
atas dan integral Lebesgue bawah. Keduanya mengkkivalen. Suatu fungsi
dikatakan terintegral Riemann jika dan hanya jigantegral Lebesgue, jika nilai-
nilai integral dari keduanaya ada.

Karena ekuivalen maka sifat integral Riemann yaketunggalan nilai,

kelineran, kekonvergenan seragam dan Cauchy jutgkbepada integral Lebesgue.
Adapun sifat-sifatnya adalah:

1. |s( f,Q—4<g

2, (L)j dx_(uj >§dx+(1)j dqx)dx
3. (L)j af (x)dx= a(L)J. (X dx

4. (L) szlim(l_) j f,

s. [s(1.Q)-§ t Q<
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ABSTRACT

Khuriyah, Aning Royatul. 2016.Riemann Integral and Lebesgue Integral
Equivalence Thesis. Department of Mathematics, Faculty oéce and
Technology, State Islamic University of Maulana Mdbrahim Malang.
Advisors : (1) Hairur Rahman, M.Si. (I1) Abdul Azi¥1.Si.

Keywords: Riemann Integral, Lebesgue Integral, Riemannghatele and Lebesgue
Integrable.

In 1875-1941 a French mathematician Henry Leonekgbe modified the
Riemann integral by defining the Lebesgue upped lawer sum and then defined
the upper Lebesgue integral and lower Lebesguegriate Both integral are
equivalent. A function is said to be Riemann inaédxdg if and only if it was Lebesgue
integrable, and if the values of both exist.

Since both are equivalent, Riemann integral ptgggenamely uniqueness,
linearity, uniform convergences and Cauchy alsdiepmn Lebesgue integral. Its
characteristics are:

1. |s( f,Q—4<s

2. Of(* X)) dx= (D, f(§ de( D] dx)d
3. (L)anf(x)olx:a(L)jE (%) dx

a. L)I:leirrpfol:) [+,

5. 8(£,Q)- £ Q<
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang

Sebagian dari sejarah ilmu pengetahuan alam adalf@tan dari usaha
manusia secara kontinyu untuk merumuskan konsepegoran unsur-unsur
dalam bidang ilmu pengetahuan untuk dapat diurak@rdalam dunia nyata.
Berbicara tentang ilmu pengetahuan, al-Quran telemberikan kepada manusia
kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirdt seenyediakan peralatan
untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar tdapengungkap dan
mengetahui keajaiban dari kedua dunia itu (Rahrhff2:12). Tidak diragukan
lagi bahwa al-Quran dengan anjuran memperhatikan 0Oarfikir yang
diulanginya beberapa kali menjadikan aktivitas stddn penelitian dalam
berbagai bidang sebagai sebuah keharusan bagi Islaat. Karena itu Islam
memerintahkan manusia untuk beribadah dan berfiki

Pentingnya menuntut ilmu pengetahuan, baik ilmumaganaupun ilmu
matematika secara umum wajib dalam segala halnbalaQuran juga dijelaskan
bahwa mencari ilmu wajib hukumnya bagi manusia kigersaingan teknologi
modern, tepatnya dijelaskan dalam al-Quran surd#lughadilah/58:11 yang

berbunyi:

. -

D s Ol L 05 s 3 AT 1550 nally a8 1520 Gl 4 553
“Niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yangitman di antaramu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapaapt. dan Allah Maha
mengetahui apa yang kamu kerjakan”(QS. al-Mujadui:11).



Sebagai sarana ilmiah, matematika merupakan satah dssiplin ilmu
yang tidak hanya terdapat satu keilmuan saja dandlaya. Akan tetapi masih
terdapat ilmu-ilmu lain yang menjadi sarana keilmumgi disiplin ilmu lain.
Untuk mengetahui semua itu kita sebagai pelajdteveajiban untuk mempelajari
berbagai ilmu sedalam-dalamnya. Matematika sebagaplin ilmu dikenal
sebagalQueen Of Sciengcelan mempunyai cabang keilmuan seperti ilmu asalis
maupun ilmu terapan.

Selain analisis dalam matematika kita juga mengimal Kalkulus yang
merupakan ilmu dasar matematika. Kalkulus (Bahasan talculusyang artinya
"batu kecil”) adalah cabang ilmu matematika yangnea&up limit, turunan,
integral, dan deret tak terhingga. Kalkulus mempuraplikasi yang luas dalam
bidang sains dan teknik. Kalkulus memiliki dua capautama, kalkulus
diferensial dan kalkulus integral yang saling bédmgan melalui teorema dasar
kalkulus. Pada periode zaman kuno beberapa pemitergang integral kalkulus
telah muncul, namun tidak dikembangkan dengan deiksistematis.

Salah satu ilmu matematika yang termasuk di dalaibarg ilmu analisis
adalah integral. Seperti ilmu-ilmu yang lain di alal matematika, teori integral
merupakan ilmu deduktif dan masih tetap berkemlsapegrti ilmu-ilmu lainnya,
baik dari segi teori maupun pemakaiannya.

Integral ditemukan menyusul ditemukannya masald@mndaliferensiasi di
mana matematikawan harus berpikir bagaimana mesgikbn masalah yang
berkebalikan dengan solusi diferensiasi. Prosescgrem nilai dari sebuah

integral dinamakan pengintegraldéimtegration). Lambang dari integral adalah

uJ’ul
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Teorema fundamental kalkulus menyatakan bahwa aarwan integral
adalah dua operasi yang saling berlawanan. Teorenraenghubungkan nilai
dari anti derivatif dengan integral tertentu, karelebih mudah menghitung
sebuah anti derivatif daripada mengaplikasikannéfdari integral. Teorema ini

memberikan cara yang praktis dalam menghitung iateggrtentu, yakni jika

sebuah fungsif adalah kontinyu pada intervdl,b] jika F adalah fungsi

turunannya adalah pada interal b) maka

[[t(9ax= F(y- K3
Konsep integral Riemann dan integral Lebesgue kigperlkan oleh Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) dan Hendrl_eebesgue (1875-1944)
juga dalam studi analisis. Contoh lainnya, bilangadinal dan kardinal tak
hingga dikembangkan oleh G. Cantor (1845-1918)mdalpayanya memecahkan
suatu masalah analisis riil Jones (1993).
Seorang matematikawan yaitu Riemann (1826-1866emeakan pertama

kali bentuk konstruktif yang kemudian dikenal demgategral Riemann. Setiap

fungsi kontinyu f pada [a,b] dijamin terintegral Riemann. Kenyataan

menunjukkan bahwa masih terdapat banyak fungsi Viglads terintegral secara
Riemann. Salah satu fungsi yang tidak terintegeahsa Riemann adalah fungsi
Dirichle f :[0,1]> R dengan

1; x rasional
fl) = {O;x irasional

Berkat ide matematikawan Perancis yaitu Henry Leehesgue (1875-
1941), ia berhasil menyusun tipe integral untuk gagéasi permasalahan yang

muncul, yaitu banyaknya fungsi yang tidak terinéégrecara Riemann. Integral
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yang dibangun Lebesgue banyak mendasarkan padalteoan. Dengan konsep
integral Lebesgue ini maka dapat ditunjukkan balfiwaysi Dirichlet tersebut
terintegral secara Lebesgue.

Menurut Lee (1989:1), integral dapat didefinisikaelalui dua cara yaitu
secara konstruktif dan deskriptif. Baik integral eRiann ataupun integral
Lebesgue dapat didefinisikan melalui dua cara beris®efinisi integral Riemann
secara konstruktif disajikan dalam bentuk limitidaratu jumlahan. Definisi ini
dikenal dengan integral Riemann sebagai limit jmjang kemudian dapat
digunakan untuk membuktikan sifat-sifat yang barlgdada integral Riemann.
Berdasarkan hal tersebut, penulis tertarik untuknbehas integral Lebesgue
melalui limit jumlah sebagaimana halnya pada irgkdonstruktif Riemann.
Akan tetapi, pembahasan sedikit berbeda karenasipgang dibangun adalah
pada daerah hasitange fungsi. Selanjutnya bentuk integral ini dikenaindan
integral Lebesgue sebagai limit jumlah.

Adapun tentang sesuatu yang mempunyai nilai yangaségersebut
dijelaskan juga dalam al-Quran dalam surat an-HKi83/ tentang kesetaraan
antara laki-laki dan perempuan yang hampir samadmmya dengan integral
Riemann dan integral Lebesgue. Meski pada dasqengampuan dikatakan sama
dengan laki-laki tapi tetap laki-lakilah yang bisaenjadi pemimpin, Allah
menjelaskan dalam al-Quran surat an-Nisa/4:32 pangunyi:

LA

~ w Es PP _ P v T - - _ g~ < d < _ e g7 ~
Lo sLA5 BT D Sl Jioll g o h8A5 g ST IS5 G 5 Y

- - P &_ - - g e A E,, P2 A
Sl A S T AT D) ol e ATy ST E

Neam? -

“Dan janganlah kamu iri hati terhadap apa yang dikaiakan Allah kepada
sebahagian kamu lebih banyak dari sebahagian yainy (karena) bagi orang
laki-laki ada bahagian dari pada apa yang merekahakan, dan bagi Para
wanita (pun) ada bahagian dari apa yang mereka akah, dan mohonlah
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kepada Allah sebagian dari karunia-Nya. SesunggatXliah Maha mengetahui
segala sesuatu” (Q.S. an-Nisa/4:32).

Ayat di atas memberikan dorongan bahwa perempugandapat berkarir
dan mencapai prestasi sama dengan kaum laki-lakiersebut bergantung pada
usaha dan dorongan dari masing-masing. Demikiara jdgngan integral
Lebesgue, meski mempunyai kesamaan dengan intBgralann, tapi tetaplah
integral Riemann yang menjadi acuan karena integedlesgue merupakan
perluasan dari integral Riemann.

Berdasarkan uraian di atas, maka penulis ingin kegndebih dalam
permasalahan ini dan membahasnya dengan jikulivalensi Integral Riemann

dan Integral Lebesgtie

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusasalate dalam
penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana bukti sifat-sifat integral Lebesgue?

2. Bagaimana bukti ekuivalensi integRilemann dan integral Lebesgue?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuampelaulisan skripsi
ini adalah:
1. Untuk membuktikan sifat-sifat integral Lebesgue.

2. Untuk membuktikan ekuivalensi integral Riemann ohegral Lebesgue.



1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah dapat ge¢shui tentang hal-hal
yang berkaitan dengan integral Lebesgue, sifat-difitrgral Lebesgue dan

ekuivalensi integral Riemann dan integral Lebesgue.

1.5 Batasan Masalah

Pada penulisan skripsi ini, permasalahan hanyatatibgpada interval

[a,b], di mana a=0 dan b=1.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan oleh penulis dalam menyusemelgian ini
adalah metode kajian pustaka, yaitu deskripsitisadentang objek yang diteliti
dengan cara mendalami, mencermati, menelaah, damgideatifikasi
pengetahuan yang ada dalam kepustakaan (sumbenbdm&u-buku referensi
atau hasil penelitian lain) untuk menunjang peiaglit
Adapun langkah-langkah dalam penulisan penelinaadalah:

1. Merumuskan masalah, sebelum penulis memulai kegigga penulis
membuat rancangan terlebih dahulu mengenai suatmapalahan yang
akan dibahas.

2. Mengumpulkan data dan informasi dengan cara memtfasanemahami
Riemann maupun beberapa literatur yang berkaitagateintegral baik itu
Lebesgue. Di antara buku yang digunakan penuliglad®engantar Analisis
Real, Kalkulus dan Geometri Analitis serta bukunlgiang menunjang

penulisan penelitian ini.



Membuktikan sifat-sifat integral Riemann dan sgdit integral Lebesgue
dengan menggunakan teorema yang telah ada kemoaiajelaskan dan
melengkapi bukti tersebut. Langkah selanjutnya uyamhembuktikan
ekuivalensi dari integral Riemann dan integral Lsshee.

Membuat kesimpulan, yang merupakan gambaran langgalpembahasan
atas apa yang sedang ditulis. Kesimpulan didasgrkda data yang telah
dikumpulkan dan merupakan jawaban dari permasalahang

dikemukakan.

1.7 Sistematika Penulisan

Untuk mempermudah memahami penulisan ini secarallefan, maka

penulis menggambarkan sistematika penulisannyayaebarikut:

Bab |

Bab |

Pendahuluan
Bab ini membahas latar belakang yang menceritakaargpemikiran dan
alasan penulis mengangkat permasalahan, rumusaralamayang
menyatakan secara singkat dan sederhana permasajaimg akan
dibahas, tujuan dan manfaat penulisan, serta sasiteanpenulisan yang
menjabarkan struktur penulisan dari awal hinggarakh

| Kajian Pustaka
Bab ini berisi tentang konsep dasar dan teorentaitgd yang
mendukung pembahasan integrasi antara ekuvaletegjrah Riemann
dan integral Lebesgue, serta beberapa teoremastemapa pembahasan
contoh yang digunakan sebagai acuan maupun penmgardhlam

pembahasan dan konsep matematika dalam al-Quran.



Bab 1l Pembahasan
Bab ini membahas proses terjadinya sifat-sifatgiraie Riemann dan
sifat-sifat integral Lebesgue serta ekuivalensaantintegral Riemann
dan integral Lebesguserta konsep ekuivalensi dalam al-Quran.

Bab IV Penutup
Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran-sasbagai tidak lanjut
bagi pembaca yang ingin mengembangkan pembahasatandge

ekuivalensi integral Riemann dan integral Lebesgue.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Sifat Kelengkapan padaR
Sifat kelengkapan himpunan bilangd akan menjamin keberadaan
unsur-unsur padR terhadap hipotesis tertentu. Sistem bilangan-bdanmgsional
Q memenuhi sifat-sifat aljabar dan sifat urutan lgkam tetapi diketahui bahwa
tidak dapat dinyatakan sabagai suatu bilanganmakimaka tidak termuat pada
Q jika bilangan irrasional yang termuat pa@aUntuk menunjukkan hal tersebut
diperlukan sifat tambahan, sifat kelengkapan (stgiremum), adalah sifat-sifat
istimewa dariR.
Definisi 2.1 (Batas Atas dan Batas Bawah)
Misalkan E adalah himpunan bagian &, maka:
1. E disebut terbatapdundedl jika terbatas di atas dan terbatas di bawah.
2. Edisebut terbatas di atabounded abovejika terdapatVvVlIR sehingga
X< v untuk semuax[] E danv disebut batas atasgper boundeduntuk E.
3. Edisebut terbatas di bawahounded beloyvjika terdapatul]R sehingga
u< x untuk semuax] Edan u disebut batas bawalofer bound untuk E
(Bartle dan Sherbert, 1982:47)
Contoh 2.1

1. Misalkan A={1,2,3,4,5,6). Himpunan A terbatas di atas karena<6

untuk semuaal] A Himpunan A juga terbatas di bawah karefia a, untuk

semuaall A Semua bilangan riiv<6 merupakan batas atas unték dan
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semua bilangan riiu <1 merupakan batas bawah unték. Jadi himpunan
A adalah terbatas.

2. Himpunan bilangan aslV ={1, 2,3, 4,...} terbatas di bawah dan 1 merupakan
batas bawah, tetapi tidak terbatas di atas. Jikeriétan VLJR maka terdapat
NUR sehinggan > v.

Definisi 2.2 (Supremum)

Misalkan EOR,E# ¢ dan terbatas di atay/[IR disebut batas atas
terkecil (supremum) dare, jika

1) u<x, untuk semuaxE

2) V< suntuk semuss batas atas dait

Definisi di atas menyatakan bahwa agdrlR menjadi supremum dari

E, (1) v haruslah batas atas dd&ti dan (2)v selalu kurang dari batas atas yang

lain di E.

(Rahman, 2008:47)

Definisi 2.3 (Infimum)

Misalkan E O R, E # ¢ dan terbatas di bawah, IR disebut batas bawah
terbesar (infimum) dark, jika

1) u<x, untuk semuaxUE

2) s<uuntuk semua batas bawah dait

Definisi di atas menyatakan bahwa agdrlR menjadi supremum dari
E, maka(1l) u haruslah batas atas d&fi dan (2)u selalu kurang dari batas atas
di E.

(Rahman, 2008:41)
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Contoh 2.2

1. Himpunan E ={1,

N~

% ,i,..}z{—ﬂnDN} . terbatas di atas oleh sebarang
n

bilangan riil v21 dan terbatas di bawah oleh sebarang bilangaru €i0
batas atas terkecil (supremum) adalah 1 dan bataalbterbesar (infimum)
adalah 0.

2. Himpunan kosong yaity terbatas di atas dan terbatas di bawah oleh semua
bilanganXJR Dengan demikiang tidak mempunyai batas atas terkecil dan

batas bawah terbesar.
Berikut ini diberikan contoh himpunan yang terbadas himpunan yang
tak terbatas.

Contoh 2.2

Himpunan{xOR|x<5} terbatas di atas, dan himpun@rR|x>2} terbatas di

bawah. Misalkan A:{%|nDN}, A adalah himpunan terbatas. Himpunan

bilangan asliN ={1, 23,...}, N adalah himpunan tak terbatas, walupum himpunan

tersebut terbatas di bawah.

2.2 Barisan dan Limit
Definisi 2.4 (Barisan)

Barisan bilangan riil adalah suatu fungsi dari humgn bilangan asN ke
himpunan bilangan riiR.

(Rahman, 2008:54)
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Contoh 2.3

Barisan X =(2,4,6,8,19,...,8 ,.. menyatakan barisan bilangan asli genap.

Sedangkan salah satu rumus umumnya adaDét:(Zn|nDN). Barisan

Y:(},E,—l,—l,...,—l,...} menyatakan barisan yang salah satu rumus umumnya
1234 n
adalah

X = (%|nD N).

Sering kali, rumus umum suatu barisan dinyatakacarse rekursif, yaitu
ditetapkan unsurx, dan rumus untukx ,(n=1) setelahx diketahui, sebagai
contoh barisan bilangan bulat genap positif dapatadakan dengan rumus

X =2,%.,=%*2,(n21)
atau dengan rumus

X =2,% =%+ %, (n21).
Definisi 2.5 (Barisan Konvergen)

Misalkan X =(x,) adalah bilangan riil. Suatu bilangan ril dikatakan
limit dari X, jika untuk masing-masing lingkungavi dari x terdapat suatu
bilangan asliK sehingga untuk semua> K, makax, adalah anggot®. Jika x
adalah limit dari X, maka dikatakanX konvergen kex (atau X mempunyai

limit x). Jika suatu barisan mempunyai limit, maka bardiatakan konvergen.

Jika tidak mempunyai limit, barisan itu dikatakawetgen. Jika barisan bilangan

rill X =(x,) mempunyai limitx(OR, maka sering ditulis

x=lim X, x=lim(x), atau x=Ilim(x,).
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Sering kali digunakan simbot, — x untuk menyatakarX =(x,) konvergen ke
x. Dengan demikian dapat dinyatakan
X - X OV(YOKON> xOM ¥, e K

Teorema 2.1

Limit suatu barisan (jika ada) adalah tunggal.
Bukti:

Misalkanlim , _a, = Ldanlim, _a,=M, andaikanL # M, tanpa
mengurangi keumuman pembuktian, misalkeanM. Ambillah £ =L —M7 maka

L-M

ada bilangan asliv, danN, sehinggda, - L| < bila n>N, dan

la, - M| < L‘Z'V' bila n>N,. Ambillah N = makgN,, N J.
LéM | LM | L-M
2 2 2
dan
VI O :L+2M

Hal ini mustahil, Jadi pengandaian: M, salah sehingga terbuktildh= M.

(Hutahean, 1994:22)
Teorema 2.2 (Ketunggalan Limi)
Barisan bilangan riil dapat memiliki paling banysdtu limit.
Bukti:

Misalkan X =(x,) barisan bilangan riil, andaikalXX mempunyai lebih

dari satu limit. Misalkanx dan x' adalah limit dari X, dengan x # x'.
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Misalkan V' lingkungan darix dan V- adalah lingkungan dark’, dengan
V'nV'=¢@ Karenax limit dari X maka ada bilangan ask' sehingga jika
n= K maka x 0OV'. Karena x* limit dari X maka ada bilangan ask~
sehingga jika n= K» maka x OV'. Pilih K =sup{K',K"}.maka K =K"
sehinggax, V' dan K 2K» sehinggax, OV, berarti x, V' n V*. Hal ini
kontradiksi dengarV' n V" = ¢ Berarti pengandaian salah, terbukti bahwa

tidak lebih mempunyai dari satu limit.
(Rahman, 2008:59-61)
Teorema 2.3

Misalkan X =(x,) adalah barisan bilangan riill darOR, peryataan

berikut ini adalah ekuivalen.

a. X konvergen kex.

b. Untuk setiapV, lingkungane dari x' terdapat asliK sehingga untuk semua
n= K, makax, adalah anggot¥..

c. Untuk setiape >0 terdapat bilangan ask sehingga untuk semua= K,
makaXx—& < x, < X+e&.

d. Untuk setiape >0 terdapat bilangan ask sehingga untuk semua= K,
makal|x, - X <&.

Bukti:

(a= b) Diketahui X konvergen kex. Ambil sebarangV, lingkungane¢ dari x

karenaV, adalah lingkungan dark, maka terdepat bilangan asf

sehingga untuk semua=K maka x, adalah anggotd/. KarenaV,
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sebarang lingkungan—-¢ dari x terbukti bahwa untuk setiapy,

lingkungan-¢ dari x terdapat bilangan asli ask sehingga untuk

semuan = K makax, adalah anggot¥..

(b= c) Ambil sebarangs >0, misalkanV, adalah lingkungans dari x. Berarti
ada bilangan aslK sehingga untuk semua= K maka x, [JV, berarti
X—&<x < X+& Karenae>0 diambil sebarang berarti untuk setiap
£>0 terdapat bilangan aslK sehingga untuk semua= K, maka
X—E<X < X*+€&.

(c= d) Ambil sebarangs >0, berarti ada bilangan ask sehingga untuk semua
n= K maka x, V.. Karena x [V, berarti x—£<Xx, < X+¢&. Karena
X—-£<x < x+& maka |x,—¥ <& Karena £>0 diambil sebarang
berarti untuk setiag >0 terdapat bilangan ask sehingga untuk semua
n= K, maka|x, - {<¢.

(d = a) Misalkan V sebarang lingkungan damt. Sesuai definisi lingkungan,
berarti adae >0sehinggaV, =(x-¢&, x+&) U V. Karena € >0, berarti

ada bilangan aslK sehingga untuk semua= K, maka|xn—><1<£.

Sehingga |x, - X <&, berarti Xx—£<x, < x+&. Berarti bahwa untuk
semua n=K, maka X-&<x <x+e& Jadi x 0OV, Karena
V., =(x-¢& x+&)0V, berarti n2 K, maka x,00V.. Berarti untukV

sebarang lingkungan dam terdapat bilangan aslK sehingga untuk

semuan= K maka x, V.. KarenaV diambil sebarang berarti untuk
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setiap lingkunganv dari x terdapat bilangan ask sehingga untuk
semuanz= K, maka x, adalah anggotd/. Sesuai definisi berartiX
konvergen kex.

Contoh 2.4

Tunjukkan bahwa barisaX = (1+(—1)n |nO N) tidak konvergen ke.
Penyelesaian:

Untuk menunjukkan bahwaX tidak konvergen ke0, maka perlu
ditemukan suatus >0 tetapi tidak adaK, sehingga berlakyx, -0/<e, jika
n= K. Pilih £ =1> 0, berapapun nilaK dipilih, maka akan ada bilangan asli
genap dengam= K. Karenan genap, maka, =2. Hal ini berarti bahwa

x,-d=[2-0=2>1=¢
Hal ini berarti bahw#® bukan limit dariZ.

Teorema 2.4

Misalkan X =(x,) adalah barisan bilangan riiX dikatakan terbatas jika
terdapat bilangan riiM >0 sedemikan hinggg|a<n| < M, untuk semuanIN.

Berdasarkan definisi maka barisafi=(x,) terbatas jika dan hanya jika
himpunan{x,|nON terbatas.
Contoh 2.5

Misalkan X = ((—1)”|nDN): (-1,1-11,..) Maka X terbatas sebab ada
bilangan riil 2 sehingga

< 2, untuk semuanON.

(G
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MisalkanyY = (E,Z,f,_“’L ,...) Y terbatas karena ada bilangan riil 1 sehingga
235 n+1
n
—— <2, untuk semuanOJN.
n+1
Teorema 2.5

Barisan bilangan riil yang konvergen adalah terhata

Bukti:

Misalkan X :(x]|nDN) adalah barisan bilangan riil ddim x, = x pilih
£ =1. Maka adaK ON sehingga untuk semua> K berlaku|x, — X <1. Dengan
ketaksamaan segitiga diperolefx |<|q+1 untuk semua n=K, pilih

M =sup{x].|%| | X|....| %_| | ¥+ 1. Maka diperoleh bahwdx,|<M, untuk

semuanl]N.
Terbukti jika X konvergen maka terbatas.

Teorema 2.6

Jika (x,) konvergen, mak#x,) terbatas.
Bukti:

Ambil sebarang(x,) konvergen keL, pilih nON sedemikian sehingga
untuk n>N berlaku

[~ <1,
Akibatnya, untukn= N berlaku
%, Elx,-LFILf % L.

Pilih K =maks ¥....| ¥,2+| [}, maka jelas bahwh |< K untuk setiapnON.

Ini menunjukkan bahwgx,) terbatas.
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Kekonvergenan barisa(x,) ditentukan oleh pola suku-suku yang sudah

jauh berada di ujung. Walaupun pada awalnya suku-$farisan berfluktuasi
cukup besar namun bila pada akhirnya suku-sukmemgumpul di sekitar titik

tertentu maka barisan ini tetap konvergen.

(Gunawan, 2011:75)

Teorema 2.7

Jika X =(x,) - xY=(Y) - ydancOR maka:

Bukti:
i. Ambil sebarang £>0 karena X =(%) - x maka terdapatn, ON

sedemikian hingga untuk setiay r, berlaku

% -X<¢
1=

KarenaY =(y,) - Yy maka terdapah [N sedemikian hingga untuk setiap

n=n berlaku

|%_%<£
-

Pilih n, =max{n, ,n} maka akibatnya untuk > n, berlaku
% = Yo = (= W[ =[Of = 3= %=

<P =4+[%-y
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N | ™
N ™
I
™

Karena berlaku untuk sebaramg>0, maka (x, —y,) konvergen kex+y.
Dengan cara yang sama diperoleh bahay, konvergen kex—y terbukti

bahwaX Y - x+ y

. Akan dibuktikan bahwa untuk setiap >0 terdapat KON sedemikian

hingga untuk setiap > K berlaku|x, Oy, = XClf. Diketahui
% O, = Xy =| x Oy~ xOy Oy Ky
<[, O = %, Oy +| %= X
=xllve = M+n =
Karena(x,) — X maka (X,) terbatas, akibatnya terdapit, >0 sedemikian
hingga|x,|< M,, untuk semuanON dinamakanM :max{M |y|} ' Diambil

sebarange >0, karena(x,) - x maka terdapaK, [N sedemikian hingga

untuk setiapn< K, berlaku

% —q<e
M

Karena (y,) - y maka terdapatk, UN. Sedemikian hingga untuk setiap

n< K, berlaku

|%_%<£

2M

DinamakanK =makg K, K,} maka untuk setiap > K berlaku

%, B = XE <[ x| w— ¥+ %— K b
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<M i+i|\/|:

&
. . —+
M 2M 2

£
—=€.
2

Jadi terbukti bahwa untuk setiap>0 terdapatK ON sedemikian hingga
untuk setiapn= K berlaku |Xn Eyn—XEM<£. Dengan kata lain terbukti

bahwa X [Y¥ - xy

Ambil sebaranges >0 karena(x,) — x maka terdapak ON sedemikian

hingga untuk setiap > K berlaku|x, - X <§. Perhatikan bahwa

[ox, =% =[x = x+ =}
<% =x[+[%- X
=[x/[e=g+x~ .
Karena (x,) - X maka (x,) terbatas, yaitu terdapatl >0 sedemikian

hingga|x,|< M untuk semuanON akibatnya

xlle=g+lx, - < Me-3+ 5 =( M o)+ 5 <e.
Terbukti bahwa untuk setiap>0 terdapatkK 0N sedemikian hingga untuk
setiapn > K berlaku|C,, —1 <& dengan kata lain terbukti bahvex = cx

(Riyanto, 2008:45-47)
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2.3 Konsep Limit
Definisi 2.6 (Limit Fungsi)
Diketahui fungsif: A € R = R dan a titik limit himpunan A Jika ada

bilangan | R sehingga untuk setiap bilangan>0 terdapat bilangand >0

sedemikian sehingga jikad An N;(8 dan0<|x-a <d, maka berlaku
[f(x)-l|<e

Pertidaksamaan 0<|x-& menunjukkan bahwa x#a, sehingga jika

xOAn N;(8 berakibat f(x)C N, (). Sehingga diperoleﬂf(x)—l|<£, biasa

dituliskan dengan

lim f(x) =1.

X->a

Jika | adalah limit fungsi dari fungsf di c maka dapat dikatakaf konvergen

ke | di c. Ditulis | =lim f (x) ataul =lim f.

X—C X->a

(Bartle dan Sherbert, 2000:98)

Contoh 2.6.

Akan dibuktikan bahwalirrl(3x—7):5. Andaikan ¢ bilangan positif

sebarang, maka dihasilkan sudiet O sedemikian sehingga

0<|x-4<d=|(x-7)-%<¢
Pandang ketaksamaan di sebelah kanan
(3x-7)-4<d=|X-12<¢

= [3(x-4)<e

- [x-d<e
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3

(Purcell dan Verberg, 1987:81)
Teorema 2.8

Diberikan f :AOR - R dan o titik limit A. Jikaf(x) mempunyai
limit untuk x - a, maka limitnya tunggal
Bukti:

Ambil bilangan £>0 sebarang dan andaik&x) mempunyai limit K

dan L dengan K#L untuk x - a Jadi untuk setiap bilangag>0 yang

ditunjuk dapat dipilih bilangan >0 dan bilangarr, >0. Sehingga berlaku
£
f(x)-K|<=
[109-K|<$
untuk setiapx A denganO<|x-g <1 dan|f(x)- L|<§. Untuk setiapxd A

dengan 0<|x-g <. Selanjutnya dengan mengambil bilangar min{r, r,}
diperoleh
KL =[k+ £ (- £ (3~
<|f (x)=L|+|K+ f(X)

E €&
<—+—-—<¢.

Untuk setiap xO A dengan O<|x—a4<r, dengan kata lain diperoleh

K =L, suatu kontradiksi. Jadi yang benar limit(x) untak. a dalah

tunggal.

(Rahman, 2008:105-106)
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Contoh 2.6

lim X
Akan ditunjukkan bahwef%” tidak ada.

Penyelesaian:

x,x>o,|immzlim5:1
|X|: X0 X anX
-X, X< 0, IimM:lim_—X:—l
X0 X X- 0 X

lim|x
Karena nilai limitnya tidak tunggal, malé&;— tidak ada.

Teorema 2.9

Misalkanlim f (x) = K, limg(x) =L berlaku:

X-a

1. lim(af)(x)=a.lim f(X) =a Kuntuk & sebarang konstanta.

X-a X- a

2. IXi[na(f+g)(x):litnaf(x)+lixtnag(>§: K+ L

3. lim(f.g)|(x)=lim f(x).lm g(X= KL

X-a

f lim f (x
4. lim—(x)=x=2
x-a g uﬂ g(x)

~—

Bukti:

1. Diambil sebarang barisan bilangan nyébq} yang konvergen ker.Oleh
karena itu diperoleh barisafif (x,)} dan barisan{ f(x,)} berturut-turut
konvergen keK danL, maka

lim £ (x,) = Llimg(x)= L

selanjutnya diperoleh



lim (af ) ()
2. lim(f+g)(x)=lim (f+g)(x)

=lim{ f (x,)+9(x)}

X 00

=lim f (x,)+lim g(x,)

X — 00

=K+L.

3. lim(fg)(x =lim ( fg)(}

=lim f (x,)+lim g(x,)

X— 00

X = 00

=K.L.

4, leinaé(x) :Ii[na(ij(xn)

g

= im %)
-2 g(x,)

",
L

2.4 Konsep Kontinyu

Definisi 2.7 (Fungsi kontinyu)

, asalkanL # 0.
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=a.lim f(X) =a.K,

(Bartle dan Sherbert, 2000:101)

f dikatakan kontiyu pada, jika lim f (x)= f(x) atau bisa dikatakan
X=X

untuk £ >0 maka adad>0 sehingga|f (x)- f(x,) <& di mana|x-x|<d.

Dari definisi di atas maka dapat dikatakan terddpst syarat agar kontinyu

terpenuhi, yaitu:
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1. f(x) ada atau terdefinisikan

2. lim f (x) ada, dan

X=X

3. lim f(x)=f(x)

X%
Contoh 2.7

Diberikan fungsi

x? -1
Q(X): x-1
Auntukx= 1

untukx # 1

Cari Iirrlg(x) dan tentukan A agar fungsi g kontinyu di 1, maka

: - x-1
im () =im ==

=2. Menurut yang diketahulOA dan g(1)=A oleh

karena itu agar funggy kontinu di 1, harus berlaku

Lebih lanjut, untukx #1 rumus fungsig dapat disederhanakan menjadi
g(x) = x+1 dan dengan rumus ini mudah diperlihatkan bahwgsug kontiyu

di setiap titik x#1. Digabung dengan hasil di atas, yaitu dengan mebdam
A=2 maka fungsig kontinyu padaR.

Teorema 2.10

Jikaf kontinyu pada{a, b] , makaf terintegralkan pad[aa, b] .
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Bukti:
Fungsi yang kontinyu pad[aa, b] pasti kontinyu seragam pac[a, b] .
Karena itu diberikane >0 sebarang terdapad >0 sedemikian hingga untuk

x, yO[a i dengarx- Y <& berlaku
()~ F(y) <ﬁ.

Selanjutnya untuk setiapnN dengan n< tinjau partisi

Q={%,%,....,x} dengan x _a*b-a; g4 n (interval [a,b] terbagi

menjadin, sub interval sama panjang). Setiap sub inte[r)gail, )g], f mencapai
nilai maksimumM; dan minimumm maka
f(u)=M, dan f(v)=m
hal ini diperoleh
M, =m = f(y)= f(y)<——
b-a

akibatnya

0<U(.Q)-U(1.Q)=3M-m(x-x,)s3 5 2 F=e

Kemudian disimpulkan bahwaim [U (f,Q,)-U(f,Q,)]=0 dan karena f

terintegralkan padfa, b] .

(Gunawan, 2000:113-114)
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2.5 Integral Reimann

Misalkan f :1 — R terbatas darQ={, X...., %} partisi dari| pada

selang [a,b], suatu himpunan berhinggda=x, X,...,%x = sedemikian
hingga,

a=x<x<..<x,<x=kL
| | | | | | | |
! | | | | | | |

a =X X1 X2 X—1 Xk Xk-1 Xp=0Db
Gambar 2.1 Partisi pa({zﬁ, b]

Norma partisiQ yang dinyatakan dengafQ| nilai terbesar di antara
bilangan(X —%_),i=1,2,.n Kemudian didefinisikan
Q| =max{ x =% %= %....%x= x}....
Jika Q adalah patrtisi seperti yang tampak pada gambatadi maka jika
Riemann pada fungsi definisi jumlah | - R
S(f,9=2 (DX x)-
i=1

(Bartle dan Sherbert, 2000:194-195)

Definisi 2.8 (Partisi Penghalus)

Diberikan interval tertutup [a, b], partisi Q disebut penghalus
(refinement)partisi Q pada[a, b] jika QO Q.
Untuk suatu interva[a, b] tak berhingga banyak partisi yang dapat dibuat.

Koleksi semua partisi pada inter\{ai, b] dinotasikan denga@[a, b]
Contoh 2.8

Diberikan intervall :[a, b]. Berikut ini adalah beberapa partisi pdda



28

Q merupakan penghalus ddg, sebabQ, U Q, tetapi Q, bukan penghalu&),
maupunQ, sebabQ, 0 Q, dan Q, U Q, partisi Q;, Q, dan Q, disebut partisi

seragam.

(Thobirin, 2008)

Lemma

JkaQ, Q,0R[a b denganQ O Q, maka berlakdQ,[< Q).
Bukti:

Diberikan Q ={a= %, %, %,... X = 0, {,....{,} partisi padda,b].
|Q|=supfax|i=1,2,...n}= supf_,|i= 1,2,..n } Diketahui Q 0 Q, atau Q,
penghalus dar),, makaQ, dapat dinyatakan sebagai

Q={a= %o Xy %s AT X Xyoons By 1o X T Xo Kpeor dy 1o 816 12060 06 gk 0f n2d e
maka Q] =sup{{X ~ x;p|i=L2,...n;j=12,.k B fx-x|i=12,..n}}

Dapat dipahami bahwa; —X;_;) < X — X, untuk setiap=1,2,..n,j = 1,2,..n,
dan X —X%, = X~ X, untuk setiap =1,2,...n
Oleh karena itu

supf{x, =%, »|i=12,...n;j=12,..0 B - % |i=12,..n}]

<{% —%.|i=12,...n}
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JadijQ)<|Q]

(Thobirin, 2008:32)

Definisi 2.9 (Jumlah Riemann Atas dan Jumlah Riemam Bawah)

Misalkan A partisi Q dari [a,b] adalah terbatad pada[a,b] disusun

berdasarkan konsep parti®i={a=x, %..., X = b pada[a,b],

a<m=inf{ f(*: X[ x,, J} danb<M, =sud f(x) :xO[ %, .x]}
Sub interval sehingga jumlah integral Riemann aas f dengan partisiQ

adalah

n

L(f,Q):Zm(X_ Xy)-

i=1

Sedangkan jumlah integral Riemann bawah adalah

U(£,Q)=3M (- %.).

i=1

Jika Q adalah sebarang partisi pac{a,b] dan Q adalah partisi
penghalusan dari parti€) pada[a,b|, maka berlakuJ (f,Q)<U( f,Q) dan

L(f,Q)<L(f,Q).
Integral Riemann  bawah  fungsi f dinotasikan  dengan
I =sup{U (f ,Q);QUrda,b]} dan integral Riemann atas dinotasikan dengan

J=inf{ I f, Q; QU a }. Untuk setiap fungsi terbatas berlaku

L(f,Q)<I<J<U(f,Q).
Selanjutnya fungsi terbatas padladikatakan terintegral Riemann jika=J.

(Gunawan, 2000:96)
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Definisi 2.10 (Integral Riemann Atas dan Integral Remann Bawah)

misalkan fungsi riil adalah terbatas yang didefika@a pada selang tertutup

[a,b]. Untuk setiap partisQ pada[a,b| dibentuk jumlah atas

U ="M (5 %)

dan jumlah bawah

L=> m(x - X,)
i=1
dengan
M, =supf (x) danm =inf f(X i1=12,3,...0
dan
X4 S XS X,

maka dibentuk
(R f(ycbeinf U Q 9

Disebut integral Riemann atas fungsi pada[a,b| dan

(R)]: £(%) dx=sup L(Q, f)
dan disebut integral Riemann bawah fungéi pada [a, b] infimum dan
supremum diambil meliputi semua partiQi pada[a, b]. Jika nilai integral atas
dan integral bawah sama. Maka dikatakan bahwalapat terintegral Riemann
pada[a, b] dan dinyatakan Riemann fungsi pada[a, b] dan dinyatakan dengan
pada f D[a, b]. Nilai yang sama ini dinamakan integral Riemanngginf pada

[a,b] dan ditulis
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uaﬁf(@dx
jadi
R f(ydx=(B[" { xd=( § ¢ xd

(Rahman, 2008:176)

Definisi 2.11 ( Integral Riemann)
Diberikan interval tertutupfungsi bernilai riil f :[a,b] - R dikatakan

terintegral Riemann jika terdapat bilangan #il sehinggauntuk setiap bilangan

riil >0 terdapat bilangan 0>0 dengan sifat
Q={a=x%,% %.,..., x={,.{,... {;} partisi pada [a,b] dengan |Q|<J

berlaku

(@3 (M) x - 1.)- A<
atau
[S( f.Q- A<e.
Bilangan riil A pada definisi di atas disebut nilai integral Rieméungsi

f padainterva[a, b] dan ditulis

A:(mfﬂ@dx

Selanjutnya untuk memudahkan penulisan, koleksiugsefungsi yang

Riemann pada[a,b| dinotasikan denganR[a . Jadi jika f :[a,b] - R

terintegral dikatakan terintegral Riemann cukuplgitdenganf [ R[ a lj
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Definisi integral Riemann di atas juga dapat pula dinyataaagai limit
dengan persamaan berikut:

g%S(f,Q):A

(Hutahean, 1989:13)

Contoh 2.9

Misal f :[O,]] - R adalah sebuah fungsi yang mengambil nilai 1 pada

setiap titik. Riemann pada intervEﬂ),]] akan mempunyai nilai 1. Dan integral

Riemann, maka jumlah Riemannya akan bernilai satu.

Definisi 2.12 (Integral Sebagai Limit)

Diberikan fungsif riil dan terbatas pada sela{'@ b] untuk setiap partisi

Q={x,X....,%x} pada[a,b] dibentuk jumlah

S(1,9=3 (D x- ).
i=1
Di manat, titik sebarang pada subselang tertufdp,, x],i=1,2,.. n. Bilangan

ril A disebut limit S(f,Q untuk norma [Q[<O dan ditulis

Hg\\mos( f, Q= A jika dan hanya jika untuk setiap>0 yang diberikan dan

sebarang pengambilan titlkD[)g_l, x], terdapatd >0 sedemikian untuk semua
partisi Q pada[a,b] , denganQ|<d berlaku

S(f.Q)- A<e.

(Rahman, 2008:164)
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Contoh 2.10

Perlihatkan bahwa fungsif (x): x,0< x<1 terintegral Riemann pada

[0,1]. Ambilah Q, = {01 z, ]} makam =% M, =
n n

n n i
|

L(1.Q)=Y (x—x_l):m%l.%:%(l—_lj.

i=1

U(1.Q)=3M (x-x,) =Yt A= 214 2)

) 4
i=1 i=1 n
Karena{Q, :nON} 0{Q: QU { a f}} maka

% g L (Qu 1) S gy SL(F,Q)<INfU(f, Q)= inf U( 1,Q)=

I\JII—‘

sehingga
jlf(x)dx=1=.[’1 f( ) dx
a 2 a

Ini berarti fungsi f(x): X, 0< x<1 terintegral Riemann pada [0]] dan

I:f(x)dx:%.

(Hutahean, 1989:37)
Teorema 2.11

Misalkan f terbatas padal, dan terdapat suatu bilangaAlR
sedemikian hingga untuk setiap>0 terdapat partisiQdari | sedemikian
hingga untuk sebarang parti§l 0 Q. dan sebarang jumlah Riemars{ f, Q
berlaku

‘S( f, Q- 4< £,

makal terintegralkan pad& dan
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b
L f (x)dx= A
Bukti:
Dengan menggunakan teorema sebelumnya yakni

‘S( f, Q)—j: f( % d11<< £. Bahwa pada definisi sebelumnya integral Riemann

dapat pula dinyatakan sebagai limit dengan

HgHrPOS( f, Q= Amaka

‘A—j: f(x) d>*<£ sehinggaJ‘: f (x)dx= A
Jadi teorema terbukti.

(Hutahean, 1989:13).

Contoh 2.11
Buktikan bahwa'[olf (x) dx ada, di mana

sinXx
= "x#0
f(X)=< x
x=0

1

' .| sinx
SINX adalah kontinyu untuk darilrrtl){—x }:1:f(0). Sehingga f adalah
X X

kontinyu pada[O,:I] dan f terintegral Riemann pa({@,il]. Sehinggaﬂf (x) dx

ada.

Teorema 2.12

f terintegral pada[a, b] jika dan hanya jika untuk setiap>0 terdapat

suatu partisi darQ), [a, b] sedemikian hingga
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U(f,Q)-L(f,Q)<e.
Bukti:

Misalkanf terintegralkan pad%va, b] . Ambil sebarangs >0 dari definisi

supremum terdapat suatu part@i dari [a,b] sehingga
L(f)—%< L(Q,f).
Dari definisi infimum terdapat pula suatu parti@j dari [a, b] sehingga

U(Q, f)-U(f)-

N | ™

Sekarang misalkarQ, =Q, 1 Q, maka Q, merupakan perhalusa®, dan Q,

akibatnya
L(f)—§<L(f,Ql)s L(R, f)<U(f,Q)<U(f,Q)<U( f)+§.

Sebaliknya misalkan untuk setiap>0 terdapat suatu parti, dari [a, b]
sedemikian hingga
U(f,Q)-L(f,Q)<e
Maka, untuk setiag >0 berlaku
O<U(f)-L(f)sU(f.Q)-L(f.Q)-L(f.Q)<e

Dari sini disimpulkan bahwh) (f)=L(f) atau f terintegralkan padfe, b] .
(Gunawan, 2000:111-112)
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2.6 Sifat-Sifat Dasar Integral Riemann
Bagian ini membahas sifat-sifat dasar integral Riem di antaranya
ketunggalan nilai integral, kelinieran fungsi, kbetasan, kekonvergenan dan
Cauchy

Teorema 2.13
Jika f DR[a, b] maka nilai integralnya tunggal.
Bukti:

Diketahui f OR[a,b] akan dibuktikan A = A . Diberikan sebarang
bilangane > 0. Misalkan A dan A, keduanya nilai integral Riemann fungsi

A nilai integral fungsf pada[a, b], maka terdapad, >0 sehingga untuk
setiap partisi Q={%,, X, %..... % = b{,.{,... £,} pada [ab] dengan sifat

|QJ < 9, berlaku

£
S(1.Q)- Al<3.

A, nilai integral fungsif pada[a,b], maka terdapatd, >0 sehingga
untuk setiap partisQ ={ %, X, %...., % = b¢,.{,.. £,} pada[a,b|] dengan sifat

|IQ,|| < J, berlaku

S(1.Q)- Al<%.
Pilih 5:min{él,52}, akibatnya jikaQ sebarang partisi pad{aa,b]

dengan sifafQ| < d berlaku|Q| <4, dan|Q|| <4, . Akibatnya

&

s(f.Q)- %‘<§
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dan
s(1.Q)- 4[<3.
Lebih lanjut
A-Al=[A-S1Q+ % F Q- 4
<|A-s(f Qi+ g Q- A
<|S(f:Q-A+|4 Q- 4

E €
<—-+t—=¢
2 2

Karenas sebarang bilangan positif maka dapat disimpulRar A,.

(Thobirin, 2008)

Teorema berikut ini menyatakan bahwa koleksi serfwrggsi yang
terintegral Riemann, yaitR[ a IE] adalah ruang linier.
Teorema 2.14

Jika f,gO R[ a tj dana sebarang bilangan riil, maka:
a. (t+g)OR{aldan R]’( # g( ¥ de (. ) dx( R (g)x
b. afOR[afdan(R[ (o §( } dea( R K d

Bukti:

a. Diketahui f,gDR[a,q. Diberikan sebarang bilangare >0. Karena

fOR[a ] maka terdapatPl:(R)J.ab f(X dx dan J,>0 sehingga untuk

setiap partisiQq pada[a, b] dengan sifaﬂQ1|| <9, berlaku
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S(.Q)- Al<Z.
Karena gOR[ a i} maka terapatA, :(R)J: f( X dx dan J,>0 sehingga
untuk setiap partisQ, pada[a,b] dengan sifafQ,| < J, berlaku

S(f;Q)- ,g\<§.
Pilih d=min{4,,d,}, akibatnya jikaQ sebarang partisi pada,b| dengan

sifat Q| < J berlaku|[Q| <4, dan|Q| <4, . Akibatnya

(@ + 9=(a+ 8)|=|(QE( # 9 x- x)-( &

@S 1(6)0x= 1)+ oe) (x- k) =( A e)\

- @F ()05~ 1)+ @ da)(x- ) -( 4+ e)\

n

<I(Q)XF () (% -x.)- A

i=1

+

(QiZ:, A7) x= %)~ /%

£ €
<Z+Z=g
2 2

Terbukti (f +g)OR a { dan

(R[°(1+0) (4 = A+ A=(B" { Y ax( @) c

b. Diketahui f OR[al], dan diberikan sebarang bilangan>0 dan a

merupakan kostanta. KarenbOR[a ] maka terapatA:(R)J: f( %) dx
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dan 0 >0 sehingga untuk setiap partiQi pada[a, b] dengan sifatberlaku

Q| <& berlaku
S(f.Q)- A<e.

Jika setiap partisQ pada[a,b] dengan sifaterlaku|Q| <& berlaku

S(1.Q)- A= Q% (e () 1 x)- pee

“[(Q)a3; 1 (@) (x~x.)- A<e.

Karenaa merupakan konstanta maka dapat kita keluarkamgghi

S(1.Q)- A=a

(93 1) 1= x)- fee
:a‘S( f; Q)- 4<£
=a(R)[ (%) dx

Terbukti (af)OR[a o dan(R)I:(af)(x) dx=ar( F)I: f( ) dx

(Thobirin, 2008:24)

Teorema 2.15 (Kekonvergenan Seragam)

Diketahui fungsinON denganf_ terintegral Riemann pada, b] untuk
setiap n. Jika barisan fungsif, konvergen seragam ke fungsi pada[a, b],

maka f terintegral Riemann pac[a, b], dan

(R)[. f=timR) [ 1.

n— oo
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Bukti:

f:[ab] » R f, dengannON terintegral Riemann ke suatu nitapada
[a,b], jika Oe>0> > 0 sehingga untuk parti€p pada[a,b|] denganQ < 4.

artinya

<6 = 30 (€)05-5.)- A<

RS SRR
Ambil o terbesar

S(1:9- S £ 9=2 AE)( - )= & AT (0 x 1)

< Z:,fn(fl)(xi—x_l)—A““ A—iZ:, (Z)(x-x,)
<1300 (€000~ A+ 3 1(4) (5= 1)~ A
<E+E:£

(1,9~ 91 9.

S(19=2 K £.9.
Teorema 2.16 (Cauchy Integral Riemann)

Menurut Thobirin (2008:25)f OR[a,b] jika dan hanya jika untuk setiap
bilangan £>0 terdapat bilangard >0 sehingga untuk setiap dua partsida

[ab Q ={a=% % %.. X= b&,¢, ..., tdan
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Q,={a=% % %... ¥= bé,&,...&,} dengan sifat|Q]<d dan |QJ<d

berlaku
QY. FENX - XD - QY () x- x)

Bukti:

Syarat Perlu

Diketahui fDR[a,t] diberikan sebarang bilangare>0 maka terdapat
A= RI: f( X dx dan terdapat 0>0 sehingga untuk setiap

Q ={a=% % %.., %= bé,&,...& ) partisi pada[ab] dengan|Q|<d

berlaku

QY FE)0— 1) - /%g

Jka Q ={a=%, % %.., X= b&,&,...&,} juga sebarang partisi pada, bl

dengan|Q,||< J berlaku

HR(ACETBE /%g

Diperoleh

QY. FENX - X0~ QY. () x- x)

QY. FE)X - %)= QY. () x- x )= A +
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IN

QY. FE)NX ~ X0~ A+ A= QD KE) %= X)

=[Q3 (05— .- A+ QD HEN K- x)- #

E £
<—+—-=¢.
2 2

Syarat Cukup

Jika diketahui untuk setiap bilanga™0 terdapatd >0 sehingga untuk setiap
dua partisi pada [ab Q={a=X X %.. %= bé,&,..&} dan

Q ={a=% % X.., X= bé,&,...&,} dengan sifat|Q|<d dan Q<o

berlaku
QY. FE)X = %)~ QY. TE)(x- K| <&

Akan ditunjukkanf OR[a .

Dibentuk barisan(¢,) dengane, >0 untuk setiapnON yang monoton

turun dan konvergen ke 0. Jadi untuk setiap bilang&0 terdapat bilangan

n, N sehingga untuk setiap bilangan asi n _berlaku

n=n,.

Berdasarkan yang diketahui, maka setigp terdapat bilangarg, >0
sehingga  untuk  setiap Q,={a=x%, % %... X= bé,.¢,...£5,}  dan
Qu={a=% % %.., X= bé,&,..&,} dua partisi pada [ab] dengan

|Qu] <&, dan||Q,,| < 3, berlaku

QuX. TE)X =)~ QuY. EN(X- x| <5,
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Selanjutnya didefinisikan
5,=(Q)Y 6%~ %)

untuk setiap bilanganN..

Dibentuk barisan bilangan riil positif 5, dengan J,(§)=0" dan
5,(§) =min{5,(€),5; )}

0,(&) =min{5,(€),5,(),.-.4,, € )} n=3,4,5,. *)
Selanjutnya diambil bilangan asth dan n denganm=n dan n=n. Tanpa

mengurangi keumuman, diasumsikam= n maka berdasarkan persamaan (*)

berlaku

5.3,

Ambil  sebarang partisi Q ={a=X%, X %..., X= bé,¢,,...~5,} dan

Q, ={a=% % %..., X= bé,&,...&,} dengan sifat|Q[<d, dan |Q) <3,

sehingga diperoleh
5.-50=|QX (&(x- x)- Q. (&) ¥ x)|<e,

dan karena

£
|£n O| < E
maka diperoleh:

E
s, 51<§-
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Jadi (s,) merupakan barisan Cauchy dalaR) oleh karenanya(s,) barisan
konvergen. Misalkan konvergen ls&] R berarti terdapat bilangan aslj dengan
n=n, sehingga berlaku

s -4<=.
Dipilih bilangan asli n,=makg n . Jika
Q={a=x% % %..., x= 0b&,¢&,,...£,} sebarang partisi padeia, b] dengan

IQ| <4, , diperoleh:

QY F(E)(X ~ %)~ %

N

=X HEX .- QD (E) - K|+ QY 16N x- x)-

IN

QD &)X )= QY HE K= 1|+ QY 16X X )~
<&, +[s, -

<—+

—VE.

N | ™
N | ™

Terbukti f OR[a

2.6 Integral Lebesgue

Pada perinsip integral Lebesgue dibangun atas tgaran. Integral
Riemaan dari suatu fungsi terbatfaspada[a, b] disusun berdasarkan atas konsep
partisi Q={a=x, % ... x=b pada [ab]. Menurut Lifton (2004), bahwa

penyusunan integral Lebesgue sebagai limit jumkstu aisebut definisi tipe
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Riemann untuk integral Lebesgue dari suatu furggbiatas dan terukuf pada

himpunan terukure disusun berdasarkan konsep par@si{a=1y, y..., y= b
pada interval [a, b]. Dengan ketentuan a=inf{ f( ¥; xO & dan
b>sup{f(x);x0 B di mana nilai b cukup dekat dengan nilai
sup{f (x);x0 E}. Penyususnan parti€) pada[a,b] bisa juga diambil dengan
ketentuana>inf{ f (X} xO B danb=sup{f(x);x0 B. Notasi7ra, b] adalah
himpunan semua parti<p pada[a, b]. Selanjutnya untuk setiap=1,2,3,.. n
dikontruksikan himpunan-himpunak;, ={x y_ < f(x)< W, karenaf terukur
makaE juga terukur. Dibentuk jumlahan-jumlahan,

L(1,Q) =Y.y m(B) danU(1,Q)= Y y (B
denganm(E) adalah ukuran Lebesgue himpunkn Jika Q adalah sebarang
partisi pada[a, b] dan P adalah partisi penghalusan dari par@ipadala, b],
maka berlaku

L(f,P)<L(f,Q) danU(f,P)<U(f,Q).
Integral Lebesgue bahwa fungsif dan E dinotasikan dengan
| =supl (f .Q);:Q07n{a b} dan integral Lebesgue atas fungsdi pada
dinotasikan dengar) =inf{U( f, Q) QO a . Untuk setiap fungsi terbatas

dan terukur f berlaku

L(f.Q)<I1<J<U(f,Q

selanjutnya dan terukuf dikatakan terintegral Lebesgue paggika | =J.
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Definisi 2.13 (Limit Jumlah pada Integral Lebesgue)

Fungsi f terbatas dan terukur pada dikatakan terintegral Lebesgue
padaE, dinotasikanf OL(E), jika nilai I =J.

Di lain pihak menurut Lifton (1969), untuk setiapnfisi terbatas dan

terukur f pada himpunan terukur E dan untuk setiap partisi
Q={a=y, y..., ¥=b pada interval [ab] diambil sebarang titik

A =[ ¥ Y], 1=1,2,3,....,n dan dua bentuk jumlahan

S(1.9=3 ¥ 8,
Jika nilai
”[r; Zn:yi”r'r( E) ada (berhingga

Maka fungsi f dikatakan terintegral Lebesgue sebagai limit jumpettda E

dengan notasi
im >y ) =( (%) dx

(Maknawi, 2009:41)

Definisi 2.14 (Integral Lebesgue )
Diberikan fungsi terbatas dan terukéirpada himpunan terukér. Fungsi

f dikatakan Lebesgue ke nilah pada E, jika untuk setiape >0 terdapat
J >0 sehingga untuk setiap parti@={a=y, y..., ¥y = b pada[a, b] dengan

Q=makg§ y- y;; E12.3,.., h<J berakibat

S(.Q- A=

gvma— ‘.
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(Maknawi, 2009:41)
Teorema 2.13

Diberikan fungsi terbatas dan teruk@ir pada himpunan terukug fungsi
f terintegral Lebesgue pada jika dan hanya jika untuk setiap>0 terdapat
partisiQ—-{a-y, ¥, .... ¥ — B pada[a bl sehingga berlaku
U(f,Q)-L(f Q)<e.

Bukti:

Syarat Perlu

Diketahui f OL(E), terdapat bilangarl dan J sehinggal =J. Jadi

untuk setiape >0 dengan menggunakan sifat supremum dan infirmurdapet

partisi Q, danQ, pada[a,b] sehingga
1 1 1
| —§£<L(f,Q)sI =J sU(f,Q)<J+—2£.

Diambil partisiQ = Q U Q pada[a, b], maka berlaku

-2e<L(1.Q)sL(1.Q)s1=35(f.Q)<U(1.Q< 3+2e

dan berakibat
1 1
U(f,Q)-L( f,Q)<(J+§£j—(I—E£).

Syarat Cukup

Diketahui untuk setiag > 0 terdapat partisQ pada[a, b] sehingga

U(f,Q)-L(f Q)<e.

Karena selalu berlaku( f,Q)< 1<J<U( f,Q), maka diperoleh
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J-1<U(f,Q)-L(f,Q)<e.
Karena diambil sebarang bilangan>-0 maka berlakul =J. Dengan demikian,
diperoleh kesimpulan bahwa fungsi terintegral Lebesgue pad&. Jadi
teorema terbukti bahwa
U(f,Q)-L(f,Q)<e
(Maknawi, 2009:42)
Definisi 2.15 (Fungsi Terukur)
Fungsi bernilai riil f yang didefinisikan pada himpunan terukudisebut
terukur Lebesgue atau lebih sederhananya disebukuteE jika himpunan

terukur untuk semua bilangan il

Keempat pernyataan berikut ekuivalen:

1. Untuk setiap c, himpunai(f < c) terukur.
2. Untuk setiap c, himpunaa(f > c) terukur.
3. Untuk setiap c, himpunda(f > c) terukur.

4. Untuk setiap ¢, himpunag(f < c) terukur.
Bukti:
1 —»Karenak(f = ¢) = (E(f < ¢))¢, danE(f < c) terukur

makak (f = c¢) = (E(f < c¢))€ terukur.
2 ~Karenak (f > ¢) = U E(f 2 ¢ +2), danE(f = ¢ +-) terukur
makak (f > ¢) = Uy E(f 2 ¢ +-) terukur.

3 »KarenaE(f <c¢) = (E(f <))€, danE(f > c¢) terukur, makaE(f < c)

terukur.
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4 —Karenak (f < ¢) = Ny E(f = ¢ —-), danE(f 2 ¢ —-) terukur

n=123,.., makak(f <c) =Ny E(f = c— %) terukur.
Definisi 2.16 (Himpunan Terukur)

Misalkan E; himpunan terukurE;NE; =@ (i #j), a; bilangan riil
yang diketahui(i = 1,2,3, ...,n). Fungsif : Ni=,E; = R yang didefinisikan oleh
f(x) = X, a; xgi(x) dinamakan fungsi sederahana.

Definisi 2.17 (Ukuran)
Ukuran selang terbuk#a, b) dinyatakan denganu((a,b)) atau dengan
M[(a, b)] dan didefinisikan dengan
H(a,b)=b—-a
Ukuran selang terbukéa, «) atau(—o,b) atau(—, ) didefinisikan sebagai
H(@,0) = pi(~e0,b) = fi(~00,00) = 0o,
Definisi 2.18 (Himpunan Terukur)

HimpunanE dikatakan terukur, jikg/ (E) = ¢(E). JikaE terukur, maka

ukuranE. Dinyatakanu(E) dan di definisikan sebagai(E) = ¢ (E) = u(E) .

Ukuran lebesgue adalah suatu fungsi himpunanlgeriil. Dalam barisan
bilangan riil suatu barisan adalah konvergen jikaitldan jika dan hanya jika
infimumnya sama dengan limit supermumnya, maka [edgan himpunan pun
bahwa suatu barisan himpunan adalah konvergen dd@ hanya jika limit

inferiornya dama dengan limit superiornya.
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2.8 Konsep Matematika dalam Al-Quran

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yamgiuikan semua
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secargslang maupun tidak
langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidalepa$ dari alam dan agama,
semua itu kebenarannya dapat dilihat dalam al-Qukklam semesta ini banyak
mengandung rahasia tentang fenomena-fenomena dlmun keberadaan
fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat diketateh orang-orang yang
benar mengerti arti kebesaran Allah (Rahman, 2007:1

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep mgkameaneskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu athan Aemesta serta segala
isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yamgn@at dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan dan dengan ramuss serta persamaan
yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79).
Dalam al-Quran surat al-Qamar/54:49 disebutkan

AT < g A
N -« Ll E .
Z

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu nteunkwwan” (Q.S. al-
Qomar/54:49).

Demikian juga dalam al-Quran surat al-Furqan/2%u2gyberbunyi:

B3 ST & sl oA 55 305 1005 asd 205 oo Nl wopeddl el LA ol
“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bunandia tidak mempunyai
anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuadhar)( dan Dia telah

menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkanaokukurannya dengan
serapi-rapinyd (Q.S. al-Furgan/25:2).

Matematika merupakan suatu ilmu yang mengkaji teptaara berhitung

dan mengukursesuatu dengan angka, simbol, atau jumlah. Pokg@knkga
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meliputi aljabar, logika, geometri, analisis, sttkia, dan lain-lain. Matematika
tidak lepas dari kehidupan sehari-hari baik sedarsgsung maupun tidak
langsung. Peranannya sangat dibutuhkan, karenanata itu sendiri sering
disebutQueen of Sciencgang artinya setiap cabang ilmu pengetahuan banyak
yang berkaitan dengan matematika demi memudahkiamdaempelajari ilmu
tersebut.

Berbicara ilmu pengetahuan, al-Quran telah memaerkepada manusia
kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirdb seenyediakan peralatan
untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar tdapengungkap dan
mengetahui keajaiban dari dunia ini (Rahman, 1992:Tidak diragukan lagi
bahwa al-Quran dengan anjuran memperhatikan ddikibgang diulanginya
beberapa kali menjadikan aktivitas studi dan p&aslidalam berbagai bidang
sebagai sebuah keharusan bagi umat Islam. Karandsiam memerintahkan
manusia untuk beribadah dan berfikir.

Dalam al-Quran diberikan sebuah motivasi untuk nmedejari matematika

sebagaimana yang ada dalam surat Yunus/10:5 yabgryé

el 330 1,008 O3 5385 0P SaaTh flhe el Jib Gl 5

D Ol 38 VT Jaay GJ0 N WS ATGE G OLal
“Dia-lah yang menjadikan matahari bersinar dan bnlabercahaya dan
ditetapkan-Nya manzilah-manzilah (tempat-tempatyi b@erjalanan bulan itu,
supaya kamu mengetahui bilangan tahun dan perhamn@vaktu). Allah tidak
menciptakan yang demikian itu melainkan dengan Ba&k.menjelaskan tanda-
tanda (kebesaran-Nya) kepada orang-orang yang niahgé(QS. Yunus/10:5).

Dari ayat di atas tampaklah bahwa Allah memberidarongan untuk
mempelajari ilmu perhitungan yaitu matematika. Mdka itu sangat rugi jikalau

kecermerlangan dan kedahsyatan otak yang dibeokatm Allah tidak diasah
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untuk mampu berhitung. Sebuah keberuntungan baggoseng yang suka
terhadap ilmu hitung-menghitung ini.

Salah satu contohnya seperti yang terkandung dalamrat al-Bagarah

/01:261 sebagai berikut:

}

-

72l 2 o o ” @~
%Jfé&w@wW‘w 2S 4 JMJ»@J)-“O}"-B-—’J*“JM

’_x:,....l.c Cw) AJJb ;Lw)u.a.]g_ﬁ.a_.\aji,\)\/ "//
“Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan oleh) oramgng yang menafkahkan
hartanya di jalan Allah adalah serupa dengan sebbénih yang menumbuhkan
tujuh bulir, pada tiap-tiap bulir seratus biji. Alh melipat gandakan (ganjaran)
bagi siapa yang Dia kehendaki. dan Allah Maha L{kerunia-Nya) lagi Maha
mengetahui” (Q.S. al-Bagarah/01:261).

Pada surat al-Bagarah/01:261 tersebut, nampak jelsva Allah
menetapkan pahala menafkahkan harta di jalan Aleatgan rumus matematika.
Pahala menafkahkan harta adalah tujuh ratus kedar& matematika, diperoleh
persamaan

y = 700x
denganx menyatakan nilai nafkah danmenyatakan nilai pahala yang diperoleh
(Abdussakir, 2007:81). Sebenarnya sejak dahulurdaleQuran telah terkandung
konsep-konsep matematika, hanya saja orang-oramgy lyarilmulah yang dapat

mengambil pelajaran dari padanya.



BAB Il
PEMBAHASAN

3.1. Sifat-Sifat Integral Lebesgue
Sifat-sifat dasar integral Riemanwgaitu ketunggalan nilai integral,
kelinieran, kekonvergenan seragam, dan Cauchy Koerfula pada integral

Lebesgue.

3.1.1 Ketunggalan Nilai Integral
Telah dijelaskan pada bab sebelumnya yakni pade&neo 2.13bahwa

integral Riemann mempunyai nilai yang tunggal yakpF A, . Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa pada integilaébesguguga berlaku demikian.
Menurut definisi integral Lebesgue yakni:

Diberikan fungsi terbatas dengan teruklurpada himpunan terukur E,
jilka untuk setiap £>0 terdapat >0 sehingga untuk setiap partisi
Q={a=y, ¥y..., Y=0 pada [a b] dengan
Q[ = makq y- yi; £1,2,3,.., h<d berakibat

S( . Q- A<e.

Untuk membuktikan bahwa integral Lebesguempunyai nilai tunggal
dimisalkan A# B. Andaikan [S( f, Q- A<e dan [S( f, Q- B<e dengan
A% B untuk setiap A terdapatd, >0 untuk setiap partisQ={y, ¥, ..., ¥}

dengan|Q||< & sehingga untuk setig®,|| < J, berlaku
£
f)-Al<—=.
[s(Q f)-A]<3

53
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Demikian juga berlaku padB pada nilai integral fungsf pada[a, b yaitu
S(Q f)—B\<§.
Dipilih 6 =min{J, 8} menggunkan ketaksamaan segitiga maka untuk
[Ql<o
A-B=[A-gQ )+ §QJ- [
sjA-s(Q i+ g @i ¢

<s(Q)-A+[gQ)- ¢

|A-B<¢
|A-B|=0
A=B
Sehingga permisalan salah karena dari hasil dditdapat bahwaA=B

Jadi terbukti bahwa pada integral Lebesguga berlaku sifat ketunggalan nilai

integral.

3.1.2. Kelinieran Fungsi Integral Lebesgue

Pada integral Riemartelah dibuktikan pada teorema 2.14 sifat-sifat dasa
integral Riemannberlaku sifat kelinieran fungsi. Selanjutnya akahu#tikan
bahwa pada integral Lebesgue juga berlaku demildalapun sifat kelinieran

integral Lebesguadalah sebagai berikut:
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Teorema
Diberikan fungsi terbatas dan terukdr dan g pada himpunan terukur
E. f dan g terintegral Lebesgue pada dan a adalah sebarang bilangan riil

maka f +g danaf terintegral Lebesgue dan berlaku:
a. (L] (f()+g(x))dx=(D[_ f(R (b dx)dx

b. (L)IEaf(x)dx:a(L)jE f(%) dx

Bukti:

Diberikan sebarang bilangan> 0

a. Karena f dan g terintegral Lebesgue pada. Andaikan(L)J'E f (x) dx= A

dan (L)J'E f (x) dx= B maka terdapad, >0 sehingga untuk setiap partiqj
pada [a,,b] dengan a, =inf{ f (X xOB dan b, >inf{ f (x) xOB

denganHQf H <9

S( f.Q)- 4<m

dan terdapatd, >0 sehingga untuk setiap parti§), padala,,b,] dengan

a, =inf{g(x) xOB danb, >inf{g(x); xOB dengan|g|<J,

£
S(s Q- 8<3.
Dipilih  d=min{J, d} menggunkan ketaksamaan segitiga maka untuk

|Q[ < o berlaku
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S(f+gQ-(AB[=[$QF y( A R
<|s(f,.Q-A+|4 g Q-

& &
+—-—<E&.

) 2(al+1) 2

Berati f+g terintegral Lebesgue pada E dan berlaku

W]_(f(x)+g(x)dx= A+ B=(D[_ f(§ de( ) §x)d

b. Demikian juga berlaku untuk setiap part@@ padala,,b,] dengan|Q, | <3,
maka
S(a. 9-a A=lal| § 1 Q- ¢

<lolot—<e
2(|a|+1)

Berarti af terintegral Lebesgue pada E dan  berlaku

L[ af(x)dx=aA=a ([ (% dx

Jadi teorema terbukti.

3.1.3 Kekonvergenan Seragam Integral Lebesgue

Pada integral Riemartelah dibuktikan pada teorema 2 difat-sifat dasar
integral Reimannberlaku sifat kekonvergenan seragam. Selanjutnyan ak
dibuktikan bahwa pada integral Lebesgue juga beridmikian. Adapun sifat

kekonvergenan seragam integral Lebesaiedah sebagai berikut:
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Diketahui fungsi dengarf, terintegral Lebesgue pada,b] untuk setiap

n, jika barisan fungsif hampir dimana-mana pac[a, b], maka f terintegral
Lebesgue padpa, b|, dan
(L)[ £ =tim) [,

n- oo

Bukti:

f :[a, b] -~ R, f dengannON terintegral Lebesgue ke suatu n'ﬂaapada[a, b],

jika Oe > 0> & > 0 sehingga untuk parti€) pada[a, b] dengani|Q| < J artinya
I, <a=s( 1, Q- A<>.

[f] <, =]S( f,Q)—4<§.
Ambil ¢ terbesar
S(£,9-F tQ=[$ £ Qo A A B.IK
<[s( 1, Q- A+ A g 1 ¢
<s(f, Q- A+|K 1 Q- |

S(1.9- (.9
S(1.9=291.9

ini berarti

(L[ f=timw) [,

n- oo
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3.1.4 Cauchy pada Integral Lebesgue

Pada integral Riemartelah dibuktikan pada teorema 2.16 sifat-sifat dasa
integral Riemanrberlaku sifatCauchy. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa pada
integral Lebesgue juga berlaku demikian. Adapuatt €auchy integral Lebesgue
padakE.

Diberikan fungsi terbatas dan terukdr pada himpunarE. Fungsi f
terintegral Lebesgue padk jika dan hanya jika untuk setiap>0 terdapat

5 >0 sehingga untuk setiap parti§ dan Q, pada[a,b|] dengan|Q | dan|Q, ||
berlaku

S(f.Q)- £ Q)<e
Bukti:

Syarat perlu

Diketahui f terintegral Lebesgue pad&. Misalkan f terintegral
Lebesgue ke nilaiA padaE maka untuk setiap bilangan>0 terdapat bilangan

0 >0 sedemikian hingga untuk setiap part@i dan Q, pada[a, b] dengan

|Q.|| <o dan|Q,| <& berlaku

£
|Q <Jberlakys( f.Q)- 4\<E

demikian juga pada parti€), pada[a,b] yaitu

£
|Q.|| < dberlakys( f.Q)- 4\<§
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Sehingga berakibat
S(f.Q-9tQ[=[¢ Q- A 6.9 |
<[s(f.Q)-A+4 1 Q- ¢

Syarat Cukup
Diketahui untuk setiap bilangan>0 terdapat bilanga® >0 sehingga

untuk setiap partis@} danQ, pada[a,b] dengan|Q ||<J dan|Q,||<J berlaku
IS(£.Q)- q f Q)<e

Diambil bilangan £>0 tetap dan dimisalkarnz,[a,b] adalah koleksi semua

partisi Q pada[a, b] dengan norma yang lebih kecil daxi Untuk suatu partisi

Q, O75;[a b] tetap dan sebaranQ U 7z;[a, b| berlaku

S(1.Q)- t Q<e

dengan kata lain berlaku

S(f.Q)-d< 1 Q< § f Q+J.

Hal tersebut menunjukkan bahwa himpunan
S( f):{S( fQ: @l a]} tak hingga terbatas, maka himpunay f)
mempunyai paling sedikit satu limit, yang dimisaika

Jadi untuk setiap £>0 terdapat partisi leﬂé[a, b] sehingga
R f(9axs (D] frs(D] fus( B[  xd.  Dengan  demikian,

diperoleh kesimpulan bahwa fungsi terintegral Lebesgue ke nil# padaE.
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3.2 Ekuivalensi Integral Riemann dan Integral Lebegue

Teorema

Diberikan fungsi terbatasf terintegral Riemann kesuatu nilAi pada
[a b], ditulisf OR - [a ] jika untuk setiap bilangam >0 terdapat bilangan
5 >0 sehingga untuk setiap parti§ pada[a, b berakibat‘S( f, Q- 4<£
jika dan hanya jika fungsi terintegral Lebesgue ke nilai padaE, jika untuk
setiap £ >0 terdapatd >0 partisi Q={a=y, y..., ¥y = b pada[ab] dan
Q=mak{ y- y;; £1,2,3,.., h<J berakibat

S(f,Q- A<e.

Bukti:

Diketahui fungsi f terbatas disusun berdasarkan konsep partisi
Q={a=x, %x...,x=b pada interval [a,b]. Dengan ketentuan
a=inf{ f(¥; x{ a B dan b>sup{f(x);x0O[a d} di mana nilaib cukup
dekat dengan nilasup{f (x);x0[a b}. Namun sebaliknya, penyusunan partisis
Q pada[a,b] bisa juga diambil dengan ketentuarcinf{ f (x); x(] a i} dan
b= sup{f (x);xO[a {}.

Notasi 77[a, b] adalah himpunan semua part@ipada|a, b] . Selanjutnya

untuk setiap =1,2,3,.. n membentuk jumlahan-jumlahan,

L(f'Q)=§m(>.<— X,) danu (f'Q)=§Mi(>ﬁ—x-l)-
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Jika Q adalah sebarang partisi pac{a, b] dan P adalah partisi
penghalusan dari parti€) pada[a,b], maka berlakuL(f,P)<L(f,Q) dan
U(f,P)<suU(f.Q).

Integral Riemann bahwa  fungsi f dinotasikan  degan
| =supfL (f .Q);QOn[a,b]}, dan integral Riemann atas fungsi dinotasikan
dengan J=inf{U(f, Q) QOn[a . Untuk setiap fungsi terbataberlaku
L(f,Q)<1<J<U(f,Q) maka terdapat bilangad dan J maka nilai
sup{L(f Q) QUnla}-1-J-inf{U( f.Q;Qn] a By

Diberikan sebarang >0, menurut sifat supremum dan infimum, maka

terdapat partisQ danQ, pada[a,b|] dengan|Q | <4, dan|Q,| < d, sehingga
| —e<L(f,Q)<1=J<U(f,Q,)<J+e.

Dibentuk partisiQ=Q 0 Q pada[a,b| dan didefinisikand = min{J,,d,}

maka|Q| < & dan berlaku
L(f,Q)< L(f, Q< S(, Q< W f, Q< U f, Q)

Sehingga akan berlakli—e<S(f,Q < J+& karena nilail =J atau

akan berlakuA-e< § f, Q< A& karena nilaiA maka
IS(f, Q- A<e

atau

‘s( Q- () d%<£.
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Bahwa integral Riemann dapat pula dinyatakan seébdgait dengan

H!}iHr?OS( f, Q= Amaka

‘A—J.: f(x) d>*<£ sehinggaj'ab f (x)dx= A

Jadi definisi tipe Riemann sebagai limit jumlah gugama menurut definisi

integral Lebesgue yaitu
S(f.Q- A<e.
Syarat Cukup

Diketahui fungsif terintegral Lebesgue ke nil# padaE, untuk setiap
£ >0 terdapats >0 sehingga untuk setiap parti@i={a=y, y,....y = § pada

[a,b] dengan|Q|=mak{ y- y, £1,2,3,..., h<J berakibat

[S(f.Q- A=

Z)?nﬁﬁ)— gatau

A—§<S(f,Q=Zn: - A Al

Hal ini berlaku untuk sebarang’O[y_,, y]. Jadi, jika diambily" O]y _, y]

dengany = y_,, y maka berlaku
£ - £
A‘§< L(f,Q = y,mE)< A"E
i=1
dan jika diambily" O[y_,, y] dengany’ = y maka berlaku

A-£<U(fQ=Y ym(B)< A,
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Diperoleh
U(f,Q)-L(f,Q)< (A+§)—(A—g):£.

Dengan demikian, untuk setiap>0 terdapatd >0 dan untuk setiap
partisi Q={a=y, Y% .. % =8 pada [ab] dengan
IQ| = mak{ y- y, F1,2,3,...,h<J berlaku

U(f,Q-L(f,Q<e
Karena selalu berlakli(f,Q) < A< U( f, Q), maka diperoleh
A<U(f,Q-L(f,Q<e¢
A<H f,Q<¢
IS(f, Q- A<e.
Karena bilangarr >0 sebarang, makafungsi f terintegral Lebesgue pada
Menurut definisi integral Riemann yaiﬁS( f, Q- 4< £.

Contoh

Diketahui f (x) = X, xd[0,1], maka akan dihitun(j: fdu

a) Terintegral Riemann
b) Terintegral Lebesgue
Penyelesaian:

a. Terintegral Riemann
: 1-0
Ambillah Q,=(%: X, %,...,%). dengan Xx-Xx,=(——) untuk
n

[ =1,2,3,...n maka



m= inf 19 =(

X% = %4]

M;= sup = éf
Ax-xq N

Sehingga

U(F.Q)-L(1.Q)=Y (M, = m)(x- X,

=31 —(k—r‘l]ﬂ

i1 N

[i(Zi +1)]
(M)
_n*+2n
==

karena itu

lim[U( f, Q) - L( f,Q)] =0.

Dengan demikian

J¥dx=lim 3 MO x)

= lim zn:(E)Z&

neefmo NN

. & n(n+1)(2n+1)
=lim

nwizzl: 6n°

1

3
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b. Terintegral Lebesgue
f[(0,1)]=[0,1].
Selang[0,1] menjadin selang bagian oleh titik-titikz, V,, ¥s, ,,...., ¥, maka
M=y, M=y, E=(y,— )

y. = f(%) (i=1,2,3,.n) u=x —x%_, sehingga

[[fdp=_lim > MuE)

makg( F) 04

= alm S %)

makg/( - ) - 04

= j: f(X)dx

dan

[[fdp=_lim > mu(E)

maks( ) - 0 <=

= im Ym0 0]

makg( ¥~ 1)~ 04

1

Jt0odu=[) 1yck=; (3= % cbe # -

0

Wl

Karena f kontinyu, makaf terintegral Riemann pad8,1]

1 1 1 1 1t 1
[ F09dx=[ (=] fyde| % de %0:5
sehingga

Jo f0du= [, f(ydu=], 13 ot

dan ini berarti f terintegral Lebesgue pada,1].
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Contoh:
Misalkan | =[0,1] dan f 1 — R denganf (x) =/x.

a. Terintegral Riemann
b. Terintegral Lebesgue

Penyelesaian:

a. Terintegral Riemann
Fungsi f(x):& terintegral padd0,1]. Misalkan Q, merupakan partisi

dari | =[0,1], yaitu

2
|

<
I

b
n°~ n
L . 2i - .
Jika diambilx —x_, = (—2]) untuki =1,2,3,...n
n

Sehingga didapat

L(F.Q)=Y m(x~ x)




n 6 N 2
_,2, 1. 1. 3 3.1

3 3 2n 2rf
/2 AD1
==l S

3 2n 6

dan

U(f’Qn):iMi(X‘X-l)

n 6 N 2
_2,1. 1 3 3
3 37 2n 2rf
1
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Karena itu

- im@s Loy 21 1
llm(U( f ’ Qn) - L( f! Q)) - llm((3 + on 6n2 ( 3 n 6’12))

.2

=lim—

2n

1

=lim=

n

Dengan demikian

[[Vxdx=lim U( £, Q)

2.1 1

=lim(-+—-—
3 2n 6n

=4

3

b. Terintegral Lebesgue
Selang[0,1] menjadin selang bagian oleh titik-titiky, ., Y5, Y, --.., ¥ maka
M=y, M=y, E=(y,- V)
y. = f(%) (=12,3,.n)u=x-%_,

sehingga

[tdu=_lim > MuE)

makg( ) - 0

= m  SM(x - %)

makg/( X- k1)~ 04

= [0 £ (x)dx
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dan

n

2. MH(E)

maks( ) -0

[ 10u-

= im Ym0 10

makg( X- k1)~ 042

2

1
0

[0 f9du=[ f(ydu=| f(»qu:j:fxdpg %

Karena f kontinyu, makaf terintegral Riemann pad@,1]

3t

[ fdx= [ty Xdﬁj:\/_xdxg % =

0

w N

sehingga
J F0odu = f(ydu = 13 u

dan ini berartif terintegral Lebesgue pad, 1].

3.3 Konsep Ekuivalensi dalam Al-Quran

Ekuivalensi mempunyai arti setara atau mempunyki njiang sama.
Meski keduanya berbeda, tapi mempunyai nilai yamgas Untuk kaitan integrasi
agama dan kajian skripsi ini penulis mengaitkaegrasinya dengan kesetaraan
antara laki-laki dan perempuan. Pada dasarnyddkkdan perempuan memang
berbeda, tapi keduanya mempunyai nilai yang sarteandaeberapa hal. Konsep
ini sama dengan konsep ekuivalensi integral Riemdaum integral Lebesgue.
Dalam Islam terutama dalam al-Quran banyak meratagentang kesetaraan

atau sesuatu yang berbeda, tapi pada akhirnyddiesama.
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Nilai-nilai tersebut antara lain nilai kemanusia&eadilan, kemerdekaan,
kesetaraan dan sebagainya. Berkaitan dengan e#dilkn dan kesetaraan. Islam
tidak pernah mentolerir adanya perbedaan ataukpemadiskriminasi diantara
umat manusia.

Banyak ayat al-Quran yang telah menunjukkan bahaka-ldki dan
perempuan adalah sama-sama semartabat sebagaiianaeugtama secara
spiritual. Begitu pula, banyak hadist yang menukgukkesamaan harkat laki-laki
dan perempuan. Dalam pandangan agama Islam, sagalatu diciptakan Allah

dengan kodrat-Nya, sebagaimana dalam al-Quran:

- g &4

- o

P A S ,;:Jg,

(e RUTRREIE Ay 3t
-

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu neolwan”(QS. Al-
Qomar/54:49).

Ada beberapa hal yang mencakup kesetaraan ant&rdakia dan
perempuan antara lain: dalam hal penciptaan, ad@Qurdak membedakan
perempuan dan laki-laki dalam konteks penciptaanpdases selanjutnya sebagai

manusia. Dalam pandangan al-Qur@ilah menciptakan semuanya (perempuan

dan laki-laki) adalah untuk satu tujuahseperti yang tertulis dalam firman Allah:

N2

> - de -~y T e - o
é&.:a.“ CL@L‘Q }i::iy PYBA] \)/5 @?JL/: Y/l Lodis Laj&p}ﬁ\j el Cals Gy

“Dan tidaklah Kami ciptakan langit dan bumi dan apang ada di antara
keduanya, melainkan dengan benar. dan Sesunggusasta(kiamat) itu pasti
akan datang, Maka maafkanlah (mereka) dengan camagybaik” (QS. al-
Hijr/15:85).
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Dalam surat lain juga disebutkan tentang penciptéa-laki dan
perempuan yang menyatakan tidak ada perbedaamntiSgpe termaktub dalam

surat al-Isro/17:70:

o agsliiy el < 2 A5 1 G &Jm ;«3‘: Lg» Ca3 sl

"Dan Sesungguhnya telah Kami muliakan anak-anakmydd&ami angkut mereka
di daratan dan di lautan, Kami beri mereka rezkridaang baik-baik dan Kami
lebihkan mereka dengan kelebihan yang sempurna lkeehsnyakan makhluk
yang telah Kami ciptakan” (Q.S. al-Isro/17:70).

Adapun tentang kedudukan laki-laki dan perempudtahAmenjelaskan

dalam beberapa surat dalam al-Quran antara laat glifimran/3: 195:

,/r vi,a.u LQJ‘}‘J;;U'AV&AMJ}CM
e 05N Tyl 1,3 e & ‘3-’3‘3 22 ‘Pﬁ‘) Iy PNE

gunrnw s STy T e oo Gig 2 eNT 62 s L;,;w rgj;;yg
"Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannyagéte berfirman):
"Sesungguhnya aku tidak menyia-nyiakan amal oraagg yang beramal di
antara kamu, baik laki-laki atau perempuan, (karesgbagian kamu adalah
turunan dari sebagian yang lain. Maka orang-orarang berhijrah, yang diusir
dari kampung halamannya, yang disakiti pada jalam-Kang berperang dan
yang dibunuh, pastilah akan Ku-hapuskan kesalalesalikhan mereka dan
pastilah aku masukkan mereka ke dalam surga yanggatie sungai-sungai di
bawahnya, sebagai pahala di sisi Allah. dan Alladd® sisi-Nya pahala yang
baik"(Q.S. ali-Imron/3:195).

P

2 _. E
|

N /F..@Jubwb

Ayat-ayat tersebut memuat bahwa Allah secara khuseisunjuk baik
kepada perempuan maupun lelaki, untuk menegakKannilai Islam dengan
beriman, bertagwa dan beramal. Allah juga memberigaran dan tanggung
jawab yang sama antara lelaki dan perempuan dalanmjatankan kehidupan
spiritualnya. Dan Allah pun memberikan sanksi yaagia terhadap perempuan

dan lelaki untuk semua kesalahan yang dilakukanrjadi pada intinya
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kedudukan dan derajat antara lelaki dan perempuanata” Allah adalah sama,
dan yang membuatnya tidak sama hanyalah keimamaketagwaannya.

Dalam hal perolehan pahala beribadah, Allah bedirnpada surat al-

Dzariyat/51:56:

=

a

. EE T < _ v,o/g’,o}z/f ’

“Dan aku tidak menciptakan jin dan manusia melainkapaya mereka mengabdi
kepada-Ku” (Q.S. al-Dzariyat/51:56).

/4

Dalam kapasitas sebagai hamba tidak ada perbedéara daki-laki dan
perempuan. Keduanya mempunyai potensi dan peluamg sama untuk menjadi
hamba ideal. Hamba ideal dalam al-Quran biasaldi&an sebagai orang-orang
yang bertagwa, dan untuk mencapai derajat taqwatidak dikenal adanya
perbedaan jenis kelamin, suku bangsa atau kelorapok tertentu sebagaimana

disebutkan dalam surat al-Hujurat/49:13.

A L Rl ) Tpssled i35 Cont WSGlasg (ol $5 e swals bf LT gl
"Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamusg@rang laki-laki dan
seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangaagda dan bersuku-suku
supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnyagoyang paling mulia
diantara kamu disisi Allah ialah orang yang palinggwa diantara kamu.
Sesungguhnya Allah Maha mengetahui lagi Maha MealgefQ.S. al-
Hujurat/49:13).

Dari kutipan ayat di atas jelas bahwa Allah menkaaripeluang yang
seluas-luasnya bagi perempuan untuk menjalankasugyasnya asalkan masih
dalam batas-batas yang tidak keluar dari ayathatse

Menurut ajaran al-Quran, pengabdian kepada Alldaktibisa dipisahkan
dari pengabdian kepada umat manusia, dalam isidiam, orang-orang yang

beriman kepada Allah harus menghormastgqullah(hak-hak Allah) darHaqul
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‘Ibad (hak-hak makhluk). Pemenuhan kewajiban kepada Tudan manusia
merupakan hakekat kesalehan. Laki-laki dan peremgaaa-sama diseru oleh
Allah agar berbuat kebajikan dan akan diberi palgaltay sama untuk kesalehan
mereka. Hal ini dinyatakan dengan jelas dalam dejurayat al-Quran seperti

berikut;

,/r vg.‘a.u &‘j‘j}wﬁwdf"cﬁa
L 23e DS Tyl 1,33 e & ‘3-’3‘3 23 ‘Pﬁ‘ﬁ Iy PRNE

BT s selus G wlmuﬁblyj_éj;\!lg&wgs}wv.éjpf%

"Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannyagéte berfirman):

"Sesungguhnya aku tidak menyia-nyiakan amal oraage yang beramal di
antara kamu, baik laki-laki atau perempuan, (karesabagian kamu adalah
turunan dari sebagian yang lain. Maka orang-orarang berhijrah, yang diusir
dari kampung halamannya, yang disakiti pada jalam-Kang berperang dan
yang dibunuh, pastilah akan Ku-hapuskan kesalalesalikhan mereka dan
pastilah aku masukkan mereka ke dalam surga yanmgatie sungai-sungai di
bawahnya, sebagai pahala di sisi Allah. dan Alladd® sisi-Nya pahala yang
baik"(QS. ali-Imron/3:195).

“= 2. JE a7 . e
1Y 2wl sl

"Dan orang-orang yang beriman, lelaki dan perempuaebahagian mereka
(adalah) menjadi penolong bagi sebahagian yang .lamereka menyuruh
(mengerjakan) yang ma'ruf, mencegah dari yang munkeendirikan shalat,
menunaikan zakat dan mereka taat pada Allah darulRéga. mereka itu akan
diberi rahmat oleh Allah; Sesungguhnya Allah Maharkasa lagi Maha
Bijaksana”(QS. at-Taubah/9:71).

Ayat-ayat di atas mengisyaratkan konsep kesetadaftitlaki dan
perempuan yang ideal dan memberikan ketegasan batestasi individu, baik
dalam bidang spiritual maupun urusan Karir profesliotidak mesti dimonopoli

oleh salah satu jenis kelamin saja.
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Dalam hal pendidikan mengenai kesetaraan antaralakik dan

perempuan, Allah menjelaskan dalam al-Quran siHdugadillah/58:11 yakni:

wn;dvﬁm\ ””\Nuw}_mﬂ twvﬁym\yud,\ngu
Q}LQJ:JL;:::JJB /}’;&JJ/M‘ ‘)—’j; /;.g,.a‘)ﬁa;/" "Ai)"c;j ‘jj’v“)l—e ‘}j"")‘

PO

"Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kelpmu: "Berlapang-

lapanglah dalam majlis®, Maka lapangkanlah niscapdlah akan memberi
kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Befdiri kamu", Maka
berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orangwog yang beriman di
antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahbeberapa derajat. dan
Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan” (QISMujadillah/58:11).

Dari ayat tersebut, kita bisa memahami bahwa oyamg berilmu punya
posisi yang berbeda dengan orang yang tidak berifyat-ayat tersebut juga
merupakan pendorong bagi umat Islam untuk selalwsbba meningkatkan
kualitas keilmuannya.

Dari ayat tersebut juga dapat kita pahami bahwaumten ilmu juga
diwajibkan atas laki-laki dan perempuan, karenaamalayat tersebut tidak
dijelaskan tentang kewajiban pada salah satu pibalam hal berprestasi Islam
juga tidak membeda-bedakan antara laki-laki darerppuan. Semuanya bisa
berprestasi dalam segala hal. Ketiganya mengidg@ardonsep kesetaraan gender
yang ideal dan memberikan ketegasan bahwa prasidisidual, baik dalam

bidang spiritual maupun karier profesional, tida&sth didominasi oleh satu jenis

kelamin saja.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan pddil baaka diperoleh
kesimpulan sebagai berikut:

1. Sifat yang berlaku pada integral Riemann terbuldggjberlaku pada Integral
Lebesgue karena keduanya mempunyai ekuivalensiatn®# yaitu:
ketunggalan nilai integral, kelinieran, kekonvergeiseragam, dan Cauchy

2. Telah dibuktikan bahwa antara integral Riemann d#egral Lebesgue
terdapat ekuvalensi.

4.2 Saran

Bagi pembaca yang ingin melanjutkan skripsi ini makenulis
menyarankan tidak hanya menggunakan integral Leigesgja serta pada interval

[a,b] karena banyak integral lain yang merupakan gesasal dari integral

Riemann.
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