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ABSTRAK

Abdillah, Muhammad Aris. 2022. Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua
Graf Koprima dari Grup Matriks Upper Unitriangular atas Ring Bilangan
Bulat Prima. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Dewi Ismiarti, M.Si. (I1) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Kata Kunci: Indeks eksentrisitas Zagreb pertama, indeks eksentrisitas Zagreb kedua, graf
koprima, matriks upper unitriangular

Graf koprima dari suatu grup G adalah graf I'; dengan G sebagai himpunan titiknya
dan dua titik berbeda terhubung langsung jika dan hanya jika orde keduanya relatif prima.
Misalkan p adalah bilangan prima, maka G,, melambangkan grup perkalian matriks 2 x 2
upper unitriangular atas ring bilangan bulat modulo p. Penelitian ini bertujuan untuk
mengetahui graf koprima I'; serta menentukan indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan
kedua dari graf koprima Te, untuk p > 3. Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah penelitian kepustakaan (library research). Hasil dari penelitian ini adalah sebagai
berikut.

1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima ngadalah
El(FGp) = 4‘p - 3.

2. Indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Ie, adalah
E,(Tg,) = 2p — 2.
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ABSTRACT

Abdillah, Muhammad Aris. 2022. First and Second Zagreb Eccentricity Indices on
Coprime Graph of Upper Unitriangular Matrix Group over Ring of Integers
Modulo Prime. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, Maulana Malik lbrahim State Islamic University of Malang.
Advisors: (1) Dewi Ismiarti, M.Si. (1) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Keywords: First Zagreb eccentricity index, second Zagreb eccentricity index, coprime
graph, upper unitriangular matrices.

Coprime graph of a group G is graph I'; with G is as its set of vertices and the two
distinct vertices are adjacent if and only if order of both of them are relatively prime. Let p
is a prime number, then G, denote the multiplicative group of 2 x 2 upper unitriangular
matrices over ring of integers modulo p. The purposes of this research are to find out
coprime graph Te, and then find first and second Zagreb eccentricity indices of coprime
graph Is, for p = 3. The research method that used is library research. The results of this
research are as follows.

1. First Zagreb eccentricity index of coprime graph ngis
Ey(Tg,) = 4p — 3.

2. Second Zagreb eccentricity index of coprime graph FGpis
E,(T;,) = 2p — 2.

XV
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan satu kajian ilmu matematika yang banyak diterapkan
dalam kehidupan manusia. Penerapan teori graf mencakup berbagai disiplin ilmu,
seperti  biologi, ilmu komputer, ekonomi, teknik informatika, linguistik,
matematika, kesehatan, dan ilmu-ilmu sosial (Abdussakir, Azizah, & Nofandika,
2009). Dalam teknik informatika, teori graf berperan penting seperti menciptakan
link yang ada di internet, aplikasi Global Positioning System (GPS), kecerdasan
buatan, dan hal-hal lain.

Suatu graf G didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong dan berhingga
V dari objek-objek yang disebut titik, bersama himpunan yang mungkin kosong E
dari himpunan-himpunan 2 unsur dari ¥V yang disebut dengan sisi (Chartrand,
Lesniak, & Zhang, 2016). Dalam graf G, pasangan dua titik berbeda di E dikatakan
juga terhubung langsung.

Relasi antar himpunan titik dengan himpunan sisi merupakan inti
pembahasan dari teori graf. Relasi tersebut digambarkan sebagai relasi terhubung
langsung antara dua titik berbeda oleh suatu sisi di graf maupun relasi terkait
langsung suatu titik dengan suatu sisi. Suatu titik akan terhubung langsung dengan
suatu titik lain jika memenuhi kondisi tertentu.

Allah telah memerintahkan Nabi Muhammad SAW untuk melakukan

perjalanan isra’ dari Masjidil Haram menuju Masjidil Agsa kemudian mi’raj dari



Masjidil Agsa menuju Sidratul Muntaha untuk menerima perintah menjalankan

salat lima waktu. Dalam Al Quran surat al-Isra’ ayat pertama Allah menjelaskan:

B W 5 50 3 5 T BT sl ) o sl 53 S S 5T ol it

-

) il ol 54

Artinya:

Maha suci Allah, yang telah memperjalankan hamba-Nya (Muhammad) pada
malam hari dari Masjidil Haram menuju Masjidil Agsa yang telah Kami berkahi
sekelilingnya agar Kami perlihatkan kepadanya sebagian tanda-tanda (kebesaran)
Kami. Sesungguhnya Dia Maha Mendengar, lagi Maha Melihat.

Ayat ini memberikan gambaran kepada kita perjalanan singkat di waktu
malam yang dilakukan Nabi Muhammad dari titik awal di Masjidil Haram menuju
Masjidil Agsa, kemudian menuju titik terakhir yaitu Sidrotul Muntaha untuk
bertemu dengan Allah dan diberi perintah menjalankan sholat lima waktu. Allah
memberikan kenikmatan kepada Nabi dalam perjalanan tersebut berupa
diperlihatkannya tanda-tanda kekuasaan Allah yang luar biasa dan dipertemukan
oleh para rasul sebelumnya (Al-Mahally & As-Suyuti, 2010).

Penelitian-penelitian tentang graf sering berkaitan dengan teori aljabar
abstrak. Salah satu contoh struktur dalam aljabar abstrak adalah grup. Menurut
Gallian (2013), grup adalah suatu himpunan dengan satu operasi biner yang
memenuhi kondisi tertutup, asosiatif, memiliki unsur identitas, dan setiap unsurnya
memiliki invers.

Graf koprima dari suatu grup merupakan suatu graf yang sering diteliti oleh
para ahli matematika. Graf koprima dari grup G didefinisikan sebagai graf yang

titik-titiknya adalah unsur-unsur di G dan dua titik berbeda di graf tersebut



terhubung langsung jika orde dari unsur-unsur grup G saling relatif prima (Dorbidi,
2016).

Penelitian tentang graf koprima telah dilakukan oleh Ma, Wei, dan Yang
(2014) dengan judul “The Coprime Graph of a Group”. Penelitian lain tentang graf
koprima juga dilakukan oleh Dorbidi (2016), dengan judul “A Note of the Coprime
Graph of a Group”. Selanjutnya, penelitian dilakukan oleh Alragad, Saeed, dan
Alshawarbeh (2021), dengan judul “Classification of Groups According to the
Number of End Vertices in the Coprime Graph”.

Grup perkalian matriks 2 x 2 upper unitriangular atas ring bilangan bulat
modulo prima merupakan kajian teori grup yang dapat diteliti grafnya. Grup ini
merupakan grup yang hampir komutatif. Dikatakan hampir komutatif karena dua
unsur dari grup yang ordenya relatif prima pasti komutatif (Gupta, Shetty, &
Lokesha, 2016). Adapun matriks 2 x 2 upper unitriangular atas ring bilangan bulat
modulo prima adalah jenis dari matriks segitiga atas (upper triangular) dengan
entri-entri dari matriks tersebut merupakan unsur dari ring bilangan bulat modulo
dan entri pada diagonal utama matriks tersebut adalah satu (Oliinyk &
Sushchanskii, 2000).

Selanjutnya, graf tertentu dari grup perkalian matriks 2 x 2 upper
unitriangular atas ring bilangan bulat modulo dapat dicari indeks-indeks
topologinya, seperti indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan indeks eksentrisitas
Zagreb kedua. Salah satu penelitian mengenai hal tersebut yaitu penelitian yang
dilakukan oleh Gupta, Shetty, dan Lokesha (2016) dalam artikelnya yang berjudul

“On the Graph of Nilpotent Matrix Group of Lenght One”.



Penelitian dalam skripsi ini mendasarkan masalahnya pada dua penelitian dari
Gupta, Shetty, dan Lokesha (2016) dan Dorbidi (2016). Dari penelitian Gupta,
Shetty, dan Lokesha (2016), diambil materi tentang grup perkalian matriks 2 x 2
upper unitriangular atas ring bilangan bulat modulo n dan indeks eksentrisitas
Zagreb pertama dan kedua. Adapun dari Dorbidi (2016) diambil materi tentang graf
koprima. Oleh karena itu, penelitian ini akan membahas tentang indeks eksentrisitas
Zagreb pertama dan kedua graf koprima dari grup perkalian matriks 2 x 2 upper

unitriangular atas ring bilangan bulat modulo prima.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang penelitian, rumusan masalah dari penelitian ini
adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana indeks eksentrisitas Zagreb pertama graf koprima dari grup
matriks upper unitriangular atas ring bilangan bulat modulo prima?
2. Bagaimana indeks eksentrisitas Zagreb kedua graf koprima dari grup matriks

upper unitriangular atas ring bilangan bulat modulo prima?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, tujuan dari penelitian ini adalah sebagai
berikut:
1. Untuk mengetahui bentuk umum indeks eksentrisitas Zagreb pertama graf
koprima dari grup matriks upper unitriangular atas ring bilangan bulat

modulo prima.



2. Untuk mengetahui bentuk umum indeks eksentrisitas Zagreb kedua graf
koprima dari grup matriks upper unitriangular atas ring bilangan bulat

modulo prima.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:

1. Memberikan informasi tentang indeks eksentrisitas Zagreb pertama graf
koprima dari grup matriks upper unitriangular atas ring bilangan bulat
modulo prima.

2. Memberikan informasi tentang indeks eksentrisitas Zagreb kedua graf
koprima dari grup matriks upper unitriangular atas ring bilangan bulat

modulo prima.

1.5 Batasan Masalah

Pada penelitian ini, grup matriks upper unitriangular atas ring bilangan bulat
modulo prima yang dimaksud adalah grup terhadap operasi perkalian matriks dan
matriksnya berukuran 2 x 2. Sedangkan bilangan primanya dibatasi untuk bilangan

primap,p = 3.

1.6 Metode Penelitian
Penelitian ini menggunakan metode penelitian kepustakaan (library
research). Beberapa literatur yang digunakan pada penelitian ini berasal dari buku-

buku dan artikel-artikel matematika. Literatur tersebut digunakan untuk mengkaji



beberapa definisi dan sifat-sifat dari objek yang akan dibahas. Adapun langkah-
langkah dari penelitian ini antara lain:
1. Menentukan himpunan titik pada graf koprima dari grup matriks upper

unitriangular atas ring bilangan bulat modulo prima l“Gp untuk p = 3,5, 7.

2. Menentukan keterhubungan titik pada I‘(;p untuk p = 3,5, 7.

3. Merumuskan teorema tentang himpunan titik dan keterhubungan titik pada
graf koprima FGp dengan p bilangan prima dan p > 3.

4. Merumuskan lemma eksentrisitas titik pada graf koprima Fcp untuk bilangan
primap = 3.

5. Menentukan indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf koprima l“Gp
dengan p = 3,5,7.

6. Merumuskan teorema indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf koprima
l“Gp dengan p bilangan prima dan p > 3.

7. Menentukan indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf koprima l“(;p dengan
p = 3,57.

8. Merumuskan teorema indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf koprima

FGp dengan p bilangan prima dan p > 3.

1.7 Sistematika Penulisan
Penulisan penelitian ini terdiri dari empat bab dan setiap bab terdiri dari
beberapa subbab. Sistematika penulisan ini bertujuan agar penelitian mudah

dipahami. Adapun sistematika penelitian ini adalah sebagai berikut:



Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan, yang meliputi: latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode
penelitian, dan sistematika penulisan.

Kajian pustaka, yang meliputi: faktor persekutuan terbesar,
kongruensi bilangan bulat, grup, ring, ring bilangan bulat modulo,
matriks 2 X 2 upper unitriangular atas ring bilangan bulat modulo,
grup perkalian matriks 2 x 2 upper unitriangular atas ring bilangan
bulat modulo, graf, graf koprima, indeks eksentrisitas Zagreb
pertama dan kedua, dan kajian nilai keislaman.

Pembahasan, pada bab ini akan ditemukan bentuk dari graf koprima
dari grup perkalian matriks 2 x 2 upper unitriangular atas ring
bilangan bulat modulo prima dan kemudian ditemukan indeks
eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf koprima.
Penutup, pada bab ini terdiri atas kesimpulan serta saran-saran yang

berkaitan dengan permasalahan yang dikaji.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Faktor Persekutuan Terbesar

Definisi 2.1.1

Misalkan a dan b adalah bilangan-bilangan bulat yang tidak keduanya nol. Faktor
persekutuan terbesar dari a dan b yang ditulis dengan (a, b) adalah bilangan bulat

positif terbesar g sehingga g membagi a dan g membagi b (Lee, 2018).

Definisi 2.1.2

Misalkan a dan b adalah bilangan-bilangan bulat yang tidak keduanya nol. Maka
dikatakan bahwa a dan b relatif prima jika (a,b) =1 (Lee, 2018).

Contoh 2.1.1

Bilangan-bilangan bulat 2 dan 3 adalah relatif prima karena (2, 3) = 1.

Definisi 2.1.3

Suatu bilangan p € N dengan p > 1 disebut bilangan prima jika p hanya
mempunyai pembagi positif 1 dan p. Bilangan-bilangan p selain bilangan prima
disebut bilangan komposit (Lee, 2018).

Contoh 2.1.2

2,3,5, dan 7 adalah bilangan-bilangan prima.

2.2 Kongruensi Bilangan Bulat
Definisi 2.2.1
Suatu relasi ekivalen R pada suatu himpunan S adalah suatu himpunan pasangan

terurut unsur-unsur di S yang memenuhi sifat-sifat berikut:



1. Refleksif, yaitu (a,a) € R untuk semua a € S.
2. Simetris, yaitu (a, b) € R menyebabkan (b, a) € R.
3. Transitif, yaitu (a, b) € R dan (b, ¢) € R menyebabkan (a, c) € R.
Jika R adalah relasi ekivalen pada himpunan S, maka (a,b) € R dapat ditulis

dengan aRb (Gallian J. A., 2013).

Definisi 2.2.2
Misalkan R adalah suatu relasi ekivalen pada suatu himpunan S dan b € S. Kelas
ekivalen yang memuat b didefinisikan sebagai suatu subhimpunan yang dinyatakan
dengan

[b] = {a € S|aRb}
(Gallian J. A., 2013).
Definisi 2.2.3
Misalkan m adalah bilangan bulat positif dan m > 1. Misalkan a dan b keduanya
bilangan bulat, dikatakan bahwa a kongruen b modulo m jika dan hanya jika a — b
adalah kelipatan dari m dan dapat ditulis dengan a = b (mod m).Jika0 <r <m

maka a = r (mod m) dapat dituliskan r = a mod m (Gilbert & Gilbert, 2015).

Contoh 2.2.1

20 = 2 (mod 6) karena 20 — 2 = 3 - 6.

Teorema 2.2.1

Misalkan m adalah bilangan bulat positif dan m > 1. Relasi kongruensi modulo m
yang didefinisikan dengan aRb < a = b (mod m) adalah relasi ekivalen pada Z
(Gilbert & Gilbert, 2015).

Bukti:

Misalkan a, b, c € Z.
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1. Perhatikan bahwa
a—a=0=0-m.
Artinya a = a (mod m). Jadi relasi kongruensi modulo m bersifat refleksif.
2. Jika a=b(modm) maka a —b =pm untuk suatu p € Z. Sehingga
diperoleh b — a = —pm, dengan —p € Z. Artinya b = a (mod m).
Jadi relasi kongruensi modulo m memenuhi sifat simetris.
3. Jikaa = b (mod m)danb = c (mod m) makaa — b = pm untuk suatup €
Z dan b—c=qm untuk suatu g €Z. Sehingga diperoleh
a—c=a—b+b—c=pm+qm=(p+qgm.
Artinya a = ¢ (mod m).
Jadi relasi kongruensi modulo m memenuhi sifat transitif.
Dengan demikian, relasi kongruensi modulo m adalah relasi ekivalen pada Z.
Kelas-kelas ekivalen dari relasi kongruensi modulo m merupakan
subhimpunan-subhimpunan dari Z yang saling lepas. Subhimpunan-subhimpunan
tersebut disebut dengan kelas-kelas kongruensi modulo m. Berdasarkan Definisi
2.2.2, diperoleh kelas kongruensi yang memuat a:
[a] = {x € Z|x = a(modm)}
= {x€Z|x—a=kmke€eZ}

= {x€Z|x=a+kmke€eZ}

{a+km| k € Z}.
Misalkan a,b € Z. Jika a = b (mod m) dan misalkan x € [a] maka x =
a (mod m), dengan sifat transitif diperoleh x = b (mod m). Oleh karena itu x €

[b]. Jadi [a] € [b]. Selanjutnya dengan cara yang sama diperoleh [b] € [a].
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Dengan demikian [a] = [b]. Sebaliknya jika [a] = [b], karena a € [a] maka a €
[b]. Oleh karena itu a = b (mod m). Dengan demikian
[a] =[b] ©® a=b (modm) & a—b=mk,k €.
Sehingga terdapat m kelas kongruensi modulo m berbeda sebagai berikut
[0] ={...,—2m,—m,0,m,2m, ...}
[1]={.,—2m+1,-m+1,1,m+1,2m+1,..}

2] ={..,-2m+2,-m+22m+22m+2..}

[m-1]={..,- m—-1,-1,m-1,2m—-1,3m—1,..}.
Jika m = 3, diperoleh kelas-kelas kongruensi modulo m sebagai berikut:
[0] ={...,—6,—3,0,3,6,...}
[1] ={..,-5-2,1,4,7,..}
2] ={..,—4,-1,2,5,8,...}.
Kumpulan kelas-kelas kongruensi modulo m yang berbeda membentuk suatu
himpunan dan disimbolkan dengan Z,,,. Jadi himpunan Z,,, dituliskan dengan:
Zp, = {[0], [1], [2], ..., [m — 1]}.
Selanjutnya, untuk menyederhanakan penulisan, [a] dituliskan sebagai a. Dengan

demikian,

2.3 Grup

Definisi 2.3.1
Misalkan G adalah suatu himpunan. Suatu operasi biner pada G adalah pemetaan

yang memasangkan setiap pasangan berurut unsur-unsur dari G ke satu unsur dari
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G. Artinya, operasi biner adalah cara mengombinasikan dua unsur dari G untuk
menghasilkan satu unsur baru di G, sehingga operasi biner bersifat tertutup (Gallian

J.A., 2013).

Definisi 2.3.2
Misalkan G adalah suatu himpunan bersama suatu operasi biner pada G (disebut
sebagai perkalian dan hasil operasi dari (a, b) dinotasikan dengan ab) dikatakan
sebagai suatu grup terhadap perkalian jika memenuhi tiga sifat-sifat berikut.
1. Asosiatif.
Operasi biner pada G bersifat asosiatif. Artinya, untuk semua a, b, ¢ di G,
berlaku
(ab)c = a(bc).
2. Unsur identitas
Terdapat suatu unsur identitas e di G, sehingga
ae =a=ea
untuk semua unsur a di G.
3. Unsur invers
Untuk setiap unsur a di G terdapat suatu unsur b di G sehingga
ab = ba = e.
Dalam hal ini, b dikatakan sebagai invers dari a. Selanjutnya, unsur invers
dari a dilambangkan dengan a~?! (Gallian, 2013).
Dengan kata lain, grup G adalah himpunan disertai operasi biner yang tertutup
di G yang bersifat asosiatif, memiliki unsur identitas, dan setiap unsur-unsurnya
mempunyai suatu unsur invers. Jika pada grup G berlaku sifat ab = ba untuk setiap

pasangan unsur a dan b, maka G dikatakan sebagai grup komutatif. Suatu grup
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dikatakan grup tidak komutatif, jika terdapat pasangan unsur a dan b, memenuhi

ab # ba (Gallian J. A., 2013).

Contoh 2.3.1
Himpunan bilangan bulat Z, himpunan bilangan rasional Q, dan himpunan bilangan

real R ketiganya adalah grup terhadap operasi penjumlahan biasa.

Definisi 2.3.3

Banyaknya unsur dari suatu grup (grup hingga atau tak hingga) disebut orde dari
grup. Orde dari suatu grup G dinotasikan dengan |G |. Adapun orde dari suatu unsur
g di G adalah suatu bilangan bulat positif terkecil n sehingga g™ = e. (dalam notasi
penjumlahan dapat ditulis dengan gn = 0). Jika sebarang bilangan bulat positif n
tidak memenuhi kondisi g™ = e, maka dikatakan bahwa g memiliki orde tak
hingga. Orde dari suatu unsur g dinotasikan dengan |g| (Gallian J. A., 2013).
Definisi 2.3.4

Misalkan G adalah suatu grup. Suatu subhimpunan H dari G disebut subgrup dari

G jika H adalah suatu grup terhadap operasi di G (Gilbert & Gilbert, 2015).

Definisi 2.3.5

Misalkan G adalah suatu grup dan a € G. Didefinisikan

3. af*! = ak - q, untuk sebarang bilangan bulat positif k,
4. a % = (a~H)¥, untuk sebarang bilangan bulat positif k.

(Gilbert & Gilbert, 2015)
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Teorema 2.3.1
Misalkan x dan y adalah unsur-unsur dari grup G, dan misalkan m dan n adalah

bilangan-bilangan bulat. Maka,

3. (x™" = xmn
4. Jika G adalah grup komutatif, maka (xy)™ = x™y™.
(Gilbert & Gilbert, 2015)
Misalkan G adalah suatu grup dan misalkan a adalah suatu unsur di G.
Himpunan
(a) ={a"|n € Z}
adalah subgrup dari G dan disebut sebagai subgrup siklis yang dibangun oleh a.
Selanjutnya, G disebut grup siklis jika terdapat a € G sehingga G = (a). Dalam hal
ini, a disebut pembangun dari G (Gallian J. A., 2013).
Teorema 2.3.2
Misalkan G adalah suatu grup dan misalkan a adalah suatu unsur di G. Jika a
mempunyai orde tak hingga, maka a' = a’/ jika dan hanya jika i = j. Jika a
mempunyai orde berhingga n, maka {(a) = {e,a, a?, ...,a™ '} dan a‘ = a’ jika dan
hanya jika n membagi i — j (Gallian J. A., 2013).
Bukti:
Jika a mempunyai orde tak hingga, maka tidak terdapat suatu bilangan bulat positif
n sehingga a™ = e. Jika i = j maka jelas bahwa a‘ = a’/. Sebaliknya, misalkan
a' = a’ dan andaikan i  j. Asumsikan i > j, maka i — j > 0 dan

aJd=ad-a’l=adl-al =e
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Artinya terdapat bilangan bulat i — j > 0 sehingga a'~/ = e. Hal ini kontradiksi
dengan pernyataan bahwa tidak terdapat suatu bilangan bulat positif n sehingga
a™ = e. Oleh karena itu, terbukti bahwa a‘ = a’ jika dan hanya jika i = j.
Selanjutnya, dimisalkan a mempunyai orde berhingga, dimisalkan |a| = n. Akan
dibuktikan bahwa {(a) = {e, a, d?, ..., a™ 1}. Jelas bahwa e, a, a?, ...,a™ ! termuat
di (a) sehingga {e,a,a?,...,a™ 1} € (a). Kemudian, akan ditunjukkan bahwa
(a) € {e,a,a?,...,a™'}. Dimisalkan a* adalah sebarang unsur di (a).
Berdasarkan algoritma pembagian, terdapat bilangan bulat g dan r sehingga
k=qgn+rdengan 0 <r <n.
Diperoleh
ak = gt = qing" = gMg" = (a")ia” = e = ea” = a’,
sehingga a* € {e,a,a?,...,a™ 1}. Oleh Karena itu, (a) € {e,a,a?,..,a™ 1} dan
terbukti bahwa (a) = {e, a,a?, ...,a™ 1}.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa a* = a’ jika dan hanya jika n membagi i — ;.
Jika a' = a’ maka
a7V =d-a’/=a-al=e
Dengan menggunakan algoritma pembagian, terdapat g dan r bilangan bulat,
sehingga
i—j=qn+rdengan 0 <r < n.
Perhatikan a‘=/ = a9™*" dan diperoleh
e=a"J = q®™7" = qi"q" = ¢™q" = (a")9a" =e9a” =ea” =a’.
Karena n merupakan bilangan bulat positif terkecil sehingga a™ = e, maka haruslah
r = 0. Akibatnya, i —j = gn dan terbukti bahwa n membagi i — j. Sebaliknya,

dimisalkan i — j = nq untuk suatu q € Z, maka
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atl =q" = (@)1 =e =e.
Selanjutnya diperoleh
at =at 7/t =g gl = eal = .
Jadi a* = a/ jika dan hanya jika n membagi i — j.
Akibat 2.3.1
Misalkan G adalah suatu grup dan a € G, maka |a| = |{a)| (Gallian J. A., 2013).
Bukti:
Berdasarkan Teorema 2.3.2, jika |a| = n, maka (a) = {e, a,a?,...,a" '} dan a' =
a’ jika dan hanya jika n membagi i — j. Akibatnya banyaknya unsur dari (a) adalah
n. jadi, |a| = [(a)].
Definisi 2.3.6
Misalkan G adalah suatu grup dan H adalah subhimpunan tak kosong dari G. Jika
H adalah suatu subgrup dari G dan a € G. Didefinisikan koset Kiri dari H di G yang
diwakili oleh a adalah himpunan
aH = {ah|h € H}.
Koset kanan dari H di G yang diwakili oleh a adalah himpunan
Ha = {ha|h € H}.

(Gallian J. A., 2013)
Lemma 2.3.1
Misalkan H adalah subgrup dari grup G dan a,b € G. Maka

1. a€aH.

2. aH = H jika dan hanya jika a € H.

3. aH = bH jika dan hanya jika a € bH.

4. aH = bH atau aH N bH = Q.
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5. |aH| = |bH|.
(Gallian J. A., 2013)
Teorema 2.3.3 (Teorema Lagrange)
Jika G adalah suatu grup hingga dan H adalah subgrup dari G, maka |H| membagi
|G|. Khususnya, banyaknya koset Kiri (kanan) yang berbeda dari H di G adalah
|G|/|H| (Gallian J. A., 2013).
Bukti:
Misalkan a,H,a,H, ...,a,H adalah semua koset Kkiri berbeda dari H di G. Maka,
untuk masing-masing unsur a € G, diperoleh aH = a;H untuk suatu i, 1 <i <r.
Oleh karena itu, a € a;H. Sehingga, G dapat dinyatakan sebagai gabungan koset-
koset kiri dari H di G yang ditulis dengan
G=aHUa,HU ..Ua,H.
Kemudian, sifat 4 dari Lemma 2.3.1 mengakibatkan a;H N a;H = @ untuk i # j.
Sehingga diperoleh
|G| = la,H| + [azH| + - + la, HI.
Karena |a;H| = |H| untuk setiap i, diperoleh |G| = r|H|. Jadi |H| membagi |G|
dan banyaknya koset kiri (kanan) yang berbeda dari H di G adalah |G|/|H]|.
Akibat 2.3.2
Misalkan G adalah suatu grup hingga dan a € G. Maka, |a| membagi |G| (Gallian
J. A, 2013).
Bukti:
Perhatikan bahwa berdasarkan Akibat 2.3.1, |a| = |[{a)|. Selanjutnya karena G
hingga berdasarkan Teorema 2.3.3 (Teorema Lagrange), [{a)| membagi |G|. Oleh

karena itu diperoleh |a| membagi |G]|.
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Akibat 2.3.3

Misalkan G adalah suatu grup berorde prima. Maka, G adalah suatu grup siklis.
Khususnya, sebarang unsur a € G dengan a # e akan membangun G (Gallian J. A.,
2013).

Bukti:

Misalkan |G| = p dengan p adalah suatu bilangan prima. Misalkan a € G dan a #
e. Maka, |(a)] membagi |G| dan [{a)| # 1. Oleh karena itu, [{a)| = p = |G|. Jadi

(a) = G dan terbukti bahwa G adalah grup siklis.

2.4 Ring
Definisi 2.4.1
Suatu ring R adalah suatu himpunan dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan
(yang dinotasikan dengan a + b) dan perkalian (yang dinotasikan dengan ab)
sehingga untuk semua x, y, z di R, memenuhi

1. x +y =y + x (operasi penjumlahan bersifat komutatif)

2. x+ (y+z)=(x+1y)+ z (operasi penjumlahan bersifat asosiatif)

3. Terdapat unsur identitas penjumlahan 0 € R sehingga x + 0 = x untuk

semua x € R.
4. Untuk setiap x € R terdapat unsur invers penjumlahan —x di R sehingga
x+(—x)=0.
5. x(yz) = (xy)z (operasi perkalian bersifat asosiatif).
6. x(y+2)=xy+xz dan (y + z)x = yx + zx (operasi perkalian bersifat

distributif terhadap penjumlahan) (Gallian J. A., 2013).
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Oleh karena itu, dapat dikatakan bahwa ring R adalah suatu grup komutatif
terhadap operasi penjumlahan, perkalian di R bersifat asosiatif dan bersifat
distributif terhadap penjumlahan. Ring R dikatakan ring komutatif jika perkalian
pada R bersifat komutatif. Unsur identitas terhadap perkalian di R disebut unity
(unsur kesatuan), adapun unsur tak nol yang memiliki unsur invers terhadap

perkalian di R disebut unit dari R (Gallian J. A., 2013).

2.5 Ring Bilangan Bulat Modulo

Teorema 2.5.1
Misalkan a, b, c,d € Z. Jika a = b (mod m) dan ¢ = d (mod m) maka
a+c=b+d(modm) dan  ac = bd (mod m)
(Gilbert & Gilbert, 2015)
Bukti:
Misalkan a = b (mod m) dan ¢ = d (imod m). Artinya
a —b = mk,untuk suatu k € Z
dan
¢ —d = ml,untuk suatul € Z.
Perhatikan bahwa
(a@a+c)—(b+d)=(@—b)+ (c—d)=mk+ml=m(k +1).
Dengan demikian a + ¢ = b + d (mod m).
Perhatikan bahwa
ac—bd = a(c—d) + (a—b)d = a(ml) + (mk)d = m(al + kd).

Dengan demikian ac = bd (mod m).
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Misalkan m adalah bilangan bulat positif dengan m > 1. Penjumlahan dan

perkalian yang didefinisikan pada Z,,, sebagai berikut:

dan

a+b=a+b

ab = ab

dengan a,b € Z,,, adalah operasi biner pada Z,,. Selanjutnya dengan operasi

tersebut, Z,, merupakan ring komutatif dengan unsur kesatuan.

Bukti:

1.

Penjumlahan adalah operasi biner pada Z,,

Ambil @,b € Z,, makaa + b =a + b € Z,,

Misalkan @ = ¢ dan b = d maka a = ¢ (mod m) dan b = d (mod m).

Berdasarkan Teorema 2.5.1, a+ b =c+d (mod m), artinya a+b =

¢ + d. Jadi penjumlahan tersebut adalah operasi biner pada Z,,.

Operasi penjumlahan bersifat komutatif di Z,,.

Ambil @, b € Z,,, maka diperoleh

a+b=a+b

I
Sy

+

Q

S
Q|

=b+
Jadi penjumlahan di Z,, bersifat komutatif.
Operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z,,

Misalkan @, b, ¢ € Z,,, maka

a+(b+c)=a+b+c

=a+(b+c)
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Jadi penjumlahan di Z,, bersifat asosiatif.
4. 0 adalah unsur identitas terhadap operasi penjumlahan di Z,,.

Ambil a € Z,,, maka diperoleh

0+a=0+a=a dan a+0=a+0=a
5. Ambil a € Z,,, maka diperoleh
a+(a)=a+(-a)=0 dan =a+a=-a+ta=0.
Jadi —a = =a.
6. Perkalian adalah operasi biner pada Z,,
Ambil a, b € Z,, maka ab = ab € Z,,
Misalkan @ = ¢ dan b = d maka a = ¢ (mod m) dan b = d (mod m)
Berdasarkan Teorema 2.5.1, ab = cd (mod m), artinya ab = cd.
Jadi perkalian tersebut adalah operasi biner pada Z,,.
7. Operasi perkalian pada Z,,, bersifat asosiatif.

Misalkan @, b, ¢ € Z,,. Maka diperoleh

8. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan di Z,,.
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Misalkan @, b, ¢ € Z,,, maka diperoleh

a(b+¢)=al+c)
D)
= (ab) + (ac)
= (ab) + (ac)
= (ab) + (a?o)
Dengan cara yang sama diperoleh (b + ¢)a = ba + ca
9. 1 adalah unsur identitas terhadap operasi perkalian di Z,,,.

Misalkan a € Z,,, maka diperoleh

Q|
Py
Il
2|
—_
Il
S]]

la=1la=a dan
10. Operasi perkalian bersifat komutatif di Z,,, .

Misalkan @, b € Z,,, maka diperoleh

(ay)

ab

a

I
gl
Q

Il
Syl
Ql

Jadi, Z,, terhadap operasi penjumlahan dan perkalian adalah ring komutatif
dengan unsur kesatuan. Ring ini disebut ring bilangan bulat modulo m. Operasi

pada ring Z,,, dapat ditulis sebagai berikut:

a+b=a+b(modm) dan a-b=a-b(modm).

2.6 Matriks Upper Unitriangular 2 x 2 atas Ring Bilangan Bulat Modulo

Matriks upper unitriangular merupakan jenis khusus dari matriks segitiga
atas (upper triangular). Pada subbab ini akan dijelaskan definisi dari matriks upper

unitriangular.
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Definisi 2.6.1
Misalkan R adalah suatu ring. Suatu matriks atas R adalah suatu susunan segi empat
dari unsur-unsur di R dalam baris-baris horizontal dan kolom-kolom vertikal.
Selanjutnya unsur-unsur tersebut dinamakan entri-entri dari matriks (Bronson &
Costa, 2020).

Secara umum matriks A berukuran p X n dituliskan dengan

a1 Q12 Qg3 o Qg

A1 dpz QAz3z -+ dppn
A=|Q3; Q3 az - Az |

ap1 Q12 Q12 - Qpp

yang mana matriks tersebut sering disingkat [aij]pxn atau [a;;]. Dalam notasi ini,

a;; menunjukkan entri dari matriks [aij]pxn yang terletak pada baris ke-i dan kolom

ke-j (Bronson & Costa, 2020).
Jika matriks A mempunyai banyak baris dan kolom yang sama, p = n, maka
A disebut sebagai suatu matriks persegi. Entri a;; di A dengan i = j disebut sebagai

entri diagonal. Perhatikan matriks persegi
/an Az Qg3 aln\
dz1 Az dz3 - Qg
R |
ka;n a'12 a.12 ar.m)
Pada matriks tersebut, a1, a,», ass, -+, a,, terletak pada dan membentuk diagonal
utama (Bronson & Costa, 2020).
Definisi 2.6.2
Misalkan A adalah suatu matriks m x n dan B adalah suatu matriks n x p. Hasil
kali dari A dan B, dinotasikan dengan AB, adalah matriks m X p dengan unsur ke-

(i,j) sama dengan penjumlahan dari hasil kali unsur-unsur yang bersesuaian dari
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baris ke-i dari matriks A dan kolom ke-j dari matriks B. Artinya, jika AB = [c;]
maka
Cc = ailblj + aizsz + -+ al-pb

pj*

(Rosen, 2012)

Contoh 2.6.1

1 3

Misalkan A = (}L g 2) dan B = (2 4). Maka, diperoleh
3 6

1-1+2-2+43-3 1-3+2-4+3-6)
4-14+5-246-3 4-3+5-4+6-6/

4B = (
Definisi 2.6.3
Suatu matriks A = [a;;] berukuran n xn untuk n =1 disebut matriks upper
triangular jika matriks tersebut mempunyai bentuk
ai; Q12 0433 et g
/ 0 ap -~ o Ay \
| O 0 as DI : I

R A Agq ™ 5
o 0  ajyj ai—lj/
o .- .- 0 0 a;j

dengan a;; = 0 jika i > j (Bronson & Costa, 2020). Jenis khusus dari matriks

)

upper triangular adalah matriks upper unitriangular. Matriks upper unitriangular
atas suatu ring komutatif K adalah matriks yang berbentuk
1 alz a13 cee cee al}
{0 1 azj\
0 0 1 =
ST TR
0 1 ai_lj/
0 0 0 1
dengan a;; € K (Oliinyk & Sushchanskii, 2000). Matriks upper unitriangular A

berukuran 2 x 2 ditulis dengan



1 a
0 1

o 1)

untuk suatu a € K.
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2.7 Grup Perkalian Matriks 2 x 2 Upper Unitriangular atas Ring Bilangan

Bulat Modulo

Misalkan n adalah suatu bilangan bulat, n > 1. Didefinisikan himpunan

matriks 2 X 2 upper unitriangular atas Z,, sebagai berikut:

1 x

Gy = {<_

0 1

”QIEEZ&.

Akan dibuktikan bahwa G,, adalah suatu grup terhadap perkalian matriks.

1. G, tertutup terhadap perkalian matriks.

Misalkan
1= (3 G-
0 1 0

Maka,
AB:(i ‘E)(i 5):(1‘@@'@
0 1/\0 1 0-1+1-0

b+a

=1+

)

Karena Z,, tertutup terhadap penjumlahan maka b + a € Z,,. Jadi terbukti

bahwa G,, tertutup terhadap perkalian matriks.

2. Perkalian matriks pada G,, bersifat asosiatif
Misalkan
Az(i C__‘),Bz(i l_’),cz(i E_)ec;n
0 1 0 1 0 1
Maka,
A(BC) = (1 ‘__l) (1 12) (1 §)
1 0 1/\0 1
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_(L @)(IT+5-0 Tevi)
0 1/\0-1+1-0 0-c+1-1
-G 96 19
0 I/\0 1
_(1-1+a-0 1-(c+b)+a-1
~\0-1+1:0 0-(c+bh)+1-1
=(i c‘+1§+a)
0 1 ’
dan
(AB)C = (i ‘E)(i 5) (i §)
0 1/\0 1 0 1

N~
~
Ol =
=] 0
—

Karena A(BC) = (AB)C, terbukti bahwa perkalian matriks pada G,, bersifat
asosiatif.

G,, memiliki suatu unsur identitas

Akan dibuktikan bahwa I = (% g) adalah identitas terhadap perkalian
matriks di G,,.
Misalkan A = (% Ci_l) € G,,. Perhatikan bahwa
w=( B Yo (I-1+a0 T0+aT)_(1 q)_,
0 1/\0 1 0-1+1-0 0-0+1-1 0 1



IAz(i @)(i ‘E):(i'?fg
0 /0 1/70-1+1

0
0

= Ol

Q Q

+
+

Ol

Sehingga, terbukti bahwa I adalah unsur identitas di G,,.
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4. Untuk setiap A € G, terdapat unsur invers A~ € G, sehingga A4 1 =1 =

AA.

. _ i a -1 _ 1 = =i
Misalkan A = (5 i) dan A7 = (0 1 ) dengan —a € Z,,. Maka,

w-( 96 -6

dan

A‘lA:@ ?)(i C__l):(i'iJ’
0 1/\0 1 0-1
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l Ol

Sehingga, terbukti bahwa A~ adalah unsur invers dari A di G,,.

Jadi, terbukti bahwa G,, adalah grup terhadap perkalian matriks.

Perhatikan G,, adalah grup berorde n.

o= (1
0
maka berdasarkan Akibat 2.3.3, diperoleh

Gp=(a)={a°=1=(1 g),a=<_

0 1

=l
——

Misalkan p adalah bilangan prima dan

L

1

1
0

).

=1
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2.8 Graf
Definisi 2.8.1
Suatu graf G adalah suatu himpunan tak kosong dan berhingga V dari objek-objek
yang disebut titik, bersama himpunan E < {{u,v}|u,v € V,u # v} yang
anggotanya disebut dengan sisi (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2016).

Untuk menyatakan suatu graf G dengan himpunan titik IV dan himpunan sisi
E, dituliskan G = (V, E). Untuk menekankan bahwa V dan E adalah himpunan titik
dan himpunan sisi dari graf G, maka V dapat ditulis sebagai V(G) dan E dapat
ditulis sebagai E(G). Suatu sisi {u, v} dari G dapat dituliskan pula sebagai uv atau

vu.

Contoh 2.8.1

Misalkan graf G memuat himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G) sebagali
berikut.

V(G) ={a,b,c,d,e}

E(G) = {{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,e},{c,d},{d, e}}

Berdasarkan V(G) dan E(G) diperoleh gambar graf G sebagai berikut.
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d

Gambar 2.1 Graf ¢

Definisi 2.8.2

Misalkan e = {u, v} adalah suatu sisi dari graf G maka titik u dan v dikatakan
terhubung langsung (adjacent). Adapun u dan e serta v dan e dikatakan terkait
langsung (incident). (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2016).

Berdasarkan Gambar 2.1, titik a dan b terhubung langsung, demikian juga a
danc,adand, bdanc, bdane, cdand,sertad dan e. Titik a dan e tidak terhubung
langsung, demikian juga titik ¢ dan e, serta titik b dan d.

Contoh 2.8.2
Misalkan graf P mempunyai himpunan titik V(P) = {a, b, ¢, d} dan himpunan sisi
E(P) = {eq,e3,e3} dengan e, = {a, b}, e, = {b, c}, dan e; = {c, d}. Berdasarkan

V(P) dan E(P) dapat digambarkan graf P sebagai berikut.

b d
=)
€ es
a c

Gambar 2.2 Graf P

Definisi 2.8.3

Misalkan G adalah suatu graf dan misalkan u dan v adalah titik-titik (tidak harus
berbeda) di G. Jalan W:u — v pada graf G adalah barisan titik-titik di G yang
diawali dari u dan diakhiri oleh v sehingga titik-titik yang berurutan di W

terhubung langsung di G. Jalan W tersebut dapat dituliskan sebagai berikut
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W =u=vyvq, ",V =V)
dengan v;v;,, € E(G) untuk 0 < i < k — 1. Banyaknya sisi yang terbentuk dari
W disebut panjang dari W. Jika v, # v, maka W disebut jalan terbuka. Adapun
lintasan didefinisikan sebagai jalan yang semua titiknya berbeda (Abdussakir,

Azizah, & Nofandika, 2009).

Definisi 2.8.4
Misalkan u dan v adalah dua titik di suatu graf G. Titik u dan v terhubung di G jika
terdapat suatu lintasan u — v di G. Graf G dikatakan graf terhubung jika setiap dua

titik u dan v terhubung (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2016).

Definisi 2.8.5
Misalkan G adalah graf terhubung dan misalkan u dan v adalah dua titik berbeda
di G. Jarak (distance) dari u dan v di G, dinotasikan dengan d (u, v), adalah panjang

lintasan terpendek u — v di G (Gupta, Shetty, & Lokesha, 2016).

Definisi 2.8.6
Misalkan G adalah graf terhubung dan misalkan u adalah suatu titik di G.
Eksentrisitas (eccentricity) titik u, dinotasikan dengan e(u), adalah maksimum
jarak dari titik u ke titik v yang berbeda di G:
e(u) = maks {d(u,v)|v € V(G),v # u}.

Jika u dan v adalah dua titik berbeda pada G, maka v disebut titik eksentrik dari u
jikae(u) = d(u,v) (Gupta, Shetty, & Lokesha, 2016).

Berdasarkan Gambar 2.2, diperoleh jarak dari masing-masing titik ke titik lain
di graf G sebagai berikut:
d(a,b) =1,d(a,c) =2,d(a,d) =3

d(b,a) =1, d(b,c) =1, d(b,d) = 2
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d(c,a) =2,d(c,b) =1,d(c,d) =1
d(d,a) =3,d(d,b) =2,d(d,c) =1
Sehingga diperoleh eksentrisitas titik-titik di graf G adalah sebagai berikut:

e(a) = 3, e(b) =2, e(c) =2, e(d) = 3.

2.9 Graf Koprima
Dari suatu grup dapat dibangun suatu graf. Salah satu jenis graf yang
dibangun dari suatu grup adalah graf koprima. Definisi graf koprima dinyatakan

sebagai berikut.

Definisi 2.9.1

Misalkan G adalah suatu grup. Graf koprima dari G adalah suatu graf yang titik-
titiknya adalah unsur-unsur di G dan dua titik berbeda x dan y terhubung langsung
jika dan hanya jika (|x|,|y|) = 1. Graf koprima dari G dinotasikan dengan [}

(Dorbidi, 2016).

Contoh 2.9.1

Diberikan grup Z, =1{0,1,2,3,4,5,6} terhadap operasi penjumlahan. Graf

koprima Iz, adalah graf dengan himpunan titik

Misalkan x, y € V(Tz,) . Keterhubungan titik-titik di graf koprima I';, dapat dilihat

dalam tabel FPB dari orde unsur-unsur di Z- sebagai berikut.

Tabel 2.1 Faktor Persekutuan Terbesar Orde Unsur di Z,

y
0 1 1 11 ]1]1]1
x 1 1 7 1717171717
2 1 71717171717
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M| U o[ W]
N NI
ASIENEENEEN
ASIENEENEEN
ANIENEENEEN
ANIENEENEEN
ASIENEENEEN
ESIENEENEEN

Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh titik-titik berbeda di V(I ) yang terhubung
langsung yaitu

1 terhubung langsung dengan 0

2 terhubung langsung dengan 0

3 terhubung langsung dengan 0

4 terhubung langsung dengan 0

5 terhubung langsung dengan 0

6 terhubung langsung dengan 0
Berdasarkan keterhubungan titik yang telah diperoleh, dapat digambarkan graf

koprima Iz, sebagai berikut.

o Wi

®
6

Gambar 2.3 Graf Koprima I7,
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2.10 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua
Definisi 2.10.1
Misalkan G adalah suatu graf terhubung dan tak trivial. Indeks eksentrisitas Zagreb

pertama dan indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf G secara berturut-turut

didefinisikan sebagai

BE@= ) ew?
VeV (G)

dan

BG) = ) ee®
{u,v}EE(G)

(Gupta, Shetty, & Lokesha, 2016).

Perhatikan bahwa E;(G) merupakan hasil penjumlahan dari kuadrat
eksentrisitas semua titik v € V(@) sedangkan E, (G) merupakan hasil penjumlahan
dari perkalian eksentrisitas dua titik berbeda yang saling terhubung langsung.
Contoh 2.10.1
Perhatikan graf koprima I7;, pada Contoh 2.9.1. Dari Contoh 2.9.1 diperoleh
eksentrisitas titik-titik pada graf koprima I7;, sebagai berikut.

a. Eksentrisitas titik 0 pada graf koprima Iz, adalah
e(0) = maks {d(0, h)|h € V(ry,) - (0}
= maks {d(0,1),d(0,2),d(0,3),d(0,4),d(0,5),d(0,6)}
={1,1,1,1,1,1}

= {1}.

b. Eksentrisitas titik 1 pada graf koprima Iy, adalah

e(1) = maks {d(i, h)|h eV(ly,) - {i}}



= maks {d(1,0),d(1,2),d(1,3),d(1,4),d(1,5),d(1,6)}
=maks {1,2,2,2,2,2}
= {2}.
c. Eksentrisitas titik 2 pada graf koprima Iz, adalah
e(2) = maks {d(2,h)|n € V(ry,) - (2}}
= maks {d(2,0),d(2,1),d(2,3),d(2,4),d(2,5),d(2,6)}
=maks {1,2,2,2,2,2}
= {2}.
d. Eksentrisitas titik 3 pada graf koprima Iz, adalah
e(3) = maks {d(g, h)lh eV(ly,) - {3}}
= maks {d(3,0),d(3,1),d(3,2),d(3,4),d(3,5),d(3,6)}
= maks {1, 2,2,2,2,2}
= {2}.
e. Eksentrisitas titik 4 pada graf koprima Iz, adalah
e(4) = maks {d(zl, h)lh eV(ly,) - {4_}}}
= maks {d(4,0),d(4,1),d(4,2),d(4,3),d(4,5),d(4,6)}
=maks {1,2,2,2,2,2}
= {2}.
f.  Eksentrisitas titik 5 pada graf koprima I, adalah
e(5) = maks {d(g, h)|h eV(ry,) - {3}}
= maks {d(5,0),d(5,1),d(5,2),d(5,3),d(5, 1), d(5,6)}

=maks {1,2,2,2,2,2}

34
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= {2}.
g. Eksentrisitas titik 6 pada graf koprima I, adalah
e(6) = maks {d(6,h)|h € V(Iy,) - (6}}
= maks {d(6,0),d (6, 1),d(6,2), d(6,3),d(6,%),d(5,5))
=maks {1,2,2,2,2,2,2}
= {2}.
Dari eksentrisitas-eksentrisitas titik-titik yang diperoleh, selanjutnya diperoleh

indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf koprima I7;, sebagai berikut.

Ey(Tz, ) = Z e(v)?
UEV(FZ7)

—e(02+eM2+e@)?+eB)?+e@?+e(5) +e(6)?
=12 +22 422 +22+22 422+ 22
= 25.

Indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf koprima I, adalah

Ey(Iz,) = Z e(we(v)
{wv}€E(Ty, )

= e(0)e(D) + e(0)e(@) + e(0)e(3) + e(0)e(@) + e(0)e(5)
+ e(0)e(6)

=1-24+1-24+1-2+1-241-2+1-2

=6(1-2)

=12.
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2.11 Kajian Nilai Keislaman

Manusia merupakan makhluk yang diberi label sebagai makhluk sosial.
Seorang manusia akan selalu hidup bersama dengan manusia lain untuk memenuhi
kebutuhan hidupnya. Mereka saling berinteraksi dan berkomunikasi agar tujuan
hidupnya tercapai. Dalam proses interaksi dengan manusia lain, mereka
membentuk golongan dan membuat suatu aturan yang mengatur proses interaksi
agar tercapai kehidupan yang rukun dan damai.

Berkaitan dengan hal ini, dalam ilmu matematika, terdapat kajian ilmu yang
menerangkan suatu himpunan unsur-unsur dengan suatu operasi biner yang
memenuhi kondisi-kondisi tertentu. Himpunan unsur-unsur tersebut disebut dengan
grup. Grup dalam kehidupan masyarakat diumpamakan sebagai suatu golongan
yang anggotanya adalah orang-orang yang ada dalam golongan tersebut. Adapun
operasi biner diumpamakan sebagai proses interaksi antar orang-orang yang harus
memenuhi aturan-aturan yang berlaku pada golongan tersebut. Dengan mengikuti
aturan yang berlaku maka akan tercapai hidup yang harmonis dan tercapai tujuan
dalam kehidupan bersama tersebut.

Dalam Al Quran, Allah telah memerintahkan manusia agar tidak bercerai

berai antar sesama manusia yang dijelaskan dalam surat Ali ‘Imran ayat 105:
g1 ok ke D1k AU S ke G e il B 3085 Yy

Artinya:

Dan janganlah kamu menjadi seperti orang yang bercerai berai dan berselisih
setelah sampai kepada mereka keterangan yang jelas. Dan mereka itulah orang-
orang yang mendapat azab yang berat.

Dalam ayat ini, dapat diambil pelajaran bahwa Allah memerintahkan sesama

manusia untuk selalu menjaga kerukunan dan melarang mereka untuk saling
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bermusuhan dalam hal beragama. Perselisihnan dan perpecahan sejatinya akan
menciptakan kehancuran dan azab dari Allah (Al-Mahally & As-Suyuti, 2010).
Selain teori grup, ilmu matematika juga mengkaji ilmu tentang graf. Graf
didefinisikan sebagai pasangan dari himpunan berhingga titik-titik dan sisi-sisi.
Dua titik dalam graf akan terhubung langsung oleh suatu sisi jika memenuhi kondisi
tertentu. Misalkan pada graf koprima, dua titik berbeda akan terhubung langsung
jika keduanya relatif prima. Dalam kaitannya dengan pengamalan ajaran agama
Islam, antar seorang muslim dengan muslim lainnya bisa jadi berbeda. Namun,
mereka akan terikat pada satu keyakinan yang sama, yaitu meyakini bahwa Allah
adalah satu-satunya Tuhan yang wajib disembah dan Nabi Muhammad adalah
utusan Allah. Penyembahan hanya kepada Allah telah diterangkan dalam Al Quran

surat al An’am ayat 162-163:

Jgi iy 2ot g)J,uj AR Y ‘\Y%;&?lﬁ\ L5 db s elE g (Sl SINE
£\ 1T hiialdd

Artinya:

Katakanlah (Muhammad), “Sesungguhnya salatku, ibadahku, hidupku, dan matiku

hanya bagi Allah, Tuhan semesta alam. Tidak ada sekutu baginya, dan demikianlah

yang diperintahkan kepadaku dan aku adalah orang yang pertama-tama berserah

diri (muslim).

Kajian keislaman dalam ilmu matematika memberikan pemahaman bahwa
ilmu matematika dapat dipahami melaui aspek keagamaan yang terdapat dalam Al
Quran dan bahkan kajian dalam Al Quran dapat mengilhami kajian ilmu
matematika. Hal ini dapat meyakinkan umat Islam bahwa Al Quran merupakan

sumber ilmu yang menjadi sumber dari ilmu-ilmu yang lain. Dengan demikian, Al

Quran menjadi pedoman bagi manusia untuk menjalankan kehidupannya.



BAB IlI

PEMBAHASAN

3.1 Graf Koprima dari G,

Pada bagian ini, akan dideskripsikan graf koprima dari G,, untuk p bilangan

prima, p = 3. Pertama-tama, akan ditinjau graf koprima G;, Gs, dan G-.

3.1.1 Graf koprima dari grup G3

Perhatikan bahwa grup G5 = {a°, a, a?} dengan

-G DG -G )

sehingga diperoleh himpunan titik graf koprima dari G; adalah V(FG3) = (3.

=1 NI

Selanjutnya untuk menentukan keterhubungan titik-titik pada graf koprima I,

perhatikan orde dari masing-masing anggota G sebagai berikut

it 9]

0 1

-5 -
0 1

et 3]s
0 1

Misalkan 0 < i,j < 2, maka faktor persekutuan terbesar dari orde dua unsur di

G4 dapat dinyatakan dalam tabel berikut.
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Tabel 3.1 Tabel Faktor Persekutuan Terbesar dari Orde Dua Unsur di G4

(|a’].|/]) a®] | lal | [a?|
|a°] 1 1 1
la 1 3 3
|a?| 1 3 3

Berdasarkan tabel tersebut, diperoleh titik-titik berbeda di V(Ty;,) yang saling
terhubung langsung yaitu:
a® terhubung langsung dengan a dan a?,
a terhubung langsung dengan a°,
a? terhubung langsung dengan a®.

Berdasarkan keterhubungan titik yang telah diperoleh, dapat digambarkan graf

koprima I';, sebagai berikut.

Gambar 3.1 Graf Koprima I5,

3.1.2 Graf koprima dari grup Gs

Perhatikan bahwa grup G5 = {a°, a, a?, a3, a*} dengan
aozlz(i g) a':<i i) azz(i
0 1/ 0 1/ 0

a'o’:(i 3) a4=(i 1)
0 1) 0 1/

Sehingga diperoleh himpunan titik graf koprima dari G adalah V(FGS) = Gs.

=N
\-_/

Selanjutnya untuk menentukan keterhubungan titik-titik pada graf koprima I';_,

perhatikan orde dari masing-masing anggota Gz sebagai berikut



1=[G D=1 =G ]
01 01

@l=|E 3)=s 1wi=|F ¥)-
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Misalkan 0 < i,j < 4, maka faktor persekutuan terbesar dari orde dua

unsur di G dapat dinyatakan dalam tabel berikut.

Tabel 3.2 Tabel Faktor Persekutuan Terbesar dari Orde Dua Unsur di Gs

(la’],|@’]) [@® | lal | [a?|| |a®[| |a*|
|a] 1 1 1 1 1
la| 1 5 5 5 5
|a?] 1 5 5 5 5
|a3] 1 5 5 5 5
la?] 1 5 5 | 5| 5

Berdasarkan tabel tersebut, diperoleh titik-titik berbeda di V(T;,) yang saling

terhubung langsung yaitu:
a® terhubung langsung dengan a, a?, a® dan a*,
a terhubung langsung dengan a°,
a? terhubung langsung dengan a®,
a® terhubung langsung dengan a®,

a* terhubung langsung dengan a°

Berdasarkan keterhubungan titik yang telah diperoleh, dapat digambarkan graf

koprima Iz, sebagai berikut.
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Gambar 3.2 Graf Koprima Iy,

3.1.3 Graf koprima dari grup G,

Perhatikan bahwa grup G, = {a°, a, a?, a3, a*, a® a®} dengan
o_;_(1 0 =(ii) 2_(1 2 3_(1 3
@=1=(G 3 a=(g 1) =G I <=G3)

<G @G

Sehingga diperoleh himpunan titik graf koprima dari G, adalah V(FG7) = G.

=W

k=)

Selanjutnya untuk menentukan keterhubungan titik-titik pada graf koprima I,

perhatikan orde dari masing-masing anggota G- sebagai berikut

=[G D= =G D=7 =G D=7
13 1 4 15
=[G D=7 =l D=7 =l 5=
oo =|(2 &)|=7.
01

Misalkan 0 < i,j < 6, maka faktor persekutuan terbesar dari orde dua unsur di
G- dapat dinyatakan dalam tabel berikut.

Tabel 3.3 Tabel Faktor Persekutuan Terbesar dari Orde Dua Unsur di G,

(la']. |@]) | [a% lal | [a*] | [a*] | [a*] | [a%] | [a®]
|a°| 1 1 1 1 1 1 1
lal 1 7 7 7 7 7 7
|a?| 1 7 7 7 7 7 7
|a®| 1 7 7 7 7 7 7
|a*| 1 7 7 7 7 7 7
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Berdasarkan tabel tersebut, diperoleh titik-titik berbeda di V(FG7) yang saling
terhubung langsung yaitu:
a® terhubung langsung dengan a, a?, a3, a*, a®, dan a®,

a terhubung langsung dengan a®,

a? terhubung langsung dengan a®,

a3 terhubung langsung dengan a®,

a* terhubung langsung dengan a®

a® terhubung langsung dengan a®

a® terhubung langsung dengan a°

Berdasarkan keterhubungan titik yang telah diperoleh, dapat digambarkan graf

koprima I';, sebagai berikut.

a6¢ 7 a3

Gambar 3.3 Graf Koprima I,

Berdasarkan graf koprima dari G, dengan p = 3,5,7, diperoleh tabel
keterhubungan titik-titik di graf koprima Ie, sebagai berikut:

Tabel 3.4 Keterhubungan Titik pada Graf I,

p | weV(s) Titik-titik yang terhubung langsung
P dengan u
a’ a dan a?
3 a a0
a® a0
5 a’ a, a®, a?, dan a*
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a a®
a? a®
al a®
a* a®
a® a, a%,a®, a*, a®, a®
a a®
a? a®
7 a3 a®
a* a®
a® a®
a® a®

Misalkan p adalah bilangan prima dengan p > 3. Dari Tabel 3.4, diperoleh
dugaan bahwa pada graf koprima FGp, untuk 0 <i<p—-1dan0<j<p-1
titik a' terhubung langsung dengan titik a’ jika dan hanya jika j = 0. Dari dugaan
tersebut, selanjutnya diperoleh teorema berikut.

Teorema 3.1.1

Misalkan p adalah bilangan prima dengan p > 3 dan a = (% %) Maka graf

koprima Ie, adalah suatu graf dengan himpunan titik
14 (Fcp) ={a%a,..,a?™1}
danuntuk 0 < i,j <p—1,jikai # 0 maka
{a/,a'} € E(T;,) jika dan hanya jika j = 0.
Khususnya, himpunan sisi dari graf koprima I'; adalah
E(rs,) ={a®a}1<si<p-1).
Bukti:

Berdasarkan Definisi 2.9.1 diperoleh bahwa

1% (FGp) ={a%a,..,a’"1}.
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Misalkan 0 < i,j < p — 1. Perhatikan bahwa jika 1 < k <p —1 maka |a*| >

1, sehingga berdasarkan Akibat 2.3.2 |a*| = p. Jika i # 0 dan j # i maka

{aj,ai}eg(r(;p) e (|d]|a) =1
e  (|d|p)=1
= o] =1
=4 j=0.

Dengan demikian diperoleh himpunan sisi pada graf koprima Ig, adalah

E (rcp) ={{a®a}f1<i<p-1).

3.2 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dari Graf Koprima Ie, untuk p

Suatu Bilangan Prima
Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima Te,, dapat diduga
dengan menemukan nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada beberapa graf

koprima l“Gp untuk p suatu prima, p = 3.

3.2.1 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dari Graf Koprima T,
Eksentrisitas titik-titik di graf koprima I';, dituliskan sebagai berikut.
a) Eksentrisitas dari titik a® pada graf koprima I';, adalah
e(a®) = maks {d(ao,v)|v eV(lg,) - {ao}}
= maks {d(a®, a),d(a’ a?)}
= maks {1,1}
=1

b) Eksentrisitas dari titik a pada graf koprima I';, adalah
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e(a) = maks {d(a, v)|v € V(I‘GS) — {a}}
= maks {d(a, a®),d(a,a?)}
= maks{1,2}
=2
c) Eksentrisitas dari titik a® pada graf koprima I';, adalah
e(a?) = maks {d(az,v)|v eV(lg,) - {az}}
= maks {d(a?,a®),d(a? a)}
= maks {1,2}
=2
Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima I';, adalah sebagai

berikut.

Ei(T;,) = z e(v)?
UEV(FG3)

= e(a®)? + e(a)? + e(a?)?
=124 2% + 22
=22+224+22-3
=3(2%) - 3
= 4(3) - 3.
3.2.2 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dari Graf Koprima I,
Eksentrisitas titik-titik di graf koprima I';_ dituliskan sebagai berikut.

a) Eksentrisitas dari titik a® pada graf koprima I, adalah
e(a®) = maks {d(ao, v)|v eV(Tg,) - {ao}}

= maks {d(a° a),d(a’ a?),d(a’ a*),d(a’ a*)}
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= maks {1,1,1,1}
=1
b) Eksentrisitas dari titik a pada graf koprima I';_ adalah
e(a) = maks {d(a, v)|v eV(lg,) - {a}}
= maks {d(a, a®),d(a, a?),d(a, a®),d(a,a*)}
= maks {1,2,2,2}
= 2.
c) Eksentrisitas dari titik a® pada graf koprima I';_ adalah
e(a?) = maks {d(az,v)lv eV(ls,) - {az}}
= maks {d(a?, a®),d(a? a),d(a? a®),d(a? a*)}

maks {1,2,2,2}

= 2.
d) Eksentrisitas dari titik a* pada graf koprima I';_ adalah
e(a®) = maks {d(a3,v)|v eV(ls,) - {a3}}
= maks {d(a3,a®),d(a3 a),d(a3 a?),d(a3 a*)}
= maks {1,2,2,2}
= 2.
e) Eksentrisitas dari titik a* pada graf koprima I';_ adalah
e(a*) = maks {d(a‘*, v)|v eV(Tg,) - {a4}}
= maks {d(a* a°),d(a* a),d(a* a?),d(a* a®)}
= maks {1,2,2,2}

= 2.



47

Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima I';_ adalah sebagai

berikut.

El(FGs): z e(U)z
UEV(FGS)

=e(a)? + e(a)? + e(a?)? + e(a®)? + e(a*)?
=12 +2% 4+ 2%+ 22+ 22
=2%24+2%24+224+2%24+22-3
=5(2%) -3
= 4(5) - 3.
3.2.3 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dari Graf Koprima I,
Eksentrisitas titik-titik di graf koprima I';, dituliskan sebagai berikut.

a) Eksentrisitas dari titik a® pada graf koprima I';, adalah
e(a®) = maks {d(a®, v)|v € V(Tg,) - {a®}}
= maks {d(a®, a),d(a’ a?),d(a’ a®),d(a’ a*),d(a’ a®),d(a’ a®)}

maks {1,1,1,1,1,1}

=1.
b) Eksentrisitas dari titik a pada graf koprima I';, adalah
e(a) = maks {d(a, v)lv € V(FG7) — {a}}
= maks {d(a, a®),d(a, a?),d(a,a?®),d(a,a*),d(a,a®),d(a,a®)}
= maks {1,2,2,2,2,2}
= 2.

c) Eksentrisitas dari titik a? pada graf koprima I, adalah

e(a?) = maks {d(az,v)|v eV(l,,) - {az}}
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= maks {d(a?,a®),d(a? a),d(a? a®),d(a? a*),d(a? a®),d(a? a®)}
= maks {1,2,2,2,2,2}
= 2.
d) Eksentrisitas dari titik a* pada graf koprima I';, adalah
e(a®) = maks {d(a3, v)|v eV(ls,) - {a3}}
= maks {d(a3,a®),d(a3, a),d(a3, a?),d(a3 a*),d(a3 a®),d(a3 a®)}
= maks {1,2,2,2,2,2}
= 2.
e) Eksentrisitas dari titik a* pada graf koprima I';, adalah
e(a*) = maks {d(a‘*, v)|v eV(le,) - {a“‘}}
= maks {d(a* a®),d(a* a),d(a* a?),d(a* a®),d(a* a®),d(a* a®)}
= maks {1,2,2,2,2,2}
= 2.
f)  Eksentrisitas dari titik a® pada graf koprima I';, adalah
e(a®) = maks {d(a’, v)|v € V(I;,) — {a°}}
= maks {d(a®,a®),d(a’ a),d(a® a?),d(a’ a3®),d(a® a*),d(a® a®)}
= maks {1,2,2,2,2,2}
= 2.
g) Eksentrisitas dari titik a® pada graf koprima I';, adalah
e(a®) = maks {d(aG, v)|v € V(FG7) - {a6}}
= maks{d(a®, a®),d(a® a),d(a® a?),d(a’ a®),d(a® a*),d(a® a®)}
= maks {1,2,2,2,2,2}

= 2.
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Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima I';, adalah sebagai berikut.

E(T;,) = Z e(v)?
UEV(FG7)

=e(a®)? + e(a)? + e(a?)? + e(a®)? + e(a*)? + e(a®)? + e(a®)?
=12 +224+22+22+22 422 +2°

=22 +224+22+22 422 +2°+2% -3

= 7(22) -3

=4(7) -3
3.2.4 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama pada Graf Koprima I,

Berdasarkan perhitungan beberapa indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari

graf koprima I, I, dan I, ditemukan pola dari indeks eksentrisitas Zagreb
pertama dari graf koprima Ig, untuk p > 3 sebagai berikut:

Tabel 3.5 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dari Graf Koprima I”Gp

3 G Tgq 9=4(3)-3
5 Gs Tge 17 = 4(5) — 3
7 | Gy Tg, 25 = 4(7) — 3
4 GP 1—‘Gp 4p -3

Selanjutnya dari eksentrisitas-eksentrisitas titik pada graf koprima

Is,, 6., I, diperoleh suatu lemma tentang eksentrisitas titik dari graf koprima

Ie, untuk suatu bilangan p dengan p > 3 sebagai berikut.

Lemma 3.2.1

Misalkan p adalah suatu bilangan prima dan p > 3. Eksentrisitas titik u € V(Is,)

pada graf koprima Ie, adalah
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e(u) = {1,untuku =q°
2,untuk u # a°

Bukti:
Jika u = a®, karena a® terhubung langsung dengan semua titik yang lain di graf
koprima I, maka d(a® v) =1 untuk setiap v € V(I‘Gp) — {a}. Sehingga
diperoleh eksentrisitas dari titik a® adalah
e(a®) = maks {d(ao, v)|v EV (FGp) — {ao}}
= maks {d(a®, a),d(a’ a?),---,d(a® aP~1)}
= maks {1,1,---,1}
=1
Jadi untuk u = a° diperoleh e(u) = 1.
Jika u # a°, karena |V (Fcp)| > 3 maka terdapat v € V (Fcp) dengan u # v #
a®. Perhatikan karena v # a® maka {u, v} ¢ E(T,) dan akibatnya d(u,v) > 1.
Pandang lintasan
u—v:(u,a’v)
yang mengakibatkan d(u,v) < 2. Oleh karena itu diperoleh d(u,v) = 2.
Selanjutnya,
e(u) = maks {d(u, v)lv eV (FGp) - {u}}
= maks {1,2}
= 2.
Selanjutnya, diberikan suatu teorema tentang indeks eksentrisitas Zagreb

pertama dari graf koprima Ie, untuk suatu prima p dan p > 3 sebagai berikut.



51

Teorema 3.2.1
Misalkan p adalah suatu bilangan prima dan p > 3. Maka indeks eksentrisitas
Zagreb pertama graf koprima dari grup G, adalah

Ey(Tg,) = 4p — 3.
Bukti:
Berdasarkan Lemma 3.2.1, diperoleh rumus indeks eksentrisitas Zagreb pertama
dari graf koprima Ig, adalah sebagai berikut:

E, (Fcp)= Z e(v)?

UEV(FGp)

=e(a®)? + z e(v)?

vev(Tg,)-{a%)

=124 (p—1)- 22

=1+(p—-1)-4
=1+4p—4
=4p —3

3.3 Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua dari Graf Koprima G, untuk p
Suatu Bilangan Prima

Indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Ie, dapat diperoleh

dengan menemukan nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari beberapa graf

koprima Ie, untuk suatu p bilangan prima dan p > 3.
3.3.1 Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua dari Graf Koprima Ig,
Eksentrisitas dari masing-masing titik a* € V(Ig,) untuk 0 < i < 2 adalah

e(a®) =1,e(a) =2, e(a?) = 2.
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Selanjutnya, diperoleh indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima I,

adalah sebagai berikut.

EZ(FG3) = Z e(we(v)

{u,v}eE(Tg,)

= (a%e(a) + e(a®e(a?)

=1-2+1-2
=2(2)
=2(3-1)
=2(3) -2

3.3.2 Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua dari Graf Koprima I,
Eksentrisitas dari masing-masing titik a* € V(Ig,) untuk 0 < i < 4 adalah

e(a®) =1,e(a) = 2,e(a?) =2,e(a®) =2, e(a*) = 2.
Selanjutnya, diperoleh indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima I’

adalah sebagai berikut.

EZ(FGS) = Z e(we(v)

{uv}€E(Tgy)
=e(ae(a) + e(a®)e(a?) + e(a®)e(a®) + e(a®)e(a*)

=1-2+1-2+4+1-2+1-2

=4(2)
=2(5-1)
=2(5) -2

3.3.3 Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua dari Graf Koprima Ig,

Eksentrisitas dari masing-masing titik a € V(Ig,) untuk 0 < i < 6 adalah
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e(a®) =1, e(a) =2, e(a®) =2, e(a®) =2, e(a*) =2, e(a®) =2,
e(a®) = 2.
Selanjutnya, diperoleh indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari I';, adalah sebagali

berikut.

E,(T;,) = Z e(we(v)

(uv}eE(Tg,)
= (a®e(a) + e(a®e(a?) + e(a®)e(a®) + e(a®)e(a*) + e(a®)e(a®)
+e(a®e(a®)

=1-2+1-2+1-24+1-2+1-2+1-2

= 6(2)
=2(7-1)
=2(7) -2

3.3.4 Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua dari Graf Koprima I,
Berdasarkan indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima I, I,
I';,, selanjutnya indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Ie, untuk

p = 3 membentuk pola yang disajikan dalam tabel berikut.

Tabel 3.6 Indeks Eksentrisitas Zagreb Kedua dari Graf Koprima I”Gp

p| Gp Lg, E;(Tg,)
3| Gy | Tas 4=23)—2
5| Gs | e 8=2(5) -2
71 G, | T, 13=2(7) -2
p| G | Tg 2p — 2

Dari indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada Iy,, I, dan Iy, diperoleh suatu

teorema sebagai berikut.
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Teorema 3.3.1
Misalkan p adalah suatu bilangan prima dan p > 3. Maka indeks eksentrisitas
Zagreb kedua graf koprima dari grup G, adalah
EZ(FGp) = 2p — 2.
Bukti:

Perhatikan bahwa himpunan sisi dari graf Ie, adalah

E(r;,) ={a®a}1<si<sp-1},
sehingga diperoleh
E, (FGp) = z e(we(v)
{u,v}eE(l"Gp)

p—1

= z e(a®e(a)
=(p@-DA-2)
=(p-1D2

=2p—2



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan, untuk sebarang bilangan prima p dengan p > 3
diperoleh beberapa kesimpulan berikut.

1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari graf koprima Ie, adalah
Ei(Tg,) = 4p — 3.

2. Indeks eksentrisitas Zagreb kedua dari graf koprima Ig, adalah

E,(Ts,) = 20— 2.

4.2 Saran

Pada penelitian ini, penulis meneliti tentang indeks eksentrisitas Zagreb
pertama dan kedua pada graf koprima dari grup perkalian matriks 2 x 2 upper
unitriangular atas ring bulangan bulat modulo prima. Penelitian selanjutnya
diharapkan dapat menemukan teorema tentang indeks eksentrisitas Zagreb pertama
dan kedua pada graf koprima dari grup lain atau pada graf lainnya dari grup

perkalian matriks 2 x 2 upper unitriangular atas ring bulangan bulat modulo prima.
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