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ABSTRAK 

 

Pratiwi, Irma Dwi. 2021. Grup Bebas dan Sifat-Sifatnya. Skripsi. Program Studi 

Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi. Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dewi Ismiarti, M.Si, 

(II) Muhammad Khudzaifah, M.Si. 

 

Kata Kunci: Grup, Grup bebas, Konstruksi grup bebas.  

 

Suatu grup   dapat dikatakan grup bebas apabila   dibangun oleh   

dengan beberapa relasi yang mungkin antara unsur-unsur di  , dimana   adalah 

suatu himpunan. Sehingga dapat dikatakan bahwa, grup bebas adalah grup yang 

dibangun oleh suatu himpunan bagian dari  . Hasil kali unsur-unsur di   dengan 

invers unsur-unsur di   dapat direduksi dengan menghapus semua sub hasil kali 

     dan      sampai tidak ada yang tersisa. Jadi grup bebas pada   memuat 

hasil kali unsur-unsur di   yang telah direduksi. Selanjutnya, tujuan dari 

penelitian ini adalah menunjukkan langkah-langkah konstruksi grup bebas dari 

suatu himpunan dan sifat-sifat grup bebas. 

Penelitian ini membahas mengenai konsep dasar pada grup bebas yang 

dilanjutkan dengan pembahasan tentang sifat-sifat grup bebas. Misalkan   grup 

dan    , alfabet        dan   adalah himpunan semua kata dari  . 

Diperoleh    yang merupakan himpunan semua kata tereduksi di  . Grup    

merupakan grup bebas dari  . Terdapat sifat-sifat homomorfisme grup bebas 

diantaranya, misalkan diberikan       . Untuk setiap pemetaan      , 

terdapat suatu homomorfisme       . Sedemikian sehingga      . 

Berlaku pula homomorfisme surjektif dimana Jika suatu grup   dibangun oleh 

suatu subhimpunan  , maka terdapat homomorfisme surjektif dari    ke  . 
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ABSTRACT 
 

Pratiwi, Irma Dwi. 2020. Free groups and its properties. Thesis. Department of 

Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik 

Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisors (I) Dewi Ismiarti, 

M.Si, (II) Muhammad Khudzaifah, M.Si. 

 

Keywords: Group, Free groups, Free groups constructions  

 

The free group on a set   is generated by   with as few relations as 

possible between the elements of  , with   is a set. Let say that free group is a 

group that generated by a set. Products of elements of   and inverses of elements 

of   can be reduced by deleting all      and      subproducts until none is left. 

The free group on   consist of formal reduced products, multiplied by 

concatenation and reduction. This research discussed about the steps of free group 

construction and the properties of free group. 

This research discussed about the basic concept of free groups. Let   be a 

group and    , alphabet        and   is the set of all words in  . There 

is    the set of all reduced word in  . Group    is a free group of  . 

Furthermore, some properties of Free groups. There homomorphism properties of 

Free groups, first Let        be the canonical injection. For every mapping 
    , there is a homomorphism       . Such that      . Also hold a 

surjective homomorphism, if the group   generated by a subset  , then there is a 

surjective homomorphism of    onto  . 
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 الملخّص

. اىبحث اىعيَٜ. قسٌ اىسٝاضٞت. ميٞت اىعيً٘ ٗ اىفسقت اىحسّٝتّ ٗ أٗصافٔ. 0202فساحٞ٘ٛ, إزٍا, دٗٛ. 

اىخنْ٘ى٘جٞا. جاٍعت ٍ٘لاّا ٍاىل إبسإٌٞ الاسلاٍٞت اىحنٍ٘ٞت ٍالاّج. اىَشسفت : دٝ٘ٛ إسَازحٜ اىَاجٞسخٞس ٗ 

د حرٝفت اىَاجسخٞس. َّ  ٍح

 اىنيْاث اىَسشدة : اىفسقت, اىفسقت اىحسّٝتّ , بْاء اىفسقت اىحسّٝتّ , اىَبْٜ , أٗصاف اىفسقت اىحسّٝتّ

, إذ  Xباىعلاقاث ٗ الاحصالاث اىََنْت بِٞ اىعْاصس فٜ  Xٍبْٞتّ ٍِ  G حقاه فسقت حسّٝتّ إذا ماُ Gاىفسقت 

ُّ اىفسقت اىحسّٝتّ ٕٜ حبْٚ عيٚ اىَجَ٘عاث اىَقسٍ٘ت ٍِ  Xماُ  ْٕاك اىفسقت .  Gٕ٘ اىجَع. حخّٚ حقاه أ

حعدد اىصفّ, حخّٚ اىصفّ اىفازغ  Yاىحسّٝتّ اىخٜ ىٖا عْاصس عيٚ شنو ميَت اىخغٞٞس أٗ اىخْقٞص. اىنيَت فٜ 

  ميَت .  Xٗ عنسٞت اىعْاصس فٜ  Xاىَقدٍّت ىخْٞجت حضغٞف اىعْاصس فٜ  Yٍِ اىعْاصس فٜ 

(          )        ٍْق٘صت إذا ماُ    
 n>i≧1ىجَٞع    

اىفسقت اىحسّٝتّ اىخٜ حبدأ باىبْاء ٍِ اىفسقت اىحسّٝتّ بعدٓ عِ أٗصاف اىفسقت ٗ ٕرا اىبحث عِ فنسة أساسٞت فٜ 

, فإذاُ  Xٕٜ اىنيَت اىَْق٘صت فٜ  (          )  اىحسّٝتّ. ْٕاك أٗصاف اىفسقت اىحسّٝتّ ٍْٖا إذا 

   (  )   (  ) نوّ ى .      ٗ اىصفت الأخسٙ ٍْٖا حعْٜ عيٚ اىَثاه اىَقدًّ  .(  )    

ٜ باسٌ " ٍٍٕ٘٘٘زفٞسَٜ "     اىخب٘ٝب :  َّ ىرىل فإذاُ ماُ   .      , ْٕاك ٍا س

فْٖاك  xٍِ جزء اىجَع  Gٝدٗز فٞٔ ٍٍٕ٘٘٘زفٞسَٜ اىَخساٗٝت حٞث إُ بْٞج فسقت  .     

 . Gإىٚ   ٍٍٕ٘٘٘زفٞسَٜ اىَخساٗٝت ٍِ 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 Aljabar merupakan cabang ilmu matematika yang mempelajari struktur, 

hubungan dan kuantitas. Pengkajiannya sangat bermanfaat dalam pengembangan 

dan pemahaman konsep matematika sebagai dasar ilmu sains. Aljabar dibagi 

menjadi aljabar abstrak, aljabar elementer, aljabar linier dan sebagainya. Aljabar 

abstrak merupakan salah satu bidang matematika yang mempelajari struktur 

aljabar, seperti grup, gelanggang, ruang vektor dan modul. Pada awal abad ke-20, 

istilah aljabar abstrak diciptakan dengan tujuan membedakannya dengan istilah 

aljabar, yaitu studi manipulasi rumus dan ekspresi aljabar yang melibatkan 

bilangan riil atau kompleks yang lebih sering disebut dengan aljabar elementer.  

Ilmu aljabar abstrak yang berkembang dengan pesat karena penerapan 

karakteristik dari bentuk-bentuk struktur aljabar tersebut banyak bermanfaat 

dalam pengembangan metode penyelesaian masalah yang bersifat abstrak dan 

sulit direpresentasikan melalui operasi biasa (Patma, 2013:1). Salah satu kajian 

ilmu aljabar abstrak adalah membahas mengenai grup. Grup adalah suatu 

himpunan yang disertai dengan suatu operasi yang berlaku di dalamnya. Grup 

memenuhi sifat-sifat yakni misalkan   grup,   tertutup terhadap operasai pada  , 

operasi pada   asosiatif, terdapat unsur identitas untuk setiap unsur yang ada di G, 

serta untuk setiap unsur di G mempunyai invers terhadap operasinya. 

Grup dibagi menjadi berbagai macam, diantaranya grup hingga, grup siklik, 

grup abelian, dan lain sebagainya. Masing-masing istilah grup tersebut memiliki 
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definisi dan sifat-sifat yang berbeda. Salah satunya adalah grup siklik. suatu grup 

  dikatakan grup siklik apabila terdapat unsur     sedemikian sehingga setiap 

unsur di   dapat dinyatakan sebagai perpangkatan dari  . Atau dapat dikatakan 

bahwa grup siklik adalah grup yang memiliki pembangun berupa suatu unsur 

yang termuat di dalam grup tersebut. 

Suatu grup   dapat dikatakan grup bebas apabila   dibangun oleh   dengan 

beberapa relasi yang mungkin antara unsur-unsur di  , dimana   adalah suatu 

himpunan. Sehingga dapat dikatakan bahwa grup bebas adalah grup yang 

dibangun oleh suatu himpunan bagian dari  . Pembahasan lebih jauh mengenai 

grup bebas ditulis oleh Pierre Antonie Grillet pada bukunya yang berjudul 

Abstract Algebra Second edition. Setelah membaca dan mencoba untuk 

memahami materi dari grup bebas membuat penulis tertarik untuk mengkaji ulang 

pembahasan tentang grup bebas tersebut dengan melengkapi beberapa pembuktian 

teorema yang berkaitan dengan grup bebas serta mengkaji sifat-sifatnya.  

Konsep grup bebas dapat ditemukan dalam QS. Al-Ahzab ayat 59: 

لِكَ أدَْنَََٰ أَنْ  ۚ  جَلََبيِبِهِنَّ  ياَ أيَ ُّهَا النَّبُِّ قُلْ لَِِزْوَاجِكَ وَبَ نَاتِكَ وَنِسَاءِ الْمُؤْمِنِيَن يدُْنِيَن عَلَيْهِنَّ مِنْ  ذََٰ

وكََانَ اللَّهُ غَفُوراً رَحِيمًا ۚ  يُ عْرَفْنَ فَلََ يُ ؤْذَيْنَ   

Artinya: Wahai Nabi! Katakanlah kepada istri-istrimu, anak-anak perempuanmu 

dan istri-istri orang mukmin, “Hendaklah mereka menutup jilbabnya keseluruh 

tubuh mereka. “yang demikian itu agar mereka lebih mudah untuk dikenali, 

sehingga mereka tidak diganggu. Dan Allah Maha Pengampun, Maha 

Penyayang.” 

Misalkan suatu grup yang memuat seluruh umat islam di muka bumi. 

Selanjutnya terdapat seluruh kaum perempuan beragama islam yang merupakan 

sub himpunan dari grup. Seluruh kaum perempuan tersebut diwajibkan untuk 
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menutup aurat. Dalam himpunan seluruh kaum perempuan tersebut, terdapat umat 

yang tidak mengikuti perintah yaitu menutup aurat, dan sebaliknya terdapat umat 

perempuan yang menutup auratnya. Hal ini dapat dikorelasikan dengan konsep 

grup bebas, dimana grup bebas adalah grup yang dibangun oleh suatu himpunan. 

Dalam hal ini umat perempuan dikenakan operasi yaitu suatu perintah untuk 

menutup auratnya. Dapat dikatakan grup kaum perempuan yang menutup aurat 

dibangun oleh himpunan seluruh kaum perempuan yang beragama islam. 

Allah Ta‟ala berfirman memerintahkan Rasul-Nya untuk memerintahkan 

wanita khususnya istri-istri dan anak-anak perempuan beliau karena kemuliaan 

mereka untuk mengulurkan jilbab mereka, agar mereka berbeda dengan ciri-ciri 

wanita jahiliyah dan ciri-ciri wanita budak. Jilbab adalah ar-rida’ (kain penutup) 

di atas kerudung. Itulah yang dikatakan oleh Ibnu Mas‟ud, „Ubaidah, Qatadah, al-

Hasan al-Bashri, Sa‟id bin Jubair, Ibrahim an-Nakha‟I, Atha‟ al-Khurasani dan 

selain mereka. “Jilbab adalah pakaian yang menutupi seluruh tubuh” (Abdullah, 

2004:535).  

1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang tersebut, masalah yang akan dikaji dirumuskan 

sebagai berikut. 

1. Bagaimana konstruksi grup bebas dari suatu himpunan? 

2. Bagaimana sifat-sifat homomorfisme dari grup bebas? 

1.3 Tujuan Penelitian 

 Berdasarkan rumusan masalah sebelumnya, diperoleh tujuan sebagai berikut. 

1. Menjelaskan konstruksi grup bebas dari suatu himpunan 

2. Menjelaskan sifat-sifat homomorfisme dari grup bebas. 
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1.4 Manfaat Penelitian  

  Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui konstruksi grup bebas pada suatu 

himpunan serta sifat-sifat dari grup bebas. Secara praktik penelitian ini diharapkan 

mampu memberikan manfaat diantaranya: 

1. Bagi lembaga, hasil penelitian berupa proposal ini akan menambah 

kepustakaan dan wawasan untuk bidang matematika khususnya aljabar 

abstrak. 

2. Bagi pihak lain, hasil penelitian ini dapat dijadikan sumber informasi untuk 

menambah pengetahuan di bidang matematika khususnya mengenai grup 

bebas dalam aljabar. 

3. Bagi peneliti, sebagai tambahan materi dalam melakukan penelitian 

penyusunan karya ilmiah dalam bentuk penelitian, serta media untuk 

mengaplikasikan ilmu matematikan yang telah diterimanya. 

4. Bagi pembaca, sebagai bahan pembelajaran dan pengetahuan mengenai grup 

bebas sebagai titik awal pembahasan yang dapat dilanjutkan atau lebih 

dikembangkan. 

1.5  Metode Penelitian 

Penelitian ini menggunakan pendekatan deskriptif kualitatif dan jenis 

penelitian yang digunakan adalah kepustakaan  (library research). Literatur-

literatur yang digunakan untuk bahan  rujukan berupa buku referensi, jurnal 

ilmiah yang dipublikasikan dan artikel yang berkaitan dengan pembahasan. Kajian 

buku grup dan jurnal terkait penelitian difokuskan pada Grup Bebas. 

Penelitian ini mengkonstruksi dan membuktikan beberapa teorema yang 

berlaku pada Grup bebas serta sifat-sifat grup bebas dalam buku Abstract Algebra 
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Second Edition oleh Pierre Antonie Grillet. Berikut langkah-langkah yang akan 

dilakukan dalam penelitian ini: 

1. Diberikan suatu grup   dengan operasi yang disebut perkalian dan    . 

2. Membentuk suatu subgrup dari   yang terdiri dari semua hasil kali unsur-

unsur di   atau invers unsur-unsur di  . Subgrup tersebut disebut subgrup 

yang dibangun oleh   dan dilambangkan dengan 〈 〉. 

3. Membentuk alfabet       , dengan    yang saling lepas dengan   dan 

beranggotakan invers unsur-unsur di  . 

4. Membentuk himpunan   yang beranggotakan semua kata pada alfabet  .  

5. Menjelaskan istilah-istilah yang akan digunakan yaitu: 

a. Kata pada alfabet   adalah suatu barisan hingga (          ) dengan 

            
    . 

b. Misalkan   (          ) adalah suatu kata di  . Suatu kata 

dikatakan tereduksi jika        
 , untuk semua      .  

c. Reduksi adalah menghapus himpunan barisan yang berbentuk (     
 ) 

sampai menghasilkan kata tereduksi. 

6. Menjelaskan serta membuktikan beberapa Lemma yang berkaitan dengan 

reduksi yang berguna untuk langkah selanjutnya. 

7. Membuktikan    yang berisi himpunan semua kata tereduksi di   adalah 

grup. 

8. Membentuk grup bebas dari  , yaitu    yang merupakan grup terhadap 

operasi 

       (  )  

9. Menunjukkan dan membuktikan sifat-sifat homomorfisme dari grup bebas. 
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1.6 Sistematika Penulisan 

 Adapun sistematika penulisan dalam penelitian adalah sebagai berikut: 

Bab I   PENDAHULUAN 

Pendahuluan berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

Bab II   KAJIAN PUSTAKA  

Kajian pustaka menjelaskan teori yang dikasi memuat himpunan, 

relasi, grup, subgrup, pemetaan injektif, pemetaan surjektif, 

pemetaan bijektif dan homomorfisma grup. 

Bab III  PEMBAHASAN 

Pembahasan berisi penjelasan definisi grup bebas dan konstruksi 

grup bebas serta beberapa lemma yang berkaitan dengan grup 

bebas pada himpunan. 

Bab IV  PENUTUP 

Penutup ini berisi kesimpulan dari hasil dan pembahasan yang 

telah dilakukan pada seluruh kajian beberapa saran yang berkaitan 

dengan hasil penelitian. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Himpunan  

Istilah himpunan seringkali dijumpai ketika mempelajari aljabar abstrak. Hal 

ini dikarenakan himpunan merupakan dasar dari berbagai pembahasan mengenai 

struktur aljabar. Berikut adalah definisi himpunan. 

Definisi 2.1.1 Himpunan atau set adalah kumpulan dari objek-objek yang 

didefinisikan dengan jelas. Objek-objek yang menyusun himpunan disebut 

sebagai anggota atau elemen atau unsur dari himpunan. 

Himpunan  dinotasikan dengan huruf kapital seperti         sedangkan 

anggota himpunan dinotasikan dengan huruf kecil         pernyataan “  adalah 

anggota dari himpunan  ” ditulis    , sedangkan pernyataan “  bukan anggota 

himpunan  ” ditulis     (Silaban, 1995:1). 

Misalkan   dan   himpunan. Maka   merupakan himpunan bagian dari   

jika dan hanya jika setiap unsur dari   adalah unsur dari  . Keduanya dinotasikan 

    atau     yang artinya   himpunan bagian dari  . Notasi     dibaca 

“A himpunan bagian dari B” atau “A termuat di B”.  Selain itu,     dibaca “B 

memuat A”. Simbol   digunakan untuk unsur, sedangkan simbol   digunalan 

untuk himpunan bagian. 

Contoh 2.1.1  Penulisan   *       + atau * +  *       + keduanya benar, 

sedangkan   *       + dan * +  *       + keduanya adalah cara yang salah 

dalam menuliskan notasi.  
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Definisi 2.1.1 Misalkan   dan   adalah himpunan, jika setiap unsur-unsur di   

juga merupakan unsur-unsur di   dan setiap unsur-unsur   juga merupakan 

unsur-unsur di   maka   sama dengan   dan dilambangkan dengan    . 

Misalkan   dan   himpunan,   sub himpunan improper dari   jika dan hanya 

jika     dan     (Gilbert, 2009:2) . 

Contoh 2.1.2 Misalkan   *       + dan   *       +, diperoleh     dan 

   , dan   disebut sub himpunan improper dari   atau   sub himpunan 

improper dari  . 

Definisi 2.1.2 Jika   dan   adalah himpunan, maka   sub himpunan proper dari 

  jika dan hanya jika     dan     (Gilbert, 2009:3). 

Contoh 2.1.3 Misalkan   *     + dan   *         +, diperoleh     dan   

sub himpunan proper dari   karena     dan    .  

Definisi 2.1.3 Himpunan kosong adalah himpunan yang tidak memiliki unsur, dan 

dilambangkan dengan * +. Dua himpunan   dan   dikatakan saling lepas atau 

disjoin jika dan hanya jika     * + (Gilbert, 2009:4}. 

Contoh 2.1.4 Himpunan *    + dan *     + disjoin karena *    +  *     +  

* +. 

2.2 Relasi dan Pemetaan 

2.2.1 Relasi 

Definisi 2.2.1.1  Relasi di himpunan tak kosong A adalah himpunan tak kosong 

R dari pasangan terurut (x,y) dari unsur x dan y dari A. 

Relasi R adalah sub himpunan dari    . Jika pasangan (   ) di R, ditulis     

dan dikatakan bahwa   memiliki relasi   ke  . Jika (   )   , ditulis    .  
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Relasi   dikatakan relasi ekuivalen jika beberapa kondisi di bawah ini terpenuhi 

untuk sebarang       di  : 

1.         Reflektif 

2. Jika    , maka    .   Simetris 

3. Jika     dan    , maka      Transitif 

(Gilbert, 2009:57). 

2.2.2 Pemetaan 

Definisi 2.2.2.1 Misalkan   dan   adalah himpunan tak kosong. Suatu sub 

himpunan dari     adalah pemetaan   dari   ke   jika dan hanya jika 

untuk setiap     ada unsur yang tunggal (satu dan hanya satu)     

sedemikian sehingga (   )   . Jika   adalah pemetaan dari   ke   dan 

pasangan (   ) ada di dalam  , ditulis    ( ) dan disebut sebagai peta 

dari   oleh   (Irawan, 2014:21). 

Contoh 2.2.2.1  Misalkan   *        + dan   *        + 

Himpunan   *(   ) (    ) (   ) (   )+ adalah pemetaan dari   ke  , 

karena untuk setiap     ada unsur tunggal     sedemikian sehingga 

(   )   . Secara efisien, pemetaan ini dapat dijelaskan melalui aturan yang 

diberikan bagi peta atas  , yaitu  ( )    , untuk setiap    .  

2.3 Pemetaan Surjektif 

Definisi 2.3.1 Misalkan   dan   adalah himpunan, dan   adalah pemetaan dari 

  ke  . Pemetaan   disebut pemetaan surjektif jika  ( )   . Jadi,       

disebut pemetaan surjektif, jika untuk masing-masing     terdapat     

sehingga  ( )   .  
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Pemetaan surjektif sering disebut juga dengan  pemetaan pada atau pemetaan 

onto. Jika   pemetaan surjektif, maka   disebut surjeksi (Bartle, 2008:18) 

Contoh 2.3.1 

 

 

 

 

 

2.4 Pemetaan Injektif 

Definisi 2.4.1 Misalkan   adalah pemetaan dari   ke  .   disebut pemetaan 

Injektif jika      , dengan  ( )   ( ), maka    . Selain itu, dapat juga 

dinyatakan   pemetaan injektif jika       dengan    , maka  ( )   ( ). 

Pemetaan injektif sering juga disebut sebagai pemetaan satu-satu. Jika   

pemetaan injektif, maka   disebut injeksi (Bartle, 2000:20). 

Contoh 2.4.1 

 

 

 

 

 

2.5 Pemetaan Bijektif 

Definisi 2.5.1 Suatu pemetaan yang sekaligus injektif dan surjektif disebut 

pemetaan bijektif. Jika   pemetaan bijektif, maka   disebut bijeksi (Bartle , 

2000:22).  

a 

b  

c 

1 

2 

 

𝑓 

𝐵 𝐴 

a 

b  

 

1 

2 

 

𝑓 

𝐵 𝐴 

Gambar 2.1 Pemetaan Surjektif Gambar 2.1 Pemetaan Surjektif 

Gambar 2.2 Pemetaan Injektif 
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Contoh 2.5.1 

 

 

 

 

 

2.6 Grup 

Sebelum dijelaskan mengenai definisi grup terlebih dahulu akan dijelaskan 

mengenai operasi biner.  

Definisi 2.6.1.1 Operasi biner pada himpunan   adalah suatu operasi   yang 

merupakan pemetaan dari     ke  . 

Dengan kata lain operasi   pada anggota himpunan   adalah operasi biner, jika 

untuk setiap dua anggota     di   maka (   ) juga di   (Grillet, 2000:1). 

Operasi biner penjumlahan modulo   dan perkalian modulo   pada 

himpunanan *, - , - , -   ,   -+, dinotasikan dengan   . Dalam beberapa 

kondisi, unsur-unsur dari    akan dikombinasikan dengan penjumlahan modulo   

dan perkalian modulo  . Penggunaan penjumlahan saja atau perkalian dan 

penjumlahan akan terlihat jelas berdasarkan konteksnya. Sebagai contoh, ketika 

mengalikan matriks dengan entri-entri dari   , akan diperlukan penjumlahan 

modulo   dan perkalian modulo   (Gilbert, 2009:42). 

Contoh 2.6.1.1 Operasi   pada himpunan bilangan bulat   merupakan operasi 

biner, sebab operasi   dapat dinyatakan sebagai suatu pemetaan dari (   )  

 , yaitu untuk setiap (   ) di (   ) maka (   ) juga di  . Jumlah dari dua 

bilangan bulat adalah bilangan bulat pula (Sukiman, 2014:60). 

a 

b  

c 

 

1 

2 

3 

 

𝑓 

𝐵 𝐴 

Gambar 2.3 Pemetaan Bijektif 
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Definisi 2.6.2 Himpunan tak kosong G dikatakan grup bersama operasi * yang 

dinotasikan dengan (   ) jika memenuhi aksioma berikut: 

1. Untuk setiap        berlaku        (tertutup). 

2. Untuk setiap        berlaku   (   )  (   )    (hukum asosiatif).   

3. Terdapat unsur     sedemikan sehingga           untuk semua 

    (terdapat elemen identitas di G). 

4. Untuk semua     terdapat unsur       sedemikan sehingga       

        (terdapat invers di G). 

(Dummit, 2004). 

Definisi 2.6.3 Jika G adalah grup dan    , dapat dituliskan 〈 〉  *      +, 

〈 〉 disebut subgrup siklik dari G yang dibangun oleh  . Suatu grup   disebut 

grup siklik jika terdapat     sedemikian sehingga   〈 〉. Dalam hal ini   

disebut sebagai generator atau pembangun dari   (Dummit, 2004). 

Contoh 2.6.2  Himpunan bilangan bulat   adalah grup terhadap operasi 

penjumlahan tetapi bukan grup terhadap operasi perkalian (himpunan   tidak 

memiliki invers untuk unsur selain  1).  Demikian pula, himpunan   *    + 

adalah grup terhadap operasi perkalian tetapi bukan grup terhadap operasi 

penjumlahan (Gilbert, 2009:138). 

Definisi 2.6.3 Grup (   ) disebut abelian (grup komutatif) jika         

untuk semua       (Dummit, 2004:13-14). 

Contoh 2.6.3  Berikut beberapa contoh grup abelian: 

a. Himpunan bilangan kompleks   merupakan grup abelian terhadap operasi 

penjumlahan. 
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b.  Himpunan semua bilangan rasional tak nol   * +   adalah grup abelian   

terhadap operasi perkalian.  

c. Himpunan bilangan Riil positif    adalah grup abelian terhadap operasi 

perkalian, tetapi bukan grup abelian terhadap operasi penjumlahan (karena 

tidak memiliki unsur identitas pada penjumlahan dan invers pada 

penjumlahan). 

2.6.1 Grup Dihedral 

Grup dihedral  adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n 

beraturan, dinotasikan dengan    , untuk setiap     dan     . Suatu 

simetri adalah sebarang gerakan segi-n yang didapatkan dari pengambilan 

salinan segi-n, kemudian dipindahkan dalam sebarang model dalam ruang 3 

sampai kembali ke posisi semula. Dideskripsikan simetri, yang pertama yaitu 

memberi label pada masing-masing n sudut. Contohnya pada gambar berikut. 

 

 

 

Kemudian simetri   dapat dikorespondensikan dengan permutasi   pada 

*         +. Misalkan simetri   adalah rotasi 
  

 
 radian searah jarum jam, 

maka   permutasi yang mengantarkan titik   ke            , dan 

 ( )    (Dummit, 2004:23-24). 

Andaikan     adalah grup dengan perkalian    sebagai simetri yang 

diperoleh dari   kemudian   melalui n-poligon. Jika     merupakan salinan 

Gambar 2.4 Pelabelan Sudut 
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masing-masing sudut dari permutasi    , maka    salinan dari    . Operasi 

biner pada     adalah asosiatif karena komposisi fungsi adalah asosiatif. 

Identitas dari     adalah identitas simetri (fungsi yang menyebabkan semua 

sisinya tetap), dinotasikan dengan 1. Invers dari       adalah simetri yang 

membalikkan semua gerakan dari   (jadi jika   merupakan salinan dari 

permutasi   pada suatu titik,     salinan dari    ) (Dummit, 2004:24). 

Grup dihedral-2n adalah grup yang unsur-unsurnya adalah simetri-simetri 

dari segi-n beraturan (n-poligon). Simetri suatu poligon adalah rotasi dan 

refleksi. Jika pada grup simetri anggotanya mewakili rotasi dan refleksi, 

sedangkan anggota grup permutasi mewakili permutasi dari rotasi dan refleksi. 

Komposisi dari rotasi dan refleksi ini menghasilkan suatu refleksi. Penulisan 

grup dihedral adalah     *     
                         + dimana   

menyatakan rotasi dan   menyatakan refleksi. 

Contoh 2.6.2.2 Jika    , digambarkan suatu persegi pada bidang    . 

Garis-garis simetrinya adalah garis     (sumbu   ),     (sumbu   ), 

   , dan     . Sehingga     dengan     dapat dinyatakan dalam 

bentuk     *   
                            +. 

2.6.2 Sifat-Sifat Grup 

Teorema 2.6.3.1 Unsur identitas dalam suatu grup adalah tunggal. 

(Raisinghania, 1980:76) 

Bukti. Misalkan (    ) adalah grup, dan misalkan   dan   adalah unsur 

identitas di  . Maka berlaku : 

i.            (  sebagai identitas) 

ii.            (  sebagai identitas)  
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Karena     adalah unsur tunggal pada   maka dari (i) dan (ii) berakibat  

   .  Ini berarti bahwa unsur identitas adalah tunggal. 

Teorema 2.6.3.2 Setiap unsur dari suatu grup memiliki invers yang tunggal. 

(Raisinghania, 1980:75). 

Bukti. Misalkan (   ) adalah grup, dan misalkan invers dari     yaitu    

dan   . Misalkan    adalah unsur identitas di  , maka berlaku: 

        

    (    ) 

 (    )     

      

    

Jadi,       

Ini berarti bahwa setiap unsur di   memiliki invers yang tunggal di  . 

Teorema 2.6.3.3 Invers dari invers dari suatu unsur grup adalah unsur itu 

sendiri. Misalkan (   ) grup dan    , maka (   )    . (Raisinghania, 

1980:75) 

Bukti. Ambil     maka       dan berlaku               

        

(     )  (   )     (   )   

  (    (   )  )  (   )   

    (   )   

  (   )   

Teorema 2.6.3.4 Dalil kanselasi berlaku pada suatu grup. (Raisinghania, 

1980: 76) 
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Bukti. Akan ditunjukkan bahwa pada grup berlaku dalil kanselasi kiri 

maupun kanselasi kanan.  

Misalkan (   ) adalah grup dan untuk setiap       akan ditunjukkan 

berlaku: 

i. Jika         maka      (kanselasi kanan) 

ii. Jika         maka     (kanselasi kiri) 

 Misalkan     maka        (  punya invers yaitu     di  ) 

i.  

        

(   )      (   )      

  (     )    (     ) 

    

ii.  

        

    (   )      (   ) 

(     )    (     )    

    

Jadi, dalil kanselasi berlaku pada sebarang grup. 

Teorema 2.6.3.5 Jika     dua unsur dari suatu grup (   ), maka persamaan 

      dan       mempunyai selesaian tunggal di  . (Raisinghania, 

1980:77) 

Bukti. 

Pertama akan ditunjukkan bahwa       mempunyai selesaian di  . 

      maka ada       dan         
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Selanjutnya,  

      

    (   )        

(     )          

          

        

Persamaan tersebut disubtitusikan ke persamaan       

      

  (     )    

(     )      

      

    

Jadi,       punya selesaian di  , yaitu        . Perhatikan bahwa 

      adalah hasil pemetaan dari operasi biner  , oleh karena itu       

tunggal. 

Kedua, akan ditunjukkan bahwa       mempunyai selesaian di  .       

maka ada             dan        .  

      

    (   )        

  (     )        

          

        

Persamaan tersebut disubtitusikan ke persamaan      . 
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(     )      

  (     )    

      

    

Jadi,       punya selesaian di  , yaitu        . Jadi,       punya 

selesaian di  , yaitu        . Perhatikan bahwa       adalah hasil 

pemetaan dari operasi biner  , oleh karena itu       tunggal. 

2.7 Subgrup  

Subgrup dari grup   adalah sub himpunan dari   yang mewarisi sifat dari 

struktur grup  . Berikut adalah definisi dari subgrup. 

Definisi 2.7.1  Misalkan G adalah grup, dan   subhimpunan dari  . Suatu 

subhimpunan   dikatakan subgroup dari   jika   adalah grup terhadap operasi 

yang sama dengan  . Dinotasikan     atau     apabila   subgrup dari  , 

dan     atau     yang artinya     tetapi     (Fraleigh, 1999:49). 

Teorema 2.7.1 Suatu sub himpunan   dari grup   dengan operasi biner    , 

adalah subgrup dari   jika dan hanya jika, 

1. Unsur identitas   di G ada di  , 

2.   tertutup terhadap operasi di  , 

3. Untuk setiap     maka      . 

Bukti.  

( ) 

1. Karena   subgrup dari G, maka   adalah grup, sehingga memuat unsur 

identitas   , akan ditunjukkan     . 
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Sehingga, 

           

Dengan kanselasi kanan diperoleh, 

     

Jadi terdapat     

2. Karena   subgrup dari  , maka   adalah grup, sehingga   tertutup 

terhadap operasi   di   

3. Ambil    , karena   grup maka   memiliki invers     di  . 

( ) 

Syarat 1 sampai 3 merupakan syarat agar suatu himpunan adalah grup. Satu 

syarat lainnya yang harus dipenuhi adalah operasi   bersifat asosiatif. Untuk 

setiap        , berlaku 

(   )      (   ) 

Karena      maka         juga berlaku 

(   )      (   ) 

Sehingga operasi * di   bersifat asosiatif. Jadi   adalah grup. Karena     

maka   subgrup dari   (Fraleigh, 1999:49-50).  
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Contoh 2.4 Berikut adalah contoh subgrup: 

a.     dan     dengan operasi penjumlahan 

b. Setiap grup   memiliki dua subgrup:     dan   * +; disebut subgrup 

trivial dan dinotasikan dengan e. 

c. Himpunan bilangan bulat genap adalah subgrup dari grup semua bilangan 

bulat terhadap operasi penjumlahan.  

2.8 Homomorfisme Grup 

Definisi 2.8  Suatu homomorfisme   dari suatu grup   ke grup  ̅ adalah 

pemetaan dari   ke   ̅ yang mengawetkan operasi grup. Hal tersebut 

menunjukkan bahwa  (  )   ( ) ( )   untuk setiap       (Galian, 2010: 

208). 

Misalkan (   ) dan (     ) merupakan grup dan   merupakan pemetaan 

yang memetakan   ke   . Maka   disebut sebagai sebuah homomorfisme dari   

ke    jika untuk setiap      , artinya 

 (   )  ( ( ))  ( ( )) 

(Galian, 2010: 200).  

Teorema 2.8 Misalkan        suatu homomorfisme grup, maka: 

1.  ( )    , dengan   dan    berturut-turut menyatakan unsur identitas 

dari grup   dan   . 

2.  (   )  ( ( ))    untuk setiap    . 

Bukti. 

1. Ambil e sebagai identitas dari   dan    identitas dari   , dan ambil    . 

      

 (   )   ( ) 
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 ( )   ( )   ( ) 

 ( )     

Jadi  ( )    , dengan   dan    berturut-turut menyatakan unsur identitas 

dari grup   dan   .  

2. Untuk setiap      berlaku              , diperoleh 

        

 (     )   ( ) 

 ( )   (   )     

 (   )  ( ( ))   

Jadi  (   )  ( ( ))    untuk setiap    .  

2.9 Kajian Keagamaan 

 Wanita adalah seorang makhluk yang diistimewakan oleh Allah SWT. 

Terbukti dari perhatian lebih yang dikhususkan Allah kepada kaum hawa tersebut 

yakni diberikanlah aturan tentang bagaimana caranya seorang wanita menjadi 

pribadi terhormat baik di hadapan Allah maupun di hadapan manusia, salah 

satunya dengan cara menutup aurat. Allah telah menjelaskan secara ekspilisit di 

dalam Al-Qur‟an bagaimana tatacara dan batasan-batasan aurat seorang wanita 

(Toyyib, 2018:72) 

Pada suatu riwayat dikemukakan bahwa Siti Saudah (istri Rasulullah) keluar 

rumah untuk sesuatu keperluan setelah diturunkan ayat hijab. Ia adalah seorang 

yang badannya tinggi besar sehingga mudah dikenali orang. Pada waktu Umar 

melihatnya, dan ia berkata: “Hai Saudah. Demi Allah, bagaimana pun kami akan 

dapat mengenalmu karenanya cobalah piker mengapa engkau keluar?” Dengan 
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tergesa-gesa ia pulang dan saat itu Rasulullah berada di rumah Aisyah sedang 

memegang tulang sewaktu makan. Ketika masuk ia berkata:”Ya Rasulullah, aku 

keluar untuk sesuatu keperluan, dan Umar menegurku (karena ia masih 

me”genalku)”. Karena peristiwa itu turun ayat ini (Surat al Ahzab: 59) kepada 

Rasulullah SAW. Disaat tulang itu masih ditangannya. Maka bersabdalah 

Rasulullah: Sesungguhnya Allah telah mengizinkan kau keluar rumah untuk suatu 

keperluan” (Shaleh, 2007:443). 

Dalam peristiwa itu tampak dengan jelas bahwa ayat ini turun bukan khusus 

berkenaan dengan konteks menutup aurat perempuan, tetapi lebih dari itu, yakni 

agar mereka tidak diganggu oleh pria-pria usil. Dengan demikian kita dapat 

berkata dimanapun di dunia ini, baik dulu maupun sekarang bila dijumpai kasus 

yang sama kriterianya dengan peristiwa melatarbelakangi turunnya ayat itu, maka 

hukumnya syara‟ didasarkan pada „Illat (penyababnya) “ada” atau “tidak ada” 

“illat tersebut. Jika ada, maka ada pula hukumnya. Sebaiknya jika tidak ada „illat 

maka tidak ada hukumnya. Berdasarkan kaidah itu maka dapat ditarik kesimpulan 

bahwa berjilbab itu hukumnya wajib (Baidan, 1999:20). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Dalam bab ini akan dibahas mengenai definisi dan konstruksi grup bebas 

dari suatu himpunan. Pembahasan dimulai dengan membahas grup yang dibangun 

oleh himpunan.  

Grup bebas merupakan grup yang memliki pembangun berupa suatu 

himpunan. Dari unsur-unsur di grup dapat dibentuk hasil kali. Satu unsur dapat 

disebut sebagai hasil kali tunggal dan hasil kali kosong, didefinisikan sebagai 

identitas 1 karena perkalian sebarang unsur dengan hasil kali kosong, tidak 

mengubah hasil kali.  

Definisi 3.1 Misalkan   adalah grup dengan operasi perkalian. Misalkan     

disebut hasil kali kosong jika          . 

Berikut contoh hasil kali kosong pada grup terhadap operasi penjumlahan. 

Contoh 3.1 Diberikan grup    *, - , - , - , - , - , -+ dengan operasi 

penjumlahan. Hasil kali kosong dari grup tersebut ialah , - karena 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

Tidak ada hasil kali kosong selain , -, karena tidak ada       yang memenuhi  

           selain   , -. 
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Selanjutnya, berikut contoh hasil kali kosong pada grup terhadap operasi 

perkalian. 

Contoh 3.2 Misalkan    *, - , - , - , - , - , -+     adalah grup dengan 

operasi perkalian. Hasil kali kosong pada   adalah , - karena 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

, -  , -  , - 

Tidak ada hasil kali kosong selain , - di   karena tidak ada     yang 

memenuhi  

          selain   , -. 

Berikut contoh hasil kali kosong pada grup terhadap operasi komposisi. 

Contoh 3.3 Misalkan    *     
                 + adalah grup dengan 

operasi komposisi. Hasil kali kosong pada    adalah   karena 
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Tidak ada hasil kali kosong selain   di    karena tidak ada      yang 

memenuhi  

           selain    . 

Proposisi 3.1 Misalkan   adalah grup, dan misalkan   sub himpunan dari  . 

Himpunan dari semua hasil kali  (memuat hasil kali kosong dan hasil kali 

tunggal) unsur-unsur di   atau invers unsur-unsur di   adalah subgrup dari G; 

khususnya, himpunan tersebut merupakan subgrup terkecil dari   yang memuat 

 .  

Bukti. Misalkan   *                     
          +. Akan 

ditunjukkan   memuat unsur identitas di  . Karena untuk    ,          

adalah hasil kali kosong yakni 1, maka   memuat memuat unsur identitas di  . 

Akan ditunjukkan   tertutup terhadap operasi di  . Ambil       diperoleh  

          dan          , dengan                
     

     dan 

       . Selanjutnya, 

       (       )(        )  (               )   . 

Maka      karena hasil kali dari dua hasil kali unsur-unsur di   atau invers 

unsur-unsur di   adalah hasil kali unsur di   atau inversnya. Akan ditunjukkan 

untuk setiap     maka       . Ambil    , diperoleh 

                                 
              , maka 

    (       )
     

     
    

    . 

maka terdapat      . Jadi terbukti bahwa   subgrup dari  . 

Akan ditunjukkan   merupakan subgrup terkecil dari   yang memuat  .  
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Berdasarkan definisi  , jelas bahwa      Misalkan   subgrup   dan    . 

Maka    . Ambil    , maka                 atau   
    , dengan 

     . Jika      maka     . Jika   
    , jika   

     dan   subgroup, 

maka    (  
  )    . Oleh karena itu     . Jadi    . 

Contoh 3.4 Diberikan grup     dengan operasi penjumlahan. Selanjutnya 

diberikan     dengan   *   +, maka   himpunan dari semua hasil kali  

(memuat hasil kali kosong dan hasil kali tunggal) unsur-unsur di   atau invers 

unsur-unsur di  , yaitu   *              + merupakan subgrup dari  . 

Selanjutnya, proposisi 3.1.1 tersebut akan berguna untuk memahami definisi 

pembangun dari sebuah grup berikut ini. 

Definisi 3.2 Misalkan G grup dan      Subgrup dari   yang beranggotakan 

semua hasil kali unsur-unsur di   atau inversnya (termasuk hasil kali kosong dan 

hasil kali tunggal) disebut subgrup yang dibangun oleh   dan dilambangkan 

dengan 〈 〉. Grup   dikatakan dibangun oleh   jika 〈 〉   . 

Contoh 3.5 Diberikan grup   dengan operasi penjumlahan. Diberikan    , 

dengan   * +. Subgrup dari   yang beranggotakan semua hasil kali unsur-unsur 

di   atau inversnya disebut subgrup yang dibangun oleh   atau 〈 〉   .  

Berikutnya yaitu pembahasan mengenai kosntruksi grup bebas dari suatu 

himpunan. Telah dijelaskan mengenai grup yang dibangun oleh himpunan melalui 

Definisi 3.2. Sehingga dapat dilakukan pembahasan mengenai konstruksi grup 

bebas berikut ini.  

3.1 Konstruksi Grup Bebas 

Diberikan grup   dan    . Suatu grup   dengan   adalah sub himpunan 

dari  . Setiap unsur di   adalah hasil kali unsur-unsur di   atau inversnya. Tetapi 
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penulisan unsur-unsur di   tidak secara tunggal ditulis dalam bentuk tersebut, 

misalnya             untuk sebarang    : beberapa relasi unsur-unsur di 

  adalah persamaan unsur-unsur di   dengan hasil kali unsur-unsur di   atau 

inversnya selalu berlaku di  .  

Dapat dikatakan pula bahwa   merupakan pembangun dari  , dimana   

merupakan suatu himpunan. Sehingga diperoleh hasil dari pemahaman 

sebelumnya mengenai grup bebas dimana grup bebas adalah suatu grup yang 

dibangun oleh suatu himpunan. Berikut adalah definisi umum dari grup bebas.  

Definisi 3.1.1.1 Misalkan G grup dan       Grup bebas pada   adalah grup 

yang dibangun oleh   dengan sesedikit relasi yang mungkin antara unsur-unsur 

di  . 

Hasil kali unsur-unsur di   dengan invers unsur-unsur di   dapat direduksi 

dengan menghapus semua sub hasil kali      dan      sampai tidak ada yang 

tersisa. Jadi grup bebas pada   memuat hasil kali unsur-unsur di   yang telah 

direduksi. 

Berikut adalah langkah-langkah mengkonstruksi grup bebas. 

3.1.1 Membentuk    dan Alfabet   

Langkah pertama yaitu membentuk    dan alfabet  . Misalkan   grup 

dan    . Misalkan   sebarang himpunan dan    suatu himpunan yang 

saling lepas dengan  . Terdapat bijeksi 

       

      . 

Lebih lanjut invers dari bijeksi tersebut adalah 
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Sehingga diperoleh  

(  )           (  )       

Untuk semua                   .   

Misalkan   grup dan   sub himpunan proper dari  . Selanjutnya, 

     * + dan    *  
     

      
             +. Dapat 

dibentuk alfabet 

       

 *                     +  *  
     

      
             + 

 *             
     

      
             + 

Berikut contoh alfabet   pada grup himpunan bilangan bulat modulo   

dengan operasi penjumlahan, dengan      dan   sub himpunan proper dari 

  . 

Contoh 3.1.2.1 Diberikan grup    *, - , - , - , - , -+ dengan operasi 

penjumlahan, dan diberikan     , dengan   *, - , -+. Bentuk alfabet  

       *, - , -+  *, - , -+  *, - , - , - , -+ 

Selanjutnya misalkan   sub himpunan improper dari  , diperoleh  

    *                       + 

dan    * + karena      * +. Namun, tidak dapat dibentuk    karena 

   haruslah berisi invers unsur-unsur di  , karena    himpunan kosong maka 

tidak terdapat unsur di   . 

Misalkan   * + himpunan kosong, maka tidak dapat dibentuk    

karena    haruslah berisi invers unsur-unsur di  , sedangkan   himpunan 

kosong atau tidak memiliki unsur, sehingga tidak dapat dibentuk    dan alfabet 
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 . Maka dapat disimpulkan bahwa syarat   agar dapat terbentuk alfabet   

yaitu   sub himpunan proper dari  . 

3.1.2 Membentuk Himpunan Semua Kata di   

Langkah berikutnya yaitu membentuk   yang merupakan himpunan 

semua kata dari alfabet  . Grup bebas mempunyai unsur-unsur berupa kata 

tereduksi. Sebelum itu akan dijelaskan mengenai definisi kata dalam grup 

bebas. 

Definisi 3.1.3.1 Misalkan   grup dan    . Kata pada alfabet   adalah 

suatu barisan hingga, mungkin kosong, (          ) dengan    

         
    . Khususnya suatu kata merepresentasikan hasil kali unsur-

unsur di   atau invers unsur-unsur di  . Himpunan semua kata pada   

merupakan monoid bebas. Selanjutnya himpunan semua kata dari alfabet   

dilambangkan dengan  .  

Penulis memberikan contoh kata berikut ini. 

Contoh 3.1.3.1 Diberikan grup   dengan    , dengan   * +. Bentuk 

alfabet  

       * +  *  +  *    + 

selanjutnya dibentuk 

  *( ) (  ) ( ) (       )  (    )    

(        )   (         )+ 

3.1.3 Membentuk Himpunan Semua Kata Tereduksi di   

Definisi 3.1.3.2 Misalkan   (          ) adalah suatu kata di  . Suatu 

kata dikatakan tereduksi jika        
 , untuk semua      . Reduksi 
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adalah menghapus sub barisan yang berbentuk (     
 ) sampai menghasilkan 

kata tereduksi. 

Contoh 3.1.3.2 Diberikan grup      *, - , - , - , - , -+ dengan 

operasi penjumlahan. Misalkan   *, - , -+ dan    . Dibentuk alfabet 

       *, - , -+  *, - , -+  *, - , - , - , -+  

Contoh kata tereduksi di   yaitu ([1],[1],[1]) dan ([2],[2],[4]) sedangkan kata 

([1],[2],[2],[3],[4]) tidak tereduksi karena terdapat sub barisan yang berbentuk 

(     
 ) yaitu (, - , -). 

Sebelum menuju ke langkah berikutnya dalam mengkonstruksi grup bebas, 

berikut adalah notasi-notasi yang berlaku dalam pembahasan mengenai grup 

bebas. 

Definisi 3.2 Misalkan   dan   adalah suatu kata di  , notasi  
 
   

melambangkan  

  (          )         
        (                   )  

 untuk suatu         

Selanjutnyan, notasi  
 
   digunakan jika     dan  

 
   

 
    

 
  

 
  ( )    untuk suatu           ( ) di  . Jika     maka    . Dapat pula 

ditulis     jika  
 
   untuk suatu    .  

Sedangkan jika   tereduksi, maka  
 
   yang artinya    , selama tidak ada 

 
 
  , berakibat     artinya    . 

Selanjutnya, berikut beberapa lemma mengenai reduksi dalam pembahasan 

grup bebas.  
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Lemma 3.1 Misalkan   suatu kata di  . Untuk setiap kata     terdapat 

reduksi     

Bukti. Misalkan,   (          ) di  . Akan ditunjukkan   tereduksi 

menggunakan induksi pada  . 

Akan ditunjukkan     benar untuk    . Karena       dengan    adalah 

kata tunggal, sedangkan kata tunggal tereduksi, maka     benar untuk    . 

Selanjutnya, misalkan     benar untuk     dengan    ,   

(            ) tereduksi. 

Selanjutnya akan ditunjukkan     benar untuk      .  

Berdasarkan asumsi induksi, terdapat       sehingga        
 . Oleh karena 

itu   (            ) juga tereduksi ke   (                      ). 

Lemma 3.2  Misalkan kata          . Jika  
 
   dan  

 
    , maka 

 
 
  , dan  

 
  .  

Bukti. Misalkan   (          ),   
 
   artinya terdapat        sehingga 

       
 , dan  

  (                   )  

Selanjutnya  
 
   artinya terdapat       sehingga        

 , dan  

  (                   )  

Karena     maka     dan dapat diasumsikan    .  

Jika      , maka  

   (  
 )      

    
        

                   

Perhatikan bahwa 
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Sehingga diperoleh (              )  (              ), dan akibatnya    . 

Oleh karena itu  ≦    . Jadi    dan      adalah huruf yang berurutuan dari  , 

dan    dan      adalah huruf yang berurutan dari  , dan diperoleh 

  (                               )  

Lemma 3.3 Misalkan        suatu kata di  , jika     dan    , maka 

    dan     untuk suatu    .  

Bukti. Misalkan  
 
   dan  

 
  . Jika     dan     maka     dan     

diperoleh    . Sehingga jelaslah bahwa     dan    . 

Selanjutnya misalkan     akan ditunjukkan     dan     untuk suatu 

    menggunakan induksi pada  .  

Akan ditunjukkan     dan     untuk suatu     benar untuk    . 

perhatikan  
 
   dan  

 
   maka    . Karena    , maka     dan     

untuk suatu  . 

Asumsikan benar untuk     

Yaitu jika  
 
   dan  

 
   maka      dan      benar untuk suatu    

 . 

Akan ditunjukkan jika  
   
→    dan  

 
   maka     dan     benar.  

Jika    , menggunakan Lemma 3.1.2 diperoleh  
 
   dan  

 
   untuk suatu 

   . Sedangkan untuk     misalkan  
 
  

   
→    untuk suatu  . 
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Jika     diperoleh  
 
  

   
→   , sehingga    . Sedangkan jika     

berdasarkan Lemma 3.1.2 berakibat  
 
   dan  

 
   untuk suatu  , atau dapat 

ditulis  

 
 
  

  

 
 
  

    
  

 

  

 

perhatikan  
   
→    dan  

 
   maka berdasarkan asumsi induksi,     dan 

 
 
     untuk suatu    . Dengan demikian, pernyataan benar untuk    . 

Selanjutnya akan dilakukan induksi pada  . 

Akan ditunjukkan jika  
 
   dan  

   
→    maka     dan     benar.  

Jika    , menggunakan Lemma 3.1.2 diperoleh  
 
   dan  

 
   untuk suatu 

   . Sedangkan untuk     misalkan  
 
  

   
→    untuk suatu  . 

Jika     diperoleh  
 
  

   
→   , sehingga    . Sedangkan jika     

berdasarkan Lemma 3.1.2 berakibat  
 
   dan  

 
   untuk suatu  , atau dapat 

ditulis  

 
 
  

  

   

    
  

  

 

Selanjutnya jika     dan  
   
→   , maka       dan     untuk suatu 

 .  

Lemma 3.4 Misalkan   suatu kata di    Untuk setiap kata     terdapat   

kata tunggal tereduksi sedemikian sehingga    . 
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Bukti. Jika     dan    , dengan   dan   tereduksi, maka berdasarkan 

lemma 6.3. diperoleh     dan     dan      .  

 Dari beberapa lemma tersebut dapat diperoleh definisi dari reduksi sebagai 

berikut. 

Definisi 3.5 Misalkan   suatu kata di  . Reduksi       dari     adalah kata 

tunggal tereduksi   sedemikian sehingga    . 

 Misalkan   suatu grup dan    , akan diperoleh bahwa himpunan    yang 

merupakan himpunan semua kata tereduksi di   adalah grup melaui Proposisi 

3.1.2 berikut. 

3.1.4 Membentuk Grup    

Langkah selanjutnya yaitu membentuk grup    yang merupakan 

himpunan semua kata tereduksi di  . 

Proposisi 3.1.4.1 Misalkan   grup dan    . Jika    adalah himpunan 

semua kata tereduksi di  , maka    adalah grup terhadap operasi     

   (  ).  

Bukti. Akan ditunjukkan untuk setiap        berlaku       . Jika   

tereduksi dan   tereduksi maka        (  )    . Jadi    tertutup 

terhadap operasi ( ). 

Akan ditunjukkan untuk setiap        berlaku (   )      (   ). 

Ambil         , Jika  
 
  , maka   

 
    dan   

 
    untuk suatu    . 

Jika         tereduksi, maka   
 
     dan   

 
    . Perhatikan  

    (   )  (   )             (   )    (   )  

Maka (   )      (   ). Jadi terbukti bahwa untuk setiap        

berlaku hukum asosiatif. 
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Akan ditunjukkan terdapat unsur identitas di   . Kata kosong   ( ) 

merupakan kata tereduksi. 

Diperoleh  

        (  ) 

       

   

dan  

        (  ) 

       

   

Maka          , dengan   tereduksi. Jadi terdapat   ( ) kata 

kosong yang merupakan unsur identitas dari   . 

Selanjutnya, akan ditunjukkan untuk setiap      terdapat       . 

Ambil   (          ), misalkan     (  
      

      
 ). Karena 

  
  (    

 )  untuk setiap     dan               maka     

tereduksi. Jadi terdapat invers di   . Maka terbukti bahwa    adalah grup. 

Definisi 3.1.4.1 Misalkan   grup dan    . Misalkan   suatu himpunan dan 

   adalah grup pada Proposisi 3.1.3. Grup bebas pada   adalah grup    yang 

memuat semua kata tereduksi di  . 

Berdasarkan hasil penjelasan sebelumnya mengenai konstruksi grup bebas, 

berikut dapat disimpulkan langkah-langkah mengkonstruksi grup bebas. Misalkan 

  grup dan    . Grup bebas    yang dibangun oleh   dapat dikonstruksi 

dengan langkah-langkah sebagai berikut. 



36 
 

 

1. Bentuk himpunan    yang merupakan himpunan saling lepas dengan   

dan anggotanya adalah invers unsur-unsur di  . Bentuk himpunan alfabet 

 , dengan       . 

2. Bentuk himpunan   yang beranggotakan semua kata pada alfabet  .  

3. Bentuk himpunan    yang anggotanya adalah semua kata tereduksi dari 

 . 

4. Definisikan operasi pada    dengan   

       (  ) 

untuk setiap       . 

Penulis memberikan contoh grup bebas sebagai berikut: 

Contoh 3.1.4.1 Diberikan grup      *, - , - , - , - , - , -+ himpunan 

bilangan bulat modulo 6 dengan operasi penjumlahan. Selanjutnya diberikan 

  *, - , -+ dengan    .  Grup bebas    yang dibangun oleh   dapat 

dikonstruksi dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Buat himpunan alfabet  , dengan 

       *, - , -+  *, - , -+  *, - , - , - , -+  

2. Himpun semua kata pada alfabet  , yaitu 

 

   

3. Hapus semua sub barisan yang memuat bentuk (    ) dari setiap kata di 

 . Kemudian himpun menjadi  
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Dimana    adalah himpunan semua kata tereduksi di   dengan 

menghapus semua sub barisan yang  memuat bentuk (, - , -) atau 

(, - , -) atau (, - , -) atau (, - , -). 

4. Diperoleh grup bebas dari himpunan   adalah grup    dengan operasi  

       (  ) 

Sebagai contoh, misalkan   (, - , - , -),   (, - , -) diperoleh 

       ((, - , - , -)(, - , -)) 

     (, - , - , - , - , -) 

 (, - , - , -) 

Contoh selanjutnya yaitu grup dihedral dengan operasi komposisi. 

Contoh 3.1.4.2 Diberikan grup    *     
                 + dengan operasi 

komposisi dan     , dengan   * +.  Grup bebas    yang dibangun oleh   

dapat dikonstruksi dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Buat himpunan alfabet  , dengan 

       

 * +  *  + 

 *    + 

2. Himpun semua kata pada alfabet  , yaitu 

 

   

3. Hapus semua sub barisan yang memuat bentuk (    ) dari setiap kata di 

 . Kemudian himpun menjadi  

   *( ) ( ) (   ) (  ) (    )   (     )   (       )+ 
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Dimana    adalah himpunan semua kata tereduksi di   dengan 

menghapus semua sub barisan yang  memuat bentuk (    ) atau (    ).  

4. Diperoleh grup bebas dari himpunan   adalah grup    dengan operasi  

       (  ) 

Sebagai contoh, misalkan   (        ),   (           ) diperoleh 

       ((        )(           )) 

     (                    ) 

 (     ) 

3.2 Sifat-Sifat Homomorfisme Grup Bebas 

Setelah mengetahui konstruksi dari grup bebas, selanjutnya akan dijelaskan 

mengenai sifat-sifat dari grup bebas. Suatu grup bebas di   dibangun oleh  . 

Sedangkan   bukan subhimpunan dari   . Namun, terdapat Injeksi Canonic 

      ,   ( ), yang juga berlaku pada        sehingga       

(  ); maka    dibangun oleh  ( ). 

Proposisi 3.2.1 Misalkan   grup dan    , dan   suatu kata tereduksi di  . 

Jika   (          ) maka  

   (  )   (  )     (  ) 

Khususnya,    dibangun oleh   ( ). 

Bukti. Jika   (          ) tereduksi, kemudian dengan merangkai kata satu 

huruf (  ) (  )   (  ) menghasilkan kata tereduksi yaitu 

  (  )  (  )    (  )   (  )   (  )     (  )  

Perhatikan bahwa  (  )   ( )   untuk semua    ; sehingga setiap      

adalah hasil kali dari unsur-unsur di  ( ) dan invers unsur-unsur di  ( ).   
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Selanjutnya yaitu teorema jika   sebarang grup yang dibangun oleh 

himpunan   dan jika terdapat korespondensi satu-satu antara   dan   yang 

dinotasikan dengan    , maka terdapat suatu homomorfisma      , yakni 

homomorfisma yang surjektif (onto). Pembahasan lebih lanjut di jelaskan dalam 

teorema berikut. 

Teorema selanjutnya dijelaskan mengenai homomorfisme dari grup bebas 

berikut ini. 

Teorema 3.2.1 Misalkan        adalah injeksi canonic. Untuk setiap 

pemetaan      , terdapat secara tunggal homomorfisme        sehingga 

     , atau dapat ditulis 

 

 

 

 

 (          )   (  ) (  )  (  )  

Bukti. Pertama akan ditunjukkan ketunggalannya. Misalkan        

homomorfisme sedemikian sehingga      . Perhatikan         sedemikan 

sehingga  (  )   ( )   untuk setiap    . Untuk setiap    , diperoleh 

 ( ( ))   ( ) dan  ( (  )   ( ( )  )   (  )  Jika   (          ) 

tereduksi, maka diperoleh 

 ( )   ( (  )   (  )     (  )) 

  (  ) (  )  (  )  

Karena  homomorfisme, Jadi   tunggal. 

𝐺 

𝑋 𝐹𝑋 
𝜂 

𝜑 
𝑓 
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Hal ini menunjukkan pula bahwa pemetaan        menyatakan bahwa 

untuk setiap kata tereduksi   (          ) dengan  

 ( )   (  ) (  )  (  ) 

adalah homomorfisme. Pertama, untuk setiap kata di  , baik yang tereduksi 

ataupun tidak tereduksi,   dapat diperluas ke semua   menggunakan rumusan di 

atas. Maka  (  )   ( ) ( ), untuk setiap      . Kemudian, jika  
 
   

maka  ( )   ( ): dan jika   (          ) ,        
 , dan   

(                   ), untuk suatu      , diperoleh 

 ( )   (  )  (    ) (    )  (  ) 

  (  )  (    ) (    )  (  ) 

  ( )  

Sehingga (    )   (  )
    Selanjutnya, jika     maka  ( )   ( ) dan 

Jika   dan   tereduksi, maka  (   )   (  )   ( ) ( ).  

Selain terdapat homomorfisma pada grup bebas, lebih khusus lagi terdapat 

pula homomorfisma surjektif pada grup bebas yang dijelaskan melalui akibat 

berikut ini.  

Akibat 3.2.1 Misalkan   grup dengan     dan   dibangun oleh  , maka 

terdapat homomorfisme surjektif dari    ke  . 

Bukti. Menggunakan Teorema 3.2.1 terdapat homomorfisme        

sedemikian sehingga     adalah pemetaan    ; maka       , karena 

     memuat setiap pembangun    ( ( )) di  .  

3.3 Makna Grup Bebas dalam Perspektif Islam 

Al-Qur‟an surat Al-Ahzab ayat 59 menjelaskan tentang perintah menutup 

aurat bagi kaum perempuan. Isi kandungan dari ayat ini menurut tafsir 
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Kementrian Agama (Kemenag) adalah Allah SWT memerintahkan seluruh kaum 

wanita, termasuk mulai para istri Nabi hingga anak perempuan Nabi untuk 

mengenakan pakaian yang sopan dengan jilbab yang menutupi tubuh. Terutama 

saat keluar rumah.  Jilbab yang dimaksud dalam Surat Al-Ahzab ayat 59 menurut 

tafsir dari Ibnu Katsir yang diamini pula oleh para ahli tafsir Ibnu Mas‟ud, 

Ubaidah, Qatadah, Al-Hasan, Al-Basri, Ibrahim An-Nakha‟i, dan Ata‟ Al-

Khurasani berupa kain penutup yang dipakai di atas kepala. 

Pada kenyataannya tidak semua umat islam perempuan yang menutup aurat 

atau memakai jilbab, meskipun telah jelas  perintah Allah atas kewajiban menutup 

aurat dalam hal ini yaitu menggunakan penutup kepala atau jilbab. Kewajiban  

menutup aurat juga telah tertuang dalam Al-Qur‟an yaitu Q.S. An-nur ayat 32. 

Selain dari itu wajib ditutup, berdasarkan pula riwayat dari Asma binti Abu Bakar 

bahwa ia pernah ditegur oleh Rasulullah SAW: “Hai Asma‟, sesungguhnya wanita 

yang sudah baligh tidak boleh tampak dari badannya kecuali ini, lalu Rasul 

menunjuk wajah dan dua telapak tangannya (Sesse, 2016:322).  
Makna  grup bebas dalam perspektif Al-Qur‟an dapat  diperoleh , misalkan G 

suatu grup yang berisi seluruh umat muslim di muka bumi. Selanjutnya terdapat   

subhimpunan dari   dengan   himpunan semua umat muslim perempuan. 

Selanjutnya seluruh umat muslim perempuan tersebut dapat direduksi dengan 

menyeleksi umat muslim perempuan yang tidak menutup aurat. Sehingga tersisa 

umat muslim yang menutup aurat. Sehingga grup bebas dari himpunan umat 

muslim perempuan tersebut adalah     himpunan umat muslim perempuan yang 

telah menutup auratnya  dan mematuhi kewajiban dalam Al-Qur‟an.  Kewajiban 

menutup aurat juga dimaksudkan untuk membedakan antara wanita terhormat dan 
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wanita jalanan. Hal ini berdasarkan sebab turunnya ayat tersebut. Menurut Al 

Qurthuby, ayat 59 dari surat Al-Ahzab turun sebagai teguran atas kebiasaan 

wanita-wanita Arab yang keluar rumah tanpa mengenakan jilbab. Karena tidak lah 

memakai jilbab, kaum laki-laki sering mengganggu mereka dan diperlakukan 

seperti budak. Untuk mencegah hal itu turunlah ayat tersebut.
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan  

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan maka dapat diambil kesimpulan 

sebagai berikut: 

1. Misalkan   grup dan    . Grup bebas    yang dibangun oleh   dapat 

dikonstruksi dengan langkah-langkah sebagai berikut. 

a. Bentuk himpunan    yang merupakan himpunan saling lepas dengan   

dan anggotanya adalah invers dari unsur-unsur di  . 

b. Bentuk himpunan alfabet  , dengan       . 

c. Bentuk himpunan   yang beranggotakan semua kata pada alfabet  .  

d. Bentuk himpunan    yang anggotanya adalah semua kata tereduksi dari 

 . 

e. Definisikan operasi pada    dengan   

       (  ) 

untuk setiap       . 

2. Sifat – sifat grup bebas pada penelitian ini ada 2 yaitu:  

a. Misalkan        adalah canonical injection. Untuk setiap pemetaan 

     , terdapat suatu homomorfisme       . Sedemikian 

sehingga      .  

b. Jika suatu grup   dibangun oleh suatu subhimpunan  , maka terdapat 

homomorfisme surjektif dari    ke  . 
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4.2 Saran 

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan dapat diambil beberapa saran 

agar dapat memperbaiki skripsi ini dan melakukan pengembangan lebih lanjut 

yaitu, dapat mengkaji sifat-sifat grup bebas lainnya seperti isomorfisme pada grup 

bebas, dan dapat dilakukan juga penelitian mengenai grup bebas yang 

berhubungan dengan graf dan aplikasinya. 
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