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ABSTRAK 

Ba’is, Mohamad Abdul. 2021. Syarat Cukup Ketaksamaan Hӧlder di Ruang 

Lebesgue dengan Variabel Eksponen. Skripsi. Program Studi 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman, M. 

Si (2) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata Kunci: Ketaksamaan Hӧlder, Ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen, Ruang  

Morrey dengan Variabel Eksponen, Syarat Cukup 

 

Ketaksamaan Hӧlder merupakan ketaksamaan dasar yang ada di analisis 

fungsional.Ketaksamaan Hӧlder banyak digunakan untuk membuktikan ketaksamaan lain. 

Pada penelitian ini dilakukan pengembangan pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder di ruang 

Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen. 

Ketaksamaan Hӧlder yang digunakan adalah Ketaksamaan Hӧlder integral karena ruang 

Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen 

merupakan ruang fungsi. Penelitian ini menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di 

ruang Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen 

sesuai dengan norm fungsi dan karakteristiknya.
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ABSTRACT 

Ba’is, Mohamad Abdul. 2021. The Sufficient Conditions of Hӧlder Inequality in 

Lebesgue Spaces with Variable Exponent. Thesis. Mathematics Study 

Program, Science and Technology Faculty, Maulana Malik Ibrahim State 

Islamic University of Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M. Si (2) 

Erna Herawati, M.Pd. 

 

Keywords: Hӧlder Inequality, Lebesgue Spaces with Variable Exponent, Morrey 

Spaces with Variable Exponent, Sufficient Condition 

 

Hӧlder inequality is a basic inequality in functional analysis. The inequality is used 

for proofing other inequalities. In this research, the development of the application of the 

Hӧlder inequality in the Lebesgue spaces with variable exponent and Morrey spaces with 

variable exponent is done. The integral Hӧlder inequality is used because the Lebesgue 

spaces with variable exponent and Morrey spaces with variable exponent is a function 

space. This research shows the sufficient condition of Hӧlder inequality in the Lebesgue 

spaces with variable exponent and the Morrey spaces with variable exponent according to 

the norm of the function and its characteristics.
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 مخلص

 ليبيسقي ءفي فضا (lderӧH) شروط كافية عدم المساواة هولدير.٢٠٢١. ,محمّد عبدالباعث 
)Lebesgue( وم قسم الرياضيات, كلية العل. البحث العلمي. سمع متغير الأ

( ١. المشرف: )جنالابمية ك ابراهيم الاسلامية الحكوموالتكنولوجيا, جامعة مولانا مال
 .تي, الماجستيْااو يْ ه رناي( ا٢حيْ الرحمن, الماجستيْ. ) الدوكتور

 
تغيْ الأس, ممع  )Lebesgue(ليبيسقيفضاء , (lderӧH)هولدير: عدم المساوة الكلمات الرنيسية

  شروط كافية ,مع متغيْ الأس )Morrey( فضاء موري

يفي. في هذا ساواة أساسية في التحليل الوظالمهي عدم  (lderӧH)هولدير ساواةالمعدم  
باستخدام متغيْ  )ueLebesg( ليبيسقي متباينة في فضاء (lderӧH) هولدير البحث ، تم تطوير تطبيق

 ي متباينةهالمستخدمة  (lderӧH)هولدير مع متغيْ الأس. متباينة )Morrey( موري الأس وفضاء
   مع موري حةومسا مع المتغيْ الأس )Lebesgue( ليبيسقي المتكاملة لأن مساحة (lderӧH)هولدير

في  (lderӧH)ولدرهي مسافات دالة. يوضح هذا البحث الشرط الكافي لعدم مساواة ه متغيْ الأس
سب معيار ح مع متغيْ الأس )Morrey( مع متغيْ الأس وفضاء موري  )Lebesgue(ليبيسقيمساحة 

 .الوظيفة وخصائصها
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Matematika merupakan disiplin ilmu yang paling awal berkembang dan 

terkenal (Krantz, 2006). Ilmu matematika pada saat ini berkembang sangat pesat. 

Perkembangannya sudah sejak lama sekitar 4000 tahun lalu. Salah satu cabang ilmu 

matematika yang termasuk induk dari ilmu matematika adalah bidang analisis. 

Bidang analisis hingga saat ini mengalami perkembangan yang sangat pesat. 

Salah satu ruang dalam analisis yang memiliki peran penting yang sering 

dibahas adalah ruang Lebesgue atau dikenal dengan simbol 𝐿𝑝. Ruang lebesgue 

merupakan ruang Banach di mana 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ (Besov, 2018). Ruang Lebesgue 

memiliki peranan penting dalam bidang ilmu di bidang analis terutama pada 

Analisis Fungsional, Teori Ukuran, Teori Integral, dan lainnya. Pada tahun 1991, 

Kovacik mengembangkan ruang Lebesgue dengan variabel eksponen atau bisa 

dilambangkan dengan 𝐿𝑝(⋅) (Kovacik dan Rakosnik, 1991). 

C.B. Morrey memberikan perumuman dari ruang Lebesgue yaitu ruang 

Morrey atau dilambangkan dengan ℳ𝑞
𝑝
 dimana 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ (Morrey, 1938). Dalam 

perkembangannya ruang Morrey dikembangkan oleh Almeida di mana 1 < 𝑞(⋅) <

∞ dan 𝑝(⋅) pada 𝒫(ℝ𝑛) yang dikenal dengan ruang Morrey dengan Variabel 

Eksponen yang dilambangkan dengan ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

  dan 𝓌ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 sebagai ruang Morrey 

lemah dengan variabel eksponen. 

Pada bidang analisis terdapat beberapa ketaksamaan dasar yang sering 

dipakai dalam sebuah penelitian. Banyak sekali ketaksamaan yang bisa dibahas 
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dalam bidang analisis. Salah satu ketaksamaan yang ada pada bidang analisis adalah 

Ketaksamaan Hӧlder. Ketaksamaan Hӧlder pertama kali diperkenalkan Leonard 

James Rogers pada tahun 1888 dan kemudian diperbaiki oleh Otto Hӧlder pada 

tahun 1889 (Y. Li dan Zhao, 2018). Ketaksamaan Hӧlder sendiri merupakan salah 

satu ketaksamaan yang digunakan untuk membuktikan ketaksamaan-ketaksamaan 

lain bidang analisis. 

Pengaplikasian pertama pada ketaksamaan Hӧlder adalah di ruang Lebesgue 

menggunakan Hӧlder konjugat sebagai syarat cukup untuk membuktikannya. 

Setelah berjalannya waktu banyak pengembangan-pengembangan yang dilakukan 

oleh para peneliti. Salah satunya adalah Ifronika (2018) yang mengaplikasikan 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Morrey di mana pada penelitian ini peneliti 

menunjukkan syarat cukup dan syarat perlu membuktikannya (Ifronika dkk., 2018). 

Ilmuwan matemtaika diciptakan oleh Allah untuk memperluas ilmu di bidang 

Matematika. Ilmuwan Matematika seperti: CB Morrey, Ifronika, Jingshi Xu dan 

Xiaodi yang terus melakukan perkembangan ilmu di bidang matematika. Sesuai 

dengan kalam Allah SWT pada surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 yaitu: 

( نَ اِلََ الِابِلِ كَيرفَ خُلِقَتر ()( وَإِلََ السَّ ١7افََلايََ نرظرُُور بَِالِ كَير ١8مَآءِ كَيرفَ رفُِعَتر فَ نُصِبَتر ( وَإِلََ الْر
َررضِ كَيرفَ سُطِحَتر ) وَإِلََ  (١9)  (٢٠لأر

 

"Maka tidaklah mereka memperhatikan unta, bagaimana diciptakan? Dan langit, 

bagaimana ditinggikan? Dan gunung-gunung, bagaimana ditegakkan? Dan bumi 

bagaimana dihamparkan?" 

 

Pada ayat ini menjelaskan bahwa pertanyaan sindiran yang dilakukan oleh 

Allah kepada orang-orang yang kafir yang tidak berfikir dan memperhatikan 

kekuasaan Allah di mana yang dimaksud perhatian adalah perhatian yang dibarengi 

dengan keinginan mengambil pelajaran dari ciptaan Allah. Pertanyaan ini 
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bermaksud agar selalu berfikir dan mencari tau terhadap ilmu yang baru diketahui 

sebelumnya. Menurut Mustafa al Maraghi Surat Al Ghasyiyah turun di Makkah 

setelah surat Adz-Dzariyat sehingga tergolong kelompok surat Makiyah. Ayat ini 

diturunkan setelah turun ayat tertang siksaan neraka dan nikmat surga di awal surat 

Al Ghosyiyah, orang-orang kafir takjub dan menganggap aneh hal itu, maka Allah 

SWT menurunkan ayat lanjutannya yang menyuruh memperhatikan benda-benda 

di alam sekitar agar memahami kebenatan akhir nanti (Tafsir Al-Maraghi). 

Pada surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 menekankan pada pertanyaaan yang 

diberikan oleh Allah kepada manusia di mana kita harus berfikir dan 

mengembangkan ilmu. Pengamalan dalam kehidupan saat ini adalah kita harus 

selalu mengembangkan ilmu pengetahuan terutama pada bidang analisis 

matematika. Sehingga berdasarkan paparan di atas dan berdasarkan pengalaman 

surat Al-Ghasiyah ayat 17-20, selanjutnya akan dikembangkan Ketaksamaan 

Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Pada penelitian sebelumnya 

telah dibahas pengaplikasian Ketaksamaan Holder di ruang Morrey oleh Ifronika 

(2018). Penulis tertarik untuk mengembangkan penelitian sebelumnya, untuk 

mengaplikasian Ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen 

sesuai dengan masing-masing definisinya. Pada penelitian ini akan ditunjukkan 

syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan latar 

belakang yaitu bagaimana syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue 

dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan rumusan 

masalah yaitu untuk mengetahui syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang 

Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini diharapkan memberikan ilmu baru yang berkaitan 

dengan syarat cukup Ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel 

eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen. 

1.5 Batasan Masalah 

Penelitian ini membuktikan bahwa Lebesgue dengan variabel eksponen 𝐿𝑝(⋅), 

ruang Morrey dengan variabel eksponen ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 adalah ruang banach dan Lebesgue 

lemah dengan variabel eksponen 𝓌𝐿𝑝(⋅), ruang Morrey lemah dengan variabel 

eksponen 𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 adalah ruang kuasi-banach. Selanjutnya akan menunjukkan 

syarat cukup berlakunya ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel 

eksponen. 

1.6 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur 

(literature study) atau kepustakaan. Metode ini berdasarkan pada informasi yang 

diperoleh pada buku, jurnal, artikel dan sumber-sumber lain yang berkaitan dengan 

rumusan masalah. Kegiatan yang dilakukan meliputi pengumpulan data 

kepustakaan, membaca dan menelaah, serta menganalisa dan mengolah bahan 

penelitian. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan untuk membuktikan 

syarat cukupt ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen 
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beserta ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen, ruang Morrey dengan 

variabel eksponen beserta ruang Morrey lemah dengan variabel eksponen adalah 

sebagai berikut: 

1. Menunjukkan bahwa ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah ruang 

Banach dan raung Lebesgue lemah dengan variabel eksponen adalah ruang-

ruang kuasi-Banach, ruang Morrey dengan variabel eksponen adalah raung 

Banach dan ruang Morrey lemah dengan variabel eksponen adalah ruang 

kuasi-Banach. 

2. Menunjukkan keberlakuan syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang 

Lebesgue dengan variabel eksponen beserta ruang Lebesgue lemah dengan 

variabel eksponen, ruang Morrey dengan variabel eksponen beserta ruang 

Morrey lemah dengan variabel eksponen menggunakan  definisi norm pada 

ruang-ruang tersebut. 

3. Menarik kesimpulan atas hasil penelitian 

1.7 Sistematika Penulisan 

Sistem kepenulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari empat 

bagian, yaitu: 

Bab I Pendahuluan 

Pada Bab I Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 
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Pada Bab II  membahas kajian teori yang digunakan untuk mendukung 

pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian pustaka dalam 

penelitian ini meliputi: fungsi terukur, ketaksamaan Holder, ruang 

metrik, ruang vektor, ruang bernorma, ruang Banach, ruang fungsi, 

serta kajian keislaman yang berkaitan tentang perintah Allah untuk 

pengembangan ilmu di bidang analisis. 

Bab III Pembahasan 

Bab III ini berisi bukti-bukti teorema Ketaksamaan Holder pada ruang 

Lebesgue berdasarkan kajian-kajian teorema yang sudah ada. 

Bab IV Penutup 

Bab IV berisi kesimpulan dan saran dari penelitian. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Ukuran Luar 

Konsep ukuran luar berangkat dari konsep ukuran, di mana panjang 𝑙(𝐼) dari 

suatu interval 𝐼 didefinisikan sebagai selisih dari titik-titik ujung 𝐼 jika 𝐼 dibatasi, 

dan ∞ jika 𝐼 tidak dibatasi. Panjang interval adalah contoh dari fungsi himpunan, 

yaitu fungsi yang memetakan setiap himpunan di koleksi himpunan ke bilangan Riil 

yang diperluas (ℝ ∪ {±∞}). Pada pembahasan berikutnya akan dijelaskan koleksi 

himpunan yang disebut sebagai himpunan yang terukur Lebesgue dan fungsi 

himpunan untuk koleksi ini yang disebut dengan ukuran Lebesgue yang dinotasikan 

dengan 𝑚. Fungsi himpunan 𝑚 memiliki tiga sifat berikut (Royden dan Fitzpatrick, 

2010). 

1. Ukuran suatu interval adalah panjangnya. Setiap interval 𝐼 tak kosong terukur 

Lebesgue dan 

𝑚(𝐼) = 𝑙(𝐼) 

2. Ukuran adalah translation invariant. Jika 𝐸 adalah ukuran Lebesgue dan 𝑦 

adalah sembarang bilangan, maka translasi dari 𝐸 dengan 𝑦, 𝐸 + 𝑦 = {𝑥 +

𝑦|𝑥 ∈ 𝐸} adalah terukur Lebesgue, maka 

𝑚(𝐸 + 𝑦) = 𝑚(𝐸) 

3. Ukuran dapat dijumlahkan terukur (countably additivity) atas gabungan 

himpunan-himpunan yang saling lepas dan terhitung. Jika {𝐸𝑘}𝑘=1
∞   koleksi 

himpunan terukur Lebesgue yang saling lepas, maka 
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𝒎∗(∪𝒌=𝟏
∞ 𝑬𝒌) ≤ ∑ 𝒎∗(𝑬𝒌)

∞

𝒌=𝟏

 
 

(2.1) 

2.2 Himpunan Terukur 

Himpunan terukur oleh Royden dan Fitzpatrick pada tahun 2010 sebagai 

berikut. 

Definisi 2.2 Suatu himpunan 𝐸 dikatakan terukur jika untuk sebarang himpunan 

𝐴 memenuhi 

𝒎∗(𝑨) = 𝒎∗(𝑨 ∩ 𝑬) + 𝒎∗(𝑨 ∩ 𝑬𝑪) (2.2) 

di mana 𝑚∗merupakan ukuran luar. 

2.3 Fungsi Terukur  

Fungsi yang terukur Lebesgue pada ℝ ∪ {±∞} adalah fungsi yang memenuhi 

proporsi berikut. 

Proposisi 2.3 (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan fungsi f adalah fungsi 

terukur pada domain E, sehingga pernyataan dibawah ini adalah ekuivalen :  

1. Untuk semua 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸 |𝑓(𝑥) > 𝑐} terukur 

2. Untuk semua 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸 |𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} terukur 

3. Untuk semua 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸 |𝑓(𝑥) < 𝑐} terukur 

4. Untuk semua 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸 |𝑓(𝑥) ≤ 𝑐} terukur 

5. Sifat-sifat tersebut berarti bahwa untuk setiap 𝑐 ∈ ℝ maka, 

{𝒙 ∈ 𝑬 | 𝒇(𝒙) = 𝒄}            𝒕𝒆𝒓𝒖𝒌𝒖𝒓  (2.3) 

Bukti. Himpunan (1) dan (4) saling komplemen di E, seperti halnya himpunan (2) 

dan (3). Komplemen suatu hmpunan terukur adalah terukur, maka (1) dan (4) 

ekuivalen, seperti halnya (2) dan (3). Jadicukup ditunjukkan bahwa (1) ↔ (2) yang 

sama halnya dengan (3) ↔ (4). 
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1. Akan ditunjukkan (1) →(2). 

Perhatikan bahwa,  

{𝑥 ∈ 𝐸 |𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} = ⋂ {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) > 𝑐 −
1
𝑘

}
∞

𝑘=1
    

karena 𝑐 −
1

𝑘
∈ ℝ, maka {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) > 𝑐} terukur. Selanjutnya irisannya 

juga terukur. Jadi, {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} terukur. 

2. Akan ditunjukkan (2) →(1). 

Perhatikan bahwa,  

{𝑥 ∈ 𝐸 |𝑓(𝑥) > 𝑐} = ⋃ {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) ≥ 𝑐 +
1
𝑘

}
∞

𝑘=1
    

karena 𝑐 +
1

𝑘
∈ ℝ, maka {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} terukur. Selanjutngabungannya 

juga terukur. Jadi, {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) > 𝑐} terukur. 

Pernyataan (1) - (4) ekuivalen, sehingga keempat pernyataan tersebut memenuhi. 

Jika 𝑐 ∈ ℝ, {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) = 𝑐} = {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} ∩ {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) ≤ 𝑐}, maka 

𝑓−1(𝑐) terukur karena irisan dari dua himpunan terukur. Sedangkan jika 𝑐 = ∞  

{𝑥 ∈ 𝐸 |𝑓(𝑥) = ∞ } = ⋂ {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) > 𝑘}
∞

𝑘=1
  

maka 𝑓−1(𝑐) terukur karena irisan dari himpunan terukur. 

2.4 Ketaksamaan Hӧlder  

Sebelumnya akan ditunjukkan terlebih dahulu definisi yang berkaitan dengan 

bilangan konjugat. 

Definisi 2.4. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Konjugat dari suatu bilangan 𝑝 ∈

(1,∞)  adalah 𝑞 =
𝑝

𝑝−1
 dimana bilangan tunggal 𝑞 ∈ (1,∞) berlaku 

𝟏

𝒑
+

𝟏

𝒒
= 𝟏 

(2.4) 
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konjugat dari 1 didefinisikan ∞  dan konjugat dari ∞ didefinisikan 1. 

Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah satu ketaksamaan di bidang analisis 

fungsional. Pada dasarnya, ketaksamaan Hӧlder memiliki beragam kondisi, namun 

dalam penelitian ini digunakan ketaksamaan Hӧlder integral. Ketaksamaan Hӧlder 

sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard James Rogers (1888) dan 

kemudian diperbaiki oleh Otto Hӧlder pada tahun 1889 (Y. Li dan Zhao, 2018). 

Proposisi 2.5. (Kantorovich dan Akilov, 1982) Misalkan 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) merupakan 

fungsi terukur pada himpunan terukur (𝑋,𝜇). Maka diperoleh ketaksamaan 

∫ |𝒇(𝒙)𝒈(𝒙)|𝒅𝝁 ≤
𝑿

(∫ |𝒇(𝒙)|𝒑𝒅𝝁
𝑿

)

𝟏
𝒑

(∫ |𝒇(𝒙)|𝒑𝒅𝝁
𝑿

)

𝟏
𝒒

 

 

(2.5) 

di mana 
𝟏

𝒑
+

𝟏

𝒒
= 𝟏.  

Bukti. Asumsikan bahwa 

𝟎 < 𝜶𝒑 = ∫ |𝒇(𝒙)|𝒑𝒅𝝁 < ∞
𝑿

,       𝟎 < 𝜷𝒒 = ∫ |𝒈(𝒙)|𝒒𝒅𝝁 < ∞
𝑿

  

karena ketaksamaan tersebut akan terbukti trivial jika salah satu dari integral 

tersebut bernilai nol atau tak hingga. Misalkan 

𝒇′(𝒙) =
𝒇(𝒙)

𝜶
,       𝒈′(𝒙) =

𝒈(𝒙)

𝜷
  

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 diperoleh 
1

𝑝
 +

1

𝑞
 =  1 (bilangan konjugat), dan diperoleh 

|𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)| ≤
|𝑓′(𝑥)|𝑝

𝑝
+

|𝑔′(𝑥)|𝑞

𝑞
 

di mana ketika diintegralkan diperoleh 

∫ |𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)|𝑑𝜇 ≤ 
𝑋

1

𝑝
 ∫ |𝑓′(𝑥)|𝑝𝑑𝜇

𝑋

+
1

𝑞
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝜇

𝑋

 

=
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 
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sehingga 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝜇 ≤ 𝛼𝛽 
𝑋

 

2.5 Ruang Metrik 

Ruang metrik didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.6. (Muscat, 2014) Suatu himpunan tak kosong 𝑋 dengan pemetaan 𝑋 ×

 𝑋 →  𝑅 disebut ruang metrik jika pemetaan d memenuhi: 

1. 𝑑(x,y)≥  0 

2. 𝑑(𝑥,𝑦)  =  0 ↔  𝑥 =  𝑦 

3. 𝑑(𝑥,𝑦)  =  𝑑(𝑦,𝑥)      (𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑠) 

4. 𝑑(𝑥,𝑦) ≤ 𝑑(𝑥,𝑧)  + 𝑑(𝑧,𝑦)      (𝑘𝑒𝑡𝑎𝑘𝑠𝑎𝑚𝑎𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑔𝑖𝑡𝑖𝑔𝑎) 

untuk setiap 𝑥,𝑦,𝑧 ∈ 𝑋 

Fungsi jarak memberikan gambaran tentang lingkungan dari suatu titik. 

Diberikan titik 𝑎 dan bilangan 𝑟 >  0, kita dapat membedakan antara titik-titik 

yang dekat dengannya, memenuhi 𝑑(𝑥, 𝑎)  <  𝑟, dan yang tidak memen 

Definisi 2.7. (Muscat, 2014) Bola buka dengan pusat 𝑎 dan jari-jari 𝑟 >  0 adalah 

himpunan 

𝑩𝒓(𝒂) ≔ 𝒙 ∈ 𝑿: 𝒅(x,a)< 𝒓 (2.6) 

2.6 Ruang Vektor 

Ruang vektor adalah struktur matematika yang dibentuk oleh sekumpulan 

vektor, yaitu objek yang dapat dijumlahkan dan dikalikan dengan suatu bilangan, 

yang disebut skalar. Operasi penjumlahan dan perkalian vektor harus memenuhi 

persyaratan tertentu yang dinamakan aksioma. Pada tahun 2014 Anton dan Rorres 

mendefinisikan ruang vektor sebagai berikut. 

 

https://id.wikipedia.org/wiki/Struktur_matematika
https://id.wikipedia.org/wiki/Vektor
https://id.wikipedia.org/wiki/Penjumlahan_vektor
https://id.wikipedia.org/wiki/Perkalian_skalar
https://id.wikipedia.org/wiki/Aksioma
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Definisi 2.8 (Anton dan Rorres, 2014) Misalkan 𝑋 adalah himpunan tak kosong di 

lapangan 𝔽 dengan dua operasi yang didefinisikan sebagai operasi penjumlahan 

vektor +∶  𝑋2 →  𝑋 yang memenuhi sifat asosiatif, komutatif, aksioma nol dan 

invers, dan operasi perkalian skalar 𝔽 × 𝑋 →  𝑋 yang memenuhi masing-masing 

aturan distributif untuk setiap 𝑥,𝑦,𝑧 ∈  𝑋 dan 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽. 

1. Untuk setiap 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 maka 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑋. 

2. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 ;  ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋. 

3. (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧); ∀𝑥,𝑦,𝑧 ∈ 𝑋. 

4. Terdapat vektor tunggal 0, dinamakan vektor nol sedemikian sehingga 0 +

𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥; ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

5. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, terdapat vektor tunggal−𝑥 yang disebut negatif dari 𝑥 

sedemikian sehingga 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 0. 

6. Jika 𝑥 ∈ 𝑋 dan sebarang skalar 𝛼 ∈ ℝ maka 𝛼 ∈ ℝ  juga di 𝑋. 

7. 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦. 

8. (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥. 

9. (𝛼𝛽)𝑥 = 𝛼(𝛽𝑥). 

10. 1𝑥 = 𝑥 

Aksioma 1-5 merupakan sifat grup komutatif terhadap penjumlahan sedangkan 

aksima 6-10 merupakan sifat dengan operasi perkalian skalar. 

2.7 Ruang Bernorma 

Setelah membahas tentang ruang vektor selanjutnya akan dibahas ruang 

bernorma. Ruang bernorma didefinisikan oleh Rynne dan Youngson (2000) sebagai 

berikut. 
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Definisi 2.9 Misalkan 𝑋 ruang vektor atas lapangan 𝔽. Suatu norma di 𝑋 

merupakan fungsi ‖∙‖ ∶ 𝑋 → ℝ sedemikian sehingga untuk setiap  𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈

𝐹, memenuhi aksioma-aksioma berikut ini: 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0; 

2. ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0; 

3. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖; 

4. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (Ketaksamaan Segitiga)  

Ruang vektor X yang memiliki norm disebut ruang vektor bernorma atau 

ruang bernorma. Diantara salah satu contoh ruang bernorma adalah ruang Banach. 

Sedangkan (Kalton, 2003) mendefinisikan quasi-norm sebagai berikut. 

Definisi 2.10 (Kalton, 2003) Kuasi-norm ‖∙‖ pada ruang vektor 𝑋 atas lapangan 

𝐾 = ℝ atau ℂ merupakan suatu pemetaan 𝑋 → [0,∞) dengan 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 

sebarang scalar di 𝐾 yang memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0; 

2. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖; 

3. Terdapat konstanta k ≥ 1 sedemikian sehingga 

‖x + y‖ ≤ k(‖x‖ + ‖y‖) 

2.8 Ruang Banach 

Menurut Royden dan Fitzpatrick (2010), definisi ruang Banach berasal dari 

ruang bernorma berikut: 

Definisi 2.11 Suatu barisan {𝑓𝑛} merupakan ruang linier X dengan norma ‖⋅‖ 

disebut Cauchy di X dengan syarat untuk setiap ε > 0, terdapat bilangan asli N 

sedemikian sehingga untuk setiap m,n ≥ N berlaku 
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‖𝑓
𝑛

− 𝑓
𝑚

‖ ≤ 𝜀 (2.7) 

Ruang bernorma X disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy di X konvergen ke 

fungsi di 𝑋. Ruang bernorma yang lengkap ini disebut ruang Banach. 

Definisi 2.12. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Suatu barisan (𝑎𝑛) diruang metrik 

(𝐴,𝑓) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜖 > 0, terdapat indeks 𝑁 di mana 

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁,  𝑚𝑎𝑘𝑎 𝑓(𝑎𝑛,𝑎𝑚 ) < 𝜖  

Suatu ruang metrik A dikatakan Lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di A 

konvergen ke satu titik di A 

Pada tahun 2008 Wu dan Li mendefinisikan ruang Kuasi-Banach sebagai 

berikut. 

Definisi 2.13. Jika || ⋅ || adalah kuasi-norm di ruang vektor 𝑋 berlaku ruang metrik 

lengkap, maka ruang vektor 𝑋 disebut ruang kuasi-Banach.  

2.9 Ruang Fungsi 

Ruang fungsi merupakan ruang vektor dengan unsur - unsur di dalamnya 

berupa fungsi yang kontinu. Banyak penelitian yang dilakukan pada ruang fungsi 

yang mengakibatkan banyak definisi baru yang dihasilkan. Ruang fungsi 

merupakan ruang Banach dengan kondisi yang berbeda pada tiap ruang fungsi dan 

bisa dikombinasi dengan variabel eksponen. Ruang fungsi memiliki memiliki 

kondisi lemah pada masing-masing ruang fungsi. 

2.9.1 Ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen 

Sebelumnya terlebih dahulu ditunjukkan definisi dari ruang Lebesgue. 

Ruang Lebesgue merupakan perumuman dari ruang vektor yang memiliki norma. 

Ruang Lebesgue didefinisikan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) sebagai 

berikut. 



15 
 

 

Definisi 2.14. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Untuk ℝ𝑛 himpunan terukur, 1 ≤

 𝑝 ≤ ∞, dan suatu fungsi 𝑓 di ℝ𝑛 didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

< ∞ 

untuk sebarang fungsi terukur Lebesgue  𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ. 

Akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue adalah ruang bernorma. 

Ambil sebarang 𝑓(𝑥),𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛) 

1. ‖𝑓‖𝐿𝑝 ≥ 0 

Perhatikan bahwa  

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

Berdasarkan definisi harga mutlak, maka ‖𝑓‖𝐿𝑝 ≥ 0 

2. ‖𝑓‖𝐿𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(→) jika ‖𝑓‖𝐿𝑝 = 0 

‖𝑓‖𝐿𝑝 = 0 

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

= 0 

((∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

)

𝑝

= 0𝑝 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

= 0 

Karena 𝑓(𝑥) ∈ ℝ dan dan |𝑓(𝑥)| ≥ 0, maka kemungkinan |𝑓(𝑥)| = 0 atau 

|𝑓(𝑥)| > 0 karena  ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛 = 0 maka yang memenuhi pasti |𝑓(𝑥)| = 0 

jadi  
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𝑓(𝑥) = 0 

(←) jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= (∫ |0|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= (∫ 0 𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= 0
1
𝑝 

= 0  

3. ‖𝛼𝑓‖𝐿𝑝 = |𝛼|‖𝑓‖𝐿𝑝; ∀𝛼ℝ𝑛  

‖𝛼𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝛼𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= (∫ |𝛼|𝑝|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= (|𝛼|𝑝 ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= |𝛼|𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= |𝛼|‖𝑓‖𝐿𝑝 

4. ‖𝑓 + 𝑔‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝐿𝑝  (Ketaksamaan Minkowski) 

‖𝑓 + 𝑔‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝
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≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝 + |𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

≤ [(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

) + (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)]

1
𝑝

 

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

+ (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

= ‖𝑓‖𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝐿𝑝 

Dari pembuktian tersebut, diperoleh bahwa 𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang 

bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang Banach 

dengan menunjukkan kelengkapannya. Sebelumnya akan ditunjukkan terlebih 

dahulu lemma yang digunakan untuk membuktikan kelengkapan dari 𝐿𝑝(ℝ𝑛). 

Lemma 2.14. (Kalton, 2003) Ruang bernorma 𝑋 lengkap jika dan hanya jika 

setiap barisan∑  ∞
𝑛=1 𝑥𝑛  konvergen ke 𝑋 ketika ∑  ∞

𝑛=1 ||𝑥𝑛|| < ∞ 

Bukti. Pertama, asumsikan 𝑋 lengkap dengan || ⋅ || dan ∑ ||𝑥𝑛||∞
𝑛=1 < ∞. Untuk 

𝑛 ∈ ℕ, misalkan 𝑆𝑛 = 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛. Kemudian ||𝑆𝑚 − 𝑆𝑛|| ≤ ∑ ||𝑥𝑘||𝑚
𝑘=𝑛+1  

untuk setiap 𝑚. 𝑛 ∈ ℕ maka (𝑆𝑛)𝑛=1
∞ barisan Cauchy. Karena 𝑋 lengkap maka 

barisab ∑ 𝑥𝑗
∞
𝑛=1  konvergen. 

Sebaliknya, asumsikan ∑ 𝑥𝑛
∞
𝑛=1  konvergen ketika ∑ ||𝑥𝑛||∞

𝑛=1 < ∞. Misalkan 

(𝑦𝑛)𝑛=1
∞  barisan Cauchy di 𝑋. Ambil barisan monoton naik (𝑛𝑘)𝑘∈ℕ dari bilangan 

asli sedemikian sehingga 

||𝑦𝑝 − 𝑦𝑞||  <
1

2𝑘
.  𝑘𝑒𝑡𝑖𝑘𝑎  𝑝 > 𝑞 ≥ 𝑛𝑘 

Misalkan 𝑦𝑛0
= 0. Maka 

𝑦𝑛𝑘
= ∑ (𝑦𝑛𝑗

− 𝑦𝑛𝑗−1
) .  𝑘 ∈ ℕ

𝑘

𝑗=1
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Maka dari itu, diperoleh ‖𝑦𝑛𝑗
− 𝑦𝑛𝑗−1

‖ <
1

2𝑗−1 . ∀𝑗  ≥  2.  sehingga diperoleh 

bahwa ∑ ‖𝑦𝑛𝑗
− 𝑦𝑛𝑗−1

‖𝑘
𝑗=1 < ∞. Berarti bahwa subbaris (𝑦𝑛𝑘

)
𝑘=1

∞
 konvergen ke 

beberapa unsur di 𝑋. Misalkan 𝑦 adalah nilai limit dari subbarisan (𝑦𝑛𝑘
)

𝑘=1

∞
. 

Misalkan diberikan 𝜖 > 0, dipilih 𝐾 ∈ ℕ cukup besar sehingga ‖𝑦𝑛𝐾
− 𝑦‖ <

𝜖

2
 

dan 
1

2𝐾
<

𝜖

2
. Berdasarkan definisi, jika > 𝑛𝐾 , maka ‖𝑦𝑚 − 𝑦𝑛𝐾

‖ ≤
1

2𝐾
. Maka 

‖𝑦𝑚 − 𝑦‖ ≤ ‖𝑦𝑚 − 𝑦𝑛𝐾
‖ + ‖𝑦𝑛𝐾

− 𝑦‖ <
1

2𝐾
+

𝜖

2
 

di mana 𝑚 > 𝑛𝐾. Oleh karena itu, (𝑦𝑚)𝑚=1
∞  adalah barisan konvergen. 

Lemma 2.15. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan {𝑓𝑛} barisan dari fungsi 

terukur tak negatif di ℝ𝑛. 

𝐽𝑖𝑘𝑎 {𝑓𝑛} → 𝑓 ℎ𝑎𝑚𝑝𝑖𝑟 𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 − 𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑑𝑖 𝐸. 

 𝑚𝑎𝑘𝑎 ∫ 𝑓 ≤ lim inf ∫ 𝑓𝑛
ℝ𝑛ℝ𝑛

 
(2.8) 

Bukti. Fungsi 𝑓 tak negatif dan terukur karena terdapat masing-masing titik batas 

pada suatu fungsi dari barisan tersebut. Untuk menunjukkan ketaksamaan lemma 

tersebut, cukup dan perlu untuk menunjukkan bahwa jika ℎ fungsi terbatas dan 

terukur di mana 0 ≤  ℎ ≤  𝑓 di ℝ𝑛, maka  

∫ ℎ ≤ lim inf ∫ 𝑓𝑛
ℝ𝑛ℝ𝑛

 

Misalkan ℎ suatu fungsi. Pilih 𝑀 ≥  0 di mana |ℎ|  ≤  𝑀 di ℝ𝑛. Didefinisikan 

𝐸0  =  {𝑥 ∈  𝐸|ℎ(𝑥) ≠ 0}. Maka 𝑚(𝐸0)  <  ∞. Misalkan 𝑛 bilangan asli, fungsi 

ℎ𝑛 di 𝐸 didefinisikan sebagai 

ℎ𝑛 = min{ℎ. 𝑓𝑛}   𝑑𝑖  ℝ𝑛 

Perhatikan bahwa fungsi ℎ𝑛 terukur, yaitu 
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0 ≤ ℎ𝑛 ≤ 𝑀 𝑑𝑖 𝐸0 𝑑𝑎𝑛 ℎ𝑛 = 0 𝑑𝑖 ℝ𝑛~𝐸0  

Selanjutnya, untuk setiap 𝑥 di ℝ𝑛, karena ℎ(𝑥)  ≤  𝑓(𝑥) dan 

{𝑓𝑛(𝑥)} → 𝑓(𝑥). {ℎ𝑛(𝑥)} → ℎ(𝑥) 

Berdasarkan teorema konvergen terbatas yang dibahas oleh Thomson (2020) 

diaplikasikan pada barisan terbatas seragam yang dibatasi oleh ℎ𝑛di ℝ𝑛~𝐸0 

bahwa 

lim
𝑛→∞

∫ ℎ𝑛
ℝ𝑛

= lim
𝑛→∞

∫ ℎ𝑛
𝐸0

= ∫ ℎ = ∫ ℎ
ℝ𝑛𝐸0

 

Akan tetapi, ∀𝑛. ℎ𝑛  ≤  𝑓𝑛 di ℝ𝑛, oleh karena itu dengan definisi integral 𝑓𝑛 atas 

ℝ𝑛, ∫ ℎ𝑛ℝ𝑛 ≤ ∫ 𝑓𝑛ℝ𝑛 . Maka 

∫ ℎ
ℝ𝑛

= lim
𝑛→∞

∫ ℎ𝑛
ℝ𝑛

≤ lim inf ∫ 𝑓𝑛
ℝ𝑛

 

Proposisi 2.16. (Bowers dan Kalton, 2014) 𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang Banach. 

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa 𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah lengkap, maka akan 

menggunakan Lemma 2.13 sebagai berikut. 

Asumsikan (𝑓𝑘)𝑘=1
∞  adalah fungsi barisan di 𝐿𝑝 (ℝ𝑛) sedemikian hingga 

∑ ||𝑓𝑘||∞
𝑘=1 𝐿𝑝  <  ∞. Misalkan 𝑀 = ∑ ||𝑓𝑘||∞

𝑘=1 𝐿𝑝  . Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 

didefinisikan 𝑔𝑛(𝜔𝑎)  = ∑  ∞
𝑘=1 |𝑓𝑘(𝜔)| untuk setiap 𝜔 ∈ ℝ𝑛. Perhatikan bahwa 

(𝑔𝑛)𝑛=1
∞  adalah fungsi barisan terukur negatif dan 𝑔𝑛  ≤  𝑔𝑛+1 untuk setiap 𝑛 ∈

ℕ. Berdasarkan Lemma 2.14, diperoleh 

∫  𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛→∞|𝑔𝑛|𝑝  𝑑𝑥 ≤ lim inf𝑛→∞ ∫   |𝑔𝑛|𝑝  𝑑𝑥 = lim inf𝑛→∞||𝑔𝑛||
𝐿𝑝 

≤  𝑀𝑝 <  ∞ 

Berarti bahwa lim inf
𝑛→∞

|𝑔𝑛|𝑝𝑑𝑥  <  ∞ terukur hampir di mana-mana, dan 

akibatnya diperoleh 
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(∑|𝑓𝑘|

𝑛

𝑘=1

)

𝑝

= lim
𝑛→∞

 (∑|𝑓𝑘|

𝑛

𝑘=1

)

𝑝

= lim inf𝑛→∞|𝑔𝑛|𝑝 < ∞ 

Sehingga fungsi 𝑔 = ∑ |𝑓𝑘|∞
𝑘=1  ada dan ‖𝑔‖𝑝 ≤  𝑀. 

Selanjutnya misalkan 𝑓 = ∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=1  , berarti bahwa 𝑓 ada dan terukur dimana-

mana, karena |𝑓(𝜔)|  ≤  𝑔(𝜔) di mana ∀𝜔 ∈ ℝ𝑛 , Perhatikan juga bahwa 

|∑ 𝑓𝑘(𝜔)

𝑛

𝑘=1

| ≤ 𝑔(𝜔). 𝜔 ∈ ℝ𝑛 

Oleh karena itu diperoleh bahwa ∑ 𝑓𝑘
𝑛
𝑘=1  konvergen ke 𝑓 di 𝐿𝑝.  

Pada ruang Lebesgue juga dikembang oleh Amalia (2018) menjadi ruang 

Lebesgue dengan variabel eksponen yang didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.17. Misalkan 1 ≤  𝑝(·)  <  ∞, Ruang Lebesgue dengan variabel 

eksponen 𝐿𝑝(·) (ℝ𝑛) didefinisikan sebagai 

𝐿𝑝(⋅)(ℝ𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝(⋅): ‖𝑓‖
𝐿𝑝(⋅) ≤ ∞} (2.9) 

di mana normnya didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖𝐿𝑝(⋅) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝(⋅)

 (2.10) 

Masing-masing ruang fungsi memiliki kondisi lemahnya, begitu juga 

dengan ruang Lebesgue sebagai berikut. 

Definisi 2.18. (Mu’tazili, 2019) Misalkan 1 ≤  𝑝 <  ∞. Ruang Lebesgue lemah 

𝑤𝐿𝑝 (ℝ𝑛 ) adalah himpunan semua fungsi terukur 𝑓 ∶ ℝ𝑛  → ℝ  sehingga 

‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝 < ∞ (2.11) 

dengan |𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶  |𝑓(𝑥)|  >  𝜆| menyatakan ukuran Lebesgue dari 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶

 |𝑓(𝑥)|  >  𝜆. 
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Pada tahun 2014, Limanta telah membuktikan bahwa ruang Lebesgue Lemah 

merupakan ruang kuasi-Banach dalam proposisi berikut. 

Proposisi 2.19. (Limanta, 2014) 𝑤𝐿𝑝 merupakan ruang kuasi-Banach. 

Bukti. Ambil sebarang 𝑓(𝑥),𝑔(𝑥) ∈ 𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑛) 

1. ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(→) jika ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = 0 

‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = 0 

sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝 = 0 

(sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝)

𝑝

= 0𝑝 

sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = 0 

Karena 𝑓(𝑥) ∈ ℝ dan dan |𝑓(𝑥)| ≥ 0, maka kemungkinan |𝑓(𝑥)| = 0 atau 

|𝑓(𝑥)| > 0 karena  sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = 0 maka yang memenuhi 

pasti |𝑓(𝑥)| = 0 jadi  

𝑓(𝑥) = 0 

(←) jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝 

= sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |0| > 𝜆}|
1
𝑝 

= sup
λ>0

𝜆 |0|
1
𝑝 

= sup
λ>0

𝜆 (0) 

= 0  
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2. ‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = |𝛼|‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝; ∀𝛼 ∈ ℝ𝑛  

Jika   α = 0, maka jelas bahwa  ‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = |𝛼|‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝. Kemudian asumsikan 

𝛼 ≠  0, maka diperoleh 

|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

|𝛼|
}| 

berakibat  

‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

|𝛼|
}|

1
𝑝
 

Ambil µ =
𝜆

|𝛼|
  maka diperoleh 

‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
λ>0

|𝛼|𝜇 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜇}|
1
𝑝 

= |𝛼| sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜇}|
1
𝑝 

= |𝛼|‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝  

3. ‖𝑓 + 𝑔‖𝑤𝐿𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝑤𝐿𝑝  

Perhatikan bahwa  

{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆} ⊆ {𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
} ∪ {𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >

𝜆

2
} 

berakibat 

|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}| ≤ |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}| 

+ |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}| 

sehingga  

𝜆|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝 ≤ 𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >

𝜆

2
}|

1
𝑝
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+𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|

1
𝑝
 

(𝜆|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝)

𝑝

≤ (𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|

1
𝑝

)

𝑝

 

+ (𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|

1
𝑝

)

𝑝

 

𝜆𝑝|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}| ≤ 𝜆𝑝 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|

 

 

+𝜆𝑝 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|

 

 

maka diperoleh 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑤𝐿𝑝 ≤ 2𝑝 (sup
λ>0

𝜆𝑝 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|

 

+ sup
λ>0

𝜆𝑝 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}|

 

) 

= 2𝑝(‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝑤𝐿𝑝) 

Berdasarkan aksioma diatas, maka terbukti bahwa ruang Lebesgue lemah 

merupakan kuasi-norm. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa ruang Lebesgue 

lemah adalah ruang kuasi-Banach, maka harus dibuktikan terlebih dahulu 

kelengkapannya. 

Misalkan (𝑓𝑛) adalah barisan Cauchy di 𝑤𝐿𝑝 (ℝ𝑛). Kemudian asumsikan 

bahwa terdapat barisan konvergen ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1   sedemikian sehingga 

‖𝑓𝑘+1  − 𝑓𝑘‖_(𝑤𝐿𝑝)  ≤  𝑎𝑘; ∀𝑘 (2.12) 

karena 

𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛 = ∑ [𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗]

𝑛+𝑘+1

𝑗=𝑛

; ∀𝑛. 𝑘 
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maka 

‖𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛‖ ≤ ∑ ‖𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗‖
𝑤𝐿𝑝

𝑛+𝑘+1

𝑗=𝑛

  

≤ ∑ 𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 

misalkan 𝑥 ∈ 𝑤𝐿𝑝, maka 

|𝑓𝑛+𝑘(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑ 𝑎𝑗; ∀𝑛. 𝑘

∞

𝑗=𝑛

 

Barisan ∑ 𝑎𝑘 ∞
𝑘=1  konvergen, maka (𝑓𝑛(𝑥)) adalah barisan Cauchy 

terhadap bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap. 

Misalkan limit dari (𝑓𝑛(𝑥)) adalah 𝑓(𝑥), maka untuk 𝑘 →  ∞ diperoleh 

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑ 𝑎𝑗 ; ∀𝑛. ∀𝑥 ∈ 𝑤𝐿𝑝

∞

𝑗=𝑛

 

Sehingga diperoleh bahwa (𝑓𝑛) konvergen seragam ke 𝑓(𝑥). Karena 𝑓(𝑛) 

kontinu, maka berlaku juga pada 𝑓. Barisan Cauchy disebut konvergen jika 

terdapat barisan konvergen dan barisan Cauchy di 𝑤𝐿𝑝 memiliki subbarisan di 

mana persamaan (2.11) berlaku. Jadi, terbukti bahwa 𝑤𝐿𝑝 (ℝ𝑛 ) merupakan 

ruang kuasi-Banach.  

Seorang ilmuwan Shao dan Thao (2019) mengembangkan ruang Lebesgue 

lemah menjadi ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen sebagai berikut. 

Definisi 2.20. Misalkan 1 ≤  𝑝(⋅) <  ∞.  𝑝(·)  ∈ 𝒫(ℝ^𝑛 ). Ruang Lebesgue 

lemah dengan variabel eksponen 𝑤𝐿𝑝(·)(ℝ^𝑛 ) adalah himpunan semua fungsi 

terukur 𝑓 ∶ ℝ𝑛  → ℝ sehingga 
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‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝(⋅) = sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝(⋅) < ∞ (2.13) 

dengan |𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶  |𝑓(𝑥)|  >  𝜆| menyatakan ukuran Lebesgue dari 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶

 |𝑓(𝑥)|  >  𝜆. 

2.9.1 Ruang Morrey dengan Variabel Eksponen  

Setelah mendefinisikan ruang Lebesgue dengan variabel eksponen 

selanjutnya akan ditunjukkan ruang Morrey dengan variabel eksponen. Akan 

tetapi, terlebih dahulu akan ditunjukkan definisi dari ruang Morrey. Berdasarkan 

Sawano ruang Morrey didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.21. (Sawano dkk., 2020) Misalkan 1 ≤  𝑝 ≤  𝑞 <  ∞, Ruang Morrey 

ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) didefinisikan sebagai,  

ℳ𝑞
𝑝 (ℝ𝑛)  =  {𝑓 ∈  𝐿 

𝑝 (ℝ𝑛) ∶ ‖𝑓‖
ℳ𝑞

𝑝   <  ∞}  

di mana Normnya didefinisikan sebagai,  

‖𝑓‖
ℳ𝑞

𝑝  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1
𝑞

 −
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝

  

dengan 𝐵(𝑎. 𝑟) menotasikan bola buka berdimensi 𝑛 dan berpusat di 𝑎 ∈ ℝ𝑛 

dengan jari-jari 𝑟 >  0 , dan |𝐵(𝑎. 𝑟)| menyatakan ukuran Lebesgue dari 𝐵(𝑎. 𝑟) 

Selanjutnya akan ditunjukkan definisi ruang Morrey dengan variabel 

eksponen sebagai berikut 

Definisi 2.22. (Shao dan Tao, 2019) Misalkan 1 ≤  𝑝(⋅) ≤ 𝑞(·)  <  ∞, 

𝑝(·). 𝑞(⋅)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛), maka ruang Morrey dengan variabel eksponen ℳ𝑞(·)
𝑝(·) (ℝ𝑛) 

didefinisikan sebagai, 

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 (ℝ𝑛)  =  {𝑓 ∈  𝐿 
𝑝(⋅) (ℝ𝑛) ∶ ‖𝑓‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)   <  ∞}  (2.14) 

di mana normanya didefinisikan sebagai, 
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‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

  (2.15) 

Masing-masing ruang fungsi memiliki kondisi lemahnya, begitu juga 

dengan ruang Morrey dengan variabel eksponen. Sebelumnya akan terlebih 

dahulu ditunjukkan definisi ruang Morrey lemah sebagai berikut. 

Definisi 2.24. (Sawano dkk., 2020) Misalkan 1 ≤  𝑝 ≤  𝑞 <  ∞, Sawano 

mendefinisikan Ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝑞
𝑝 (ℝ𝑛 ) merupakan himpunan fungsi 

terukur 𝑓 di ℝ𝑛 untuk ‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞

𝑝
 < ∞ di mana normanya didefinisikan sebagai, 

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞

𝑝 = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1
𝑞

 −
1
𝑝𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 < ∞ 

dengan |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| menyatakan ukuran lebesgue dari {𝑥 ∈

𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}. 

Selanjutnya akan ditunjukkan definisi ruang Morrey lemah dengan 

variabel eksponen sebagai berikut 

Definisi 2.25. (Shao dan Tao, 2019) Misalkan 1 ≤ 𝑝(⋅)  ≤ 𝑞(⋅) <  ∞, 

𝑝(·). 𝑞(⋅)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛), maka norm dari Ruang Morrey lemah dengan variabel 

eksponen 𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛) didefinisikan sebagai, 

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾  

|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝(⋅) < ∞ 

(2.16) 

dengan |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| menyatakan ukuran lebesgue dari {𝑥 ∈

𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}. 
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2.10 Kajian Keislaman 

Pada sub bab ini, akan dibahas bagaimana Al-Qur’an menjelaskan keluasan 

ilmu Allah yang tidak akan pernah habis. Keluasan ilmu Allah digambarkan di 

dalam surat Al-Kahfi ayat 109 yaitu : 

رُمِدَ  فَدَ كَلِمَاتُ رَبِّىِّ وَلَ اد الِّكَلِمَاتِ رَبِّىِّ لنََفِدَ الر قُلر لَّور كَانَ الربَحر رُ قَ برلَ انَر تَ ن ر نَا بمثِرلِهِ مَدَاد ا بَحر (١٠9)ورجِئ ر  
 

"Katakanlah (Muhammad), "Seandainya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-

kalimat Tuhanku, maka pasti habislah lautan itu sebelum selesai (penulisan) kalimat-

kalimat Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak itu pula"" 

 

Ayat ini diturunkan berkenaan dengan orang-orang Yahudi yang menganggap 

bahwa mereka telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak dengan sampainya 

kitab Taurat kepada mereka. Awalnya adalah ketika orang-orang Yahudi 

mendengar Q.S. Al-Isra' ayat 85 yang artinya "Sedangkan kalian diberi 

pengetahuan hanya sedikit." Ketika mereka mendengar ayat yang menyebutkan 

bahwa ilmu mereka masih sedikit, salah seorang dari kaum Yahudi menjawab, 

“Kami telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak, yaitu dengan diberikannya 

kitab Taurat kepada kami. Dan barang siapa telah diberi kitab Taurat, maka ia 

telah mendapatkan banyak kebaikan.” Setelah itu diturunkanlah surat Al-Kahfi 

ayat 109 sebagai penegasan bahwa ilmu yang mereka peroleh masih sangat sedikit 

jika dibandingkan dengan ilmu yang dimiliki oleh Allah (Lubab an-Nuqul fi Asbab 

an-Nuzul). 

Surat Al-Kahfi ayat 109 menunjukkan bahwa ilmu Allah sangat luas. 

Manusia diperintahkan agar selalu berfikir untuk mengembangkan ilmu yang sudah 

kita ketahui. Pengembangan ilmu ini adalah pada Ketaksamaan Hӧlder yang 

diaplikasikan di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Konsep perintah selalu 
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berfikir dan pengembangan ilmu pengetahuan diperintahkan Allah pada surat Al-

Ghasiyah ayat 17-20 yaitu : 

( نَ اِلََ الِابِلِ كَيرفَ خُلِقَتر ()( وَإِلََ ال١7افََلايََ نرظرُُور بَِالِ ١8سَّمَآءِ كَيرفَ رفُِعَتر  كَيرفَ نُصِبَتر ( وَإِلََ الْر
َررضِ كَيرفَ سُطِحَتر )١9) (٢٠( وَإِلََ الأر  
 

"Maka tidaklah mereka memperhatikan unta, bagaimana diciptakan? Dan langit, 

bagaimana ditinggikan? Dan gunung-gunung, bagaimana ditegakkan? Dan bumi 

bagaimana dihamparkan?" 

 

Makna yang dapat diambil dari surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 bahwa setiap 

ilmu yang diberikan oleh Allah itu sangat luas di mana kebanyakan manusia belum 

mengetahuinya. Sebagai contoh adalah Allah menciptakan unta, meninggikan 

langit, menegakkan gunung, dan menghamparkan bumi sebagai bentuk 

kekuasaannya. Tentu saat ini manusia tidak mengetahui tentang kekuasaan Allah 

tersebut. Akan tetapi Allah memperintahkan kita  untuk berfikir dan memperhatikan 

dengan keinginan mengambil pelajaran dari peristiwa yang terjadi. 

Menurut Tafsir Al-Mishbah bahwa Allah menyuruh untuk memperhatikan 

bukti kuasa Allah yang terbentang di alam raya ini, antara lain kepada unta yang 

menjadi kendaraan dan sumber pangan bagaimana diciptakan oleh Allah dengan 

sangat mengagumkan. Apakah mereka tidak merenungkan tentang langit yang 

demikian luas dan yang selalu disaksikan bagaimana ditinggikan tanpa ada yang 

menopangnya. Gunung-gunung yang demikian tegar dan yang biasa didaki 

bagaimana ia ditegakkan oleh Allah. Bumi sebagai tempat tinggal dan yang tercipat 

bulat bagaimana dihamparkan oleh Allah sehingga manusia bisa menempatinya 

(Tafsir Al-Mishbah). 

Kesimpulan yang diperoleh adalah ilmu Allah sangat luas sehingga Allah 

memerintahkan untuk memperhatikan tentang kekuasaannya dan juga 
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diperintahkan untuk terus mengkaji ilmu yang belum diketahui yang sebenarnya 

bisa dipelajari. Sama halnya dengan ilmu didalam matematika di mana 

Ketaksamaan Hӧlder dapat dikaji dan dikembangkan lebih dalam yang 

diaplikasikan pada ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Pengembangan ini 

sesuai dengan pengamalan  surat Al-Ghasiyah ayat 17-20. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Syarat Cukup Ketaksamaan Hӧlder di Ruang Lebesgue dengan 

Variabel Eksponen 

Sebelumnya akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa ruang Lebesgue dengan 

variabel eksponen adalah ruang Banach dan ruang Lebesgue lemah dengan variabel 

eksponen adalah ruang kuasi-Banach.  

Pertama akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue dengan variabel eksponen 

adalah ruang Banach. Di mana    ||𝑓||
𝐿𝑝(∙)(ℝ𝑛)

 harus memenuhi aksioma norm dengan 

kelengkapannya: 

Bukti. 

Misalkan 𝑓. 𝑔 ∈  𝐿𝑝(∙)(ℝ𝑛) 

1. ||𝑓||
𝐿𝑝(∙) 

 ≥ 0 

Perhatikan bahwa 

    ||𝑓||
𝐿𝑝(∙) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥

 

ℝ𝑛 )
1

𝑝(∙) 

Berdasarkan definisi harga mutlak, maka ||𝑓||
𝐿𝑝(∙) 

 ≥ 0 

2. ||𝑓||
𝐿𝑝(∙) 

= 0 jika dan hanya jika 𝑓  = 0 

(→) jika ||𝑓||
𝐿𝑝(∙) 

 = 0 

      ||𝑓||
𝐿𝑝(∙) 

 = 0 

  (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛 ) 
1

𝑝(∙)     = 0  

                ((∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛 ) 
1

𝑝(∙))

𝑝(⋅)

  = 0𝑝(∙)   

                        ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛   = 0 
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Karena 𝑓(𝑥) ∈ ℝ dan dan |𝑓(𝑥)| ≥ 0, maka kemungkinan |𝑓(𝑥)| = 0 atau 

|𝑓(𝑥)| > 0 karena  ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛 = 0 maka yang memenuhi pasti |𝑓(𝑥)| =

0 jadi  

                                                       𝑓(𝑥) = 0 

(←) jika 𝑓 = 0 

 ||𝑓||
𝐿𝑝(∙) 

=  (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛 ) 
1

𝑝(∙) 

       =  (∫ |0|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛 ) 
1

𝑝(∙) 

       = (∫ 0𝑑𝑥
 

ℝ𝑛 ) 
1

𝑝(∙) 

     = 0
1

𝑝(∙) 

     = 0 

3. ∥ α𝑓 ∥  𝐿𝑝(∙)   = |𝛼|  ∥ 𝑓|| 𝐿𝑝(∙) ; ∀𝛼 ∈ ℝ𝑛 

∥ 𝛼𝑓 ∥  𝐿𝑝(∙)    = (∫ |𝛼𝑓(𝑥)
 

ℝ𝑛 |𝑝(∙)𝑑𝑥) 
1

𝑝(∙) 

  = (∫ |𝛼|
 

ℝ 𝑛
 𝑝(∙)|𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥)  

1
𝑝(∙) 

= (|𝛼|𝑝(∙)  ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)
 

ℝ𝑛

𝑑𝑥)  
1

𝑝(∙) 

= |𝛼|𝑝(∙)  (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)
 

ℝ𝑛

𝑑𝑥)  
1

𝑝(∙) 

= |𝛼| ∥ 𝑓 ∥  𝐿𝑝(∙)     

4. ∥ 𝑓 + 𝑔 ∥𝐿𝑝(∙)≤ ∥ 𝑓 ∥𝐿𝑝(∙) + ∥ 𝑔 ∥𝐿𝑝(∙) 

 ∥ 𝑓 + 𝑔 ∥𝐿𝑝(∙)  = (∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝(∙) 

ℝ𝑛 𝑑𝑥) 
1

𝑝(∙) 

≤ (∫ (|𝑔(𝑥)|𝑝(∙)
 

ℝ𝑛

 + |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥)  
1

𝑝(∙) 
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≤  [(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

) + (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

) ]  
1

𝑝(∙) 

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

)  
1

𝑝(∙) + (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝(∙)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

)  
1

𝑝(∙) 

 = ∥ 𝑓 ∥𝐿𝑝(∙) + ∥ 𝑔 ∥𝐿𝑝(∙) 

Dari pembuktian tersebut, diperoleh bahwa  𝐿𝑝(∙) (ℝ𝑛) adalah ruang 

bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝐿𝑝(∙) (ℝ𝑛) adalah ruang Banach 

dengan menunjukkan kelengkapannya dari 𝐿𝑝(∙) (ℝ𝑛). 

Ambil sebarang barisan Cauchy (𝑓𝑛 ) di 𝐿𝑝(∙).     Misalkan (𝑓𝑛𝑘
 ) merupakan 

sub barisan dari (𝑓𝑛 )  dimana 𝑛1 < 𝑛2 < …yang memenuhi 

∥ 𝑓𝑚  −  (𝑓𝑛𝑘
 ) ∥𝐿𝑝(∙)<  2−𝑘 ≡ ∀𝑚 ≥  𝑛𝑘   

Definisikan, untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ, 

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛1
| + ∑ |𝑓𝑛𝑡+1

𝑘−1

𝑡=1

−  𝑓𝑛𝑡
| 

 

Jelas bahwa 

∥ 𝑔𝑘 ∥𝐿𝑝(⋅)≤ ∥ 𝑓𝑛1 ∥𝐿𝑝(⋅)  +  ∑ ||𝑓𝑛𝑡+1

𝑘−1
𝑡=1 −  𝑓𝑛𝑡

∥𝐿𝑝(⋅)  < ∥ 𝑓𝑛1 ∥𝐿𝑝(⋅)  +  1 <  ∞    

Misalkan 𝑔 = lim
𝑘→∞

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛1
| +  ∑ |𝑓𝑛𝑡+1

− 𝑓𝑛𝑡
|∞

𝑡=1 . Berdasarkan Lemma 2.14 kita 

memperoleh ∥ 𝑔 ∥𝐿𝑝(⋅)  ≤ ∥ 𝑓𝑛1
 ∥𝐿𝑝(⋅)  + 1. Secara umum, 𝑔 (𝑥) <  ∞  hampir 

dimana-mana, sehingga deret 

𝑓𝑛1
(𝑥) +  ∑(𝑓𝑛𝑡+1

𝑘−1

𝑡=1

(𝑥) − 𝑓𝑛𝑡
(𝑥)) 
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Konvergen mutlak untuk hampir semua 𝑥. Didefinisikan jumlah pada deret diatas 

sebagai 𝑓(𝑥) untuk 𝑥 dimana deret tersebut konvergen dan 𝑓 (𝑥) = 0 untuk 𝑥 

lainnya. Karena  

𝑓𝑛1
+  ∑(𝑓𝑛𝑡+1

𝑘−1

𝑡=1

− 𝑓𝑛𝑡
) =  𝑓𝑛𝑘

  

Maka kita mempunyai 𝑓(𝑥) =  lim
𝑡→∞

 𝑓𝑛𝑡
(𝑥) hampir dimana-mana. Maka cukup 

buktikan bahwa 𝑓 adalah titik limit dari 𝑓𝑛. Ambil sebarang 𝜇 > 0. Karena  (𝑓𝑛) 

Cauchy, maka terdapat 𝑁 ∈  ℕ sedemikian sehingga ∀𝑚. 𝑛 > 𝑁 kita peroleh              

∥ 𝑓𝑚 −  𝑓𝑛 ∥𝐿𝑝(⋅)  <  
𝜇

2
. Oleh karena itu, 

∥ 𝑓𝑛 − 𝑓 ∥𝐿𝑝(⋅)= ∥ 𝑓𝑛 + 𝑓𝑛𝑘
+  𝑓𝑛𝑘

− 𝑓 ∥𝐿𝑝(⋅) 

≤ ∥ 𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘
∥𝐿𝑝(⋅) + ∥ 𝑓𝑛𝑘

− 𝑓 ∥𝐿𝑝(⋅) 

< 
𝜇

2
 + 

𝜇

2
 = 𝜇 

Untuk setiap 𝑛 > 𝑁. Hal ini membuktikan 𝑓𝑛  → 𝑓.  Jadi 𝐿𝑝(∙) (ℝ𝑛) adalah ruang 

Banach. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue lemah dengan variabel 

eksponen adalah ruang kuasi-Banach sebagai berikut. 

Bukti.  Misalkan 𝑓(𝑥).  𝑔(𝑥) ∈ 𝓌 𝐿𝑝(∙)(ℝ𝑛) 

1. ∥ 𝑓 ∥𝓌𝐿𝑝(∙)= 0, jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(→) jika ∥ 𝑓 ∥𝓌𝐿𝑝(∙)= 0 

 ∥ 𝑓 ∥𝓌𝐿𝑝(∙)= 0 

 sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 𝜖 ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝(∙) = 0 

 (sup
𝜆>0

 𝜆 |{𝑥 ∈  ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝)  𝑝(∙) = 0𝑝(∙) 
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sup
𝜆>0

 𝜆 |{𝑥 ∈  ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = 0 

Karena 𝑓(𝑥) bernilai mutlak, maka jelas bahwa 𝑓(𝑥) = 0 

(←) jika 𝑓(𝑥) = 0 

   ∥ 𝑓 ∥𝑤𝐿𝑝(∙)=  sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 𝜖 ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝(∙) 

 =  sup
𝜆>0

 𝜆 |{𝑥 ∈  ℝ𝑛 ∶ |0| > 𝜆}|
1

𝑝(∙) 

 = sup
𝜆>0

 𝜆 |0|
1

𝑝(∙) 

 = sup
𝜆>0

 𝜆 (0) 

 = 0 

2. ∥ 𝛼𝑓 ∥𝑤𝐿𝑝(∙)= |𝛼| ∥ 𝑓 ∥𝑤𝐿𝑝(∙) ;  ∀𝛼 ∈ ℝ𝑛 

jika 𝛼 = 0, maka jelas bahwa ∥ 𝛼𝑓 ∥𝑤𝐿𝑝(∙)= |𝛼| ∥ 𝑓 ∥𝑤𝐿𝑝(∙). Kemudian 

asumsikan 𝛼 ≠ 0, maka diperoleh 

|{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝜆

|𝛼|
}| 

berakibat 

∥ 𝛼𝑓 ∥𝑤𝐿𝑝(∙)= sup
𝜆>0

 𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝜆

|𝛼|
}|  

1
𝑝 

Ambil 𝜇 =
𝜆

|𝛼|
 maka diperoleh 

∥ 𝛼𝑓 ∥𝑤𝐿𝑝(∙)=  sup
𝜇>0

|𝛼|𝜇|{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝜇}|
1
𝑝 

= |𝛼| sup
𝜇>0

 𝜇 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝜇}|
1
𝑝 

 = |𝛼| ∥ 𝑓 ∥𝓌𝐿𝑝(∙) . 
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3. ∥ 𝑓 + 𝑔 ∥𝑤𝐿𝑝(∙)≤ 𝑘 (∥ 𝑓 ∥𝓌𝐿𝑝(∙) + ∥ 𝑔 ∥𝓌𝐿𝑝(∙)); ∀𝑘 ≥ 1 

Perhatikan bahwa 

{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆} ⊆ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
} ∪  {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑔(𝑥)| >

𝜆

2
} 

Berakibat 

|{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}| ≤ |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}| 

+ |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}|. 

Sehingga 

𝜆|{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}| 
1
𝑝 ≤ 𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >

𝜆

2
}|  

1
𝑝  

+𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}|  

1
𝑝 

(𝜆|{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}| 
1
𝑝)  𝑝 =  (𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >

𝜆

2
}|  

1
𝑝)  𝑝 

+ (𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}|  

1
𝑝)  𝑝 

𝜆𝑝|{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}| ≤ 𝜆𝑝 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}| 

+𝜆𝑝 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}| 

Maka diperoleh 

∥ 𝑓 + 𝑔 ∥𝑤𝐿𝑝(∙) ≤  2𝑝  (sup
𝜆>0

𝜆𝑝 |{𝑥: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}| + sup

𝜆>0
𝜆𝑝 |{𝑥: |𝑔(𝑥)| >

𝜆

2
}|) 

 =  2𝑝  (∥ 𝑓 ∥
𝑤𝐿𝑝(∙)
𝑝

 + ∥ 𝑔 ∥
𝑤𝐿𝑝(∙)
𝑝

) 

Berdasarkan aksioma di atas, maka terbukti bahwa ruang Lebesgue lemah 

dengan variabel eksponen merupakan kuasi-norm. selanjutnya untuk menunjukkan 
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bahwa ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen adalah ruang kuasi-

Banach, maka harus dibuktikan terlebih dahulu kelengkapannya. 

Misalkan (𝑓𝑛) adalah barisan Cauchy di 𝑤𝐿𝑝(∙)(ℝ𝑛). Kemudian asumsikan 

bahwa terdapat barisan konvergen ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  sedemikian sehingga 

∥ 𝑓𝑘+1 − 𝑓𝑘 ∥𝑤𝐿𝑝(∙)≤  𝑎𝑘 ;  ∀𝑘 

karena 

𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛 = ∑ [𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗]

𝑛+𝑘+1

𝑗=𝑛

; ∀𝑛. 𝑘 

maka 

‖𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛‖ ≤ ∑ ‖𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗‖
𝑤𝐿𝑝(⋅)

𝑛+𝑘+1

𝑗=𝑛

  

≤ ∑ 𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 

misalkan 𝑥 ∈ 𝑤𝐿𝑝(⋅), maka 

|𝑓𝑛+𝑘(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑ 𝑎𝑗; ∀𝑛. 𝑘

∞

𝑗=𝑛

 

Barisan ∑ 𝑎𝑘 ∞
𝑘=1  konvergen, maka (𝑓𝑛(𝑥)) adalah barisan Cauchy terhadap 

bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap. Misalkan 

limit dari (𝑓𝑛(𝑥)) adalah 𝑓(𝑥), maka untuk 𝑘 →  ∞ diperoleh 

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑ 𝑎𝑗 ; ∀𝑛. ∀𝑥 ∈ 𝑤𝐿𝑝(⋅)

∞

𝑗=𝑛

 

Sehingga diperoleh bahwa (𝑓𝑛) konvergen seragam ke 𝑓(𝑥). Karena 𝑓(𝑛) 

kontinu, maka berlaku juga pada 𝑓. Barisan Cauchy disebut konvergen jika terdapat 

barisan konvergen dan barisan Cauchy di 𝑤𝐿𝑝(⋅) memiliki subbarisan di mana 
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persamaan (2.11) berlaku. Jadi, terbukti bahwa 𝑤𝐿𝑝(⋅) (ℝ𝑛) merupakan ruang 

kuasi-Banach. 

Setelah terbukti bahwa ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah 

ruang Banach, maka definisi ruang lebesgue dengan variabel eksponen berlaku dan 

dapat diaplikasikan pada ketaksamaan Hӧlder. Hal ini juga terbukti pada ruang 

Lebesgue lemah dengan variabel eksponen. Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah 

satu dari ketaksamaan di bidang analisis. Ketaksamaan Holder yang digunakan 

pada penelitian ini adalah ketaksamaan Hӧlder integral di mana pada tahun 1982 

Kantorovich dan Akilov mendefinisikannya. Penelitian yang dilakukan adalah 

menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di ruang Lebesgue dengan variabel 

eksponen dalam teorema berikut. 

Teorema 3.1. Misalkan 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛), sedemikian sehingga 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
  ≤

1

𝑝(·)
 .  Jika 𝑓(𝑥)  ∈  𝐿𝑝1(⋅) (ℝ𝑛) dan 𝑔(𝑥)  ∈  𝐿𝑝2(·) (ℝ𝑛) maka  

‖𝑓𝑔‖
𝐿𝑝(·) ≤ ‖𝑓‖

𝐿𝑝1(·)‖𝑔‖
𝐿𝑝2(·) (3.1) 

di mana 𝑓𝑔 ∈  𝐿𝑝(·)(ℝ𝑛). 

Bukti. 

Diketahui sembarang 𝑓𝑔 ∈  𝐿𝑝(·)(ℝ𝑛) sehingga berdasarkan definisi norm di 

𝐿𝑝(·)(ℝ𝑛) diperoleh 

𝐿𝑝(⋅)(ℝ𝑛) = {𝑓𝑔 ∈ 𝐿𝑝(⋅): ‖𝑓𝑔‖
𝐿𝑝(⋅) ≤ ∞} 

di mana normnya didefinisikan sebagai  

‖𝑓𝑔‖𝐿𝑝(⋅) = (∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑝(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝(⋅)
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Karena 𝑓𝑔 bernilai mutlak, maka jelas bahwa ‖𝑓𝑔‖𝐿𝑝(⋅) bernilai tak negatif. 

Kemudian diketahui juga bahwa 𝑓 ∈  𝐿𝑝1(·)(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈  𝐿𝑝2(·)(ℝ𝑛), sehingga 

diperoleh  

‖𝑓‖𝐿𝑝1(⋅) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝1(⋅)

 

dan 

‖𝑔‖𝐿𝑝2(⋅) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝2(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝2(⋅)

 

 

Oleh karena 𝑓 dan 𝑔 bernilai mutlak, maka nilai ‖𝑓‖𝐿𝑝1(⋅) dan ‖𝑔‖𝐿𝑝2(⋅) tak negatif. 

Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.1 diatas menggunakan 

definisi yang telah dijabarkan.  

Diketahui 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
  kemudian dari 

definisi ‖𝑓𝑔‖𝐿𝑝(⋅) diperoleh, 

‖𝑓𝑔‖
𝐿𝑝(⋅) = (∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑝(⋅)𝑑𝑥

ℝ𝑛

)

1
𝑝(⋅)

 

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅) | 𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝(⋅)

 

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

 × ∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝(⋅)

 

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝1(⋅)

× (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅)𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝2(⋅)

 

= ‖𝑓‖
𝐿𝑝1(·)‖𝑔‖

𝐿𝑝2(·) 
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Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Hӧlder 

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) 

dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
  . Selanjutnya akan ditunjukkan syarat cukup dari 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen sebagai 

berikut 

Teorema 3.2. Misalkan 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛), sedemikian sehingga 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
  ≤

1

𝑝(·)
 .  Jika 𝑓(𝑥)  ∈  𝑤𝐿𝑝1(⋅) (ℝ𝑛) dan 𝑔(𝑥)  ∈  𝑤𝐿𝑝2(·) (ℝ𝑛) maka  

‖𝑓𝑔‖
𝑤𝐿𝑝(·) ≤ ‖𝑓‖

𝑤𝐿𝑝1(·)‖𝑔‖
𝑤𝐿𝑝2(·) (3.2) 

di mana 𝑓𝑔 ∈  𝑤𝐿𝑝(·)(ℝ𝑛). 

Bukti. 

Diketahui sembarang 𝑓𝑔 ∈  𝑤𝐿𝑝(·)(ℝ𝑛) sehingga berdasarkan definisi norm di 

𝑤𝐿𝑝(·)(ℝ𝑛) diperoleh 

‖𝑓𝑔‖𝑤𝐿𝑝(⋅) = sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝(⋅) 

Karena 𝑓𝑔 bernilai mutlak, maka jelas bahwa ‖𝑓𝑔‖𝑤𝐿𝑝(⋅) bernilai tak negatif. 

Kemudian diketahui juga bahwa 𝑓 ∈  𝑤𝐿𝑝1(·)(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈  𝑤𝐿𝑝2(·)(ℝ𝑛), sehingga 

diperoleh  

‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝1(⋅) = sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝1(⋅) 

dan 

‖𝑔‖𝑤𝐿𝑝2(⋅) = sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝2(⋅) 
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Oleh karena 𝑓 dan 𝑔 bernilai mutlak, maka nilai ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝1(⋅) dan ‖𝑔‖𝑤𝐿𝑝2(⋅) tak 

negatif. Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.2 diatas 

menggunakan definisi yang telah dijabarkan.  

Diketahui 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
  kemudian dari 

definisi ‖𝑓𝑔‖𝑤𝐿𝑝(⋅) diperoleh, 

‖𝑓𝑔‖
𝑤𝐿𝑝(⋅) = sup

λ>0
𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝜆}|

1
𝑝(⋅) 

≤ sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| |𝑔(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝(⋅) 

≤ sup
λ>0

𝜆 (|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝1(⋅) |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)|

> 𝜆}|
1

𝑝2(⋅)) 

≤ sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝1(⋅) 

× sup
λ>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)| > 𝜆}|
1

𝑝2(⋅) 

= ‖𝑓‖
𝑤𝐿𝑝1(·)‖𝑔‖

𝑤𝐿𝑝2(·) 

Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Hӧlder 

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) 

dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 . 

3.2 Syarat Cukup Ketaksamaan Hӧlder di Ruang Morrey dengan Variabel 

Eksponen 

Sebelumnya akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa ruang Morrey dengan 

variabel eksponen adalah ruang Banach sebagai berikut. 
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Bukti. Misalkan 𝑓. 𝑔 ∈  ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 (ℝ𝑛)  

1. ‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≥  0 

Perhatikan bahwa 

‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

berdasarkan definisi harga mutlak, maka ‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≥ 0 

2. ‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(→) jika ‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = 0 

‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

= 0 

Perhatikan bahwa |𝐵(𝑎. 𝑟)| adalah ukuran Lebesgue di mana 𝑟 >  0 maka 

diperoleh |𝐵(𝑎. 𝑟)|  >  0. Maka haruslah 

‖𝑓‖𝐿𝑝(⋅) = 0 

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅)𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

)

1
𝑝(⋅)

= 0 

((∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅)𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

)

1
𝑝(⋅)

)

𝑝(⋅)

= 0𝑝(⋅) 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅)𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

= 0 

Karena 𝑓(𝑥) ∈ ℝ dan dan |𝑓(𝑥)| ≥ 0, maka kemungkinan |𝑓(𝑥)| = 0 atau 

|𝑓(𝑥)| > 0 karena  ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛 = 0 maka yang memenuhi pasti |𝑓(𝑥)| =

0 jadi  

𝑓(𝑥) = 0 



42 
 

 
 

(←) jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |0|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (0 )

1
𝑝(⋅) 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (0) 

  = 0 

3. ‖𝛼𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = |𝛼|‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) . ∀𝛼 ∈ ℝ𝑛 

‖𝛼𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝛼𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

 = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) 

(|𝛼|𝑝(⋅) ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) |𝛼| (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

= |𝛼| sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

 = |𝛼|‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) 

4. ‖𝑓 + 𝑔‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≤ ‖𝑓‖
ℳ

𝑞(⋅)
𝑝(⋅) + ‖𝑔‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) 

‖𝑓 + 𝑔‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)
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≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) 

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅) + |𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅) 𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

 ≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞 (⋅)
 −

1

𝑝 (⋅) 

{(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅) 𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

) + (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅) 𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

)}

1
𝑝(⋅)

 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝1(⋅)

 

+ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅) (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝2(⋅)

 

= ‖𝑓‖
ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅) + ‖𝑔‖
ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅) 

Dari pembuktian tersebut, diperoleh bahwa ℳ𝑞(·)
𝑝(·) (ℝ𝑛) adalah ruang 

bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa ℳ𝑞(·)
𝑝(·) (ℝ𝑛) adalah ruang Banach 

dengan menunjukkan kelengkapannya dari ℳ𝑞(·)
𝑝(·) (ℝ𝑛). 

Selanjutnya ambil sebarang barisan Cauchy (𝑓𝑛) di ℳ𝑞(·)
𝑝(·)

. Misalkan (𝑓𝑛𝑘
) 

merupakan sub barisan dari (𝑓𝑛) di mana 𝑛1  <  𝑛2  < ⋯ yang memenuhi 

‖𝑓𝑚 = 𝑓𝑛𝑘
‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) < 2−𝑘. ∀𝑚 ≥ 𝑛𝑘 

Definisikan, untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛1
| + ∑ |𝑓𝑛𝑡+1

− 𝑓𝑛𝑡
|

𝑘−1

𝑡=1

 

Jelas bahwa 
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‖𝑔𝑘‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≤ ‖𝑓𝑛1
‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) + ∑‖𝑓𝑛𝑡+1

− 𝑓𝑛𝑡
‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) <

𝑘−1

𝑡=1

‖𝑓𝑛1
‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) + 1 < ∞ 

Misalkan 𝑔 = lim
𝑘→∞

𝑔𝑘  =  |𝑓𝑛1
| + ∑ |𝑓𝑛𝑡+1

− 𝑓𝑛𝑡
|𝑘−1

𝑡=1 . Berdasarkan Lemma 2.14 

kita memperoleh ‖𝑔‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≤  ‖𝑓𝑛1
‖

ℳ
𝑞(⋅)
𝑝(⋅) + 1. Secara umum, 𝑔(𝑥)  <  ∞ hampir 

dimana-mana, sehingga deret 

𝑓𝑛1
(𝑥) + ∑(𝑓𝑛𝑡+1

(𝑥) − 𝑓𝑛𝑡
(𝑥))

𝑘−1

𝑡=1

 

konvergen mutlak untuk hampir semua 𝑥. Definisikan deret diatas sebagai 𝑓(𝑥) 

untuk 𝑥 di mana deret tersebut konvergen dan 𝑓(𝑥)  =  0 untuk 𝑥 lainnya. Karena 

𝑓𝑛1
+ ∑(𝑓𝑛𝑡+1

− 𝑓𝑛𝑡
) = 𝑓𝑛𝑘

𝑘−1

𝑡=1

 

maka kita mempunyai 𝑓(𝑥) = lim
𝑡→∞

𝑓𝑛𝑡
(𝑥) hampir dimana-mana. Maka cukup 

buktikan bahwa 𝑓 adalah titik limit dari 𝑓𝑛. Ambil sebarang  𝜖 >  0. Karena (𝑓𝑛) 

Cauchy, maka terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑚. 𝑛 ≥  𝑁 kita peroleh 

‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) <
𝜖

2
. Karena (𝑓𝑛𝑘

) konvergen ke 𝑓, maka dapat kita pilih 𝑘 

sedemikian sehingga 𝑛𝑘  >  𝑁 dan‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) <
𝜖

2
 . Oleh karena itu, 

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘
+ 𝑓𝑛𝑘

− 𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) 

≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘
‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) + ‖𝑓𝑛𝑘

− 𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  

<
𝜖

2
+

𝜖

2
= 𝜖 

untuk setiap 𝑛 >  𝑁. Hal ini membuktikan 𝑓𝑛  →  𝑓. Jadi ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)(ℝ𝑛) adalah ruang 

Banach. 
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ruang Morrey lemah dengan variabel 

eksponen adalah ruang kuasi-banach sebagai berikut. 

Misalkan 𝑓. 𝑔 ∈  𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛), maka  

1. Jelas bahwa ‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≥ 0.  

2. Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑓‖
𝑤ℳ

𝑞(⋅)
𝑝(⋅) = 0  jika dan hanya jika 𝑓 =  0. 

(→) Misalkan bahwa ‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = 0  , berdasarkan definisi ruang Morrey 

lemah maka diperoleh 

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝(⋅)

 

 

0 = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝(⋅)

 

 

Dapat dipastikan bahwa|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| = 0. Atau dengan kata 

lain |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| ≠ 0}| = 0. Sehingga berdasarkan definisi ukuran, 

diperoleh 𝑓 =  0 

(←) Jika 𝑓 =  0 

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝(⋅)

 

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |0| > 𝛾}|

1
𝑝(⋅)

 

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): 0 > 𝛾}|

1
𝑝(⋅)

 

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 (0)  

 = 0 

3. Untuk 𝛼 ∈ ℝ𝑛 , akan ditunjukkan bahwa ‖𝛼𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = |𝛼|‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) 
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Perhatikan bahwa 

‖𝛼𝑓‖
𝑤ℳ

𝑞(⋅)
𝑝(⋅) = sup

𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 
|𝐵(𝑎. 𝑟)|

1
𝑞(⋅)

 −
1

𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝛼||𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝(⋅)

 

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| >

𝛾

|𝛼|
}|

1
𝑝(⋅)

 

 

Pilih 𝜇 =
𝛾

|𝛼|
, sehingga 

‖𝛼𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)|𝛼|𝜇 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝜇}|

1
𝑝(⋅)

 

 

= |𝛼| sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝜇 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝜇}|

1
𝑝(⋅) 

 = |𝛼|‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) 

4. ‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≤  𝑘 (‖𝑓‖
𝑤ℳ

𝑞1(⋅)
𝑝1(⋅) + ‖𝑔‖

𝑤ℳ
𝑞2(⋅)
𝑝2(⋅)) 

Pilih 𝑘 = 2 karena 

|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}| ≤  |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| 

+|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}| 

maka diperoleh 

 ‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤ℳ

𝑞(⋅)
𝑝(⋅) = sup

𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 
|𝐵(𝑎. 𝑟)|

1

𝑞(⋅)
 −

1

𝑝(⋅) 𝛾  

|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝(⋅) 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅) 𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| >

𝛾

2
}|

1
𝑝1(⋅)

 

 

+ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅) 𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑔(𝑥)| >

𝛾

2
}|

1
𝑝2(⋅)

 

= sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅)2 𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝1(⋅)
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+ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅) 2𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝2(⋅) 

= 2( sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅)2 𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝1(⋅)

 

 

+ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅) 2𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝2(⋅)) 

 = 2 (‖𝑓‖
𝑤ℳ

𝑞1(⋅)
𝑝1(⋅) + ‖𝑔‖

𝑤ℳ
𝑞2(⋅)
𝑝2(⋅)) 

Proposisi diatas mengatakan bahwa 𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 merupakan kuasi norm. 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛) merupakan ruang yang lengkap. 

Ambil sebarang barisan Cauchy {𝑓𝑛}𝑛∈ℕ di 𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛) maka {𝑓𝑛}𝑛∈ℕ barisan 

Cauchy dalam ukuran. Untuk 𝑛1  <  𝑛2  < ⋯ , akan dikonstruksi sub barisan 

{𝑓𝑛𝑘
}

𝑛∈ℕ
 dari {𝑓𝑛}𝑛∈ℕ yang konvergen hampir di mana-mana dengan 

|{𝑥 ∈ 𝐵(𝛼. 𝑟): |𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥) − 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)| > 2−𝑘}| < 2−𝑘 

untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. Kemudian definisikan 

𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝐵(𝛼. 𝑟): |𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥) − 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)| > 2−𝑘} 

untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. Perhatikan bahwa |𝐴𝑘|  <  2−𝑘 sehingga ∑ |𝐴𝑘 |∞
𝑘=1 <  ∞. 

Untuk setiap 𝑚 =  1.  2. …  diperoleh 

| ⋃ 𝐴𝑘

∞

𝑘=𝑚

| ≤ ∑ |𝐴𝑘|

∞

𝑘=𝑚

 

≤ ∑ 2−𝑘

∞

𝑘=𝑚

= 21−𝑚 < 1 < ∞ 
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Dari sini, kita dapat melihat bahwa hampir semua x pada sembarang 𝐵(𝛼. 𝑟) 

termuat paling banyak berhingga 𝐴𝑘, atau dengan kata lain, terdapat indeks 

𝐾(𝑥) sedemikian sehingga 𝑥 ∉  𝐴𝑘 jika 𝑘 ≥  𝐾(𝑥). Dengan begitu 

|𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥) − 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)| ≤ 2−𝑘  

untuk semua 𝐾 ≥  𝐾(𝑥). Perhatikan bahwa untuk 𝑖 ≥  𝑗 ≥  𝑗0  ≥  𝑘, 

|𝑓𝑛𝑖+1
(𝑥) − 𝑓𝑛𝑗

(𝑥)| ≤ ∑ |𝑓𝑛𝑖+1
(𝑥) − 𝑓𝑛𝑗

(𝑥)|

𝑖

𝑙=𝑗

 

≤ ∑ 2−𝑙 ≤

𝑖

𝑙=𝑗

 21−𝑗 ≤ 21−𝑗0  

Ini mengakibatkan {𝑓𝑛𝑖
 }

𝑖∈𝑁
 barisan Cauchy hampir di mana-mana pada 𝐵(𝛼. 𝑟). 

Karena ℝ^𝑛 lengkap dan 𝐵(𝛼. 𝑟)  ⊂ ℝ𝑛 maka {𝑓𝑛𝑖
}

𝑖∈ℕ
 konvergen hampir di mana-

mana. Definisikan 𝑓(𝑥) untuk 𝑥 di mana {𝑓𝑛𝑖
 }

𝑖∈ℕ
 konvergen ke 𝑓(𝑥) dan 𝑓(𝑥)  =

 0 untuk 𝑥 yang lainnya. Kemudian akan dibuktikan bahwa 𝑓 ∈  𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛). 

Karena 

|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): lim inf𝑛→∞|𝑓𝑛𝑘
(𝑥)| > 𝛾}| 

≤ lim inf𝑛→∞|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟):  |𝑓𝑛𝑘
(𝑥)| > 𝛾}| 

maka untuk sebarang 𝐵(𝛼. 𝑟) dan 𝛾 >  0, diperoleh 

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = ‖lim infn→∞ |𝑓𝑛𝑘
|‖

𝑤ℳ
𝑞(⋅)
𝑝(⋅) 

≤ lim infn→∞‖ |𝑓𝑛𝑘
|‖

𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) < ∞ 

Jadi 𝑓 ∈ 𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛). 
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Selanjutnya, ambil sebarang 𝜖 >  0. Karena {𝑓𝑛𝑖
 }

𝑖∈ℕ
 barisan Cauchy, maka 

terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk semua 𝑚. 𝑛 >  𝑁  kita mempunyai 

‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) . Karena 

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖
𝑤ℳ

𝑞(⋅)
𝑝(⋅) = ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛𝑘

+ 𝑓𝑛𝑘
− 𝑓‖

𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) 

≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘
‖

𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) + ‖𝑓𝑛𝑘

− 𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  

<
𝜖

2
+

𝜖

2
< 𝜖 

 

untuk 𝑛 ≥  𝑁. Hal ini membuktikan bahwa 𝑓𝑛 konvergen ke 𝑓 ∈ 𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛). 

Dengan kata lain 𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛) merupakan ruang yang lengkap. Karena 

𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛) merupakan ruang kuasi norm yang lengkap, maka terbukti bahwa 

𝑤ℳ𝑞(·)
𝑝(·)(ℝ𝑛) adalah ruang kuasi-Banach. 

Setelah terbukti bahwa ruang Morrey dengan variabel eksponen adalah ruang 

Banach, maka definisi ruang Morrey dengan variabel eksponen berlaku dan dapat 

diaplikasikan pada ketaksamaan Hӧlder. Hal ini juga terbukti pada ruang Morrey 

lemah dengan variabel eksponen. Selanjutnya akan ditunjukkan yarat cukup 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Morrey dengan variabel eksponen dalam teorema-

teorema sebagai berikut. 

Teorema 3.3. Misalkan 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛), dan 𝑞(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·) ∈

𝒫(ℝ𝑛), sedemikian sehingga 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 𝑑𝑎𝑛 

1

𝑞1(·)
 +

1

𝑞2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
. 

Jika 𝑓(𝑥)  ∈ ℳ𝑞1(·)
𝑝1(·)(ℝ𝑛) dan 𝑔(𝑥)  ∈ ℳ𝑞2(·)

𝑝2(·)(ℝ𝑛) maka 
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‖𝑓‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≤ ‖𝑓‖
ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅)‖𝑔‖
ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅) (3.3) 

di mana 𝑓𝑔 ∈ ℳ𝑞 (·)
𝑝 (·)(ℝ𝑛) 

 

Bukti. 

Diketahui sembarang 𝑓𝑔 ∈  ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 (ℝ𝑛) sehingga berdasarkan definisi norm di 

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 (ℝ𝑛)  diperoleh 

‖𝑓𝑔‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

Karena 𝑓𝑔 bernilai mutlak, maka jelas bahwa ‖𝑓𝑔‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) bernilai tak negatif. 

Kemudian diketahui juga bahwa 𝑓 ∈  ℳ𝑞2(⋅)
𝑝1(⋅)

(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈  ℳ𝑞2(⋅)
𝑝1(⋅)

(ℝ𝑛), sehingga 

diperoleh  

‖𝑓‖
ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝1(⋅)

 

dan 

‖𝑔‖
ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝2(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝2(⋅)

 

 

 

Oleh karena 𝑓 dan 𝑔 bernilai mutlak, maka nilai ‖𝑓‖
ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅) dan ‖𝑔‖
ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅) tak 

negatif. Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.3 diatas 

menggunakan definisi yang telah dijabarkan.  
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Diketahui 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·) ∈ 𝒫(ℝ𝑛).  𝑞(·). 𝑞1(·). 𝑞2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 ,  

1

𝑞1(·)
 +

1

𝑞2(·)
 ≤

1

𝑞(·)
 kemudian dari definisi ‖𝑓𝑔‖

ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) diperoleh, 

‖𝑓𝑔‖
ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑝(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) 

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅)|𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅) 𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝(⋅)

 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅) |𝐵(𝑎. 𝑟)|

1
𝑞2(⋅)

 −
1

𝑝2(⋅) 

{(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅) 𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

) (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅) 𝑑𝑥
𝐵(𝑎.𝑟)

)}

1
𝑝(⋅)

 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅) (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝1(⋅)

 

× sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅) (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2(⋅) 𝑑𝑥

𝐵(𝑎.𝑟)

 )

1
𝑝2(⋅)

 

= ‖𝑓‖
ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅)‖𝑔‖
ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅)  

Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Hӧlder 

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·) ∈

𝒫(ℝ𝑛).  𝑞(·). 𝑞1(·). 𝑞2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 ,  

1

𝑞1(·)
 +

1

𝑞2(·)
 ≤

1

𝑞(·)
. 

Seperti halnya ruang Lebesgue, syarat cukup ketaksamaan Holder tidak hanya 

dibuktikan di ruang Morrey dengan variabel eksponen ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

(ℝ𝑛), namun juga 
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ditunjukkan di ruang Morrey lemah dengan variabel eksponen 𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

(ℝ𝑛) 

sebagai berikut. 

Teorema 3.4. Misalkan 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛), dan 𝑞(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·) ∈

𝒫(ℝ𝑛), sedemikian sehingga 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 𝑑𝑎𝑛 

1

𝑞1(·)
 +

1

𝑞2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
. 

Jika 𝑓(𝑥)  ∈ 𝑤ℳ𝑞1(·)
𝑝1(·)(ℝ𝑛) dan 𝑔(𝑥)  ∈ 𝑤ℳ𝑞2(·)

𝑝2(·)(ℝ𝑛) maka 

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) ≤ ‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅)‖𝑔‖
𝑤ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅) (3.4) 

di mana 𝑓𝑔 ∈ 𝑤ℳ𝑞 (·)
𝑝 (·)(ℝ𝑛) 

 

Bukti. 

Diketahui sembarang 𝑓𝑔 ∈  𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 (ℝ𝑛) sehingga berdasarkan definisi norm di 

𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅)

 (ℝ𝑛)  diperoleh 

‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝(⋅)

 

 

Karena 𝑓𝑔 bernilai mutlak, maka jelas bahwa ‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) bernilai tak negatif. 

Kemudian diketahui juga bahwa 𝑓 ∈  𝑤ℳ𝑞2(⋅)
𝑝1(⋅)

(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈  𝑤ℳ𝑞2(⋅)
𝑝1(⋅)

(ℝ𝑛), 

sehingga diperoleh  

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝1(⋅) 

dan 

‖𝑔‖
𝑤ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝2(⋅) 
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Oleh karena 𝑓 dan 𝑔 bernilai mutlak, maka nilai ‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞1(⋅)

𝑝1(⋅) dan ‖𝑔‖
𝑤ℳ𝑞2(⋅)

𝑝2(⋅) tak 

negatif. Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.4 diatas 

menggunakan definisi yang telah dijabarkan.  

Diketahui 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·) ∈ 𝒫(ℝ𝑛).  𝑞(·). 𝑞1(·). 𝑞2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 ,  

1

𝑞1(·)
 +

1

𝑞2(·)
 ≤

1

𝑞(·)
 kemudian dari definisi ‖𝑓𝑔‖

𝑤ℳ𝑞(⋅)
𝑝(⋅) diperoleh, 

‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)  = sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝(⋅)

 

 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞(⋅)
 −

1
𝑝(⋅) 𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝(⋅) 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅) |𝐵(𝑎. 𝑟)|

1
𝑞2(⋅)

 −
1

𝑝2(⋅) 

𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝(⋅) 

≤ sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞1(⋅)
 −

1
𝑝1(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝1(⋅) 

× sup
𝑎∈𝑅𝑛.  𝑟.𝛾>0 

|𝐵(𝑎. 𝑟)|
1

𝑞2(⋅)
 −

1
𝑝2(⋅)𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎. 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝2(⋅) 

 = ‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅)‖𝑔‖
𝑤ℳ𝑞(⋅)

𝑝(⋅) 

Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Hӧlder 

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·) ∈

𝒫(ℝ𝑛).  𝑞(·). 𝑞1(·). 𝑞2(·)  ∈ 𝒫(ℝ𝑛) dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 ,  

1

𝑞1(·)
 +

1

𝑞2(·)
 ≤

1

𝑞(·)
. 

 

3.3 Integrasi Keluasan Ilmu Allah Swt. 

Surat Al-Kahfi ayat 109 diturunkan berkenaan dengan orang-orang Yahudi 

yang menganggap bahwa mereka telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak 
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dengan sampainya kitab Taurat kepada mereka. Awalnya adalah ketika orang-orang 

Yahudi mendengar Q.S. Al-Isra’ ayat 85 yang artinya ”Sedangkan kalian diberi 

pengetahuan hanya sedikit.” Ketika mereka mendengar ayat yang menyebutkan 

bahwa ilmu mereka masih sedikit, salah seorang dari kaum Yahudi menjawab, 

“Kami telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak, yaitu dengan diberikannya 

kitab Taurat kepada kami. Dan barang siapa telah diberi kitab Taurat, maka ia telah 

mendapatkan banyak kebaikan.” Setelah itu diturunkanlah surat Al-Kahfi ayat 109 

sebagai penegasan bahwa ilmu yang mereka peroleh masih sangat sedikit jika 

dibandingkan dengan ilmu yang dimiliki oleh Allah. Surat Al-Kahfi ayat 109 

menunjukkan bahwa ilmu Allah sangat luas. Manusia diperintahkan agar selalu 

berfikir untuk mengembangkan ilmu yang sudah kita ketahui. Pengembangan ilmu 

ini adalah pada Ketaksamaan Hӧlder yang diaplikasikan di ruang Lebesgue dengan 

variabel eksponen.  

Makna yang dapat diambil dari surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 bahwa setiap 

ilmu yang diberikan oleh Allah itu sangat luas di mana kebanyakan manusia belum 

mengetahuinya. Sebagai contoh adalah Allah menciptakan unta, meninggikan 

langit, menegakkan gunung, dan menghamparkan bumi sebagai bentuk 

kekuasaannya. Unta disini dijadikan perumpamaan karena unta pada waktu itu 

adalah sesuatu yang berharga bagi mereka. Unta mampu bertahan hidup dan 

menjadi kendaraan andal di tengah gurun padang pasir yang tandus dan minim 

cadangan air. Tentu saat ini manusia tidak mengetahui tentang kekuasaan Allah 

tersebut. Akan tetapi Allah memperintahkan kita untuk berfikir dan memperhatikan 

dengan keinginan mengambil pelajaran dari peristiwa yang terjadi.  
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Kesimpulan yang diperoleh adalah ilmu Allah sangat luas sehingga Allah 

memerintahkan untuk memperhatikan tentang kekuasaannya dan juga 

diperintahkan untuk terus mengkaji ilmu yang belum diketahui yang sebenarnya 

bisa dipelajari. Sama halnya dengan ilmu didalam matematika di mana 

Ketaksamaan Hӧlder dapat dikaji dan dikembangkan lebih dalam yang 

diaplikasikan pada ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Pengembangan ini 

sesuai dengan pengamalan surat Al-Ghasiyah ayat 17-20. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas pada bab sebelumnya, maka 

penulis dapat menyimpulkan bahwa syarat cukup ketaksamaan Hӧlder diruang 

Lebesgue dengan variabel eksponen dan lemahnya adalah 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(⋅)  ∈

𝒫(ℝ𝑛) dan 
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
. sedangkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder 

diruang Morrey dengan variabel eksponen dan lemahnya adalah 𝑝(·). 𝑝1(·). 𝑝2(·) ∈

𝒫(ℝ𝑛).  𝑞(·). 𝑞1(·). 𝑞2(·) ∈ 𝒫(ℝ𝑛).  
1

𝑝1(·)
 +

1

𝑝2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
 𝑑𝑎𝑛 

1

𝑞1(·)
 +

1

𝑞2(·)
 ≤

1

𝑝(·)
. 

4.2 Saran 

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya untuk menunjukkan syarat 

perlu Ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen dan di ¨ 

ruang Morrey dengan Variabel Eksponen sehingga dapat diketahui nilai 

ekuivalennya. Selain itu juga bisa dilakukan penelitian untuk mengaplikasikan 

ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen dan ruang Morrey dengan Variabel 

Eksponen di ketaksamaan-ketaksamaan lainnya. 
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