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ABSTRAK

Ba’is, Mohamad Abdul. 2021. Syarat Cukup Ketaksamaan Holder di Ruang
Lebesgue dengan Variabel Eksponen. Skripsi. Program Studi
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman, M.
Si (2) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Ketaksamaan Holder, Ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen, Ruang
Morrey dengan Variabel Eksponen, Syarat Cukup

Ketaksamaan Holder merupakan ketaksamaan dasar yang ada di analisis
fungsional.Ketaksamaan Holder banyak digunakan untuk membuktikan ketaksamaan lain.
Pada penelitian ini dilakukan pengembangan pengaplikasian ketaksamaan Holder di ruang
Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen.
Ketaksamaan Holder yang digunakan adalah Ketaksamaan Holder integral karena ruang
Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen
merupakan ruang fungsi. Penelitian ini menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Holder di
ruang Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen
sesuai dengan norm fungsi dan karakteristiknya.
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ABSTRACT

Ba’is, Mohamad Abdul. 2021. The Sufficient Conditions of Holder Inequality in
Lebesgue Spaces with Variable Exponent. Thesis. Mathematics Study
Program, Science and Technology Faculty, Maulana Malik Ibrahim State
Islamic University of Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M. Si (2)
Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Holder Inequality, Lebesgue Spaces with Variable Exponent, Morrey
Spaces with Variable Exponent, Sufficient Condition

Holder inequality is a basic inequality in functional analysis. The inequality is used
for proofing other inequalities. In this research, the development of the application of the
Holder inequality in the Lebesgue spaces with variable exponent and Morrey spaces with
variable exponent is done. The integral Holder inequality is used because the Lebesgue
spaces with variable exponent and Morrey spaces with variable exponent is a function
space. This research shows the sufficient condition of Hoélder inequality in the Lebesgue
spaces with variable exponent and the Morrey spaces with variable exponent according to
the norm of the function and its characteristics.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan disiplin ilmu yang paling awal berkembang dan
terkenal (Krantz, 2006). limu matematika pada saat ini berkembang sangat pesat.
Perkembangannya sudah sejak lama sekitar 4000 tahun lalu. Salah satu cabang ilmu
matematika yang termasuk induk dari ilmu matematika adalah bidang analisis.

Bidang analisis hingga saat ini mengalami perkembangan yang sangat pesat.

Salah satu ruang dalam analisis yang memiliki peran penting yang sering
dibahas adalah ruang Lebesgue atau dikenal dengan simbol LP. Ruang lebesgue
merupakan ruang Banach di mana 1 < p < oo (Besov, 2018). Ruang Lebesgue
memiliki peranan penting dalam bidang ilmu di bidang analis terutama pada
Analisis Fungsional, Teori Ukuran, Teori Integral, dan lainnya. Pada tahun 1991,
Kovacik mengembangkan ruang Lebesgue dengan variabel eksponen atau bisa

dilambangkan dengan LP®) (Kovacik dan Rakosnik, 1991).

C.B. Morrey memberikan perumuman dari ruang Lebesgue yaitu ruang
Morrey atau dilambangkan dengan Mé’ dimana1l < p < oo (Morrey, 1938). Dalam
perkembangannya ruang Morrey dikembangkan oleh Almeidadi mana 1 < q(:) <

oo dan p(-) pada P(R") yang dikenal dengan ruang Morrey dengan Variabel

Eksponen yang dilambangkan dengan M ;’((f)) dan wM ;((f)) sebagai ruang Morrey

lemah dengan variabel eksponen.

Pada bidang analisis terdapat beberapa ketaksamaan dasar yang sering

dipakai dalam sebuah penelitian. Banyak sekali ketaksamaan yang bisa dibahas
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dalam bidang analisis. Salah satu ketaksamaan yang ada pada bidang analisis adalah
Ketaksamaan Holder. Ketaksamaan Holder pertama kali diperkenalkan Leonard
James Rogers pada tahun 1888 dan kemudian diperbaiki oleh Otto Holder pada
tahun 1889 (Y. Li dan Zhao, 2018). Ketaksamaan Holder sendiri merupakan salah
satu ketaksamaan yang digunakan untuk membuktikan ketaksamaan-ketaksamaan

lain bidang analisis.

Pengaplikasian pertama pada ketaksamaan Holder adalah di ruang Lebesgue
menggunakan Holder konjugat sebagai syarat cukup untuk membuktikannya.
Setelah berjalannya waktu banyak pengembangan-pengembangan yang dilakukan
oleh para peneliti. Salah satunya adalah Ifronika (2018) yang mengaplikasikan
ketaksamaan Holder di ruang Morrey di mana pada penelitian ini peneliti

menunjukkan syarat cukup dan syarat perlu membuktikannya (Ifronika dkk., 2018).

IImuwan matemtaika diciptakan oleh Allah untuk memperluas ilmu di bidang
Matematika. IImuwan Matematika seperti: CB Morrey, Ifronika, Jingshi Xu dan
Xiaodi yang terus melakukan perkembangan ilmu di bidang matematika. Sesuai
dengan kalam Allah SWT pada surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 yaitu:

Sad G JEb s (VAN(ER S Lad js (V) &kt G Y1 ) OplS
(v+) &bt G 25 Q5 (V)

"Maka tidaklah mereka memperhatikan unta, bagaimana diciptakan? Dan langit,
bagaimana ditinggikan? Dan gunung-gunung, bagaimana ditegakkan? Dan bumi
bagaimana dihamparkan?"

Pada ayat ini menjelaskan bahwa pertanyaan sindiran yang dilakukan oleh
Allah kepada orang-orang yang kafir yang tidak berfikir dan memperhatikan
kekuasaan Allah di mana yang dimaksud perhatian adalah perhatian yang dibarengi

dengan keinginan mengambil pelajaran dari ciptaan Allah. Pertanyaan ini
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bermaksud agar selalu berfikir dan mencari tau terhadap ilmu yang baru diketahui
sebelumnya. Menurut Mustafa al Maraghi Surat Al Ghasyiyah turun di Makkah
setelah surat Adz-Dzariyat sehingga tergolong kelompok surat Makiyah. Ayat ini
diturunkan setelah turun ayat tertang siksaan neraka dan nikmat surga di awal surat
Al Ghosyiyah, orang-orang kafir takjub dan menganggap aneh hal itu, maka Allah
SWT menurunkan ayat lanjutannya yang menyuruh memperhatikan benda-benda

di alam sekitar agar memahami kebenatan akhir nanti (Tafsir Al-Maraghi).

Pada surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 menekankan pada pertanyaaan yang
diberikan oleh Allah kepada manusia di mana Kkita harus berfikir dan
mengembangkan ilmu. Pengamalan dalam kehidupan saat ini adalah kita harus
selalu mengembangkan ilmu pengetahuan terutama pada bidang analisis
matematika. Sehingga berdasarkan paparan di atas dan berdasarkan pengalaman
surat Al-Ghasiyah ayat 17-20, selanjutnya akan dikembangkan Ketaksamaan
Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Pada penelitian sebelumnya
telah dibahas pengaplikasian Ketaksamaan Holder di ruang Morrey oleh Ifronika
(2018). Penulis tertarik untuk mengembangkan penelitian sebelumnya, untuk
mengaplikasian Ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen
sesuai dengan masing-masing definisinya. Pada penelitian ini akan ditunjukkan

syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen.
1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan latar
belakang yaitu bagaimana syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue

dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen?



1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan rumusan
masalah yaitu untuk mengetahui syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang

Lebesgue dengan variabel eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen.
1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini diharapkan memberikan ilmu baru yang berkaitan
dengan syarat cukup Ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel

eksponen dan ruang Morrey dengan variabel eksponen.
1.5 Batasan Masalah

Penelitian ini membuktikan bahwa Lebesgue dengan variabel eksponen LP®),

ruang Morrey dengan variabel eksponen M p((')

a0) adalah ruang banach dan Lebesgue

lemah dengan variabel eksponen wLP®), ruang Morrey lemah dengan variabel

eksponen wM;((,')) adalah ruang kuasi-banach. Selanjutnya akan menunjukkan

syarat cukup berlakunya ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel

eksponen.
1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur
(literature study) atau kepustakaan. Metode ini berdasarkan pada informasi yang
diperoleh pada buku, jurnal, artikel dan sumber-sumber lain yang berkaitan dengan
rumusan masalah. Kegiatan yang dilakukan meliputi pengumpulan data
kepustakaan, membaca dan menelaah, serta menganalisa dan mengolah bahan
penelitian. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan untuk membuktikan

syarat cukupt ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen
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beserta ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen, ruang Morrey dengan

variabel eksponen beserta ruang Morrey lemah dengan variabel eksponen adalah

sebagai berikut:

1. Menunjukkan bahwa ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah ruang

1.7

Banach dan raung Lebesgue lemah dengan variabel eksponen adalah ruang-
ruang kuasi-Banach, ruang Morrey dengan variabel eksponen adalah raung
Banach dan ruang Morrey lemah dengan variabel eksponen adalah ruang
kuasi-Banach.

Menunjukkan keberlakuan syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang
Lebesgue dengan variabel eksponen beserta ruang Lebesgue lemah dengan
variabel eksponen, ruang Morrey dengan variabel eksponen beserta ruang
Morrey lemah dengan variabel eksponen menggunakan definisi norm pada
ruang-ruang tersebut.

Menarik kesimpulan atas hasil penelitian

Sistematika Penulisan

Sistem kepenulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari empat

bagian, yaitu:

Bab | Pendahuluan

Pada Bab | Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan

sistematika penulisan.

Bab Il  Kajian Pustaka



Bab 111

Bab IV

Pada Bab Il membabhas kajian teori yang digunakan untuk mendukung
pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian pustaka dalam
penelitian ini meliputi: fungsi terukur, ketaksamaan Holder, ruang
metrik, ruang vektor, ruang bernorma, ruang Banach, ruang fungsi,
serta kajian keislaman yang berkaitan tentang perintah Allah untuk
pengembangan ilmu di bidang analisis.

Pembahasan

Bab 111 ini berisi bukti-bukti teorema Ketaksamaan Holder pada ruang
Lebesgue berdasarkan kajian-kajian teorema yang sudah ada.

Penutup

Bab IV berisi kesimpulan dan saran dari penelitian.



BAB |1
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ukuran Luar

Konsep ukuran luar berangkat dari konsep ukuran, di mana panjang ((I) dari
suatu interval I didefinisikan sebagai selisih dari titik-titik ujung I jika I dibatasi,
dan oo jika I tidak dibatasi. Panjang interval adalah contoh dari fungsi himpunan,
yaitu fungsi yang memetakan setiap himpunan di koleksi himpunan ke bilangan Riil
yang diperluas (R U {f+o0}). Pada pembahasan berikutnya akan dijelaskan koleksi
himpunan yang disebut sebagai himpunan yang terukur Lebesgue dan fungsi
himpunan untuk koleksi ini yang disebut dengan ukuran Lebesgue yang dinotasikan
dengan m. Fungsi himpunan m memiliki tiga sifat berikut (Royden dan Fitzpatrick,
2010).

1. Ukuran suatu interval adalah panjangnya. Setiap interval I tak kosong terukur
Lebesgue dan

m(l) = I(])

2. Ukuran adalah translation invariant. Jika E adalah ukuran Lebesgue dan y
adalah sembarang bilangan, maka translasi dari E dengan y, E +y = {x +
y|x € E} adalah terukur Lebesgue, maka

m(E +y) =m(E)

3. Ukuran dapat dijumlahkan terukur (countably additivity) atas gabungan

himpunan-himpunan yang saling lepas dan terhitung. Jika {E; };-,; koleksi

himpunan terukur Lebesgue yang saling lepas, maka



m*(Up_, E) < m*(E,)
= ; (2.1)

2.2 Himpunan Terukur
Himpunan terukur oleh Royden dan Fitzpatrick pada tahun 2010 sebagai
berikut.
Definisi 2.2 Suatu himpunan E dikatakan terukur jika untuk sebarang himpunan
A memenuhi
m*(A) =m*(AnE) + m*(AnE°) (2.2)
di mana m*merupakan ukuran luar.
2.3 Fungsi Terukur
Fungsi yang terukur Lebesgue pada R U {+oo} adalah fungsi yang memenuhi
proporsi berikut.
Proposisi 2.3 (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan fungsi f adalah fungsi
terukur pada domain E, sehingga pernyataan dibawah ini adalah ekuivalen :
1. Untuk semua c € R, himpunan {x € E |f(x) > c} terukur
2. Untuk semua ¢ € R, himpunan {x € E |f(x) = c} terukur
3. Untuk semua c € R, himpunan {x € E |f(x) < c} terukur
4. Untuk semua c € R, himpunan {x € E |f(x) < c} terukur
5. Sifat-sifat tersebut berarti bahwa untuk setiap ¢ € R maka,
{xeE|f(x)=c} terukur (2.3)
Bukti. Himpunan (1) dan (4) saling komplemen di E, seperti halnya himpunan (2)
dan (3). Komplemen suatu hmpunan terukur adalah terukur, maka (1) dan (4)
ekuivalen, seperti halnya (2) dan (3). Jadicukup ditunjukkan bahwa (1) < (2) yang

sama halnya dengan (3) < (4).



1. Akan ditunjukkan (1) —=(2).

Perhatikan bahwa,
{xeE|f(x)=c}= ﬂlil{x € E|f(x) >c —%}

karena ¢ — % € R, maka {x € E|f(x) > c} terukur. Selanjutnya irisannya

juga terukur. Jadi, {x € E|f(x) = c} terukur.
2. Akan ditunjukkan (2) —(1).

Perhatikan bahwa,

[0e]

{xEEIf(x)>c}=U {xEElf(x)Zc+%}

k=1
karena ¢ + % € R, maka {x € E|f(x) = c} terukur. Selanjutngabungannya
juga terukur. Jadi, {x € E|f(x) > c} terukur.

Pernyataan (1) - (4) ekuivalen, sehingga keempat pernyataan tersebut memenuhi.

Jika ceR, {x€E|f(x)=c}={x€E|f(x) =c}n{x €E|f(x) <c}, maka

f~1(c) terukur karena irisan dari dua himpunan terukur. Sedangkan jika ¢ = oo

(0]

(XEE|f(x) =)= ﬂk:l{" € EIf(x) > k)

maka f~1(c) terukur karena irisan dari himpunan terukur.
2.4 Ketaksamaan Hoélder
Sebelumnya akan ditunjukkan terlebih dahulu definisi yang berkaitan dengan
bilangan konjugat.
Definisi 2.4. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Konjugat dari suatu bilangan p €

(1,00) adalah g = ﬁ dimana bilangan tunggal g € (1,0) berlaku

1 1 .
1,1, (2.4)
P q
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konjugat dari 1 didefinisikan co dan konjugat dari co didefinisikan 1.

Ketaksamaan Holder merupakan salah satu ketaksamaan di bidang analisis
fungsional. Pada dasarnya, ketaksamaan Holder memiliki beragam kondisi, namun
dalam penelitian ini digunakan ketaksamaan Holder integral. Ketaksamaan Holder
sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard James Rogers (1888) dan
kemudian diperbaiki oleh Otto Holder pada tahun 1889 (Y. Li dan Zhao, 2018).
Proposisi 2.5. (Kantorovich dan Akilov, 1982) Misalkan f (x) dan g(x) merupakan
fungsi terukur pada himpunan terukur (X,u). Maka diperoleh ketaksamaan

du < Pd 1_1’ Pd %
fx F0g@)| u_<fx ey u) (fx F ol u) 5

di mana§+%= 1.
Bukti. Asumsikan bahwa
0<af = [If@Pdp<co, 0<pI=[lg()|dp < o
karena ketaksamaan tersebut akan terbukti trivial jika salah satu dari integral

tersebut bernilai nol atau tak hingga. Misalkan
) 2 f® iy - 9@
f)=== gx®==

untuk setiap x € X diperoleh% +$ = 1 (bilangan konjugat), dan diperoleh

FFP 19"l

') g' ()] < .

di mana ketika diintegralkan diperoleh

[1reg @lan < L [I1Ferau+ L [1rcaran
X v Jx qJx
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sehingga

f F g0 ldp < ap

2.5 Ruang Metrik
Ruang metrik didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.6. (Muscat, 2014) Suatu himpunan tak kosong X dengan pemetaan X X
X — R disebut ruang metrik jika pemetaan d memenubhi:
1. dixy)= 0
2. dixy) = 0o x =y
3. d(x,y) = d(y,x) (simetris)
4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (ketaksamaan segitiga)
untuk setiap x,y,z € X
Fungsi jarak memberikan gambaran tentang lingkungan dari suatu titik.
Diberikan titik a dan bilangan » > 0, kita dapat membedakan antara titik-titik
yang dekat dengannya, memenuhi d(x, a) < r, dan yang tidak memen
Definisi 2.7. (Muscat, 2014) Bola buka dengan pusat a dan jari-jarir > 0 adalah
himpunan
B,(a) =xeX:dxa)<r (2.6)
2.6 Ruang Vektor
Ruang vektor adalah struktur matematika yang dibentuk oleh sekumpulan
vektor, yaitu objek yang dapat dijumlahkan dan dikalikan dengan suatu bilangan,
yang disebut skalar. Operasi penjumlahan dan perkalian vektor harus memenuhi
persyaratan tertentu yang dinamakan aksioma. Pada tahun 2014 Anton dan Rorres

mendefinisikan ruang vektor sebagai berikut.


https://id.wikipedia.org/wiki/Struktur_matematika
https://id.wikipedia.org/wiki/Vektor
https://id.wikipedia.org/wiki/Penjumlahan_vektor
https://id.wikipedia.org/wiki/Perkalian_skalar
https://id.wikipedia.org/wiki/Aksioma
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Definisi 2.8 (Anton dan Rorres, 2014) Misalkan X adalah himpunan tak kosong di

lapangan F dengan dua operasi yang didefinisikan sebagai operasi penjumlahan

vektor +: X2 - X yang memenuhi sifat asosiatif, komutatif, aksioma nol dan

invers, dan operasi perkalian skalar IF X X - X yang memenuhi masing-masing

aturan distributif untuk setiap x,y,z € X dana, 8 € FF.

1. Untuk setiap x,y € X makax +y € X.

2. x+y=y+x;Vxy€X.

3. (x+y)+z=x+y+2);VxyzEeX.

4. Terdapat vektor tunggal 0, dinamakan vektor nol sedemikian sehingga 0 +
x=x+0=x;Vx € X.

5. Untuk setiap x € X, terdapat vektor tunggal—x yang disebut negatif dari x
sedemikian sehingga x + (—x) = (—x) + x = 0.

6. Jika x € X dan sebarang skalar « € R maka a € R juga di X.

7. alx+y)=ax+ ay.

8. (a+p)x =ax+ Bx.

9. (af)x = a(Bx).

10. Ix =x

Aksioma 1-5 merupakan sifat grup komutatif terhadap penjumlahan sedangkan

aksima 6-10 merupakan sifat dengan operasi perkalian skalar.

2.7 Ruang Bernorma

Setelah membahas tentang ruang vektor selanjutnya akan dibahas ruang

bernorma. Ruang bernorma didefinisikan oleh Rynne dan Youngson (2000) sebagai

berikut.
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Definisi 2.9 Misalkan X ruang vektor atas lapangan F. Suatu norma di X

merupakan fungsi ||-|| : X — R sedemikian sehingga untuk setiap x,y € X dana €

F, memenuhi aksioma-aksioma berikut ini:

1.

2.

x|l = 0;

x|l = 0 jika dan hanya jika x = 0;

llax|l = lelllxI;

llx + vl < llxll + llyll (Ketaksamaan Segitiga)

Ruang vektor X yang memiliki norm disebut ruang vektor bernorma atau

ruang bernorma. Diantara salah satu contoh ruang bernorma adalah ruang Banach.

Sedangkan (Kalton, 2003) mendefinisikan quasi-norm sebagai berikut.

Definisi 2.10 (Kalton, 2003) Kuasi-norm ||-|| pada ruang vektor X atas lapangan

K = R atau C merupakan suatu pemetaan X — [0,00) dengan x,y € X dan «

sebarang scalar di K yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1.

2.

3.

2.8

||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0;

llax|l = lelllxI;

Terdapat konstanta k > 1 sedemikian sehingga
lIx + yll < k(lIxIl + llylD

Ruang Banach

Menurut Royden dan Fitzpatrick (2010), definisi ruang Banach berasal dari

ruang bernorma berikut:

Definisi 2.11 Suatu barisan {f,} merupakan ruang linier X dengan norma |[|-||

disebut Cauchy di X dengan syarat untuk setiap ¢ > 0, terdapat bilangan asli N

sedemikian sehingga untuk setiap m,n > N berlaku
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If, = Foll <& (27)
Ruang bernorma X disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy di X konvergen ke
fungsi di X. Ruang bernorma yang lengkap ini disebut ruang Banach.
Definisi 2.12. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Suatu barisan (a,) diruang metrik
(A,f) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0, terdapat indeks N di mana
jikanm > N, maka f(a,,a, ) <€
Suatu ruang metrik A dikatakan Lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di A
konvergen ke satu titik di A
Pada tahun 2008 Wu dan Li mendefinisikan ruang Kuasi-Banach sebagai
berikut.
Definisi 2.13. Jika || - || adalah kuasi-norm di ruang vektor X berlaku ruang metrik
lengkap, maka ruang vektor X disebut ruang kuasi-Banach.
2.9 Ruang Fungsi
Ruang fungsi merupakan ruang vektor dengan unsur - unsur di dalamnya
berupa fungsi yang kontinu. Banyak penelitian yang dilakukan pada ruang fungsi
yang mengakibatkan banyak definisi baru yang dihasilkan. Ruang fungsi
merupakan ruang Banach dengan kondisi yang berbeda pada tiap ruang fungsi dan
bisa dikombinasi dengan variabel eksponen. Ruang fungsi memiliki memiliki
kondisi lemah pada masing-masing ruang fungsi.
2.9.1 Ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen
Sebelumnya terlebih dahulu ditunjukkan definisi dari ruang Lebesgue.
Ruang Lebesgue merupakan perumuman dari ruang vektor yang memiliki norma.
Ruang Lebesgue didefinisikan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) sebagai

berikut.



15
Definisi 2.14. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Untuk R™ himpunan terukur, 1 <
p < oo, dan suatu fungsi f di R™ didefinisikan sebagai

1
Ifllp = ( Rnlf(X)Ide>p <o
untuk sebarang fungsi terukur Lebesgue f : R™ — R.
Akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue adalah ruang bernorma.
Ambil sebarang f(x),g(x) € LP(R™)
L AIflle=20

Perhatikan bahwa

Ifllr = ( If(x)lpdx>p
Rn

Berdasarkan definisi harga mutlak, maka ||f||,» = 0
2. Il = 0 jika dan hanya jika f = 0
(™) jikallfll,e =0

Ifll» =0
1

( If(x)lpdx>p =0
Rn

1\ P
<( If(x)lpdx>p> -
Rn

|f G Pdx = 0

]R‘fl
Karena f(x) € R dan dan |f(x)| = 0, maka kemungkinan [f(x)| = 0 atau

|f(x)] > 0 karena fRnlf(x)lpdx = 0 maka yang memenuhi pasti [f(x)| =0

jadi
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f(x)=0
(«)jikaf =0

|

Ifllr = ( If(X)Ipdx>p
]R’n.

1

P
= < |0|pdx>
Rn

3. llafllr = lalllfllp; vaR™

S

lafllr = ( Iaf(x)lpdx>

R
1

=< |awvunmuf
Rn

1
P

=<mw |ﬂmww)
]RTL

1

= |a|p< If(x)lpdx>p
]RTL

= lalllfll.»

4. Nf +gllee < lfllee + llgllr (Ketaksamaan Minkowski)

|

If +gllr = <f |f (x) + g(x)lpdx>p
Rn
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1

= ( IfFCOIP + Ig(x)lpdx>p
R"

1
< l( If(x)l”dx> + < Ig(x)lpdx>lp
R™ R"

1 1

= ( If(X)I”dx>p + ( Ig(x)lpdx>p
R R™

= lfllr + llgller

Dari pembuktian tersebut, diperoleh bahwa LP(R™) adalah ruang
bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa LP(R™) adalah ruang Banach
dengan menunjukkan kelengkapannya. Sebelumnya akan ditunjukkan terlebih
dahulu lemma yang digunakan untuk membuktikan kelengkapan dari L? (R™).
Lemma 2.14. (Kalton, 2003) Ruang bernorma X lengkap jika dan hanya jika
setiap barisan).,—; x, konvergen ke X ketika Y;7-1 ||x,|] < o
Bukti. Pertama, asumsikan X lengkap dengan || - || dan Y5, ||x,|| < oo. Untuk
n € N, misalkan S, =x; + -+ x,,. Kemudian [|S;, — Sull < Xhen+1 1%kl
untuk setiap m.n € N maka (S, )= barisan Cauchy. Karena X lengkap maka
barisab Y., x; konvergen.
Sebaliknya, asumsikan ).>>_; x,, konvergen ketika Y., ||x,|| < o. Misalkan

(V) m=1 barisan Cauchy di X. Ambil barisan monoton naik (1) ey dari bilangan

asli sedemikian sehingga
1 .
Yy — Yqll < oK ketika p > q = n,

Misalkan y, = 0. Maka
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<

Zjl_l.vjz 2. sehingga diperoleh

Maka dari itu, diperoleh ||3’n,-—3’n,-_1

< . Berarti bahwa subbaris (y,, ) _ konvergen ke

bahwa ¥¥_, ”ynj — Yn;_, =

beberapa unsur di X. Misalkan y adalah nilai limit dari subbarisan (ynk):=1.

Misalkan diberikan € > 0, dipilih K € N cukup besar sehingga ||y, — ¥/| <§

1 1

= < g Berdasarkan definisi, jika > nx , maka ||ym — yn, || < o Maka

dan
lym — ¥l < “ym _ynK” + ”ynK _y” < 2_K+§

di mana m > ng. Oleh karena itu, (y,,,);m=1 adalah barisan konvergen.

Lemma 2.15. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan {f,,} barisan dari fungsi

terukur tak negatif di R™.

Jika {f,} = f hampir dimana — mana di E.

(2.8)
maka f f <liminf | f,
R™ R™

Bukti. Fungsi f tak negatif dan terukur karena terdapat masing-masing titik batas
pada suatu fungsi dari barisan tersebut. Untuk menunjukkan ketaksamaan lemma
tersebut, cukup dan perlu untuk menunjukkan bahwa jika h fungsi terbatas dan

terukurdimana0 < h < fdi R", maka
f h <liminf | f,
R R

Misalkan h suatu fungsi. Pilih M > 0 di mana |h| < M di R". Didefinisikan
E, = {x € E|h(x) # 0}. Maka m(E,) < oo. Misalkan n bilangan asli, fungsi
h,, di E didefinisikan sebagai

h, = min{h. f,,} di R"

Perhatikan bahwa fungsi h,, terukur, yaitu
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0<h,<MdiE,dan h, = 0di R*~E|,
Selanjutnya, untuk setiap x di R™, karena h(x) < f(x) dan
(0} = f (). {hn (%)} = h(x)
Berdasarkan teorema konvergen terbatas yang dibahas oleh Thomson (2020)
diaplikasikan pada barisan terbatas seragam yang dibatasi oleh h,di R"~E|,

bahwa

lim h, = lim h —f
n—co R n—oo Eo

Akan tetapi, vn.h, < f, di R", oleh karena itu dengan definisi integral f,, atas

R™, fen Pn < Jgn fo- Maka

h = lim h <liminf | f,
R n-o R

Proposisi 2.16. (Bowers dan Kalton, 2014) LP (R™) adalah ruang Banach.
Bukti. Untuk menunjukkan bahwa LP(R™) adalah lengkap, maka akan
menggunakan Lemma 2.13 sebagai berikut.

Asumsikan (fy)r=, adalah fungsi barisan di LP (R™) sedemikian hingga
Y lIfkll,p < co. Misalkan M =Z,‘;°=1||fk||Lp. Untuk setiap n €N,
didefinisikan g, (wa) = Y3~ |frx(w)|untuk setiap w € R™. Perhatikan bahwa

(gn)m=q adalah fungsi barisan terukur negatif dan g,, < g,+1 untuk setiap n €

N. Berdasarkan Lemma 2.14, diperoleh
f liminf,_.|gn|? dx <lim infn_,oof |gn|P? dx =lim infn_>oo||gn||Lp

< MP < o

Berarti bahwa lim inf |g,|Pdx < oo terukur hampir di mana-mana, dan
n—->oo

akibatnya diperoleh



20

p

n p n
(Zm) = lim (Zw) = lim infy o] P < o0
k=1 k=1

Sehingga fungsi g = Y.;°-, |fk| adadan ||g||P? < M.
Selanjutnya misalkan f = Y2, fi , berarti bahwa f ada dan terukur dimana-

mana, karena |f(w)| < g(w) dimanaVw € R", Perhatikan juga bahwa

ifk«»)
k=1

Oleh karena itu diperoleh bahwa Y;}_, fi konvergen ke f di LP.

<g(w).weR"

Pada ruang Lebesgue juga dikembang oleh Amalia (2018) menjadi ruang
Lebesgue dengan variabel eksponen yang didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.17. Misalkan 1 < p(-) < oo, Ruang Lebesgue dengan variabel
eksponen LP®) (R™) didefinisikan sebagai
POR™) = {f € 1PO:||f || po) < oo} (2.9)

di mana normnya didefinisikan sebagai

1

©)
fllp00 = ( If(x)lp(')dx>p (2.10)
Rn

Masing-masing ruang fungsi memiliki kondisi lemahnya, begitu juga
dengan ruang Lebesgue sebagai berikut.
Definisi 2.18. (Mu 'tazili, 2019) Misalkan 1 < p < oo. Ruang Lebesgue lemah

wlLP? (R™) adalah himpunan semua fungsi terukur f : R® — R sehingga
1
Ifllwe = sup A l{x € R ()] > AP < oo (2.11)
>

dengan |x € R™: |f(x)| > A| menyatakan ukuran Lebesgue dari x € R":

IfCl > A
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Pada tahun 2014, Limanta telah membuktikan bahwa ruang Lebesgue Lemah
merupakan ruang kuasi-Banach dalam proposisi berikut.
Proposisi 2.19. (Limanta, 2014) wLP merupakan ruang kuasi-Banach.
Bukti. Ambil sebarang f(x),g(x) € wLP (R™)
1 |Ifllwe = 0 jika dan hanya jika f = 0
(=) jika || fllwer =0

If llyee =0
1
supA|{x e R™:|f(x)| >A}|P =0
A>0

1. P
(sup/l l{x € R™: |f(x)] > /1}|5) — 0P
A>0

supAl{x e R™:|f(x)| > A} =0
A>0

Karena f(x) € R dan dan |f(x)| = 0, maka kemungkinan |f(x)| = 0 atau
|f(x)| > 0 karena sup A |{x € R™: |f(x)| > A1}| = 0 maka yang memenuhi
A>0
pasti |f(x)| = 0 jadi
f(x)=0
(«)jikaf=0
1
| fllwer = Siulgfl l{x € R™:|f(x)| > A}|P
>

1
=supa|{x € R™|0| > A}|P
A>0

1
=sup1|0|p
A>0

= sup 4 (0)
A>0

=0
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2. lafllwee = lallifllyir; Va € R™
Jika o=0, makajelas bahwa ||af|l,,.» = |a|llf ]l Kemudian asumsikan

a # 0, maka diperoleh

[t € R £ ()] > 2} = |fx € R £ )] > i}’

||

berakibat
1

Ap
laflr = sup 2 [{x € R £l > =
>0 |a]

Ambil p = 2 maka diperoleh

|al

1
lafllywr = iuglalu [{x € R™:|f(x)| > u}l»
>

1
= |a|sup A |{x € R™|f(x)| > p}|r
A>0

= lalllfllwey

3. Mf + gllwee < lfllwer + llgllwer

Perhatikan bahwa
A A
{x € R™ |f(x) + g(x)| > 1} € {x € R™ |f(x)| > 5} U {x € R™ |f(x)| > 5}
berakibat

6 € R 17 () + 9] > B < [{x € R If GOl > %H

+ |{x € R™: [f(x)] > %}|

sehingga
1

1 P
Al{x € R™ [£(x) + g(0)| > AP < A |{x € R™ |f(x)] > E}|p



1

12 ‘{x € R™ |f(x)| > %}r’

1\ P

1 14
(A1t € B 1£ GO + 901 > A3P) < </1 [fx e me:1r 01 > §}|p>

1\ P
+ (A ‘{x € R™ |f(x)| > %}r’)

p
WPl{x € R™: [f(x) + (o) > 3| < 2P |{x € R™ |f(x)| > §}|

AP |{x € R™ |f(x)| > %}|

maka diperoleh

A
If + gllor < 27 (Suplp |{x € R™ |f(x)| > —}|
A>0 2

A
+ sup AP |{x € R™|g(x)| > —}| )
A>0 2

=2P(1fllwer + llgllwer)
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Berdasarkan aksioma diatas, maka terbukti bahwa ruang Lebesgue lemah

kelengkapannya.

merupakan kuasi-norm. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa ruang Lebesgue

lemah adalah ruang kuasi-Banach, maka harus dibuktikan terlebih dahulu

Misalkan (f,,) adalah barisan Cauchy di wLP (R™). Kemudian asumsikan

bahwa terdapat barisan konvergen Y., a, sedemikian sehingga

fisr — fill_(WLP) < ak; Vk (2.12)

karena

n+k+1

fosk — fn = :E: [ﬁ+1"f}]?vn~k
j=n
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maka

n+k+1

Wi =l < D" Wfier = Fill o
j=n

(00
5

J=n

misalkan x € wL?, maka

[ee]

frs®) = I < ) @k

j=n

Barisan Yz, a; konvergen, maka (f,(x)) adalah barisan Cauchy
terhadap bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap.
Misalkan limit dari (f;,(x)) adalah f(x), maka untuk k — oo diperoleh

lf(x) — fr(x)] < Z a;;Vn.Vx € wL?
j=n

Sehingga diperoleh bahwa (f;,) konvergen seragam ke f(x). Karena f(n)
kontinu, maka berlaku juga pada f. Barisan Cauchy disebut konvergen jika
terdapat barisan konvergen dan barisan Cauchy di wL? memiliki subbarisan di
mana persamaan (2.11) berlaku. Jadi, terbukti bahwa wLP (R™) merupakan
ruang kuasi-Banach.

Seorang ilmuwan Shao dan Thao (2019) mengembangkan ruang Lebesgue
lemah menjadi ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen sebagai berikut.
Definisi 2.20. Misalkan 1 < p(-) < oo. p() € P(R*n). Ruang Lebesgue
lemah dengan variabel eksponen wLP®)(R*n ) adalah himpunan semua fungsi

terukur f : R™® — R sehingga
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1
IFlhyzpo = sup Alfx € R™: Il > BP0 < o0 (2.13)
>

dengan |x € R™: |f(x)| > A| menyatakan ukuran Lebesgue dari x € R":
lf 0l > A
2.9.1 Ruang Morrey dengan Variabel Eksponen

Setelah mendefinisikan ruang Lebesgue dengan variabel eksponen
selanjutnya akan ditunjukkan ruang Morrey dengan variabel eksponen. Akan
tetapi, terlebih dahulu akan ditunjukkan definisi dari ruang Morrey. Berdasarkan
Sawano ruang Morrey didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.21. (Sawano dkk., 2020) Misalkan 1 < p < g < o, Ruang Morrey
M[ (R™) didefinisikan sebagai,

M (R™) = {f € LP (R") : £ llpep < o0}

di mana Normnya didefinisikan sebagai,

1

11 D
sup  |B(a.r)|i 7P < f FOIP dx)
R B(a.r)

n . r>0

Ifllpp =

ae
dengan B(a.r) menotasikan bola buka berdimensi n dan berpusat di a € R"
dengan jari-jarir > 0,dan |B(a.r)| menyatakan ukuran Lebesgue dari B(a.r)
Selanjutnya akan ditunjukkan definisi ruang Morrey dengan variabel
eksponen sebagai berikut
Definisi 2.22. (Shao dan Tao, 2019) Misalkan 1 < p(-) < q()) < oo,
p(-).q(-) € P(R™), maka ruang Morrey dengan variabel eksponen Mf((_')) (R™)
didefinisikan sebagai,

My ®RY = {f € PO ®RY = fllyp0 < o) (2.14)

di mana normanya didefinisikan sebagai,
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1
1 _1_ 0]
Ifll, o0 = sup |B(a.r)[a0 O ( f IF PO dx) (2.15)
q() a€eRr™. r>0 B(a.r)

Masing-masing ruang fungsi memiliki kondisi lemahnya, begitu juga
dengan ruang Morrey dengan variabel eksponen. Sebelumnya akan terlebih
dahulu ditunjukkan definisi ruang Morrey lemah sebagai berikut.

Definisi 2.24. (Sawano dkk., 2020) Misalkan 1 < p < q < o, Sawano

mendefinisikan Ruang Morrey lemah wa (R™ ) merupakan himpunan fungsi

terukur f di R™ untuk ||flle5 < oo di mana normanya didefinisikan sebagai,

1 1 1
Ifllwap = sup [B(a. |7 Pyl{x € B(a.n):If ()| > y}P < oo

a€ER™, r.y>0
dengan |{x € B(a.r):|f(x)| > y}| menyatakan ukuran lebesgue dari {x €
B(a.r):|f ()| >y}
Selanjutnya akan ditunjukkan definisi ruang Morrey lemah dengan
variabel eksponen sebagai berikut
Definisi 2.25. (Shao dan Tao, 2019) Misalkan 1 <p(-) <q(:) < oo,
p().q(:) € P(R™), maka norm dari Ruang Morrey lemah dengan variabel
eksponen wM ;((.'))(IR{") didefinisikan sebagali,
1 1
11l g0 = sup BT 20y

aeRr™. r.y>0
(2.16)

1
[{x € B(a.7):|f(x)| > y}IPO < 0
dengan |{x € B(a.r):|f(x)| > y}| menyatakan ukuran lebesgue dari {x €

B(a.r):1f(x)] >y}
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2.10 Kajian Keislaman
Pada sub bab ini, akan dibahas bagaimana Al-Qur’an menjelaskan keluasan
ilmu Allah yang tidak akan pernah habis. Keluasan ilmu Allah digambarkan di

dalam surat Al-Kahfi ayat 109 yaitu :
(V) 1813s alis Wiy g SLTAAE 3 45 32 8 5 owdSIbiied o o

"Katakanlah (Muhammad), "Seandainya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-
kalimat Tuhanku, maka pasti habislah lautan itu sebelum selesai (penulisan) kalimat-
kalimat Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak itu pula™"

Ayat ini diturunkan berkenaan dengan orang-orang Yahudi yang menganggap
bahwa mereka telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak dengan sampainya
kitab Taurat kepada mereka. Awalnya adalah ketika orang-orang Yahudi
mendengar Q.S. Al-lsra’ ayat 85 yang artinya "Sedangkan kalian diberi
pengetahuan hanya sedikit." Ketika mereka mendengar ayat yang menyebutkan
bahwa ilmu mereka masih sedikit, salah seorang dari kaum Yahudi menjawab,
“Kami telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak, yaitu dengan diberikannya
kitab Taurat kepada kami. Dan barang siapa telah diberi kitab Taurat, maka ia
telah mendapatkan banyak kebaikan.” Setelah itu diturunkanlah surat Al-Kahfi
ayat 109 sebagai penegasan bahwa ilmu yang mereka peroleh masih sangat sedikit
jika dibandingkan dengan ilmu yang dimiliki oleh Allah (Lubab an-Nuqul fi Ashab
an-Nuzul).

Surat Al-Kahfi ayat 109 menunjukkan bahwa ilmu Allah sangat luas.
Manusia diperintahkan agar selalu berfikir untuk mengembangkan ilmu yang sudah
kita ketahui. Pengembangan ilmu ini adalah pada Ketaksamaan Holder yang

diaplikasikan di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Konsep perintah selalu
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berfikir dan pengembangan ilmu pengetahuan diperintankan Allah pada surat Al-
Ghasiyah ayat 17-20 yaitu :

Eaah G5 Jub Jis (VA)(EaE G lasd s (V) EAE G Ly ) ki
(Y+) &bt G5 30 is (19)

"Maka tidaklah mereka memperhatikan unta, bagaimana diciptakan? Dan langit,
bagaimana ditinggikan? Dan gunung-gunung, bagaimana ditegakkan? Dan bumi
bagaimana dihamparkan?"

Makna yang dapat diambil dari surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 bahwa setiap
ilmu yang diberikan oleh Allah itu sangat luas di mana kebanyakan manusia belum
mengetahuinya. Sebagai contoh adalah Allah menciptakan unta, meninggikan
langit, menegakkan gunung, dan menghamparkan bumi sebagai bentuk
kekuasaannya. Tentu saat ini manusia tidak mengetahui tentang kekuasaan Allah
tersebut. Akan tetapi Allah memperintahkan kita untuk berfikir dan memperhatikan
dengan keinginan mengambil pelajaran dari peristiwa yang terjadi.

Menurut Tafsir Al-Mishbah bahwa Allah menyuruh untuk memperhatikan
bukti kuasa Allah yang terbentang di alam raya ini, antara lain kepada unta yang
menjadi kendaraan dan sumber pangan bagaimana diciptakan oleh Allah dengan
sangat mengagumkan. Apakah mereka tidak merenungkan tentang langit yang
demikian luas dan yang selalu disaksikan bagaimana ditinggikan tanpa ada yang
menopangnya. Gunung-gunung yang demikian tegar dan yang biasa didaki
bagaimana ia ditegakkan oleh Allah. Bumi sebagai tempat tinggal dan yang tercipat
bulat bagaimana dihamparkan oleh Allah sehingga manusia bisa menempatinya
(Tafsir Al-Mishbah).

Kesimpulan yang diperoleh adalah ilmu Allah sangat luas sehingga Allah

memerintahkan untuk memperhatikan tentang kekuasaannya dan juga
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diperintahkan untuk terus mengkaji ilmu yang belum diketahui yang sebenarnya
bisa dipelajari. Sama halnya dengan ilmu didalam matematika di mana
Ketaksamaan Holder dapat dikaji dan dikembangkan lebih dalam yang
diaplikasikan pada ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Pengembangan ini

sesuai dengan pengamalan surat Al-Ghasiyah ayat 17-20.



BAB 111
PEMBAHASAN

3.1 Syarat Cukup Ketaksamaan Hélder di Ruang Lebesgue dengan

Variabel Eksponen

Sebelumnya akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa ruang Lebesgue dengan
variabel eksponen adalah ruang Banach dan ruang Lebesgue lemah dengan variabel
eksponen adalah ruang kuasi-Banach.

Pertama akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue dengan variabel eksponen
adalah ruang Banach. Di mana HfHLp(')(IR") harus memenuhi aksioma norm dengan
kelengkapannya:

Bukti.
Misalkan f.g € LPO(R™)
L (Ifllpo 20

Perhatikan bahwa

1

Il o6 = g If COIPOdx)P0
Berdasarkan definisi harga mutlak, maka [|f1|,»y = 0
2. |Ifll,po = 0 jika dan hanya jika f = 0
(=) Jika[[fllpe =0

Ifllpo =0

(f]Rn |f(x)|p()dx) % =0

1 \PO)

Jan If@)POdx =0

30



31
Karena f(x) € R dan dan |f(x)| = 0, maka kemungkinan |f(x)| = 0 atau
|f(x)| > 0 karena fRnlf(x)lpdx = 0 maka yang memenuhi pasti |f(x)| =
0 jadi
fx)=0
(<) jikaf =0

o = (Fon lf PO dx) 70

= (fyu0/P0dx) 70

= (fRn 0dx) %

1

=0
3.l (Xf I LrO = |C¥| [ f“ Lp(-);‘v’a: € R"

Vaf I o = (fyulaf () POdx) 70

1

= <f la| p(')|f(x)|p(')dx> 0)
R‘n

1
- (|a|p<'> HOls dx) 70
R

1

= |a|P® < |f ()P0 dx) PO
RN

=lal 1 f 1 Lo

4. N1 f+glposIflo+1glro
1
1 £+ lp0 = (n GO + gGOIPO dx) 70

S( (gPO + If(X)I”(')dX> 50
Rn
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< If(x)lp(')dx>+< |g(x)|p<>dx> 7o)
Rn

s( |f<x)|P<'>dx)p%+< |g<x>|p“d)%
]R’n.

=0 fllpo +1g e
Dari pembuktian tersebut, diperolen bahwa LPO) (R™) adalah ruang
bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa LP®) (R™) adalah ruang Banach
dengan menunjukkan kelengkapannya dari LPO) (R™).
Ambil sebarang barisan Cauchy (f,) di L. Misalkan (f;, ) merupakan
sub barisan dari (f,,) dimanan;<n,<...yang memenuhi
W fn = (fa ) lpo< 27¥ =vm = ny

Definisikan, untuk setiap k € N,

9=l + D Vess = fo
t=1

Jelas bahwa
I Ik ”LP(')S I fnl ”LP(') + thcz_ll ||fnt+1 - fnt ”Lp(') <l fnl "Lp(~) + 1<

Misalkan g = lim g, = |fo| + Z24lfnss — fu,|- Berdasarkan Lemma 2.14 kita

memperoleh 1| g ll,p> < Il f, Il,po + 1. Secara umum, g (x) < oo hampir

dimana-mana, sehingga deret

i+ D (s @) = fu, 0)
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Konvergen mutlak untuk hampir semua x. Didefinisikan jumlah pada deret diatas
sebagai f(x) untuk x dimana deret tersebut konvergen dan f (x) = 0 untuk x

lainnya. Karena

k-1
Frot D aees = fad) = fo

Maka kita mempunyai f(x) = tlim fa,(x) hampir dimana-mana. Maka cukup
buktikan bahwa f adalah titik limit dari f,,. Ambil sebarang u > 0. Karena (f,)
Cauchy, maka terdapat N € N sedemikian sehingga Ym.n > N kita peroleh

I frn — fr o> < % Oleh karena itu,

I fo = Flpo= N fo t fr + S = f w0

< fn - fnk "Lp(') + fnk - f "Lp(~)

u

+Z=
<THTEw

N =

Untuk setiap n > N. Hal ini membuktikan £, — f. Jadi LPO) (R™) adalah ruang
Banach.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue lemah dengan variabel
eksponen adalah ruang kuasi-Banach sebagai berikut.
Bukti. Misalkan f(x). g(x) € w LPO(R")
1 Il f lwipey= 0, jika dan hanya jika f = 0
(=) jikall f lyprpey=0

I f Nlwrpey=0

0

1
sup A |{x € R" : [f(x)] > A}PO
A>0

(sup 210 € R™ < £ GOl > 237 ) 70 = 070

A>0
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sup A[{x € R™: [f(x)| >4} =0
A>0

Karena f (x) bernilai mutlak, maka jelas bahwa f(x) = 0

(<) Jika f(x) =0

1

I f lwipy= iupﬂ [{x e R™ : |[f(x)| > A}|PO
>0

1
= sup 1 |{x € R": |0]| > A}|?O
1>0

1
=sup 1 |O|p(')
A>0

= sup 4 (0)
>0

=0
2. laf lypo=lalll fll,,»0; Va € R
jika a =0, maka jelas bahwall af Il ,,p0o=lal Il f Il »o. Kemudian

asumsikan a # 0, maka diperoleh

e R laf Gl > 2} = |fx € B ¢ Il > )

|al

berakibat

1
p

A
I af 0= sup 2 |{x € R+ 1 ()] >
>0 |ex]

Ambil y = lle maka diperoleh

1
I af lwipey= Suglalul{x € R™ : |[f(x)| > u}|P
u>

1
= |a|sup p|{x € R" : [f(x)| > p}IP
u>0

= lalll f I, .00-
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3. N f+glywosk(l fllpo+1gl,m0)vVk=1
Perhatikan bahwa
(xR 1F0) + g > D < {re R+ £GII > F U fre e gl > 7]

Berakibat
A
[r € R 1FG) + 9] > 23 < [fx e R 2 1700l >

+]{xerr: 9@ > 2|

Sehingga

1 AV
Ax e R+ () + g > 17 <affxe v s 71 > 3| 7

1
p

A

+/1|{x ER™:|gx)| > E}
1

P — 5) p
1

5) p

(M{x ER™: |f(x) + g(x)| > A}|%) (/1|{x € R™: |f(x)] >%}

+</1|{x ER™:|g(x)| >%}

A
Pl € Rz IFGO + g0l > B < 22 [fx e me s 70l > 3|

A
AP |{x ER": |g(x)| > E}|

Maka diperoleh
A A
I f+g e < 2P (sup pre |{x: O —}| + sup P |{x: 19(0)] > —}|)
1>0 2 1>0 2

=20 (IFIP e + 1917 00)
Berdasarkan aksioma di atas, maka terbukti bahwa ruang Lebesgue lemah

dengan variabel eksponen merupakan kuasi-norm. selanjutnya untuk menunjukkan
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bahwa ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen adalah ruang kuasi-

Banach, maka harus dibuktikan terlebih dahulu kelengkapannya.
Misalkan (f,,) adalah barisan Cauchy di wLP®)(R™). Kemudian asumsikan

bahwa terdapat barisan konvergen Y.;°_; a; sedemikian sehingga

I fierr = fie Iy o0 ag; Vk
karena

n+k+1

Sk — fn = :E: [ﬁ+1-—]}];Vn"k
j=n

maka

n+k+1

Ifrnsk — full < Z Ifier = fill,, 00
j=n

[ee]
5

J=n

misalkan x € wLP®), maka

[ee]

|frrre(X) — fu()| < Z aj; vn. k

j=n
Barisan ).z, a; konvergen, maka (f,,(x)) adalah barisan Cauchy terhadap
bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap. Misalkan

limit dari (f,,(x)) adalah f(x), maka untuk k — oo diperoleh

o

FG) = fulOI < ) a5 vnvx € wir©

j=n
Sehingga diperoleh bahwa (f;,) konvergen seragam ke f(x). Karena f(n)
kontinu, maka berlaku juga pada f. Barisan Cauchy disebut konvergen jika terdapat

barisan konvergen dan barisan Cauchy di wLP®) memiliki subbarisan di mana



37

persamaan (2.11) berlaku. Jadi, terbukti bahwa wLP®) (R™) merupakan ruang
kuasi-Banach.

Setelah terbukti bahwa ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah
ruang Banach, maka definisi ruang lebesgue dengan variabel eksponen berlaku dan
dapat diaplikasikan pada ketaksamaan Holder. Hal ini juga terbukti pada ruang
Lebesgue lemah dengan variabel eksponen. Ketaksamaan Holder merupakan salah
satu dari ketaksamaan di bidang analisis. Ketaksamaan Holder yang digunakan
pada penelitian ini adalah ketaksamaan Holder integral di mana pada tahun 1982
Kantorovich dan Akilov mendefinisikannya. Penelitian yang dilakukan adalah
menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan variabel

eksponen dalam teorema berikut.

Teorema 3.1. Misalkan p(-).p;(-).p,(-) € P(R™), sedemikian sehingga ﬁ +

1

» < % Jika f(x) € 1P10) (R™) dan g(x) € 120 (R™) maka
2() :

Ifgllpe < If Il prollgllpa0 (3.1)
dimana fg € LPO(RM).
Bukti.
Diketahui sembarang fg € LPO(R™) sehingga berdasarkan definisi norm di
LPO(R™) diperoleh
LPOR™) = {fg € IPO: |If gl po> < o0}

di mana normnya didefinisikan sebagai

1

Q)
Ifgllpe = < If(X)g(X)Ip(')dx>p

R"
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Karena fg bernilai mutlak, maka jelas bahwa ||fgll,» bernilai tak negatif.
Kemudian diketahui juga bahwa f € LP1O(R™) dan g € LP2O)(R™), sehingga

diperoleh
1

p1()
Nl oy = ( If(x)lpl(')dx>p

]RTL
dan
1

lgll p2cr = |f () P2 dx

R

Oleh karena f dan g bernilai mutlak, maka nilai [|f1|,p,c» dan [|g|[,».¢) tak negatif.
Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.1 diatas menggunakan

definisi yang telah dijabarkan.

L+ 1 <1 kemudian dari
p1() P2y T PO

Diketahui p(-).p1(-).p2(-) € P(R™) dan

definisi || fgll, »c) diperoleh,

1

©0)
Ifgllpe = < If(x)g(x)lp(')dx>p

RN

1

< ( FIPO | g(x)|pz<'>dx)p(')
Rn

1

70
S( f ()P Odx x Ig(x)I”Z(')dx>
RN

RTI

1 1

p1() p2()
< < |f(x)|p1(')dx> X < |g(x)|p2(')dx>
R" R"

= [Ifllpr0llgllpa0
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Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Holder

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah p(:).p,(-).p,(-) € P(R")

Ly <— Selanjutnya akan ditunjukkan syarat cukup dari

dan !
p1() Py T PO

ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue lemah dengan variabel eksponen sebagai

berikut

Teorema 3.2. Misalkan p(-).p1(-).p2(-) € P(R™), sedemikian sehingga ﬁ +

i@ <. Jika f(x) € wLPO (R dan g(x) € wiP=0 (R™) maka
Wfgll, o0 < NfI,eiollgll 0 (3.2)

dimana fg € wLPO(R™).
Bukti.
Diketahui sembarang fg € wLPO(R™) sehingga berdasarkan definisi norm di

wLPO (R™) diperoleh

1

Ifgllyre = il;lgl [{x € R™:|f(x)g(x)| > 2}|P0)

Karena fg bernilai mutlak, maka jelas bahwa ||fgll,,» bernilai tak negatif.
Kemudian diketahui juga bahwa f € wLP1O(R™) dan g € wLP2O)(R™), sehingga

diperoleh
1
WfllyLpaer = iug/l [{x € R™[f(x)| > A}[P20)
>
dan

1
gl p200 = sup 4 [{x € R™ |f ()] > 2}[P=0)
>
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Oleh karena f dan g bernilai mutlak, maka nilai ||f||,,,».¢ dan [lgll, ».¢) tak
negatif. Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.2 diatas

menggunakan definisi yang telah dijabarkan.

L+ 1 <1 kemudian dari
r1() P20 r()

Diketahui p(-).p,(-).p2() € P(R™) dan
definisi || fgll,,.»c» diperoleh,

1

I£gll,o0 = iugﬂ [{x € R™|f()g(x)| > A}PO)
>

1
<supAl{x € R™:|f ()] g(x)] > A}[PO
A>0

= Supi(l{x e R™[f(x)| > l}lpll(') [{x € R™: |g(x)|
A>0

1
> A}ll&('))

1
< supl|{x € R™: |f(x)| > A}|P:O
A>0

1
x sup A [{x € R™: |g(x)| > A}|P=0
A>0

= ”f”WLpl(')”g”WLPZ(')
Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Holder

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah p(:).p,(-).p,(-) € P(R")

1+1S—

dan !
p1() Py T PO’

3.2 Syarat Cukup Ketaksamaan Halder di Ruang Morrey dengan Variabel
Eksponen
Sebelumnya akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa ruang Morrey dengan

variabel eksponen adalah ruang Banach sebagai berikut.



41

Bukti. Misalkan f.g € MP% (R™)

1.

qa()

WfIl, ey = 0
Macy

Perhatikan bahwa

i—— p0)
Ifllypr = sup [B(a.r)[70 <<f F@)IPO dx)
qa() B(ar)

a€eRr™. r>0

berdasarkan definisi harga mutlak, maka ||f]|, »¢) =0

Mp((
I£1l,2c> = 0 jika dan hanya jika f = 0
q()
—) jika =0
()] ||f||M;(§)>
1

L__ ()
Ifll,,p0 = sup [|B(a.r)[90) PO (j |f(x)|PC) dx) =0
q() B(a.r)

a€eRr™. r>0
Perhatikan bahwa |B(a.r)| adalah ukuran Lebesgue di mana r > 0 maka

diperoleh |[B(a.r)| > 0. Maka haruslah

Ifll ey =0

1
()
(f If(x)lp(')dx> =0
B(a.r)

1 p()
()
(f |f(x)|p(')dx) = or0)
B(a.r)

f F)IPOdx = 0
B(a.r)

Karena f(x) € R dan dan |f(x)| = 0, maka kemungkinan |f(x)| = 0 atau
|f(x)| > 0 karena fRnlf(x)lpdx = 0 maka yang memenuhi pasti |f(x)| =
0 jadi

fG)=0
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(«)jikaf =0

1
L 5
Ifll, ;e = sup |B(a.r)[a0) PO <f If (x) PO dx)
a0 Bar)

aeR™. r>0

1
1 o)
= sup |B(a.r)|a0 ( f 10[PO) dx
a€ER™. r>0 B(a r)
_L 1
= sup |B(a.r)|10 PO (0)PO)
a€erR™. r>0
1 _ 1
= sup |B(a.7)[a0) PO (0)
a€eR™. r>0
=0

lafll. »o = la|lifll. po.Va € R®
Maey Moy

1
lafll,po = sup |B(a.r)[a0 <<f Iaf(x)lp(')dx>
qaC) B(ar)

a€ER™. r>0

1

1
= sup |B(a.r)[d0 PO

a€eR™. r>0

<|a|p<'> j @I dx ),, ’
B(a.r

a€ER™. r>0

a€eRrR™. r>0

S (
=la| sup |B(a.r)T® p<~><j If(x)l”(')dx>
B(a.r)

= le|llfll, »0
Macy

If +gll, »o < fI, »0 + gl 0
Mgy Macy Macy

1 1
If +gll,,»0 = sup [B(a.r)]10) PO <f If () + g(x)|PO dx>
a0) B(a.r)

aeRrR™. r>0

sup  |B(a )0 70 | |<f ( )If(x)lp(')dx>(
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p()

1

p()

1

p()

1

p()
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_1 —

1
< sup |B(a.r)[e®) PO

a€eR™. r>0

1

<f If PO + g ()P0 dx )p(')
B(a.r)

1 1
< sup |B(a.r)[1O PO
a€eRr™. r>0

{( j | (x) [P0 dx) + ( j |g () |P20) dx)}
B(a.r) B(a.r)
1

1 1 p1()
< sup |B(a.r)|110) pl(-)f If ()P0 dx
B(a.r)

a€eRrR™. r>0

1
p()

1

1 1 200
+ sup |B(a.r)|%z() p20) J |g(x)|Pz(') dx
B(a.r)

a€eR™. r>0

=[£Il wpi0) gl P20
Dari pembuktian tersebut, diperoleh bahwa Mé’((,')) (R™) adalah ruang
bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa M f((,')) (R™) adalah ruang Banach
dengan menunjukkan kelengkapannya dari Mf& (R™).
Selanjutnya ambil sebarang barisan Cauchy (f,,) di M (f((,')). Misalkan (f,)

merupakan sub barisan dari (f;,) dimanan; < n, < ---yang memenuhi
”fm = fnk”Mp((')) <27F.vm 2z ng
e
Definisikan, untuk setiap k € N.

k-1
9= fudl + ) Vs = fo
t=1

Jelas bahwa
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k-1
19uhiy < Uy + 2 Wi = gy <Dl +1<

Misalkan g = lim g, = || + 2623 | fnyry — fn, |- Berdasarkan Lemma 2.14
kita memperoleh llgll,.»0 < [|fn,[l,,»0 + 1. Secara umum, g(x) < oo hampir
a0) a0)

dimana-mana, sehingga deret

k-1

Fir G+ D (Faea () = o ()
t=1

konvergen mutlak untuk hampir semua x. Definisikan deret diatas sebagai f(x)

untuk x di mana deret tersebut konvergen dan f(x) = 0 untuk x lainnya. Karena

k-1
le1 + Z(fnt+1 - fnt) = fnk
t=1

maka kita mempunyai f(x) = tlim fa, (x) hampir dimana-mana. Maka cukup

buktikan bahwa f adalah titik limit dari f,,. Ambil sebarang ¢ > 0. Karena (f;,)

Cauchy, maka terdapat N € N sedemikian sehingga vm.n > N kita peroleh

||fm—fn||Mp(.) <§. Karena (f,, ) konvergen ke f, maka dapat kita pilih k
a()
sedemikian sehingga n;, > N dan||f;,, — fnllMp(.) < % . Oleh karena itu,
Q]
“fn - f”M;((")) = ”fn - fnk + fnk - f”]v[‘f(("))

< ”fn - fnk”M;’((.')) + ”fnk - f”M‘;’((“))

untuk setiap n > N. Hal ini membuktikan f,, — f. Jadi M;’((f)) (R™) adalah ruang

Banach.
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ruang Morrey lemah dengan variabel

eksponen adalah ruang kuasi-banach sebagai berikut.
Misalkan f.g € pr()(]R”) maka

1. Jelas bahwa [If1l ,.»0 = 0.
q()

2. Akan ditunjukkan bahwa || f]| 2?0 =0 jika dan hanya jika f =
W0

(=) Misalkan bahwa ||f||pr(.) = 0 , berdasarkan definisi ruang Morrey
q()
lemah maka diperoleh
1 L
IfIl,,p0 =  sup  |B(a.r)|90 POy |{x € B(a.7):|f(x)]| > y}PO
q() a€eR™. ry>0
1 L
0= sup [B(a.n)]90 POy |{x € B(a.7):|f(x)| > y}|PO
a€erR™. r.y>0

Dapat dipastikan bahwal{x € B(a.r):|f(x)| > y}| = 0. Atau dengan kata

lain [{x € B(a.r):|f(x)| # 0}| = 0. Sehingga berdasarkan definisi ukuran,

diperoleh f =
(«)Jdika f =
: -
“f”pr(-) = sup |B(a.n)|90) »Oy |{x € B(a.7):|f(x)| > y}|PO
qa() aEeR™. r.y>0
1 1 L
= sup |B(a.r)|90) POy |{x € B(a.7):|0] > y}|PO
a€erR™. r.y>0
1 1 1
= sup [B(a.r)]|20) Oy |{x € B(a.r):0 > y}PO)
a€eR™. r.y>0
L__
= sup |B(a.r)[a0) »Oy (0)
a€er™. ry>0
=0

3. Untuk a € R™, akan ditunjukkan bahwa ”“f”wmg’(ﬁ')) = |a|||f||wM5(§.))
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Perhatikan bahwa

11 1
lafll,,p0 =  sup |B(a.r)|10) POy |{x € B(a.r):|a|lf(x)| > y}IPO)
q( a€ER™. r.y>0
_ =N T 1 R170)
= sup |B(a.r)[1®) pOy\x € B(a.r):|f(x)| > —
a€eR™. r.y>0 |l
Pilih u = ﬁ sehingga
1 1 1
0]

|B(a.m)90) POla|u |{x € B(a.r):|f(x)] > u}|PO

lefll, . »p0 = su
'f W}@;J aER".£3>O
1 _ 1 1
=lal sup |B(a.n)]10) POu|{x € B(a.r):|f ()| > u}|PO)
a€eR™. r.y>0

= le|llfll . »o
wMae)

41+ 05000 < (U1 a0 + 1l 0

Pilih k = 2 karena
[{x € B(a.7):|f(x) + g(x)| >y} < [{x € B(a.7): |f(x)| > ¥}

+{x € B(a.7):1g(x)| > v}l
maka diperoleh

1 1
sup  |B(a.r)[i0 »Oy

If+gll . »0 =
Wﬂ@ﬂ) a€R™. r.y>0

|x € B(@n):1f(0) + g()| > y}PO

11 O}
< sup |B(a.r)|@O Pl(')yl{x € B(a.r): |f(x)] >—} P1
a€eRr™. r.y>0 2
11 150
+ sup  |B(an)|@0 %0y |{x € Bla.r):|gx)] >}
a€eR™. r.y>0 2
11 1
= sup [B(a.r)|1:0) P1O2y|{x € B(a.r):|f(x)| > y}|P:0)

a€eRrR™. r.y>0
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1 1 1

+ sup |B(a.r)|%20 P20 2y |{x € B(a.7):|g(x)| > y}|P20
a€eRr™. r.y>0

1 1 1
=2( sup |B(a.n)[B0 P02y |(x € Ba.r): [f(x)] > y}P:O

a€ER™. r.y>0

1 1 1

+ sup  [B(a.r)|=0 0 2y |{x € B(a.7):|g(x)| > y}|P20)
a€ER™. r.y>0

= 211l a0 + g1, 0
! w1 T 19 waea;
Proposisi diatas mengatakan bahwa WM;((,')) merupakan kuasi norm.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa wM ;’((f)) (R™) merupakan ruang yang lengkap.

Ambil sebarang barisan Cauchy {f;,},en di wa((,'))(R”) maka {f, }nen barisan
Cauchy dalam ukuran. Untuk n; < n, < -+, akan dikonstruksi sub barisan

{fnk}neN dari {f,, }nen Yang konvergen hampir di mana-mana dengan

{x € Bla.r):|fp,,, () — fr ()| > 27F}| < 27
untuk setiap k € N. Kemudian definisikan
A = {x € B(a.m):|fn,,,(®) — f, ()| > 27F}
untuk setiap k € N. Perhatikan bahwa |4, < 27 sehingga Y-, |4k | < oo.

Untuk setiapm = 1. 2.... diperoleh

e

k=m

< > 14
k=m

o)

SZZ"‘:Zl‘m<1<oo
=m
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Dari sini, kita dapat melihat bahwa hampir semua x pada sembarang B(a.r)
termuat paling banyak berhingga Aj, atau dengan kata lain, terdapat indeks
K (x) sedemikian sehingga x ¢ Ay jikak > K(x). Dengan begitu
| frsess ) = S, (0| < 275

untuk semua K > K(x). Perhatikan bahwa untuk i > j > j, > k,

[fria @ = 1, 0] £ D 1 foa @) = o, I
=)

< Zl: 27t < 21 < 21
I=j
Ini mengakibatkan {f,, }iEN barisan Cauchy hampir di mana-mana pada B(a.r).
Karena R"n lengkap dan B(a.r) < R™ maka {fni}iEN konvergen hampir di mana-
mana. Definisikan f(x) untuk x di mana {f;, }iEN konvergen ke f(x) dan f(x) =
0 untuk x yang lainnya. Kemudian akan dibuktikan bahwa f € wa((_'))(R").
Karena
|{x € B(a.r):lim infn%m|fnk(x)| > y}|
< lim inf,_,|{x € B(a.7): |fnk(x)| >y}

maka untuk sebarang B(a.r) dany > 0, diperoleh

”f”w]\/[;(()) = ”111’1’1 infn—wo |fnk|||w]\/[5((_'))
< lim infy oo || | £, | ||WM,,((.)) < o
qC

Jadi f € wMES(R™).
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Selanjutnya, ambil sebarang ¢ > 0. Karena {fni }iEN barisan Cauchy, maka

terdapat N € N sedemikian sehingga untuk semua m.n > N kita mempunyai

1fin = fn”pr((')) . Karena
e
W= f IIWMpo [ = e + fr = f ||WMp()
<|Ifa - fnk||wM5(§~)> + |1 fo — f||wM5(§-)>

<E+E<
-+=<e
2 2

untuk n > N. Hal ini membuktikan bahwa f,, konvergen ke f € wM;’(())(R").
Dengan kata lain wM p()(]R{”) merupakan ruang yang lengkap. Karena
wM(f((f))(Rn) merupakan ruang kuasi norm yang lengkap, maka terbukti bahwa

wM 5’((.'))(11%”) adalah ruang kuasi-Banach.

Setelah terbukti bahwa ruang Morrey dengan variabel eksponen adalah ruang
Banach, maka definisi ruang Morrey dengan variabel eksponen berlaku dan dapat
diaplikasikan pada ketaksamaan Holder. Hal ini juga terbukti pada ruang Morrey
lemah dengan variabel eksponen. Selanjutnya akan ditunjukkan yarat cukup
ketaksamaan Holder di ruang Morrey dengan variabel eksponen dalam teorema-
teorema sebagai berikut.

Teorema 3.3. Misalkan p(:).p;(-).p2(-) € P(R™), dan q(-).p:(-).p,(-) €
! 1 1 ! 21

—_ — <
p1() +p2(.) — () 1) axy T pO)

P(R™), sedemikian  sehingga

Jika f(x) € MPER™ dan g(x) € MP25) (R™) maka
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WAL 2o S WFIL paollgll, P20
f My ! ML g Mz (33)

dimana fg € Mf((.'))(]Rn)

Bukti.

Diketahui sembarang fg € M(f((,')) (R™) sehingga berdasarkan definisi norm di

M(f((,')) (R™) diperoleh

1

1 1 200
gl = sup |B(a.r)70 v<-><j (g (0P dx)
a0) B(a.r)

a€ER™. r>0

Karena fg bernilai mutlak, maka jelas bahwa ||fgll. »» bernilai tak negatif.

p(:
Mgy

Kemudian diketahui juga bahwa f € Mle((f))(R”) dan g € M;’;((.'))(R”), sehingga
diperoleh

1

1 1 10
Ifll, 20 = sup [|B(a.r)|n0) PO J If ()|P1O dx
qa1() B(ar)

a€eR™. r>0

dan

1

1 1 p2()
lgll, ;o200 = sup  [B(a.r)[a20) P20 f IF 0 |P>0 dx
qz() B(ar)

a€ER™. r>0

Oleh karena f dan g bernilai mutlak, maka nilai ||f||Mp1((.)) dan ||g||Mp2((.)) tak
q1( qz2(

negatif. Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.3 diatas

menggunakan definisi yang telah dijabarkan.
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Diketahui  p(-).p1().p2(-) € P(R™). q(-).q1(-).q2(-) € P(R™) dan pll(,) +

1 SL, 1 1
P2y~ PO q1() gy

< () — kemudian dari definisi ||fg|| p() diperoleh,

1
L

— PO
1£gll,r0 = sup_1B(a.r)[T0 <(f |f(x)g(x)|p(')dx>
a0 B(a.r)

a€eRr™. r>0

1 1

< sup |B(a.r)]|a®) 2O

a€ER™. r>0

1

( f I OlgCoPO ax )m

1 1 1 1
< sup |B(a.r)|u10) P10 |B(a.r)]|920) P20)
a€eRr™. r>0

{( f If () [P0 dx) ( J |g(x)|P>0) dx)}p ’
B(a.r) B(a.r)
1

1 1 p1(
< sup |B(a.r)|110) pl(-)f If ()P0 dx
B(a.r)

a€eRrR™. r>0

1

11 p2(
X sup |B(a.r)|90) pz20) f |g (x)|P20) dx
B(a.r)

a€eRrR™. r>0

= IfIl, »r0llgll, »20
Marey o Myt
Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Holder

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah p(:).p;(-).p,(-) €

N SR S SR o)
P2y ~ PO a1() gy T ()

P(RM. ¢().41().42() € P(R™) dan — +

Seperti halnya ruang Lebesgue, syarat cukup ketaksamaan Holder tidak hanya

dibuktikan di ruang Morrey dengan variabel eksponen Mf(())(]R“), namun juga
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ditunjukkan di ruang Morrey lemah dengan variabel eksponen w]v[;((f))(R")

sebagai berikut.

Teorema 3.4. Misalkan p(:).p,().p.(:) € P(R"), dan q().p;(:).p2(-) €

1 1 1 1 1
<— dan <—

P(R™), sedemikian sehingga — < < —.
(R™) 99 p1() +pz(.) p() a1() 20 p()

Jika f(x) € wMP)(R™) dan g(x) € wM?2)(R™) maka

WA v < NIFIN ollgll o)
f WMy f wMgls g WMz (34)

dimana fg € wa((.'))(R")

Bukti.

Diketahui sembarang fg € wM(f((f)) (R™) sehingga berdasarkan definisi norm di

WM;)((.')) (R™) diperoleh
1 1

1
Ilfglleg(g-)> = sup [B(a.n)]10) POy |{x € B(a.r):|f(x)g(x)| > y}IPO)

a€eR™. r.y>0

Karena fg bernilai mutlak, maka jelas bahwa ||fg||pr(.) bernilai tak negatif.
ac)

Kemudian diketahui juga bahwa f € WM;;((,'))(R”) dan g € WM;’;((,'))(R”),

sehingga diperoleh

1 1 1
IfIl ,er0 =  sup  [B(a.r)|10) POy |{x € B(a.7):[f(x)| > y}[P1O)
a1() aEeRr™. r.y>0
dan
1t 1
gl ,p20 =  sup  [B(a.r)|%0) P20y |{x € B(a.7):|f(x)| > y}IPz0)

q2() a€eRr™. r.y>0
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Oleh karena f dan g bernilai mutlak, maka nilai [|f|| , . dan llgll ,».c> tak
W10 W20

negatif. Selanjutnya akan ditunjukkkan keberlakuan Persamaan 3.4 diatas

menggunakan definisi yang telah dijabarkan.

1

Diketahui  p(-).p1().p2() € P(R™). q()-q1()-q2() € P(R) dan —= +

1 1 1 1
- < = -
0 S50 @0 Tag S ()kemudlan dari definisi || fgl| Mp() diperoleh,
1 L
Ifgll 0 = sup  [B(a.r)]90 POy |{x € B(a.7): |f(x)g(x)| > y}[PO
Q] a€erR™. r.y>0
1 L
<  sup |B(a.n)]40 PO y|{x € B(a.7):|f()]lg(x)| > y}|PO
a€erR™. r.y>0
11 1 1
< sup |B(a_r)|¢h(') p1() |B(a_r)|CI2(') p2()
a€eR™. r>0

1
vI{x € B(a.r): [f(x)||g(x)| > y}IPO

1 1 1
< sup [B(a.n)|n® POy |{x € B(a.r):|f(x)| > y}[Px0)

a€erR™. r.y>0

1 1

1
X sup |B(a.m)]90) P20y |{x € B(a.7):1g(x)| > y}|P=0)
a€eR™. r.y>0

= £l e0llgll,,p0
! WM Ilhwae
Teorema diatas menunjukkan berlakunya syarat cukup ketaksamaan Holder

di ruang Lebesgue dengan variabel eksponen adalah p(:).p,;(:).p,() €

LT B R
P2y — PO 1) gy T a0)

PRY. 40).q:()-2() € P(R™) dan — +

3.3 Integrasi Keluasan Ilmu Allah Swt.
Surat Al-Kahfi ayat 109 diturunkan berkenaan dengan orang-orang Yahudi

yang menganggap bahwa mereka telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak
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dengan sampainya kitab Taurat kepada mereka. Awalnya adalah ketika orang-orang
Yahudi mendengar Q.S. Al-Isra’ ayat 85 yang artinya ”Sedangkan kalian diberi
pengetahuan hanya sedikit.” Ketika mereka mendengar ayat yang menyebutkan
bahwa ilmu mereka masih sedikit, salah seorang dari kaum Yahudi menjawab,
“Kami telah mendapatkan ilmu yang sangat banyak, yaitu dengan diberikannya
kitab Taurat kepada kami. Dan barang siapa telah diberi kitab Taurat, maka ia telah
mendapatkan banyak kebaikan.” Setelah itu diturunkanlah surat Al-Kahfi ayat 109
sebagai penegasan bahwa ilmu yang mereka peroleh masih sangat sedikit jika
dibandingkan dengan ilmu yang dimiliki oleh Allah. Surat Al-Kahfi ayat 109
menunjukkan bahwa ilmu Allah sangat luas. Manusia diperintahkan agar selalu
berfikir untuk mengembangkan ilmu yang sudah kita ketahui. Pengembangan ilmu
ini adalah pada Ketaksamaan Holder yang diaplikasikan di ruang Lebesgue dengan
variabel eksponen.

Makna yang dapat diambil dari surat Al-Ghasiyah ayat 17-20 bahwa setiap
ilmu yang diberikan oleh Allah itu sangat luas di mana kebanyakan manusia belum
mengetahuinya. Sebagai contoh adalah Allah menciptakan unta, meninggikan
langit, menegakkan gunung, dan menghamparkan bumi sebagai bentuk
kekuasaannya. Unta disini dijadikan perumpamaan karena unta pada waktu itu
adalah sesuatu yang berharga bagi mereka. Unta mampu bertahan hidup dan
menjadi kendaraan andal di tengah gurun padang pasir yang tandus dan minim
cadangan air. Tentu saat ini manusia tidak mengetahui tentang kekuasaan Allah
tersebut. Akan tetapi Allah memperintahkan kita untuk berfikir dan memperhatikan

dengan keinginan mengambil pelajaran dari peristiwa yang terjadi.
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Kesimpulan yang diperoleh adalah ilmu Allah sangat luas sehingga Allah
memerintahkan untuk memperhatikan tentang kekuasaannya dan juga
diperintahkan untuk terus mengkaji ilmu yang belum diketahui yang sebenarnya
bisa dipelajari. Sama halnya dengan ilmu didalam matematika di mana
Ketaksamaan Holder dapat dikaji dan dikembangkan lebih dalam yang
diaplikasikan pada ruang Lebesgue dengan variabel eksponen. Pengembangan ini

sesuai dengan pengamalan surat Al-Ghasiyah ayat 17-20.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas pada bab sebelumnya, maka
penulis dapat menyimpulkan bahwa syarat cukup ketaksamaan Holder diruang

Lebesgue dengan variabel eksponen dan lemahnya adalah p(:).p;(:).p,(-) €

Ly < sedangkan syarat cukup ketaksamaan Holder
p1() D2y p()

P(R™) dan

diruang Morrey dengan variabel eksponen dan lemahnya adalah p(:).p;(:).p,(-) €

1 1 1 1 1
- < —
oo =20 TG T oo S0

PRY. 40).4:().42() € PRY). — +

4.2 Saran

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya untuk menunjukkan syarat
perlu Ketaksamaan Holder di ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen dan di ™
ruang Morrey dengan Variabel Eksponen sehingga dapat diketahui nilai
ekuivalennya. Selain itu juga bisa dilakukan penelitian untuk mengaplikasikan
ruang Lebesgue dengan Variabel Eksponen dan ruang Morrey dengan Variabel

Eksponen di ketaksamaan-ketaksamaan lainnya.
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