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ABSTRAK 

Anwar, Nurul Hafidhoh. 2021. Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian.

 Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,

 Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I)

 Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. (II) Dewi Ismiarti, M.Si. 

Kata Kunci: Pewarnaan Titik, Bilangan Kromatik, Graf Dual, Graf Berlian 

Pewarnaan titik (vertex coloring) pada graf 𝐺 adalah pemberian warna pada 

titik-titik di 𝐺  sedemikian sehingga titik-titik yang bertetangga memiliki warna 

yang berbeda. Banyaknya minimum warna yang dibutuhkan untuk mewarnai 

semua titik 𝐺 disebut bilangan kromatik dan dinotasikan dengan 𝜒(𝐺). Suatu graf 

disebut planar jika dapat digambarkan pada bidang sehingga tidak ada sisi-sisinya 

yang berpotongan. Dari graf planar dapat dibentuk suatu graf yang disebut graf dual. 

Setiap wilayah dari graf planar dapat diwakili oleh satu titik dari graf dual. Dua titik 

dari graf dual terhubung langsung jika titik yang mewakili wilayah pada graf planar 

bertetangga dan dibatasi oleh sisi yang sama. Graf berlian yang dinotasikan dengan 

𝐵𝑟𝑛, adalah salah satu model graf yang digunakan untuk merepresentasikan struktur 

jaringan. Pada penelitian ini diperoleh bahwa bilangan kromatik titik dari dual graf 

berlian adalah 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = {

3, 𝑛 = 2 dan 𝑛 ≥ 4
4, 𝑛 = 3.
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ABSTRACT 

Anwar, Nurul Hafidhoh. 2021. On The Chromatic Number of The Diamond

 Graph Dual. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science dan

 Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang.

 Advisors: (I) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. (II) Dewi Ismiarti, M.Si. 

Keywords: Vertex Coloring, Chromatic Number, Dual Graph, Diamond Graph 

A vertex coloring of a graph 𝐺, is an assigments of colors to the vertices of 

𝐺, such that no two adjacent vertices are assigned the same color. The least number 

of colors needed for an vertices coloring of a graph 𝐺 is the chromatic number, 

denoted by 𝜒(𝐺). A graph is said to be planar if it can be drawn in the plane so that 

no edges crossing except at endpoints. A dual graph is constructed from the planar 

graph. Each region in a planar graph can be represented by a vertex of the dual 

graph. Two vertices are adjacent if the region represented by these vertices are 

neighbours and have a common border. A diamond graph denoted by 𝐵𝑟𝑛, can be 

used to model a networks structure. In this study, it is shown that the chromatic 

number of the diamond graph dual is 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = {

3, 𝑛 = 2 and 𝑛 ≥ 4
4, 𝑛 = 3.
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 ملخص

سماعي..  الج. بحث البياني المزدوج من الماسالرسم أرقام لوني في . ٢٠٢١نورالحافظة.  ،أنوار
ةالحكوعي يةألإسلاع عولانا عالك إبراهيماليلوم والتكنولوجيا. جاعية  الرياضيات. كلية 
 ( ديوي إسميارتي، الماجستير.٢) ةالمشرف ،جوهري، لماجستير ( محمد نافع١عالانج. المشرف: ) 

 .لوني، الرسم البياني المزدوج، الرسم البياني الماس أر ام:  مم التلوين، الكلمة المفتاحية

بحيث يكون للنقاط المجاورة ألوان مختلفة.  𝐺 ه. لون النقاط 𝐺 على الرسم البياني مم التلوين 
 .𝜒(𝐺) يسمى الر م اللوني ويُشار إليه بالرعز  𝐺الحد الأدنى ليدد الألوان المطلوبة لتلوين جميع نقاط 

. احوافه لا تتقاطع أي عن حتىيسمى الرسم البياني عستوياا إذا كان عن الممكن رسمه على عستوى 
يمكن تمثيل كل عنطقة  عن الرسم البياني المستوي ، يمكن تشكيل رسم بياني يسمى رسم بياني عزدوج. 

 البياني المزدوج بشكليتم توصيل رأسين عن الرسم  في الرسم البياني المستوي برأس رسم بياني عزدوج.
ييد  .عباشر إذا كانت الرؤوس التي تمثل عناطق الرسم البياني المستوي عتجاورة ومحدودة بالحافة نفسها

، أحد نماذج الرسم البياني المستخدعة لتمثيل هياكل 𝐵𝑟𝑛الرسم البياني الماس. ، الذي يشير إليه 
لدراسة يستخدم لتمثيل هياكل الشبكة. في هذه ا الرسم البياني الماس. هو نموذج رسم بياني الشبكة.

 ، تبين أن الر م اللوني للرسم البياني الماس. المزدوج هو
𝜒(𝐵𝑟𝑛

∗) = {
3, 𝑛 = 𝑛 و 2 ≥ 4

4, 𝑛 = 3.
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Graf adalah struktur diskrit yang terdiri dari titik dan sisi yang menghubungkan 

titik-titik tersebut. Graf banyak digunakan untuk memodelkan suatu permasalahan. 

Caranya dengan merepresentasikan masalah ke dalam graf, sehingga dapat 

mempermudah menemukan solusi dari permasalahan tersebut. Misalnya, graf 

digunakan untuk merepresentasikan jaringan komunikasi yang menghubungkan 

pusat data. Titik graf mewakili pusat data dan sisi graf mewakili jaringan 

komunikasi (Rosen, 2012:641). 

Terdapat beberapa bentuk graf, salah satunya adalah graf planar. Suatu graf 

disebut planar jika dapat digambarkan pada bidang datar sedemikian sehingga tidak 

ada sisi-sisinya yang saling berpotongan/bersilangan kecuali mungkin pada titik-

titik akhir sisi tersebut (Lipschutz & Marc, 2007:166). Suatu graf mungkin saja 

planar meskipun biasanya digambar dengan sisi yang saling berpotongan, karena 

graf tersebut dapat digambarkan kembali dengan cara berbeda tanpa adanya 

perpotongan (Rosen, 2012:719). Selanjutnya, dari graf planar dapat dibentuk suatu 

graf yang disebut graf dual. Setiap wilayah dari graf planar dapat digambarkan 

sebagai titik dari graf dual. Dua titik dari graf dual terhubung langsung jika dan 

hanya jika titik yang mewakili wilayah pada graf planar bertetangga dan dibatasi 

oleh sisi yang sama (Lipschutz & Marc, 2007:170-171). 

Salah satu topik pada graf yang biasa digunakan untuk memodelkan 

permasalahan adalah pewarnaan graf. Pewarnaan graf menjadi salah satu topik pada



2 

 

 

 

teori graf yang sangat menarik, terutama karena sejarahnya yang menarik, hasil 

teoritisnya yang beragam, masalah yang belum terpecahkan, dan berbagai 

aplikasinya (Chartrand et al, 2016:363). Terdapat tiga macam pewarnaan dalam 

graf, yaitu pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan sisi (edge coloring), dan 

pewarnaan wilayah (map coloring) (Gross et al, 2019:351). 

Pewarnaan graf merupakan salah satu masalah optimasi. Secara umum aplikasi 

pewarnaan graf berfungsi untuk mencari warna optimal, di mana titik yang 

bertetangga memiliki warna yang berbeda dan banyaknya warna yang diperlukan 

untuk mewarnai semua titik harus seminimal mungkin (bilangan kromatik). 

Optimasi dapat dipahami sebagai cara untuk memperoleh hasil maksimal dengan 

meminimalkan usaha. Konsep ini dapat dianalogikan dengan kajian Islam yang 

menganjurkan umatnya untuk hidup hemat dan melarang umatnya mempunyai sifat 

boros. 

Allah SWT melarang hamba-Nya bersikap boros dan menjelaskan cara 

menafkahkan harta yang baik. Hal ini sebagaimana difirmankan oleh Allah SWT 

Artinya: “Dan berikanlah kepada keluarga-keluarga yang dekat akan haknya, kepada 

orang miskin dan orang yang dalam perjalanan dan janganlah kamu menghambur-

hamburkan (hartamu) secara boros.” (QS. Al-Israa’: 26). 

Jadi, maksud dari ayat di atas janganlah kamu menafkahkan hartamu melainkan 

secara wajar, bukan untuk kemaksiatan, melainkan diberikan kepada orang-orang 

yang berhak mendapatkannya serta tidak berlebihan dan boros (Az-Zuhaili, 

2016:76). 

Masalah pewarnaan graf yang paling banyak mendapat perhatian adalah 

pewarnaan titik. Oleh karena itu, penelitian ini fokus pada masalah pewarnaan titik. 

Pewarnaan titik dari suatu graf 𝐺  adalah pemberian warna pada titik-titik di 𝐺 
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sedemikian sehingga titik-titik yang terhubung langsung memiliki warna berbeda 

(Chartrand et al, 2016:363). Permasalahan pewarnaan graf tidak hanya mewarnai 

titik dengan warna yang berbeda dari warna titik tetangganya saja, tetapi diharapkan 

dapat menggunakan warna seminimal mungkin. Banyaknya warna minimum yang 

diperlukan untuk memberi warna yang berbeda pada titik yang terhubung langsung 

disebut bilangan kromatik (Rosen, 2012:727). 

Penelitian sebelumnya yang telah dilakukan oleh Mostafa Javedankherad, dkk 

(2020) tentang aplikasi pewarnaan graf pada jaringan dengan memodelkan jaringan 

ke dalam bentuk graf, lalu melakukan pewarnaan pada graf tersebut. Penelitian lain 

oleh Nurdin Hinding, dkk (2018) yang menyatakan bahwa jaringan erat kaitannya 

dengan graf berlian. Artikel tersebut membahas tentang jaringan yang dibentuk 

menggunakan graf berlian. Artikel tersebut membahas tentang jaringan yang 

dibentuk menggunakan graf berlian. Berdasarkan latar belakang tersebut, pada 

penelitian ini penulis tertarik untuk mengkaji lebih lanjut mengenai pewarnaan graf 

dengan lebih fokus pada pewarnaan titik dengan judul “Bilangan Kromatik Titik 

dari Dual Graf Berlian”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah penelitian ini adalah 

bagaimana formula bilangan kromatik titik dari dual graf berlian? 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan yang diharapkan dalam penelitian ini adalah mengetahui 

formula bilangan kromatik titik dari dual graf berlian. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Dalam penulisan penelitian ini, diharapkan dapat memberikan manfaat, antara 

lain: 

1. Menambah informasi dan pengetahuan tentang teori graf, khususnya terkait 

pewarnaan minimum titik dari dual graf berlian. 

2. Menjadi referensi tambahan untuk bahan penelitian di masa yang akan datang. 

1.5 Metode Penelitian 

Penelitian ini merupakan penelitian studi pustaka, yaitu dengan cara 

mempelajari teori-teori yang berhubungan dengan bilangan kromatik titik dari dual 

graf berlian. Sumber penelitian ini diperoleh dari beberapa buku, skripsi, dan 

literatur ilmiah yang mendukung dan berkaitan dengan penelitian. Metode yang 

digunakan dalam penelitian ini adalah metode analisis deskriptif, yaitu 

mendeskripsikan bilangan kromatik titik dari dual graf berlian. 

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Menggambar graf berlian 𝐵𝑟𝑛, untuk 𝑛 = 2, … ,6. 

2. Mencari dual dari graf berlian 𝐵𝑟𝑛, untuk 𝑛 = 2, … ,6. 

3. Menentukan pewarnaan titik dari dual graf berlian 𝐵𝑟𝑛, untuk 𝑛 = 2, … ,6. 

4. Menentukan bilangan kromatik titik dari dual graf berlian 𝐵𝑟𝑛 , untuk 𝑛 =

2, … ,6. 
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1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika berguna untuk memudahkan dalam memahami jalan pemikiran 

penelitian ini secara keseluruhan. Penelitian ini secara garis besar dibagi menjadi 

tiga bagian sebagai berikut. 

BAB I  Pendahuluan 

Bab ini sebagai ulasan tentang pendahuluan yang memuat latar 

belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, 

dan sistematika penulisan. 

BAB II  Kajian Pustaka 

Dalam bab ini memuat landasan teori yang mendasari pemecahan 

masalah yang berkaitan dengan judul penelitian dengan 

mencantumkan beberapa teorema pendukung dan juga memaparkan 

kajian agama yang berkaitan dengan judul penelitian. 

BAB III Pembahasan 

Pada bab pembahasan, memuat penjelasan secara rinci mengenai 

cara membentuk dual dari graf berlian dan menentukan bilangan 

kromatik titik dari dual graf berlian, serta memuat hasil-hasil 

penelitian. Dan akan dibahas juga kaitannya dengan kajian agama 

islam.  

BAB IV Penutup 

Penutup memuat kesimpulan dari pembahasan masalah dan saran. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Teori Graf 

Graf 𝐺 adalah pasangan terurut (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) yang terdiri dari himpunan titik 

𝑉(𝐺)  dan himpunan sisi 𝐸(𝐺)  yang saling lepas dari 𝑉(𝐺) . Terdapat fungsi 

incidence (keterkaitan) 𝜓𝐺(𝑒)  yang menghubungkan setiap sisi dari 𝐺  dengan 

pasangan tak terurut (tidak harus berbeda) dari titik 𝐺. Jika 𝑒 adalah sisi dan 𝑢 dan 

𝑣 adalah titik-titik 𝐺 sehingga 𝜓𝐺(𝑒) = {𝑢, 𝑣}, maka 𝑒 dikatakan menghubungkan 

(join) titik 𝑢 dan 𝑣, dan titik 𝑢 dan 𝑣 disebut ujung dari 𝑒. Banyaknya titik di 𝐺 

disebut orde 𝐺, dinotasikan dengan 𝑣(𝐺). Sedangkan banyaknya sisi di 𝐺 disebut 

ukuran, dinotasikan dengan 𝑒(𝐺) (Bondy & Murty, 2008:2). 

Untuk penyederhanaan notasi, pasangan tak terurut {𝑢, 𝑣} ditulis 𝑢𝑣. Berikut 

adalah contoh dari graf 𝐺. 

𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) 

dengan 

𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦} 

𝐸(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ} 

dan 𝜓𝐺  didefinisikan sebagai 

𝜓𝐺(𝑎) = 𝑢𝑣, 𝜓𝐺(𝑏) = 𝑢𝑢, 𝜓𝐺(𝑐) = 𝑣𝑤, 𝜓𝐺(𝑑) = 𝑤𝑥 

𝜓𝐺(𝑒) = 𝑣𝑥, 𝜓𝐺(𝑓) = 𝑤𝑥, 𝜓𝐺(𝑔) = 𝑢𝑥, 𝜓𝐺(ℎ) = 𝑥𝑦 
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𝐺 

Gambar 2.1 Graf 𝐺 

Pada graf 𝐺 di atas, titik-titik direpresentasikan sebagai lingkaran kecil. 

Sisi dengan titik ujung yang sama disebut loop dan sisi dengan ujung yang 

berbeda disebut penghubung (link). Dua atau lebih link dengan pasangan ujung 

yang sama disebut sisi rangkap (parallel edges). Pada Gambar 2.1, sisi 𝑏 adalah 

loop dan semua sisi lainnya adalah link. Sedangkan sisi 𝑑 dan 𝑓 adalah sisi rangkap 

(Bondy & Murty, 2008:2-3). 

Graf disebut sederhana jika tidak memiliki loop atau sisi ganda. Graf pada 

contoh di bawah ini adalah graf sederhana. 

𝐻 =  (𝑉(𝐻), 𝐸(𝐻)) 

dengan 

𝑉(𝐻)  =  {𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} 

𝐸(𝐻)  =  {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10} 

dan 𝜓𝐻 didefinisikan sebagai 

𝜓𝐻(𝑒1) = 𝑣1𝑣2, 𝜓𝐻(𝑒2) = 𝑣2𝑣3, 𝜓𝐻(𝑒3) = 𝑣3𝑣4, 𝜓𝐻(𝑒4) = 𝑣4𝑣5 

𝜓𝐻(𝑒5) = 𝑣5𝑣1, 𝜓𝐻(𝑒6) = 𝑣0𝑣1, 𝜓𝐻(𝑒7) = 𝑣0𝑣2, 𝜓𝐻(𝑒8) = 𝑣0𝑣3 

𝜓𝐻(𝑒9) = 𝑣0𝑣4, 𝜓𝐻(𝑒10) = 𝑣0𝑣5 

𝑢 

𝑎 

𝑣 

𝑤 𝑥 

𝑦 

𝑏 

𝑐 

𝑑 

𝑓 

𝑔 

ℎ 𝑒 
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Gambar 2.2 Graf 𝐻 

(Bondy & Murty, 2008:3). 

2.2 Adjacent dan Incident 

Suatu sisi dikatakan terkait (incident) pada masing-masing titik ujungnya, dan 

sebaliknya. Dua titik dikatakan terhubung langsung (adjacent) jika terdapat sisi 

yang menghubungkan kedua titik tersebut, begitu pula dengan dua sisi dikatakan 

terhubung langsung (adjacent) jika terdapat titik yang menghubungkan kedua sisi 

tersebut. Dua titik dikatakan bertetangga (neighbours) jika keduanya terhubung 

langsung. Himpunan tetangga dari titik 𝑣 di 𝐺 dinotasikan dengan 𝑁𝐺(𝑣) (Bondy 

& Murty, 2008:3). 

Misalkan 𝑢  dan 𝑣  adalah dua titik yang berbeda di 𝐺  dan 𝜓𝐺(𝑒) = {𝑢, 𝑣} 

adalah sisi di 𝐺. Titik 𝑢 dan titik 𝑣 dikatakan terhubung langsung (adjacent) karena 

dihubungkan oleh sisi 𝑒. Sedangkan sisi 𝑒 terkait (incident) dengan titik 𝑢 dan 𝑣. 

 

𝐺 

Gambar 2.3 Graf 𝐺 

 (Wilson & Watkins, 1990:31). 

𝑣2 

𝑣1 

𝑣3 𝑣4 

𝑣5 

𝑒2 

𝑒1 

𝑒3 

𝑒4 

𝑒5 
𝑒6 

𝑒7 

𝑒8 𝑒9 

𝑒10 

𝑣0 

𝑢 𝑣 𝑒 



9 

 

 

 

2.3 Derajat Titik (Degree) 

Derajat titik 𝑣 di graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑑𝐺(𝑣), adalah banyaknya sisi 

di 𝐺 yang terkait dengan titik 𝑣 (untuk setiap loop dihitung sebagai dua sisi). Jika 

𝐺 adalah graf sederhana, 𝑑𝐺(𝑣) adalah banyaknya tetangga 𝑣 di 𝐺. Titik berderajat 

nol disebut debagai titik terisolasi (isolated vertex). Derajat minimum 𝐺 

dinotasikan dengan 𝛿(𝐺) , sedangkan derajat maksimum 𝐺  dinotasikan dengan 

∆(𝐺) (Bondy & Murty, 2008:7). 

2.4 Graf Planar 

Graf planar adalah graf yang dapat digambar pada bidang datar sedemikian 

sehingga tidak ada sisi-sisinya yang saling berpotongan/bersilangan kecuali 

mungkin pada titik-titik akhir dari sisi-sisi tersebut. Graf 𝐺 disebut graf planar jika 

dan hanya jika berupa graf sederhana. Graf planar yang digambar pada bidang 

disebut graf bidang (plane graph). Di bawah ini merupakan contoh graf planar. 

 

(a) 𝐺 = 𝐾4 

 

(b) 𝐻 

Gambar 2.4 (a) Graf Planar, dan (b) Graf Bidang 

Graf 𝐾4  adalah graf planar, umumnya digambar dengan sisi yang saling 

berpotongan seperti pada Gambar 2.5 (a). Jika graf 𝐾4  digambar ulang, dapat 

dibentuk suatu graf tanpa ada sisi yang saling berpotongan  (Budayasa, 2007:69-

70). 

𝑎 

𝑏 

𝑐 

𝑑 

𝑎 

𝑏 

𝑐 

𝑑 
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Pada graf planar terdapat wilayah-wilayah yang dibatasi oleh masing-masing 

sisi yang disebut wilayah/muka (face). Wilayah yang tidak ada batasnya yang 

terdapat di luar graf disebut wilayah luar (exterior face). Ketika wilayah pada graf 

bidang dibatasi oleh sikel, maka sikel tersebut juga disebut sebagai wilayah. 

Sebagai contoh, graf planar di bawah ini memiliki tiga wilayah, 𝑓1, 𝑓2 dan wilayah 

luar 𝑓3. Dari ketiganya, 𝑓1 dan 𝑓2 yang dibatasi oleh sikel. 

 

𝐺 

Gambar 2.5 Graf Bidang 

 (Harary, 1969:103). 

2.5 Graf Dual 

Misalkan 𝐺  adalah graf planar yang direpresentasikan sebagai graf bidang. 

Dapat dibentuk graf lain 𝐺∗ yang disebut dual dari 𝐺 yang dibentuk melalui tahap 

sebagai berikut. 

1. Di dalam setiap wilayah (region)/muka (face) dari 𝐺 dapat dibentuk suatu 

titik 𝑣∗ (titik-titik ini adalah titik di 𝐺∗). 

2. Setiap sisi 𝑒 dari 𝐺 dapat digambar suatu garis 𝑒∗ yang memotong sisi 𝑒 dan 

menghubungkan titik 𝑣∗ (garis-garis ini adalah sisi di 𝐺∗). 

  

𝑓3 𝑓1 
𝑓2 
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Pada gambar di bawah ini digambarkan graf dual 𝐺∗ dari graf planar 𝐺. 

 

Gambar 2.6 Graf Dual 𝐺∗ dari Graf Planar 𝐺 

Titik-titik 𝑣∗ dari graf 𝐺∗ direpresentasikan dengan lingkaran putih dan sisi-sisi 𝑒∗ 

dari graf 𝐺∗  dengan garis putus-putus (Wilson, 1996:73). Hubungan berikut 

merupakan akibat langsung dari definisi graf dual 𝐺∗. 

𝑣(𝐺∗) = 𝑓(𝐺), 𝑒(𝐺∗) = 𝑒(𝐺), 𝑑𝐺∗(𝑓∗) = 𝑑𝐺(𝑓), ∀𝑓 ∈ 𝐹(𝐺) 

(Bondy & Murty, 2008:253). 

2.6 Graf Berlian 

Graf Berlian yang dinotasikan 𝐵𝑟𝑛  adalah graf dengan definisi sisi dan titik 

sebagai berikut: 

𝑉(𝐵𝑟𝑛) = {𝑣} ∪ {𝑣𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

𝐸(𝐵𝑟𝑛) = {𝑣𝑣𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑣𝑖𝑣𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑢𝑖𝑢𝑖+1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2} 

      ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖+1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

 
Gambar 2.7 Graf 𝐵𝑟𝑛 

(Syafnur,  dkk, 2018). 

𝑣 

𝑣4 𝑣3 𝑣2 𝑣1 

𝑢2 𝑢1 

𝑣𝑛 

𝑢𝑛−1 𝑢3 
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2.7 Pewarnaan Titik 

Misalkan 𝐺 suatu graf. Pewarnaan-𝑘 dari graf 𝐺 yaitu pewarnaan semua titik-

titik dengan menggunakan 𝑘  warna sedemikian sehingga dua titik 𝐺  yang 

berhubungan langsung memiliki warna yang berbeda. Jika 𝐺 memiliki pewarnaan-

𝑘 maka 𝐺 dapat diwarnai dengan 𝑘 warna. Suatu pewarnaan-𝑘 dari graf 𝐺 biasanya 

ditunjukkan dengan melabeli titik-titik dari graf 𝐺  dengan warna 1,2,3, … , 𝑘 

(Budayasa, 2007:151). 

Di dalam pewarnaan graf tidak hanya mewarnai titik dengan warna yang 

berbeda dari warna titik tetangganya saja, akan tetapi diharapkan dapat 

menggunakan warna seminimal mungkin. Banyaknya warna minimum yang 

diperlukan untuk memberi warna yang berbeda pada titik yang terhubung langsung 

disebut bilangan kromatik (Rosen, 2012:727). 

2.8 Bilangan Kromatik 

Bilangan kromatik dari graf 𝐺 adalah banyaknya minimum warna berbeda yang 

digunakan untuk mewarnai suatu graf 𝐺 , sehingga dua titik yang terhubung 

langsung memiliki warna yang berbeda. Bilangan kromatik pada pewarnaan titik 

dinotasikan dengan 𝜒(𝐺). Graf 𝐺 dikatakan 𝑘-kromatik jika 𝜒(𝐺) = 𝑘. 

 
𝐺 

Gambar 2.8 Bilangan Kromatik pada Graf 𝐺 

Graf 𝐺 di atas menunjukkan bahwa bilangan kromatiknya adalah 𝜒(𝐺) = 3, karena 

memuat 3 titik yang saling terhubung langsung (Gross et al, 2019:352-353). 
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Teorema berikut merupakan akibat langsung dari definisi bilangan kromatik 

suatu graf. 

Teorema 2.1 Jika 𝐻 graf bagian dari graf 𝐺, maka 𝜒(𝐻) ≤ 𝜒(𝐺). 

Bukti. Misal 𝐻 graf bagian dari graf 𝐺. Berarti 𝑉(𝐻) ⊆ 𝑉(𝐺) dan 𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺). 

Karena setiap pewarnaan titik 𝐻  dapat diperluas ke pewarnaan titik 𝐺 , maka 

𝜒(𝐻) ≤ 𝜒(𝐺).  

Teorema 2.2 Misalkan 𝐺  graf tak kosong. Graf 𝐺  bipartisi jika dan hanya jika 

𝜒(𝐺) = 2. 

Bukti. Misalkan 𝐺 graf bipartisi dengan partisi 𝑋 dan 𝑌. Karena setiap dua titik di 

𝑋  tidak terhubung langsung, maka semua titik 𝑋  dapat diwarnai dengan 

menggunakan satu warna, katakan warna 1 . Begitu juga semua titik 𝑌  dapat 

diwarnai dengan satu warna, katakan warna 2. Jadi terdapat suatu pewarnaan-2 

pada 𝐺 . Berdasarkan definisi, 𝜒(𝐺) ≤ 2 . Karena graf 𝐺  tak kosong, maka 

minimum ada satu sisi 𝐺 yang menghubungkan suatu titik 𝑢 di 𝑋 dan suatu titik 𝑣 

di 𝑌. Dalam pewarnaan 𝐺 titik 𝑢 dan tititk 𝑣 harus mendapat warna berbeda. Jadi 

𝜒(𝐺) ≥ 2. Akibatnya, 𝜒(𝐺) = 2. 

Sebaliknya, misalkan 𝜒(𝐺) = 2 . Berarti ada pewarnaan- 2  pada graf 𝐺 . 

Misalkan 𝑋  adalah himpunan semua titik 𝐺  berwarna 1 dan 𝑌  adalah himpunan 

semua titik 𝐺 berwarna 2. Karena semua titik di 𝑋 warnanya sama, maka tidak ada 

sisi 𝐺 yang menghubungkan dua titik 𝑋; begitu juga, tidak ada dua titik di 𝑌 yang 

terhubung langsung. Karena 𝐺  tak kosong, maka setiap sisi 𝐺  pasti 

menghubungkan satu titik di 𝑋 dan satu titik di 𝑌. Kesimpulannya, graf 𝐺 adalah 

graf bipartisi dengan partisi 𝑋 dan 𝑌. 
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Teorema 2.3 Jika 𝐶𝑛 adalah sikel dengan 𝑛 titik, maka 𝜒(𝐶𝑛) = {
2, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝
3, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

 

Bukti. Misalkan 𝐶𝑛 adalah sikel dengan 𝑛 titik. Maka panjang sikel 𝐶𝑛 adalah 𝑛. 

Jika 𝑛  genap, maka 𝐶𝑛  adalah graf bipartisi. Sehingga berdasarkan Teorema 3 

bilangan kromatik 𝐶𝑛  adalah 2 . Jika 𝑛  ganjil, maka 𝐶𝑛  bukan graf bipartisi. 

Sehingga berdasarkan Teorema 3 dan 𝐶𝑛  bukan graf kosong, maka 𝜒(𝐶𝑛) ≥ 3. 

Selanjutnya, misalkan 𝐶𝑛 = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛, 𝑣1). Untuk 𝑖 ganjil dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2, 

warnai titik 𝑣𝑖 dengan warna 1; untuk 𝑖 genap dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, warnai titik 𝑣𝑖 

dengan warna 2, akhrinya warnai titik 𝑣𝑛 dengan warna 3. Maka diperoleh suatu 

pewarnaan-3 pada 𝐶𝑛. Berdasarkan definisi bilangan kromatik, maka 𝜒(𝐶𝑛) ≤ 3. 

Akibatnya, untuk 𝑛 ganjil, bilangan kromatik 𝐶𝑛  adalah 3 (Budayasa, 2007:153-

156). 

2.9 Kajian Agama 

Pada bagian ini, akan dibahas bagaimana keterkaitan antara kajian Islam 

tentang perintah untuk hidup hemat dan larangan bersifat boros dengan aplikasi 

pewarnaan graf. Firman Allah SWT dalam QS. Al-Israa’ ayat 29 

Artinya: “Dan janganlah kamu jadikan tanganmu terbelenggu pada lehermu dan 

janganlah kamu terlalu mengulurkannya karena itu kamu menjadi tercela dan menyesal.” 

Allah SWT memerintahkan untuk berhemat dalam hidup. Allah SWT mencela 

sikap kikir dan Dia melarang pemborosan (Kosasih dkk, 2017:319-320). 

Hemat adalah menggunakan segala sesuatu yang tersedia berupa harta benda, 

uang, waktu, dan tenaga menurut ukuran keperluan, mengambil jalan tengah tidak 

kurang dan juga tidak berlebihan (Ya’qub, 1985:129). Allah SWT berfirman 

Artinya: “Dan (termasuk hamba-hamba Tuhan yang Maha pengasih) orang-orang yang 

apabila menginfakkan (harta), mereka tidak berlebihan, dan tidak (pula) kikir, di antara 

keduanya secara wajar.” (QS. Furqan: 67). 
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Allah SWT melarang sikap berlebih-lebihan dalam membelanjakan harta. Yang 

dianjurkan adalah yang secukupnya saja (Kosasih dkk, 2017:318-319). 

Dalam Tafsir Al-Munir, Allah SWT memerintahkan untuk menggunakan harta 

secara wajar, di sini Allah SWT menyebutkan adab atau etika dalam menggunakan 

harta dan bersikap wajar dalam kehidupan dengan mencela sifat kikir dan melarang 

sifat boros. Yakni, janganlah kamu terlalu kikir terhadap diri sendiri dan 

keluargamu dengan tidak menggunakan harta untuk menyambung silaturahim dan 

melakukan kebaikan kepada mereka. Juga janganlah bersikap boros dan berlebihan 

dalam membelanjakan harta dengan memberi mereka melebihi kemampuanmu dan 

melebihi penghasilanmu, sehingga tidak ada yang tersisa lagi di tanganmu (Az-

Zuhaili, 2016:77). 

Allah SWT melarang hamba-Nya bersikap boros dan menjelaskan cara 

menafkahkan harta yang baik. Hal ini sebagaimana difirmankan oleh Allah SWT 

Artinya: “Dan berikanlah kepada keluarga-keluarga yang dekat akan haknya, 

kepada orang miskin dan orang yang dalam perjalanan dan janganlah kamu 

menghambur-hamburkan (hartamu) secara boros.” (QS. Al-Israa’: 26). 

Jadi, maksud dari di atas janganlah kamu menafkahkan hartamu melainkan secara 

wajar, bukan untuk kemaksiatan, melainkan diberikan kepada orang-orang yang 

berhak mendapatkannya serta tidak berlebihan dan boros (Az-Zuhaili, 2016:76). 

Kemudian Allah SWT mengingatkan buruknya sikap boros dengan 

menyebutnya sebagai perbuatan setan. Allah SWT berfirman 

Artinya: “Sesungguhnya pemboros-pemboros itu adalah saudara-saudara setan dan 

setan itu sangat ingkar kepada Tuhannya.” (QS. Al-Israa’: 27). 

Orang-orang yang menggunakan harta mereka untuk maksiat menyerupai setan-

setan dalam perbuatan buruknya itu. Mereka adalah teman-teman setan di dunia dan 
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akhirat. Mereka juga serupa dengan setan-setan tersebut dalan sifat dan perbuatan 

(Az-Zuhaili, 2016:77). 

Ibnu Mas’ud RA berkata, “At-Tabdziir (menghambur-hamburkan harta secara 

boros) adalah menggunakan harta untuk hal yang tidak benar.” Mujahid berkata, 

“Jika seseorang mengguakan seluruh hartanya untuk hal yang benar, maka dia 

bukanlah mubadzdzir. Namun, jika ia menggunakan satu mud saja hartanya untuk 

hal yang tidak benar, ia adalah orang yang mubadzdzir.” (Az-Zuhaili, 2016:77). 

Diriwayatkan dari Ali bin Abi Thalib, dia berkata, “Apa yang kamu gunakan 

untuk keperluanmu dan keluargamu secara tidak boros dan tidak berlebihan, serta 

apa yang kamu sedekahkan, maka itu adalah untukmu, Sedangkan, yang kamu 

gunakan untuk pamer, maka itu adalah untuk setan.” Ada seseorang menggunakan 

banyak hartanya untuk kebaikan, lalu ia ditegur, “Tidak ada kebaikan sama sekali 

dalam pemborosan.” Namun orang itu menjawab, “Tidak ada istilah boros dalam 

kebaikan.” (Az-Zuhaili, 2016:77). 

Jika terdapat pewarnaan-𝑘 dari graf 𝐺 yaitu pewarnaan semua titik-titik dengan 

menggunakan 𝑘  warna sedemikian sehingga dua titik 𝐺  yang berhubungan 

langsung memiliki warna yang berbeda. Karena bilangan kromatik merupakan 

banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk mewarnai semua titik pada graf 

𝐺, sedemikian sehingga syarat pewarnaan terpenuhi. Sama halnya dengan perintah 

Allah SWT untuk hidup hemat dan juga larangan mempunyai sifat boros. Allah 

SWT telah menjamin rezeki tiap hamba-Nya agar digunakan untuk hal-hal yang 

baik dan bermanfaat. Pada pewarnaan graf bisa saja mewarnai semua titik dengan 

sembarang warna, akan tetapi terdapat syarat yang harus dipenuhi yaitu titik-titik 

yang terhubung langsung harus memiliki warna yang berbeda dan bilangan 
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kromatik menuntut agar mewarnai dengan warna seminimal mungkin. Hal ini bisa 

diibaratkan dengan bagaimana cara menggunakan harta. Bisa saja harta yang 

dimiliki digunakan untuk memenuhi keinginan tanpa memikirkan kebutuhan pokok 

yang seharusnya didahulukan. Allah SWT melarang hamba-Nya menggunakan 

harta untuk hal-hal yang berlebihan atau pemborosan dan menghamburkan harta 

untuk bermaksiat. Akan tetapi, sebaiknya digunakan untuk berbuat baik, menjalin 

silaturahim dengan keluarga, dan diberikan kepada orang yang berhak 

menerimanya. Karena, perbuatan buruk orang yang memiliki sifat boros dan 

membelanjakan hartanya untuk maksiat menyerupai setan. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

Bab ini akan membahas bagaimana menentukan bilangan kromatik titik dari 

dual graf berlian 𝐵𝑟2 , 𝐵𝑟3 , 𝐵𝑟4 , 𝐵𝑟5 , dan 𝐵𝑟6  untuk memunculkan dugaan. 

Selanjutnya, akan dibuktikan secara umum bilangan kromatik titik dari dual graf 

berlian 𝐵𝑟𝑛, untuk 𝑛 ∈ ℕ. 

3.1 Menentukan Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝑩𝒓𝒏, untuk 

      𝒏 = 𝟐, … , 𝟔 

Cara menentukan bilangan kromatik titik dari dual graf berlian adalah dengan 

membentuk suatu titik pada setiap wilayah dari graf berlian (termasuk wilayah di 

luar graf) dan dua titik pada graf dual yang mewakili wilayah yang dipisahkan oleh 

sisi asalnya dapat dihubungkan dengan suatu sisi dari graf dualnya. 

3.1.1 Graf Berlian 𝑩𝒓𝟐 

Diberikan graf berlian 𝐵𝑟2 sebagai berikut. 

 

Gambar 3.1 Graf Berlian 𝐵𝑟2

𝑒4 

𝑒2 

𝑣2 𝑒3 

𝑒1 

𝑢1 

𝑒5 

𝑣1 

𝑣 

𝑓2 

𝑓3 

𝑓1 
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Graf berlian 𝐵𝑟2  di atas merupakan graf planar, karena dapat digambar pada 

bidang datar sedemikian sehingga tidak ada sisi-sisinya yang saling berpotongan. 

Misalkan graf berlian 𝐵𝑟2  memiliki 4  titik, 5  sisi, dan 3 wilayah. Sehingga 

diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟2) = {𝑢1, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣}  

𝑣(𝐵𝑟2) = 4 

𝐸(𝐵𝑟2) = {𝑒1, … , 𝑒5}  

𝑒(𝐵𝑟2) = 5  

𝐹(𝐵𝑟2) = {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3} 

𝑓(𝐵𝑟2) = 3 

Pada gambar di bawah ini digambarkan graf 𝐵𝑟2
∗. 

 

Gambar 3.2 Graf Berlian 𝐵𝑟2 dan Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟2
∗ 

Misalkan graf 𝐵𝑟2
∗  yang merupakan dual dari graf 𝐵𝑟2  dibentuk dengan 

membuat titik 𝑣∗, 𝑣1
∗, 𝑤1

∗ untuk setiap wilayah di graf 𝐵𝑟2 (termasuk satu titik 

di wilayah luar graf 𝐵𝑟2). Dua titik pada graf 𝐵𝑟2
∗ yang mewakili dua wilayah di 

graf 𝐵𝑟2  terhubung langsung jika kedua wilayahnya bertetangga dan dibatasi 

𝑒4 

𝑒2 

𝑣2 𝑒3 

𝑒1 

𝑢1 

𝑒5 

𝑣1 

𝑣 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 

𝑤1
∗ 

𝑒1
∗ 𝑒2

∗ 

𝑒3
∗ 

𝑒4
∗ 𝑒5

∗ 
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oleh sisi yang sama. Akibatnya, sisi pada graf 𝐵𝑟2
∗ memotong sisi dari graf 𝐵𝑟2. 

Titik 𝑣∗ dan 𝑣1
∗ terhubung langsung dan dibatasi oleh dua sisi yang sama, yaitu 

sisi 𝑒1 dan 𝑒2. Sehingga, dapat dibentuk sisi 𝑒1
∗ dan 𝑒2

∗ yang memotong sisi 𝑒1 

dan 𝑒2 . Begitu juga dengan titik 𝑣∗  dan 𝑤1
∗  yang terhubung langsung dan 

dibatasi oleh dua sisi yang sama, yaitu sisi 𝑒4 dan 𝑒5. Dapat dibentuk sisi 𝑒4
∗ dan 

𝑒5
∗  yang memotong sisi 𝑒4  dan 𝑒5 . Titik 𝑣1

∗  dan 𝑤1
∗  terhubung langsung dan 

dibatasi oleh suatu sisi yang sama, yaitu sisi 𝑒3. Dapat dibentuk sisi 𝑒3
∗ yang 

memotong sisi 𝑒3. 

 

Gambar 3.3 Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟2
∗ 

Titik-titik dari graf 𝐵𝑟2
∗  digambarkan berwarna merah dan sisi-sisi graf 𝐵𝑟2

∗ 

digambarkan dengan garis berwarna merah. 

Didefinisikan dual dari graf berlian 𝐵𝑟 adalah 𝐵𝑟∗. Misalkan 𝑣∗, 𝑣𝑖
∗, 𝑤𝑖

∗ 

adalah titik dari dari graf dual dan 𝑒∗  adalah sisi yang menghubungkan antar 

𝑣∗, 𝑣𝑖
∗, 𝑤𝑖

∗ dari graf dual. Maka diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟2
∗) = {𝑣∗, 𝑣1

∗, 𝑤1
∗}  

𝑣(𝐵𝑟2
∗) = 3 

𝐸(𝐵𝑟2
∗) = {𝑒1

∗, … , 𝑒5
∗}  

𝑒(𝐵𝑟2
∗) = 5 

Dari hasil di atas, diketahui bahwa 𝑣(𝐵𝑟2
∗) = 𝑓(𝐵𝑟2) dan 𝑒(𝐵𝑟2

∗) = 𝑒(𝐵𝑟2). 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 

𝑤1
∗ 

𝑒1
∗ 𝑒2

∗ 

𝑒3
∗ 𝑒4

∗ 𝑒5
∗ 
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Selanjutnya akan dilakukan pewarnaan titik pada graf 𝐵𝑟2
∗ . Berikut ini 

akan diuraikan cara mewarnai titik pada graf 𝐵𝑟2
∗: 

1. Titik 𝑣∗ diberi warna 1 (kuning). 

2. Titik 𝑣1
∗ dan 𝑤1

∗ terhubung langsung dengan titik 𝑣∗, sehingga kedua titik 

tersebut harus diberi warna berbeda. 

3. Titik 𝑣1
∗  dan titik 𝑤1

∗  saling terhubung langsung, sehingga harus diberi 

warna berbeda. Titik 𝑣1
∗ diberi warna 2 (hijau) dan titik 𝑤1

∗ diberi warna 

3 (biru).  

Graf 𝐵𝑟2
∗ dapat diwarnai dengan 3 warna, maka 𝜒(𝐵𝑟2

∗) = 3. 

 

Gambar 3.4 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟2
∗ 

3.1.2 Graf Berlian 𝑩𝒓𝟑 

Diberikan graf berlian 𝐵𝑟3 sebagai berikut. 

 
Gambar 3.5 Graf Berlian 𝐵𝑟3 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 

𝑤1
∗ 

𝑒1
∗ 𝑒2

∗ 

𝑒3
∗ 𝑒4

∗ 𝑒5
∗ 

𝑢1 𝑢2 

𝑣1 𝑣2 𝑣3 

𝑣 

𝑒4 

𝑒6 𝑒7 

𝑒5 

𝑒8 

𝑒2 
𝑒3 

𝑒10 
𝑒9 

𝑓6 𝑓5 

𝑓4 
𝑓3 

𝑓1 

𝑓2 

𝑒1 
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Graf berlian 𝐵𝑟3  di atas merupakan graf planar, karena dapat digambar pada 

bidang datar sedemikian sehingga tidak ada sisi-sisinya yang saling berpotongan. 

Graf berlian 𝐵𝑟3 memiliki 6 titik, 10 sisi, dan 6 wilayah. Sehingga diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟3) = {𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣}  

𝑣(𝐵𝑟3) = 6 

𝐸(𝐵𝑟3) = {𝑒1, … , 𝑒10}  

𝑒(𝐵𝑟3) = 10 

𝐹(𝐵𝑟3) = {𝑓1, … , 𝑓6}  

𝑓(𝐵𝑟3) = 6 

Pada gambar di bawah ini digambarkan graf 𝐵𝑟3
∗. 

 

Gambar 3.6 Graf Berlian 𝐵𝑟3 dan Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟3
∗ 

Misalkan graf 𝐵𝑟3
∗  yang merupakan dual dari graf 𝐵𝑟3  dibentuk dengan 

membuat titik 𝑣∗, 𝑢1
∗, 𝑣1

∗, 𝑣2
∗, 𝑤1

∗, 𝑤2
∗  untuk setiap wilayah di graf 𝐵𝑟3 

(termasuk satu titik di wilayah luar graf 𝐵𝑟3). Dua titik pada graf 𝐵𝑟3
∗  yang 

mewakili dua wilayah di graf 𝐵𝑟3 terhubung langsung jika kedua wilayahnya 

𝑢1 𝑢2 

𝑣1 𝑣2 𝑣3 

𝑣 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 𝑣2

∗ 

𝑤1
∗ 𝑤2

∗ 

𝑒1
∗ 

𝑒2
∗ 𝑒5

∗ 

𝑒3
∗ 𝑒4

∗ 

𝑒9
∗ 

𝑒10
∗  

𝑒7
∗ 

𝑒8
∗ 

𝑒6
∗ 

𝑒1 

𝑒4 

𝑒6 𝑒7 

𝑒5 

𝑒8 

𝑒2 

𝑒3 

𝑒10 
𝑒9 

𝑢1
∗ 
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bertetangga dan dibatasi oleh sisi yang sama. Akibatnya, sisi pada graf 𝐵𝑟3
∗ 

memotong sisi dari graf 𝐵𝑟3. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢1
∗ terhubung langsung dan dibatasi oleh suatu sisi yang sama, 

yaitu sisi 𝑒1. Sehingga, dapat dibentuk sisi 𝑒1
∗ yang memotong sisi 𝑒1. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑣1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒2. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒2
∗ yang memotong sisi 𝑒2. 

 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑢1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒3. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒3
∗ yang memotong sisi 𝑒3. 

 Titik 𝑢1
∗ dan 𝑣2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒4. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒4
∗ yang memotong sisi 𝑒4. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑣2
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒5. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒5
∗ yang memotong sisi 𝑒5. 

 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑤1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒6. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒6
∗ yang memotong sisi 𝑒6. 

 Titik 𝑣2
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒7. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒7
∗ yang memotong sisi 𝑒7. 

 Titik 𝑣∗dan 𝑤1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒8. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒8
∗ yang memotong sisi 𝑒8. 

 Titik 𝑤1
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒9. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒9
∗ yang memotong sisi 𝑒9. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑤2
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒10. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒10
∗ yang memotong sisi 𝑒10. 
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Gambar 3.7 Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟3
∗ 

Titik-titik graf 𝐵𝑟3
∗  digambarkan berwarna merah dan sisi-sisi graf 𝐵𝑟3

∗ 

digambarkan dengan garis berwarna merah. 

Didefinisikan dual dari graf berlian 𝐵𝑟 adalah 𝐵𝑟∗. Misalkan 𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 𝑣𝑖

∗, 

𝑤𝑖
∗ adalah titik dari dari graf dual dan 𝑒∗ adalah sisi yang menghubungkan antar 

𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 𝑣𝑖

∗, 𝑤𝑖
∗ dari graf dual. Maka diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟3
∗) = {𝑣∗, 𝑢1

∗, 𝑣1
∗, 𝑣2

∗, 𝑤1
∗, 𝑤2

∗} 

𝑣(𝐵𝑟3
∗) = 6 

𝐸(𝐵𝑟3
∗) = {𝑒1

∗, … , 𝑒10
∗} 

𝑒(𝐵𝑟3
∗) = 10 

Dari hasil di atas, diketahui bahwa 𝑣(𝐵𝑟3
∗) = 𝑓(𝐵𝑟3) dan 𝑒(𝐵𝑟3

∗) = 𝑒(𝐵𝑟3). 

Langkah-langkah pewarnaan titik pada dual dari graf berlian 𝐵𝑟3
∗: 

1. Titik 𝑣∗ diberi warna 1 (kuning). 

2. Titik 𝑢1
∗, 𝑣1

∗, 𝑣2
∗, 𝑤1

∗  dan 𝑤2
∗  terhubung langsung dengan titik 𝑣∗ , 

sehingga tidak dapat diwarnai dengan warna yang sama dengan titik 𝑣∗. 

3. Titik 𝑣1
∗  dan titik 𝑤2

∗  tidak saling terhubung langsung, sehingga dapat 

diwarnai dengan warna yang sama yaitu warna 2 (hijau). 

4. Titik 𝑣2
∗  dan titik 𝑤1

∗  tidak saling terhubung langsung, sehingga dapat 

diwarnai dengan warna yang sama yaitu warna 3 (biru). 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 𝑣2

∗ 

𝑤1
∗ 𝑤2

∗ 

𝑒1
∗ 

𝑒2
∗ 𝑒5

∗ 

𝑒3
∗ 𝑒4

∗ 

𝑒9
∗ 

𝑒10
∗  

𝑒7
∗ 

𝑒8
∗ 

𝑒6
∗ 

𝑢1
∗ 
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5. Titik 𝑢1
∗  diberi warna 4  (abu-abu), karena titik 𝑢1

∗  terhubung langsung 

dengan titik yang mempunyai warna 1  (kuning), warna 2  (hijau), dan 

warna 3 (biru). 

Graf 𝐵𝑟3
∗ dapat diwarnai dengan 4 warna, maka 𝜒(𝐵𝑟3

∗) = 4. 

   

Gambar 3.8 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟3
∗ 

3.1.3 Graf Berlian 𝑩𝒓𝟒 

Diberikan graf berlian 𝐵𝑟4 sebagai berikut. 

 

Gambar 3.9 Graf Berlian 𝐵𝑟4 

Graf berlian 𝐵𝑟4  di atas merupakan graf planar, karena dapat digambar pada 

bidang datar sedemikian sehingga tidak ada sisi-sisinya yang saling berpotongan. 

Graf berlian 𝐵𝑟4 memiliki 8 titik, 15 sisi, dan 9 wilayah. Sehingga diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟4) = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣}  

𝑣(𝐵𝑟4) = 8 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 𝑣2

∗ 

𝑤1
∗ 𝑤2

∗ 

𝑒1
∗ 

𝑒2
∗ 𝑒5

∗ 

𝑒3
∗ 𝑒4

∗ 

𝑒9
∗ 

𝑒10
∗  

𝑒7
∗ 

𝑒8
∗ 

𝑒6
∗ 

𝑢1
∗ 

𝑒12 𝑒13 

𝑒9 

𝑒1 

𝑒8 

𝑒2 

𝑒7 

𝑒11 

𝑒14 

𝑒10 

𝑒15 

𝑒4 𝑒6 
𝑒3 

𝑒5 

𝑣1 𝑣2 

𝑣 
  

𝑢1 

𝑣3 𝑣4 

𝑢2 𝑢3 

𝑓7 
𝑓8 𝑓9 

𝑓1 

𝑓2 

𝑓3 

𝑓4 𝑓6 

𝑓5 
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𝐸(𝐵𝑟4) = {𝑒1, … , 𝑒15} 

𝑒(𝐵𝑟4) = 15 

𝐹(𝐵𝑟4) = {𝑓1, … , 𝑓9}  

𝑓(𝐵𝑟4) = 9 

Pada gambar di bawah ini digambarkan graf 𝐵𝑟4
∗. 

 

Gambar 3.10 Graf Berlian 𝐵𝑟4 dan Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟4
∗ 

Misalkan graf 𝐵𝑟4
∗  yang merupakan dual dari graf 𝐵𝑟4  dibentuk dengan 

membuat titik 𝑣, 𝑢1
∗, 𝑢2

∗, 𝑣1
∗, 𝑣2

∗, 𝑣3
∗, 𝑤1

∗, 𝑤2
∗, 𝑤3

∗ untuk setiap wilayah di graf 

𝐵𝑟4 (termasuk satu titik di wilayah luar graf 𝐵𝑟4). Dua titik pada graf 𝐵𝑟4
∗ yang 

mewakili dua wilayah di graf 𝐵𝑟4  terhubung langsung jika kedua wilayahnya 

bertetangga dan dibatasi oleh sisi yang sama. Akibatnya, sisi pada graf 𝐵𝑟4
∗ 

memotong sisi dari graf 𝐵𝑟4. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢1
∗ terhubung langsung dan dibatasi oleh sisi yang sama, yaitu 

sisi 𝑒1. Sehingga, dapat dibentuk sisi 𝑒1
∗ yang memotong sisi 𝑒1. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢2
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒2. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒2
∗ yang memotong sisi 𝑒2. 

𝑣4 

𝑣2
∗ 

𝑒12 𝑒13 

𝑒9 

𝑒1 

𝑒8 

𝑒2 

𝑒7 

𝑒11 

𝑒14 

𝑒10 

𝑒15 

𝑒4 𝑒6 

𝑒3 

𝑒5 

𝑣1 𝑣2 

𝑣 

𝑢1 

𝑣3 

𝑢2 𝑢3 

𝑣∗ 

𝑒10
∗  

𝑒5
∗ 𝑒7

∗ 

𝑒2
∗ 𝑒1

∗ 

𝑒15
∗  

𝑒14
∗  𝑒13

∗  

𝑒12
∗  

𝑒8
∗ 

𝑒9
∗ 

𝑒4
∗ 

𝑒3
∗ 

𝑒6
∗ 

𝑣1
∗ 

𝑢1
∗ 𝑢2

∗ 
𝑣3

∗ 

𝑒11
∗  

𝑤1
∗ 𝑤2

∗ 𝑤3
∗ 
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 Titik 𝑣∗ dan 𝑣1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒3. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒3
∗ yang memotong sisi 𝑒3. 

 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑢1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒4. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒4
∗ yang memotong sisi 𝑒4. 

 Titik 𝑢1
∗ dan 𝑣2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒5. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒5
∗ yang memotong sisi 𝑒5. 

 Titik 𝑣2
∗ dan 𝑢2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒6. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒6
∗ yang memotong sisi 𝑒6. 

 Titik 𝑢2
∗ dan 𝑣3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒7. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒7
∗ yang memotong sisi 𝑒7. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑣3
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒8. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒8
∗ yang memotong sisi 𝑒8. 

 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑤1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒9. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒9
∗ yang memotong sisi 𝑒9. 

 Titik 𝑣2
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒10. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒10
∗ yang memotong sisi 𝑒10. 

 Titik 𝑣3
∗ dan 𝑤3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒11. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒11
∗ yang memotong sisi 𝑒11. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑤1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒12. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒12
∗ yang memotong sisi 𝑒12. 

 Titik 𝑤1
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒13. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒13
∗ yang memotong sisi 𝑒13. 

 Titik 𝑤2
∗ dan 𝑤3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒14. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒14
∗ yang memotong sisi 𝑒14. 
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 Titik 𝑣∗ dan 𝑤3
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒15. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒15
∗ yang memotong sisi 𝑒15. 

 

Gambar 3.11 Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟4
∗ 

Titik-titik graf 𝐵𝑟4
∗  digambarkan berwarna merah dan sisi-sisi graf 𝐵𝑟4

∗ 

digambarkan dengan garis berwarna merah. 

Didefinisikan dual dari graf berlian 𝐵𝑟 adalah 𝐵𝑟∗. Misalkan 𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 𝑣𝑖

∗, 

𝑤𝑖
∗ adalah titik dari dari graf dual dan 𝑒∗ adalah sisi yang menghubungkan antar 

𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 𝑣𝑖

∗, 𝑤𝑖
∗ dari graf dual. Maka diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟4
∗) = {𝑣, 𝑢1

∗, 𝑢2
∗, 𝑣1

∗, 𝑣2
∗, 𝑣3

∗, 𝑤1
∗, 𝑤2

∗, 𝑤3
∗} 

𝑣(𝐵𝑟4
∗) = 9 

𝐸(𝐵𝑟4
∗) = {𝑒1

∗, … , 𝑒14
∗} 

𝑒(𝐵𝑟4
∗) = 14 

Dari hasil di atas, diketahui bahwa 𝑣(𝐵𝑟4
∗) = 𝑓(𝐵𝑟4) dan 𝑒(𝐵𝑟4

∗) = 𝑒(𝐵𝑟4). 

Langkah-langkah pewarnaan titik pada dual dari graf berlian 𝐵𝑟4
∗: 

1. Titik 𝑣∗ diberi warna 1 (kuning). 

2. Terdapat 2 titik yang tidak terhubung langsung dengan titik 𝑣∗ . Warnai 

salah satu titik dengan warna yang sama dengan titik 𝑣∗. Pilih titik 𝑣2
∗ dan 

warnai dengan warna 1 (kuning). 

𝑣2
∗ 

𝑣∗ 

𝑒10
∗  

𝑒5
∗ 𝑒7

∗ 

𝑒2
∗ 𝑒1

∗ 

𝑒15
∗  

𝑒14
∗  𝑒13

∗  

𝑒12
∗  

𝑒8
∗ 

𝑒9
∗ 

𝑒4
∗ 

𝑒3
∗ 

𝑒6
∗ 

𝑣1
∗ 

𝑢1
∗ 𝑢2

∗ 
𝑣3

∗ 

𝑒11
∗  

𝑤1
∗ 𝑤2

∗ 𝑤3
∗ 
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3. Titik 𝑣1
∗ diberi warna 2 (hijau). Warnai titik lain yang belum diwarnai dan 

tidak terhubung langsung dengan titik 𝑣1
∗ . Titik 𝑣3

∗  dan 𝑤2
∗  dapat 

diwarnai dengan warna yang sama dengan titik 𝑣1
∗. 

4. Titik 𝑢1
∗ diberi warna 3 (biru). Warnai titik lain yang belum diwarnai dan 

tidak terhubung langsung dengan titik 𝑢1
∗ . Titik 𝑢2

∗, 𝑤1
∗, dan 𝑤3

∗  dapat 

diwarnai dengan warna yang sama dengan titik 𝑢1
∗. 

Graf 𝐵𝑟4
∗ dapat diwarnai dengan 3 warna, maka 𝜒(𝐵𝑟4

∗) = 3.  

 

Gambar 3.12 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟4
∗ 

3.1.4 Graf Berlian 𝑩𝒓𝟓 

Diberikan graf berlian 𝐵𝑟5 sebagai berikut. 

 

Gambar 3.13 Graf Berlian 𝐵𝑟5 

𝑣2
∗ 

𝑣∗ 

𝑒10
∗  

𝑒5
∗ 𝑒7

∗ 

𝑒2
∗ 𝑒1

∗ 

𝑒15
∗  

𝑒14
∗  𝑒13

∗  

𝑒12
∗  

𝑒8
∗ 

𝑒9
∗ 

𝑒4
∗ 

𝑒3
∗ 

𝑒6
∗ 

𝑣1
∗ 

𝑢1
∗ 𝑢2

∗ 
𝑣3

∗ 

𝑒11
∗  

𝑤1
∗ 𝑤2

∗ 𝑤3
∗ 

𝑣2 𝑣5 

𝑣 

𝑒1 

𝑒20 

𝑢1 𝑢2 

𝑣1 

𝑢3 𝑢4 

𝑣3 𝑣4 

𝑒4 

𝑒3 𝑒2 

𝑒7 𝑒6 𝑒5 𝑒10 𝑒9 𝑒8 

𝑒13 𝑒12 

𝑒11 

𝑒16 

𝑒15 𝑒14 

𝑒19 𝑒18 𝑒17 

𝑓5 
𝑓4 

𝑓3 
𝑓2 

𝑓9 

𝑓8 
𝑓7 

𝑓6 

𝑓1 

𝑓12 𝑓11 𝑓10 



30 

 

 

 

Graf berlian 𝐵𝑟5  di atas merupakan graf planar, karena dapat digambar pada 

bidang datar sedemikian sehingga tidak ada sisi-sisinya yang saling berpotongan. 

Graf berlian 𝐵𝑟5 memiliki 10 titik, 20 sisi, dan 12 wilayah. Sehingga diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟5) = {𝑢1, … , 𝑢4, 𝑣1, … , 𝑣5, 𝑣}  

𝑣(𝐵𝑟5) = 10 

𝐸(𝐵𝑟5) = {𝑒1, … , 𝑒20}  

𝑒(𝐵𝑟5) = 20 

𝐹(𝐵𝑟5) = {𝑓1, … , 𝑓12}  

𝑓(𝐵𝑟5) = 12 

Pada gambar di bawah ini digambarkan graf 𝐵𝑟5
∗. 

 

Gambar 3.14 Graf Berlian 𝐵𝑟5 dan Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟5
∗ 

Misalkan graf 𝐵𝑟5
∗  yang merupakan dual dari graf 𝐵𝑟5  dibentuk dengan 

membuat titik 𝑣∗, 𝑢1
∗, 𝑢2

∗, 𝑢3
∗, 𝑣1

∗, … , 𝑣4
∗, 𝑤1

∗, … , 𝑤4
∗  untuk setiap wilayah di 

graf 𝐵𝑟5 (termasuk satu titik di wilayah luar graf 𝐵𝑟5). Dua titik pada graf 𝐵𝑟5
∗ 

yang mewakili dua wilayah di graf 𝐵𝑟5  terhubung langsung jika kedua 

𝑒1 𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4 𝑒3 𝑒2 

𝑒1
∗  

𝑣∗ 

𝑒3
∗ 𝑒2

∗ 

𝑒4
∗ 𝑒11

∗  

𝑒4 

𝑒7 𝑒6 𝑒5 𝑒10 𝑒9 𝑒8 

𝑒11 
𝑢3

∗ 
𝑣4

∗ 
𝑢2

∗ 
𝑣3

∗ 𝑣2
∗ 

𝑢1
∗ 

𝑣1
∗ 

𝑣2 𝑣5 𝑣1 𝑣3 𝑣4 
𝑒6

∗ 𝑒7
∗ 𝑒9

∗ 𝑒8
∗ 𝑒5

∗ 𝑒10
∗  

𝑣 

𝑒20 

𝑒13 𝑒12 

𝑒16 

𝑒15 𝑒14 

𝑒19 𝑒18 𝑒17 

𝑤4
∗ 𝑤3

∗ 𝑤2
∗ 𝑤1

∗ 𝑒20
∗  

𝑒19
∗  

𝑒12
∗  𝑒13

∗  

𝑒16
∗  

𝑒17
∗  𝑒18

∗  

𝑒14
∗  𝑒15

∗  
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wilayahnya bertetangga dan dibatasi oleh sisi yang sama. Akibatnya, sisi pada 

graf 𝐵𝑟5
∗ memotong sisi dari graf 𝐵𝑟5. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢1
∗ terhubung langsung dan dibatasi oleh sisi yang sama, yaitu 

sisi 𝑒1. Sehingga, dapat dibentuk sisi 𝑒1
∗ yang memotong sisi 𝑒1. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢2
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒2. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒2
∗ yang memotong sisi 𝑒2. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢3
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒3. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒3
∗ yang memotong sisi 𝑒3. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑣1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒4. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒4
∗ yang memotong sisi 𝑒4. 

 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑢1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒5. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒5
∗ yang memotong sisi 𝑒5. 

 Titik 𝑢1
∗ dan 𝑣2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒6. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒6
∗ yang memotong sisi 𝑒6. 

 Titik 𝑣2
∗ dan 𝑢2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒7. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒7
∗ yang memotong sisi 𝑒7. 

 Titik 𝑢2
∗ dan 𝑣3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒8. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒8
∗ yang memotong sisi 𝑒8. 

 Titik 𝑣3
∗ dan 𝑢3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒9. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒9
∗ yang memotong sisi 𝑒9. 

 Titik 𝑢3
∗ dan 𝑣4

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒10. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒10
∗ yang memotong sisi 𝑒10. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑣4
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒11. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒11
∗ yang memotong sisi 𝑒11. 
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 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑤1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒12. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒12
∗ yang memotong sisi 𝑒12. 

 Titik 𝑣2
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒13. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒13
∗ yang memotong sisi 𝑒13. 

 Titik 𝑣3
∗ dan 𝑤3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒14. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒14
∗ yang memotong sisi 𝑒14. 

 Titik 𝑣4
∗ dan 𝑤4

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒15. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒15
∗ yang memotong sisi 𝑒15. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑤1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒16. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒16
∗ yang memotong sisi 𝑒16. 

 Titik 𝑤1
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒17. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒17
∗ yang memotong sisi 𝑒17. 

 Titik 𝑤2
∗ dan 𝑤3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒18. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒18
∗ yang memotong sisi 𝑒18. 

 Titik 𝑤3
∗ dan 𝑤4

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒19. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒19
∗ yang memotong sisi 𝑒19. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑤4
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒20. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒20
∗ yang memotong sisi 𝑒20. 

 

Gambar 3.15 Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟5
∗ 

𝑒1
∗  

𝑣∗ 

𝑒3
∗ 𝑒2

∗ 
𝑒4

∗ 𝑒11
∗  

𝑢3
∗ 

𝑣4
∗ 

𝑢2
∗ 

𝑣3
∗ 𝑣2

∗ 
𝑢1

∗ 
𝑣1

∗ 
𝑒6

∗ 𝑒7
∗ 𝑒9

∗ 𝑒8
∗ 𝑒5

∗ 𝑒10
∗  

𝑤4
∗ 𝑤3

∗ 𝑤2
∗ 𝑤1

∗ 𝑒20
∗  

𝑒19
∗  

𝑒12
∗  𝑒13

∗  

𝑒16
∗  

𝑒17
∗  𝑒18

∗  

𝑒14
∗  𝑒15

∗  
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Titik-titik graf 𝐵𝑟5
∗  digambarkan berwarna merah dan sisi-sisi graf 𝐵𝑟5

∗ 

digambarkan dengan garis berwarna merah. 

Didefinisikan dual dari graf berlian 𝐵𝑟 adalah 𝐵𝑟∗. Misalkan 𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 𝑣𝑖

∗, 

𝑤𝑖
∗ adalah titik dari dari graf dual dan 𝑒∗ adalah sisi yang menghubungkan antar 

𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 𝑣𝑖

∗, 𝑤𝑖
∗ dari graf dual. Maka diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟5
∗) = {𝑣∗, 𝑢1

∗, 𝑢2
∗, 𝑢3

∗, 𝑣1
∗, … , 𝑣4

∗, 𝑤1
∗, … , 𝑤4

∗} 

𝑣(𝐵𝑟5
∗) = 12 

𝐸(𝐵𝑟5
∗) = {𝑒1

∗, … , 𝑒20
∗} 

𝑒(𝐵𝑟5
∗) = 20 

Dari hasil di atas, diketahui bahwa 𝑣(𝐵𝑟5
∗) = 𝑓(𝐵𝑟5) dan 𝑒(𝐵𝑟5

∗) = 𝑒(𝐵𝑟5). 

Langkah-langkah pewarnaan titik pada dual dari graf berlian 𝐵𝑟5
∗: 

1. Titik 𝑣∗ diberi warna 1 (kuning). 

2. Titik 𝑣2
∗ dan 𝑣3

∗ diberi warna 1 (kuning). 

3. Titik 𝑣1
∗ diberi warna 2 (hijau). Warnai titik lain yang belum diwarnai dan 

tidak terhubung langsung dengan titik 𝑣1
∗ . Titik 𝑢3

∗, 𝑤2
∗, dan 𝑤4

∗  dapat 

diwarnai dengan warna yang sama dengan titik 𝑣1
∗. 

4. Titik 𝑢1
∗ diberi warna 3 (biru). Warnai titik lain yang belum diwarnai dan 

tidak terhubung langsung dengan titik 𝑢1
∗ . Titik 𝑢2

∗, 𝑣4
∗, 𝑤1

∗,  dan 𝑤3
∗ 

dapat diwarnai dengan warna yang sama dengan titik 𝑢1
∗ . Titik 

𝑢2
∗, 𝑣4

∗, 𝑤1
∗, dan 𝑤3

∗ diberi warna 3 (biru). 

Graf 𝐵𝑟5
∗ dapat diwarnai dengan 3 warna, maka 𝜒(𝐵𝑟5

∗) = 3. 
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Gambar 3.16 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟5
∗ 

3.1.5 Graf Berlian 𝑩𝒓𝟔 

Diberikan graf berlian 𝐵𝑟6 sebagai berikut. 

 

Gambar 3.17 Graf Berlian 𝐵𝑟6 

Graf berlian 𝐵𝑟6  di atas merupakan graf planar, karena dapat digambar pada 

bidang datar sedemikian sehingga tidak ada sisi-sisinya yang saling berpotongan. 

Graf berlian 𝐵𝑟6 memiliki 12 titik, 25 sisi, dan 15 wilayah. Sehingga diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟6) = {𝑢1, … , 𝑢5, 𝑣1, … , 𝑣6, 𝑣} 

𝑣(𝐵𝑟6) = 12 

𝐸(𝐵𝑟6) = {𝑒1, … , 𝑒25}  

𝑒(𝐵𝑟6) = 25 

𝐹(𝐵𝑟6) = {𝑓1, … , 𝑓15} 

𝑒1
∗  

𝑣∗ 

𝑒3
∗ 𝑒2

∗ 
𝑒4

∗ 𝑒11
∗  

𝑢3
∗ 

𝑣4
∗ 

𝑢2
∗ 

𝑣3
∗ 𝑣2

∗ 
𝑢1

∗ 
𝑣1

∗ 
𝑒6

∗ 𝑒7
∗ 𝑒9

∗ 𝑒8
∗ 𝑒5

∗ 𝑒10
∗  

𝑤4
∗ 𝑤3

∗ 𝑤2
∗ 𝑤1

∗ 𝑒20
∗  

𝑒19
∗  

𝑒12
∗  𝑒13

∗  

𝑒16
∗  

𝑒17
∗  𝑒18

∗  

𝑒14
∗  𝑒15

∗  

𝑓2 

𝑓1 

𝑓4 
𝑓3 𝑓7 

𝑓8 
𝑓5 

𝑓6 

𝑓15 

𝑓9 

𝑓13 𝑓14 𝑓12 

𝑓10 

𝑓11 

𝑢1 

𝑒25 

𝑢2 𝑢5 

𝑣1 

𝑢3 𝑢4 

𝑣2 𝑣3 𝑣6 𝑣4 
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𝑒23 𝑒22 𝑒21 𝑒20 
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𝑒14 
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𝑒1 

𝑣5 

𝑣 
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𝑓(𝐵𝑟6) = 15 

Pada gambar di bawah ini digambarkan graf 𝐵𝑟6
∗. 

 

Gambar 3.18 Graf Berlian 𝐵𝑟6 dan Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟6
∗ 

Misalkan graf 𝐵𝑟6
∗  yang merupakan dual dari graf 𝐵𝑟6  dibentuk dengan 

membuat titik 𝑣∗, 𝑢1
∗, … , 𝑢4

∗, 𝑣1
∗, … , 𝑣5

∗, 𝑤1
∗, … , 𝑤5

∗  untuk setiap wilayah di 

graf 𝐵𝑟6 (termasuk satu titik di wilayah luar graf 𝐵𝑟6). Dua titik pada graf 𝐵𝑟6
∗ 

yang mewakili dua wilayah di graf 𝐵𝑟6  terhubung langsung jika kedua 

wilayahnya bertetangga dan dibatasi oleh sisi yang sama. Akibatnya, sisi pada 

graf 𝐵𝑟6
∗ memotong sisi dari graf 𝐵𝑟6. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢1
∗ terhubung langsung dan dibatasi oleh sisi yang sama, yaitu 

sisi 𝑒1. Sehingga, dapat dibentuk sisi 𝑒1
∗ yang memotong sisi 𝑒1. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢2
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒2. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒2
∗ yang memotong sisi 𝑒2. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑢3
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒3. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒3
∗ yang memotong sisi 𝑒3. 

𝑣∗ 

𝑒25
∗   

𝑒14
∗   𝑒5

∗  

𝑒4
∗  

𝑒20
∗   

𝑒3
∗  𝑒2

∗  𝑒1
∗  

𝑢1 𝑢2 𝑢5 𝑢3 𝑢4 

𝑒13 𝑒12 𝑒11 𝑒10 𝑒6 𝑒7 𝑒8 𝑒9 

𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣6 𝑣4 

𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑒1 

𝑣5
∗ 

𝑢3
∗ 𝑢4

∗ 
𝑣4

∗ 𝑣3
∗ 

𝑢2
∗ 

𝑣1
∗ 𝑣2

∗ 
𝑢1

∗ 

𝑣5 
𝑒10

∗   

𝑒25 𝑒24 

𝑒19 𝑒18 

𝑒23 𝑒22 𝑒21 𝑒20 

𝑒17 𝑒16 𝑒15 

𝑒9
∗  𝑒8

∗  𝑒7
∗  𝑒6

∗  𝑒13
∗   𝑒11

∗   𝑒12
∗   

𝑤2
∗ 𝑤5

∗ 𝑤4
∗ 𝑤1

∗ 𝑤3
∗ 

𝑒24
∗   𝑒23

∗   𝑒22
∗   𝑒21

∗   

𝑒17
∗   𝑒16

∗   𝑒19
∗   𝑒18

∗   𝑒15
∗   

𝑣 
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 Titik 𝑣∗ dan 𝑢4
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒4. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒4
∗ yang memotong sisi 𝑒4. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑣1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒5. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒5
∗ yang memotong sisi 𝑒5. 

 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑢1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒6. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒6
∗ yang memotong sisi 𝑒6. 

 Titik 𝑢1
∗ dan 𝑣2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒7. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒7
∗ yang memotong sisi 𝑒7. 

 Titik 𝑣2
∗ dan 𝑢2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒8. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒8
∗ yang memotong sisi 𝑒8. 

 Titik 𝑢2
∗ dan 𝑣3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒9. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒9
∗ yang memotong sisi 𝑒9. 

 Titik 𝑣3
∗ dan 𝑢3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒10. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒10
∗ yang memotong sisi 𝑒10. 

 Titik 𝑢3
∗ dan 𝑣4

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒11. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒11
∗ yang memotong sisi 𝑒11. 

 Titik 𝑣4
∗ dan 𝑢4

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒12. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒12
∗ yang memotong sisi 𝑒12. 

 Titik 𝑢4
∗ dan 𝑣5

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒13. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒13
∗ yang memotong sisi 𝑒13. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑣5
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒14. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒14
∗ yang memotong sisi 𝑒14. 

 Titik 𝑣1
∗ dan 𝑤1

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒15. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒15
∗ yang memotong sisi 𝑒15. 
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 Titik 𝑣2
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒16. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒16
∗ yang memotong sisi 𝑒16. 

 Titik 𝑣3
∗ dan 𝑤3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒17. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒17
∗ yang memotong sisi 𝑒17. 

 Titik 𝑣4
∗ dan 𝑤4

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒18. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒18
∗ yang memotong sisi 𝑒18. 

 Titik 𝑣5
∗ dan 𝑤5

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒19. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒19
∗ yang memotong sisi 𝑒19. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑤1
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒20. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒20
∗ yang memotong sisi 𝑒20. 

 Titik 𝑤1
∗ dan 𝑤2

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒21. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒21
∗ yang memotong sisi 𝑒21. 

 Titik 𝑤2
∗ dan 𝑤3

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒22. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒22
∗ yang memotong sisi 𝑒22. 

 Titik 𝑤3
∗ dan 𝑤4

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒23. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒23
∗ yang memotong sisi 𝑒23. 

 Titik 𝑤4
∗ dan 𝑤5

∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒24. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒24
∗ yang memotong sisi 𝑒24. 

 Titik 𝑣∗ dan 𝑤5
∗ terhubung langsung dan dibatasi sisi 𝑒25. Dapat dibentuk 

sisi 𝑒25
∗ yang memotong sisi 𝑒25. 
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Gambar 3.19 Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟6
∗ 

Titik-titik graf 𝐵𝑟6
∗ digambarkan berwarna merah, sedangkan sisi-sisi graf 𝐵𝑟6

∗ 

digambarkan dengan garis berwarna merah. 

Didefinisikan dual dari graf berlian 𝐵𝑟  adalah 𝐵𝑟∗ . Misalkan  𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 

𝑣𝑖
∗, 𝑤𝑖

∗ adalah titik dari dari graf dual dan 𝑒∗ adalah sisi yang menghubungkan 

antar 𝑣∗, 𝑢𝑖
∗, 𝑣𝑖

∗, 𝑤𝑖
∗ dari graf dual. Maka diperoleh 

𝑉(𝐵𝑟6
∗) = {𝑣∗, 𝑢1

∗, … , 𝑢4
∗, 𝑣1

∗, … , 𝑣5
∗, 𝑤1

∗, … , 𝑤5
∗} 

|𝑉(𝐵𝑟6
∗)| = 15 

𝐸(𝐵𝑟6
∗) = {𝑒1

∗, … , 𝑒25
∗} 

|𝐸(𝐵𝑟6
∗)| = 25 

Dari hasil di atas, diketahui bahwa 𝐹(𝐵𝑟6) = 𝑉(𝐵𝑟6
∗) = 15  dan 𝐸(𝐵𝑟6) =

𝐸(𝐵𝑟6
∗) = 25. 

Langkah-langkah pewarnaan titik pada dual dari graf berlian 𝐵𝑟6
∗: 

1. Titik 𝑣∗ diberi warna 1 (kuning). 

2. Titik 𝑣2
∗, 𝑣3

∗, dan 𝑣4
∗ diberi warna 1 (kuning). 

3. Titik 𝑣1
∗ diberi warna 2 (hijau). Warnai titik lain yang belum diwarnai dan 

tidak terhubung langsung dengan titik 𝑣1
∗ . Titik 𝑣5

∗, 𝑤2
∗, dan 𝑤4

∗  dapat 

diwarnai dengan warna yang sama dengan titik 𝑣1
∗. 

𝑣∗ 

𝑒25
∗   

𝑒14
∗   𝑒5

∗  

𝑒4
∗  

𝑒20
∗   

𝑒3
∗  𝑒2

∗  𝑒1
∗  

𝑣5
∗ 

𝑢3
∗ 𝑢4

∗ 
𝑣4

∗ 𝑣3
∗ 

𝑢2
∗ 

𝑣1
∗ 𝑣2

∗ 
𝑢1

∗ 

𝑒10
∗   𝑒9

∗  𝑒8
∗  𝑒7

∗  𝑒6
∗  𝑒13

∗   𝑒11
∗   𝑒12

∗   

𝑤2
∗ 𝑤5

∗ 𝑤4
∗ 𝑤1

∗ 𝑤3
∗ 

𝑒24
∗   𝑒23

∗   𝑒22
∗   𝑒21

∗   

𝑒17
∗   𝑒16

∗   𝑒19
∗   𝑒18

∗   𝑒15
∗   
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4. Titik 𝑢1
∗ diberi warna 3 (biru). Warnai titik lain yang belum diwarnai dan 

tidak terhubung langsung dengan titik 𝑢1
∗. Titik 𝑢2

∗, 𝑢3
∗, 𝑢4

∗, 𝑤1
∗, 𝑤3

∗, dan 

𝑤5
∗ dapat diwarnai dengan warna yang sama dengan titik 𝑢1

∗. 

Graf 𝐵𝑟6
∗ dapat diwarnai dengan 3 warna, maka 𝜒(𝐵𝑟6

∗) = 3. 

 

Gambar 3.20 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟6
∗ 

Dari hasil penelitian ini diperoleh data sebagai berikut 

Tabel 3.1 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 

𝒏 𝑽(𝑩𝒓𝒏
∗) 𝝌(𝑩𝒓𝒏

∗) 

2 3 3 

3 6 4 

4 9 3 

5 12 3 

6 15 3 

Keterangan: 

𝑛 = banyaknya titik 𝑣 pada graf berlian 

𝑉(𝐵𝑟𝑛
∗) = Banyak titik dari dual graf berlian 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = bilangan kromatik titik dari dual graf berlian 

Berdasarkan tabel di atas, maka diperoleh dugaan bahwa bilangan kromatik titik 

dari dual graf berlian adalah sebagai berikut 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = {

3, 𝑛 = 2 dan 𝑛 ≥ 4
4, 𝑛 = 3.

 

𝑣∗ 

𝑒25
∗   

𝑒14
∗   𝑒5

∗  

𝑒4
∗  

𝑒20
∗   

𝑒3
∗  𝑒2

∗  𝑒1
∗  

𝑣5
∗ 

𝑢3
∗ 𝑢4

∗ 
𝑣4

∗ 𝑣3
∗ 

𝑢2
∗ 

𝑣1
∗ 𝑣2

∗ 
𝑢1

∗ 

𝑒10
∗   𝑒9

∗  𝑒8
∗  𝑒7

∗  𝑒6
∗  𝑒13

∗   𝑒11
∗   𝑒12

∗   

𝑤2
∗ 𝑤5

∗ 𝑤4
∗ 𝑤1

∗ 𝑤3
∗ 

𝑒24
∗   𝑒23

∗   𝑒22
∗   𝑒21

∗   

𝑒17
∗   𝑒16

∗   𝑒19
∗   𝑒18

∗   𝑒15
∗   
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3.2 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 

Perhatikan gambar dual dari graf berlian 𝐵𝑟𝑛
∗ berikut. 

 

Gambar 3.21 Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟𝑛
∗  

Misalkan 𝑣∗ adalah titik yang mewakili wilayah yang tidak terbatas yang terdapat 

di luar graf. 

Misalkan 𝑢𝑖
∗ , untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 2 didefinisikan sebagai titik yang mewakili 

wilayah yang dibangun oleh titik 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖+1 ∈ 𝑉(𝐵𝑟𝑛). 

Misalkan 𝑣𝑖
∗, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1 didefinisikan sebagai titik yang mewakili wilayah 

yang dibangun oleh titik 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖 ∈ 𝑉(𝐵𝑟𝑛). 

Misalkan 𝑤𝑖
∗ , untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1 didefinisikan sebagai titik yang mewakili 

wilayah yang dibangun oleh titik 𝑣, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 ∈ 𝑉(𝐵𝑟𝑛). 

Teorema 3.1 Bilangan kromatik titik dari dual graf berlian adalah 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = {

3, 𝑛 = 2 𝑑𝑎𝑛 𝑛 ≥ 4
4, 𝑛 = 3.

 

  

𝑢𝑖+1 

𝑢𝑛−2
∗  𝑢𝑖

∗ 

𝑢𝑖 

𝑣𝑖+1 𝑣𝑖 

𝑣∗ 

𝑣𝑛 

𝑣𝑖
∗ 

𝑣 

𝑤𝑖
∗ 

𝑣𝑛−1 

𝑣𝑖+1
∗ 

𝑤𝑛−1
∗ 

𝑣𝑛−1
∗ 

𝑢𝑛−1 

𝑣𝑛−2
∗ 

𝑢𝑛−3
∗ 
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Bukti. 

Misalkan graf berlian 𝐵𝑟𝑛 digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 3.22 Graf Berlian 𝐵𝑟𝑛  

Dari gambar di atas, diketahui 𝑉(𝐵𝑟𝑛) = {𝑢1, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛−1, 𝑣1, 𝑣𝑖+1, … 𝑣𝑛} . 

Selanjutnya, akan dibentuk dual dari graf berlian 𝐵𝑟𝑛
∗ . Misalkan graf 𝐵𝑟𝑛

∗ 

yang merupakan dual dari graf berlian 𝐵𝑟𝑛 , dibentuk dengan membuat titik 

𝑢𝑖
∗, … , 𝑢𝑛

∗, 𝑣𝑖
∗, … , 𝑣𝑛−1

∗, 𝑤𝑖
∗, … , 𝑤𝑛−1

∗  untuk setiap wilayah di graf 𝐵𝑟𝑛 

(termasuk satu wilayah di wilayah luar graf 𝐵𝑟𝑛). Dua titik pada graf 𝐵𝑟𝑛
∗ yang 

mewakili dua wilayah terhubung langsung jika kedua wilayahnya bertetangga dan 

dibatasi oleh sisi yang sama. 

 

Gambar 3.23 Dual dari Graf Berlian 𝐵𝑟𝑛
∗ 

𝑢𝑖+1 𝑢𝑖 

𝑣𝑖+1 𝑣𝑖 𝑣𝑛 

𝑣 

𝑣𝑛−1 

𝑢𝑛−1 

𝑢𝑖+1 

𝑢𝑛−2
∗  𝑢𝑖

∗ 

𝑢𝑖 

𝑣𝑖+1 𝑣𝑖 

𝑣∗ 

𝑣𝑛 

𝑣𝑖
∗ 

𝑣 

𝑤𝑖
∗ 

𝑣𝑛−1 

𝑣𝑖+1
∗ 

𝑤𝑛−1
∗ 

𝑣𝑛−1
∗ 

𝑢𝑛−1 

𝑣𝑛−2
∗ 

𝑢𝑛−3
∗ 
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Didefinisikan dual dari graf berlian 𝐵𝑟𝑛  adalah 𝐵𝑟𝑛
∗ . Misalkan 

𝑢𝑖
∗, … , 𝑢𝑛

∗, 𝑣𝑖
∗, … , 𝑣𝑛−1

∗, 𝑤𝑖
∗, … , 𝑤𝑛−1

∗  adalah titik dual dari graf berlian. 

Selanjutnya akan dilakukan pewarnaan titik pada graf 𝐵𝑟𝑛
∗. Dua titik yang saling 

terhubung langsung atau bertetangga harus diberi warna berbeda. Berikut 

digambarkan bilangan kromatik titik dari dual graf berlian 𝐵𝑟𝑛
∗. 

1. Bilangan kromatik titik dari dual graf 𝐵𝑟𝑛
∗, untuk 𝑛 ganjil. 

 

Gambar 3.24 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟𝑛
∗, untuk 𝑛 Ganjil 

Dari gambar di atas, diketahui bahwa tidak terdapat dua titik yang bertetangga 

yang mempunyai warna sama. 

 Titik 𝑣∗ bertetangga dengan titik 𝑢𝑖
∗ tidak pernah mempunyai warna sama 

karena, titik 𝑣∗  selalu berwarna 1  (kuning) dan titik 𝑢𝑖
∗ , untuk 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑛 − 3 selalu berwarna 3 (biru). 

 Titik 𝑣∗ bertetangga dengan titik 𝑣1
∗ tidak pernah mempunyai warna sama 

karena, titik 𝑣∗ selalu berwarna 1 (kuning) dan titik 𝑣1
∗ selalu berwarna 2 

(hijau). 

𝑢2 

𝑢𝑛−2
∗  𝑢1

∗ 

𝑢1 

𝑣2 𝑣1 

𝑣∗ 

𝑣𝑛 

𝑣1
∗ 

𝑣 

𝑤𝑖
∗ 

𝑣𝑛−1 

𝑣2
∗ 

𝑤𝑛−1
∗ 

𝑣𝑛−1
∗ 

𝑢𝑛−1 

𝑣𝑛−2
∗ 

𝑢𝑛−3
∗ 
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 Titik 𝑣∗ bertetangga dengan titik 𝑤𝑖
∗ tidak pernah mempunyai warna sama 

karena, titik 𝑣∗ selalu berwarna 1 (kuning) dan titik 𝑤∗ selalu berwarna 3  

(biru) jika ganjil. 

 Titik 𝑣∗  bertetangga dengan titik 𝑢𝑛−2
∗  tidak pernah mempunyai warna 

sama karena, titik 𝑣∗  selalu berwarna 1  (kuning) dan titik 𝑢𝑛−2
∗  selalu 

berwarna 2 (hijau) jika ganjil. 

 Titik 𝑣∗  bertetangga dengan titik 𝑣𝑛−1
∗  tidak pernah mempunyai warna 

sama karena, titik 𝑣∗  selalu berwarna 1  (kuning) dan titik 𝑣𝑛−1
∗  selalu 

berwarna 3 (biru) jika ganjil. 

 Titik 𝑢𝑖
∗  bertetangga dengan titik 𝑣𝑖+1

∗  tidak pernah mempunyai warna 

sama karena, titik 𝑢𝑖
∗  selalu berwarna 3  (biru) dan titik 𝑣𝑖+1

∗  selalu 

berwarna 1 (kuning). 

2. Bilangan kromatik titik dari dual graf berlian 𝐵𝑟𝑛
∗, untuk 𝑛 genap. 

 

Gambar 3.25 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟𝑛
∗, untuk 𝑛 Genap 

Dari gambar di atas, diketahui bahwa tidak terdapat dua titik yang bertetangga 

yang mempunyai warna sama. 

𝑢2 

𝑢𝑛−2
∗  𝑢1

∗ 

𝑢1 

𝑣2 𝑣1 

𝑣∗ 

𝑣𝑛 

𝑣1
∗ 

𝑣 

𝑤𝑖
∗ 

𝑣𝑛−1 

𝑣2
∗ 

𝑤𝑛−1
∗ 

𝑣𝑛−1
∗ 

𝑢𝑛−1 

𝑣𝑛−2
∗ 

𝑢𝑛−3
∗ 
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 Titik 𝑣∗ bertetangga dengan titik 𝑢𝑖
∗ tidak pernah mempunyai warna sama 

karena, titik 𝑣∗  selalu berwarna 1  (kuning) dan titik 𝑢𝑖
∗ , untuk 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑛 − 3 selalu berwarna 3 (biru). 

 Titik 𝑣∗ bertetangga dengan titik 𝑣1
∗ tidak pernah mempunyai warna sama 

karena, titik 𝑣∗ selalu berwarna 1 (kuning) dan titik 𝑣1
∗ selalu berwarna 2 

(hijau). 

 Titik 𝑣∗ bertetangga dengan titik 𝑤𝑖
∗ tidak pernah mempunyai warna sama 

karena, titik 𝑣∗ selalu berwarna 1 (kuning) dan titik 𝑤∗ selalu berwarna 2 

(biru) jika genap. 

 Titik 𝑣∗  bertetangga dengan titik 𝑢𝑛−2
∗  tidak pernah mempunyai warna 

sama karena, titik 𝑣∗  selalu berwarna 1  (kuning) dan titik 𝑢𝑛−2
∗  selalu 

berwarna 2 (hijau) jika genap. 

 Titik 𝑣∗  bertetangga dengan titik 𝑣𝑛−1
∗  tidak pernah mempunyai warna 

sama karena, titik 𝑣∗  selalu berwarna 1  (kuning) dan titik 𝑣𝑛−1
∗  selalu 

berwarna 2 (hijau) jika genap. 

 Titik 𝑢𝑖
∗  bertetangga dengan titik 𝑣𝑖+1

∗  tidak pernah mempunyai warna 

sama karena, titik 𝑢𝑖
∗  selalu berwarna 3  (biru) dan titik 𝑣𝑖+1

∗  selalu 

berwarna 1 (kuning). 
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Misal untuk 𝑛 = 2, telah diketahui bahwa 𝜒(𝐵𝑟2
∗) = 3. 

 

Gambar 3.26 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟2
∗ 

Untuk 𝑛 = 3, telah diketahui bahwa 𝜒(𝐵𝑟3
∗) = 4. 

 

Gambar 3.27 Bilangan Kromatik Titik dari Dual Graf Berlian 𝐵𝑟3
∗ 

Untuk 𝑛 ≥ 4, definisikan 𝑥: 𝑉(𝐵𝑟𝑛
∗) → ℕ dengan 

𝑥(𝑣∗) = 1 

𝑥(𝑢𝑖
∗) = 3, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 3 

𝑥(𝑢𝑛−2
∗) = {

2, jika 𝑛 ganjil
3, jika 𝑛 genap

 

𝑥(𝑣1
∗) = 2 

𝑥(𝑣𝑖
∗) = 1, 𝑖 = 2,3, … , 𝑛 − 2 

𝑥(𝑣𝑛−1
∗) = {

2, jika 𝑛 genap
3, jika 𝑛 ganjil

 

𝑥(𝑤𝑖
∗) = {

2, jika 𝑖 genap
3, jika 𝑖 ganjil

 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 

𝑤1
∗ 

𝑒1
∗ 𝑒2

∗ 

𝑒3
∗ 𝑒4

∗ 𝑒5
∗ 

𝑣∗ 

𝑣1
∗ 𝑣2

∗ 

𝑤1
∗ 𝑤2

∗ 

𝑒1
∗ 

𝑒2
∗ 𝑒5

∗ 

𝑒3
∗ 𝑒4

∗ 

𝑒9
∗ 

𝑒10
∗  

𝑒7
∗ 

𝑒8
∗ 

𝑒6
∗ 

𝑢1
∗ 
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Kerena titik-titik yang terhubung langsung telah diwarnai dengan warna berbeda, 

maka 𝑥 merupakan fungsi pewarnaan titik sejati pada 𝐵𝑟𝑛
∗. Dengan demikian 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) ≤ 3. (1) 

Karena titik-titik 𝑢1
∗, 𝑣1

∗, 𝑣∗ membentuk suatu 𝐶3, maka 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) ≥ 3. (2) 

Dari (1) dan (2) diperoleh bahwa 𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = 3, ∀𝑛 ≥ 4. 

Dengan demikian 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = {

3, jika 𝑛 ≠ 3
4, jika 𝑛 = 3.
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa 

bilangan kromatik titik dari dual graf berlian adalah sebagai berikut 

𝜒(𝐵𝑟𝑛
∗) = {

3, 𝑛 = 2 dan 𝑛 ≥ 4
4, 𝑛 = 3.

 

4.2 Saran 

Berdasarkan kesimpulan yang telah diambil, penulis memberikan saran untuk 

penelitian selanjutnya dapat menentukan bilangan kromatik titik dari dual graf lain. 

Selain itu dapat melakukan pewarnaan menggunakan program untuk 

mempermudah proses pewarnaan.
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