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ABSTRAK 

Ummah, Nahdliyatul. 2021. Syarat Cukup Ketaksamaan Hӧlder dan 

Ketaksamaan Minkowski di Perumuman Ruang Morrey. Skripsi. 

Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, 

M.Si. (II) Dewi Ismiarti, M.Si.      

 

Kata kunci: Ketaksamaan Hӧlder, Ketaksamaan Minkowski, Perumuman Ruang 

Morrey, Syarat Cukup 

 

Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah satu ketaksamaan dasar yang ada di 

analisis fungsional, sedangkan ketaksamaan Minkowski adalah ketaksamaan dasar 

yang dikembangkan dari ketaksamaan Hӧlder. Pada penelitian ini, penulis tertarik 

untuk mengembangkan aplikasinya pada dua ruang fungsi yaitu perumuman ruang 

Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah. Pembuktikan ini dilakukan dengan 

menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan ketaksamaan Minkowski pada 

masing-masing ruang sesuai dengan norm fungsi dan karakteristiknya. Karena akan 

ditunjukkan di perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah di 

mana merupakan ruang fungsi, maka ketaksamaan Hӧlder yang digunakan adalah 

ketaksamaan Hӧlder integral dan ketaksamaan Minkowski yang digunakan adalah 

ketaksamaan Minkowski integral. 
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ABSTRACT 

Ummah, Nahdliyatul. 2021. Sufficient Conditions of Hӧlder’s Inequality and 

Minkowski’s Inequality in Generalized Morrey Spaces. Thesis. 

Department of Mathematics. Faculty of Science and Technology, Maulana 

Malik Ibrahim State Islamic University Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur 

Rahman, M.Si. (II) Dewi Ismiarti, M.Si. 

 

Keywords: Generalized Morrey Spaces, Hӧlder’s inequality, Minkowski’s 

inequality, Sufficient condition 

 

Hӧlder’s inequality is one of  fundamental inequalities in functional analysis, 

while Minkowski’s inequality is one of  fundamental inequality developed from 

Hӧlder’s inequality. In this research, the author is interested in developing its 

application in two function spaces, namely generalized Morrey space and 

generalized weak Morrey space. This proof is done by showing the sufficient 

conditions for Hӧlder’s inequality and Minkowski’s inequality in each space 

according to the function norm and characteristics. Since in which generalized 

Morrey space and generalized weak Morrey space is function space, so Hӧlder’s 

inequality integral and Minkowski’s inequality integral is used. 
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 مخلص

لمساواة اوعدم  (lderӧH) هولدر الشروط الكافية لعدم المساواة .2021. نهضية ،مةالأ
 كلية  ات،الرياضي قسم. العلمي البحث. في تعميم فضاء موري (Minkowski) مينكوفسكي

  (١: ) المشرف. الانجبم الحكومية الإسلامية إبراهيم مالك مولانا جامعة والتكنولوجيا، العلوم

 . الماجستير اسمارتي، ديوي المشرفة (٢) الماجستير الرحمن، خير. دكتورال
 

 مينكوفسكي عدم المساواة ،(Ketaksamaan Hӧlder) هولدر عدم المساواة : الأساسية الكلمات
(Ketaksamaan Minkowski) ،تعميم فضاء موري (Perumuman 

)Ruang Morrey ،الشروط الكافية )Syarat Cukup( 
عدم المساواة الأساسية في التحليل الوظيفي،  إحدى هو  (Hӧlder)هولدر إن عدم المساواة

عدم المساواة الأساسية المتطورة من عدم المساواة المثلثية.  هو (Minkowski) المساواة مينكوفسكي وأما
فضائين وظيفيتين، وهما تعميم فضاء موري وتعميم فضاء  راسة، تهتم المؤلفة بتطوير تطبيقوفي هذه الد

وعدم  (Hӧlder)هولدر ويتم هذا الدليل بإظهار الشروط الكافية لعدم المساواة  موري الضعيف.
نه سيظهر في لأ .في كل فضاء وفقًا لمعيار وظيفتها وخصائصها (Minkowski)مينكوفسكي المساواة 

هولدر تعميم فضاء موري وتعميم فضاء موري الضعيف الذي هو فضاء وظيفي، فإن عدم المساواة 
(Hӧlder)  هولدرالمستخدمة هي عدم المساواة (Hӧlder)  مينكوفسكيمتكاملة وعدم المساواة 

(Minkowski) مينكوفسكيعدم المساواة  المستخدمة هي (Minkowski) .متكاملة  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Di dalam matematika terdapat cabang ilmu matematika, analisis fungsional 

merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang sudah berkembang sejak 80 

tahun yang lalu. Analisis fungsional tidak hanya memusatkan perhatian pada ruang 

yang berdimensi dua, tetapi juga dimensi tiga, empat sampai tak hingga. Hingga 

saat ini, perannya sangat penting dalam berbagai bidang dalam matematika 

(Kreyzig, 1978). 

Dalam cabang analisis fungsional terdapat banyak ruang fungsi, salah satu 

fungsi yang sering dibahas adalah ruang 𝐿𝑝  atau dikenal dengan ruang Lebesgue. 

Ruang Lebesgue adalah ruang bernorma dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ Ruang Lebesgue 

memiliki peranan dalam pengembangan teori ukuran, analisis fungsional, teori 

peluang, serta disiplin ilmu yang lain. Setelah ditemukannya ruang Lebesgue, 

kemudian ditemukan juga pengembangan dari ruang Lebesgue yaitu ruang 

Lebesgue lemah yang dinotasikan dengan 𝑤𝐿𝑝 (Royden, 2010). 

Pada tahun 1938, C. B. Morrey memperkenalkan ruang Morrey ℳ𝑞
𝑝
 dengan 

1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞  yang merupakan perumuman dari ruang Lebesgue. Selain ruang 

Morrey, terdapat juga perumuman dari ruang Lebesgue lemah yaitu ruang Morrey 

lemah yang dinotasikan dengan 𝑤ℳ𝑞
𝑝

. Ruang Morrey lemah bukanlah ruang 

bernorma melainkan ruang quasi-norm sama seperti ruang Lebesgue lemah karena  
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terdapat beberapa kriteria ruang bernorma yang tidak berlaku pada ruang quasi-

norm. Kemudian pada tahun 1994 Nakai memperkenalkan ruang Morrey yang 

diperumum atau dikenal sebagai perumuman ruang Morrey yang dinotasikan 

dengan  ℳ𝜙
𝑝 yang merupakan salah satu perumuman dari ruang lebesgue untuk 1 ≤

𝑝 < ∞, dengan 𝜙 sebagai fungsi.  Selain perumuman ruang  Morrey, terdapat   juga 

perumuman dari ruang Morrey lemah yaitu perumuman ruang Morrey lemah yang 

dinotasikan dengan 𝑤ℳ𝑞
𝑝
(Grafakos, 2008). 

Selain ruang fungsi, topik pembahasan yang banyak dibahas dalam penelitian 

adalah ketaksamaan. Matematika memiliki banyak sekali ketaksamaan. 

Ketaksamaan Hӧlder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard James 

Rogers (1888) dan kemudian diperbaiki oleh Otto Hӧlder pada tahun 1889 (Li dkk, 

2018). Seperti yang dilakukan oleh Ifronika dkk. pada tahun 2018, penelitian 

berjudul “Generalized Hӧlder’s Inequality in Morrey Space” ini menunjukkan 

syarat cukup dan syarat perlu perumuman ketaksamaan Hӧlder di ruang Morrey. 

Dari penelitian tersebut dapat diketahui bahwa ketaksamaan Hӧlder dapat 

diaplikasikan di ruang fungsi dengan asumsi bahwa ruang fungsi yang digunakan 

adalah ruang Bernorma. 

Sedangkan ketaksaman Minkowski merupakan pengembangan dari 

ketaksamaan Hӧlder yang pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal 

Jerman pada tahun 1907 (Hardy, 1934).  Seiring berjalannya waktu banyak 

penelitian yang memodifikasi ketaksamaan tersebut menjadi penemuan-penemuan 

baru yang lebih beragam. Sebagaimana yang dilakukan Wang dan Wu untuk 

membuktikan beberapa ketaksamaan pada ruang Herz-Morrey anisotropik dengan 

dua variabel eksponen (Wu, 2016). 
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Dalam surat Hud ayat 114 yang berbunyi: Artinya: Dan laksanakanlah salat 

pada kedua ujung siang (pagi dan petang) dan pada bagian permulaan malam. 

Perbuatan-perbuatan baik itu menghapus kesalahan-kesalahan. Itulah peringatan 

bagi orang-orang yang selalu mengingat (Allah).  

 

Dalam surat tersebut menjelaskan bahwa perbuatan baik dapat menghapuskan 

kesalahan (Ghoffar, 2003). Untuk membuktikan suatu kebenaran dari penemuan-

penemuan baru, tentu perlu dilakukan kajian-kajian tentang perkembangan dalam 

ilmu matematika. Berdasarkan pemaparan tersebut, penulis ingin melakukan 

penelitian yang mengaplikasikan ketaksamaan H𝑜̈lder dan Minkowski pada 

Perumuman Ruang Morrey sesuai dengan definisinya masing-masing. Pada 

penelitian ini akan ditunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan ketaksamaan 

Minkowski di Perumuman Ruang Morrey.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada 

penelitian ini adalah bagaimana syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan ketaksamaan 

Minkowski di perumuman ruang Morrey? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian berdasarkan rumusan masalah tersebut adalah 

untuk mengetahui syarat cukup  ketaksamaan Hӧlder dan ketaksamaan Minkowski 

di perumuman ruang Morrey. 
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1.4  Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai ilmu baru 

dan bahan kajian baru bagi peneliti selanjutnya yang berkaitan dengan ketaksamaan 

Hӧlder dan ketaksamaan Minkowski di perumuman ruang Morrey. 

 

1.5 Sistematika Penulisan 

Untuk memudahkan pembaca dalam memahami isi dari penelitian ini, maka 

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bagian yang meliputi: 

BAB I PENDAHULUAN 

Pada Bab I Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, 

dan sistematika penulisan. 

BAB II  KAJIAN PUSTAKA 

Pada Bab II berisi kajian pustaka yang membahas tentang kajian 

teori-teori pendukung untuk menjawab rumusan masalah yang 

meliputi: Ketakamaan Hӧlder, Ketaksamaan Minkowski, Ruang 

Vektor, Ruang Bernorma, Ruang Lebesgue, Ruang Lebesgue 

Lemah, Ruang Morrey, Ruang Morrey Lemah, Perumuman 

Ruang Morrey Dan Perumuman Ruang Morrey Lemah, serta 

Kajian Keislaman yang terkait dengan penelitian. 

 

 

 



5 

 

 

 

BAB III  PEMBAHASAN 

Bab III merupakan pemaparan dari pembahasan yang merupakan 

jawaban dari rumusan masalah. Pembahasan yang dimaksud 

adalah ketaksamaan Hӧlder dan ketaksamaan Minkowski  pada 

perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah. 

BAB IV  PENUTUP 

Bab IV merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran 

bagi pembaca dan peneliti selanjutnya. 

 

1.6 Batasan Masalah 

Berdasarkan uraian masalah yang disebutkan, penulis merasa perlu untuk 

membatasi masalah agar pembahasan tidak menyimpang dan meluas. Adapun 

batasan masalahnya  adalah ketaksamaan yang digunakan dalam penelitian ini 

adalah ketaksamaan Hӧlder integral dan ketaksamaan Minkowski integral. 

 

1.7 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah metode studi kepustakaan 

yaitu dengan mengumpulkan rujukan dan informasi melalui buku-buku serta jurnal 

yang berkaitan dengan penelitian untuk membuktikan ketaksamaan Hӧlder dan 

ketaksamaan Minkowski  di perumuman ruang Morrey sebagai berikut: 

1. Menunjukkan bahwa perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey 

lemah adalah ruang Bernorma. 
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2. Membuktikan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan ketaksamaan Minkowski 

di perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah 

menggunakan definisi norm. 

3. Menarik kesimpulan atas hasil pembuktian. 
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BAB II  

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Ketaksamaan Hӧlder 

Sebelumnya akan didefinisikan terlebih dahulu terkait bilangan konjugat. 

Definisi 2.1 (Royden, 2010) Konjugat dari suatu bilangan 𝑝 ∈ (1, ∞) adalah 𝑞 =

𝑝

𝑝−1
, di mana untuk 𝑞 ∈ (1, ∞) berlaku 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  

Konjugat dari 1 didefinisikan ∞ dan konjugat dari ∞ didefinisikan 1. 

Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah satu ketaksamaan mendasar di analisis 

fungsional, utamanya di ruang 𝐿𝑝. Pada dasarnya, ketaksamaan Hӧlder memiliki 

beragam kondisi, namun dalam penelitian ini digunakan ketaksamaan Hӧlder 

integral. Ketaksamaan Hӧlder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard 

James Rogers (1888) dan kemudian diperbaiki oleh Otto Hӧlder pada tahun 1889 

(Li dkk., 2018). 

 

Proposisi 2.2  (Kantorovich, 1982) Misalkan 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) merupakan fungsi 

terukur pada himpunan terukur (𝑋, 𝜇). Maka diperoleh ketaksamaan 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
𝑋

𝑑𝜇 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝑋

𝑑𝜇)

1
𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞

𝑋

𝑑𝜇)

1
𝑞

 

di mana 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1
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Bukti . Pertama, asumsikan bahwa  

0 < 𝛼𝑝 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝑋

𝑑𝜇 < ∞,       0 < 𝛽𝑞 = ∫ |𝑔(𝑥)|𝑞

𝑋

𝑑𝜇 < ∞, 

karena ketaksamaan tersebut akan terbukti trivial jika salah satu dari integral 

tersebut bernilai nol atau tak hingga. Kemudian misalkan 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝛼
        dan        𝑔′(𝑥) =

𝑔(𝑥)

𝛽
. 

Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 diperoleh 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 (bilangan konjugat), dan diperoleh 

|𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)| ≤
|𝑓′(𝑥)|𝑝

𝑝
+

|𝑔′(𝑥)|𝑞

𝑞
, 

di mana ketika diintegralkan diperoleh 

∫ |𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)|𝑑𝜇
𝑋

≤
1

𝑝
∫ |𝑓′(𝑥)|𝑝

𝑋

𝑑𝜇 +
1

𝑞
∫ |𝑔′(𝑥)|𝑞

𝑋

𝑑𝜇 

=
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  

sehingga  

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
𝑋

𝑑𝜇 ≤ 𝛼𝛽. 

 

2.2  Ketaksamaan Minkowski 

 Ketaksaman Minkowski merupakan pengembangan dari ketaksamaan Hӧlder 

yang pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal Jerman Minkowski pada 

tahun 1907 (Hardy, 1934). 

Definisi 2.3 (Hutnik, 2000) Ketaksamaan Minkowski klasik (integral) didefinisikan 

sebagai berikut. Diberikan 𝑢 > 1 dengan 𝑎𝑖, 𝑏𝑖  
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(∫ |𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)|𝑢𝑑𝑡
𝑏 

𝑎

)

1
𝑢

≤ (∫ |𝑓(𝑡)|𝑢𝑑𝑡
𝑏

𝑎

)

1
𝑢

+ (∫ |𝑔(𝑡)|𝑢𝑑𝑡
𝑏

𝑎

)

1
𝑢

 

untuk fungsi kontinu 𝑓dan 𝑔 pada [𝑎, 𝑏]. 

 

Lemma 2.4 untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan setiap 𝑎, 𝑏 > 0 

inf
0<t<1

[𝑡1−𝑝𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)1−𝑝𝑏𝑝] = (𝑎 + 𝑏)𝑝 

(Maligranda, 1995) 

Bukti . Misalkan, untuk 0 < 𝑡 < 1, fungsi 𝑔 didefinisikan dengan  

𝑔(𝑡) = 𝑡1−𝑝𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)1−𝑝𝑏𝑝 

Maka, turunan dari 𝑓′ memenuhi 

𝑔′(𝑡) = (1 − 𝑝)𝑡−𝑝𝑎𝑝 − (1 − 𝑝)(1 − 𝑡)−𝑝𝑏𝑝 = 0 

Hanya ketika 𝑡 = 𝑡1 =
𝑎

𝑎+𝑏
. Jika  

𝑔′′(𝑡) = (1 − 𝑝)(−𝑝)𝑡1
−𝑝−1𝑎𝑝 − (1 − 𝑝)(−𝑝)(1 − 𝑡1)−𝑝−1𝑏𝑝 > 0 

Hal tersebut menunjukkan bahwa 𝑔 memiliki lokal minimumnya karena 𝑔 kontinu 

pada (0,1) dan lim
𝑡→0+

𝑔(𝑡) = lim
𝑡→1−

𝑔(𝑡) = +∞ 

 

Proposisi 2.5 ketaksamaan minkowsi klasik dinyatakan dengan: 

Misalkan 1 ≤ 𝑝 < ∞. Jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑝(𝜇) maka 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿𝑝 dan 

||𝑥 + 𝑦||
𝑝

≤ ||𝑥||
𝑃

+ ||𝑦||
𝑝
 

(Maligranda, 1995) 

Bukti . Dengan menggunakan Lemma yang kita miliki, yaitu ketaksamaan 

(𝑎 + 𝑏𝑝) ≤ 𝑡1−𝑝𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)1−𝑝𝑏𝑝 

Kita menemukan untuk setiap 𝑡, 0 < 𝑡 < 1, 
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||𝑥 + 𝑦||
𝑝

𝑝
 = ∫ |𝑥(𝑠) + 𝑦(𝑠)|𝑝

Ω

𝑑𝜇(𝑠) 

 
≤ ∫ [|𝑥(𝑠)| + |𝑦(𝑠)|]𝑝

Ω

𝑑𝜇(𝑠) 

 
≤ ∫ [𝑡1−𝑝|𝑥(𝑠)|𝑝 + (1 − 𝑡)1−𝑝|𝑦(𝑠)|𝑝]

Ω

𝑑𝜇(𝑠) 

 
= 𝑡1−𝑝 ∫ |𝑥(𝑠)|𝑝

Ω

+ (1 − 𝑡)1−𝑝 ∫ |𝑦(𝑠)|𝑝

Ω

𝑑𝜇(𝑠) 

 = 𝑡1−𝑝||𝑥||
𝑝

+ (1 − 𝑡)1−𝑝||𝑦||
𝑝
 

Dengan infimum atas 0 < 𝑡 < 1 dengan menggunakan lemma diatas, kita 

memperoleh  

||𝑥 + 𝑦|| ≤ (||𝑥||
𝑝

+ ||𝑦||
𝑝

)
𝑝

. 

 

2.3 Ruang Vektor 

Definisi 2.6 (Anton, 2014) Misalkan 𝑉 adalah suatu himpunan tak kosong dari 

objek-objek sembarang, di mana dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan 

dan perkalian dengan skalar. Operasi penjumlahan dapat dipahami sebagai suatu 

aturan yang mengaitkan setiap pasangan objek 𝑢 dan 𝑣 pada 𝑉 dengan suatu objek 

𝑢 + 𝑣 yang disebut jumlah 𝑢 dan 𝑣. Operasi perkalian skalar, dapat dipahami 

sebagai aturan yang mengaitkan setiap skalar 𝑘 dan setiap objek 𝑢 pada  𝑉 dengan 

suatu objek 𝑘𝑢, yang disebut kelipatan scalar dari 𝑢 dengan 𝑘. Jika aksioma-

aksioma berikut dipenuhi oleh semua objek 𝑢, 𝑣, 𝑤 pada 𝑉 dan semua skalar 𝑘 dan 

1, maka 𝑉 disebut sebagai ruang vektor dan menyebut objek-objek pada 𝑉 sebagai 

vektor. 
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1. Jika 𝑢 dan 𝑣 adalah objek-objek pada 𝑉, maka 𝑢 + 𝑣 berada pada 𝑉. 

2. 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢. 

3. 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤. 

4. Didalam 𝑉 terdapat suatu objek 0, yang disebut vektor nol terhdap 𝑉, 

sedemikian hingga 0 + 𝑢 = 𝑢 + 0 untuk semua 𝑢 pada 𝑉. 

5. Untuk setiap 𝑢 pada 𝑉, terdapat suatu objek – 𝑢 pada 𝑉, yang disebut sebagai 

negatif dari 𝑢, sedemikian rupa sehingga 𝑢 + (−𝑢) = (−𝑢) + 𝑢 = 0. 

6. Jika 𝑘 adalah skalar sebarang dan 𝑢 adalah objek sebarang pada 𝑉, maka 𝑢 

terdapat pada 𝑉. 

7. 𝑘(𝑢 + 𝑣) = 𝑘𝑢 + 𝑘𝑣. 

8. (𝑘 + 𝑙)𝑢 = 𝑘𝑢 + 𝑙𝑢. 

9. 𝐾(𝑙𝑢) = (𝑘𝑙)(𝑢). 

10. 1𝑢 = 𝑢.      

 

2.4 Ruang Bernorma 

Definisi 2.7 (Zakir, 2015) Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor riil. Norm pada 𝑋 

didefinisikan sebagai suatu pemetaan || ∙ ||: 𝑋 → ℝ di mana untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈

 𝑋  dan 𝛼 ∈ ℝ  memenuhi: 

1. ||𝑥|| ≥ 0   

2. ||𝑥|| = 0  jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

3. ||𝛼𝑥|| = |𝛼|||𝑥||  

4. ||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥||  + ||𝑦||  

Selanjutnya, pasangan (𝑋, || ∙ ||) disebut ruang bernorma. 
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Definisi 2.8 (Kalton, 2003) Quasi-norm || ∙ || pada ruang vektor 𝑋 atas lapangan 

𝕂 = ℝ atau ℂ merupakan suatu pemetaan || ∙ ||: 𝑋 →  [0, ∞) dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 

𝛼 sembarang skalar di 𝕂 yang memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. ||𝑥|| = 0  jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

2. ||𝛼𝑥|| = |𝛼|||𝑥||  

3. Terdapat konstanta 𝑧 ≥ 1. Sedemikian sehingga  

||𝑥 + 𝑦|| ≤ 𝑧(||𝑥|| + ||𝑦||). 

 

2.5  Ruang Lebesgue 

Definisi 2.9 (Limanta, 2014) Ruang Lebesgue 𝐿𝑝(ℝ𝑛) termasuk ruang fungsi, 

misalkan ℝ𝑛 adalah himpunan terukur dan ada sebarang nilai 1 ≤  𝑝 < ∞ yang 

dilengkapi dengan norm||∙||
𝐿𝑝 merupakan ruang bernorma, dengan  

||𝑓||
𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛

)

1
𝑝

< ∞ 

Kemudian didefinisikan ruang Lebesgue lokal sebagai berikut 

Definisi 2.10 (Mu’tazili, 2019) Ruang Lebesgue lokal 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛) didefinisikan 

sebagai semua fungsi terukur 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ yang memenuhi  

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐾

𝑑𝑥 < ∞ 

Untuk setiap subhimpunan Kompak 𝐾 ⊆ ℝ𝑛. 
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2.6   Ruang Lebesgue Lemah 

Definisi 2.11 (Mu’tazili, 2019) Ruang Lebesgue lemah 𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah himpunan 

semua fungsi terukur 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ. Misalkan 1 ≤ 𝑝 < ∞, sehingga  

||𝑓||
𝑤𝐿𝑝 = 𝑠𝑢𝑝

𝛾>0
𝛾|𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝛾|

1
𝑝 < ∞ 

Dengan |𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝛾| menyatakan ukuran Lebesgue dari 𝑥 ∈

ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝛾 .  

 

2.7 Ruang Morrey 

Ruang Morrey merupakan bentuk perumuman dari ruang Lebesgue.  

Definisi 2.12 (Mu’tazili, 2019) Misalkan 1 ≤  𝑝 ≤  𝑞 < ∞ . Ruang Morrey 

ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) merupakan himpunan semua fungsi 𝑓 ∈  𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑛) sedemikian sehingga, 

||𝑓||
ℳ𝑞

𝑝 ≔ 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑞
−

1

𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1

𝑝
< ∞  

|𝐵(𝑎, 𝑟)| menyatakan bola buka di ℝ𝑛 yang berpusat di 𝑎 dan berjari-jari di 𝑟. Jika 

𝑝 = 𝑞, maka ℳ𝑞
𝑝 = 𝐿𝑝. 

||𝑓||
ℳ𝑞

𝑝 ≔ sup
𝛾>0

||𝛾𝜒|𝑓|>𝛾||
ℳ𝑞

𝑝
= sup

𝛾>0
||𝛾𝜒(𝛾,∞)(|𝑓|)||

ℳ𝑞
𝑝
 

 

||𝑓||
ℳ𝑞

𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞

−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

 

= 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|0 (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

 

= (∫ |𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

 = ||𝑓||
𝐿𝑝 
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2.8   Ruang Morrey Lemah 

Definisi 2.13 (mu’tazili, 2019) Untuk 1 ≤  𝑝 ≤  𝑞 < ∞  ruang Morrey lemah 

𝑤ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) merupakan himpunan fungsi terukur 𝑓 di ℝ𝑛 untuk ||𝑓||

𝑤ℳ𝑞
𝑝 < ∞ yang 

memenuhi: 

 ||𝑓||
𝑤ℳ𝑞

𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,   𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑞
−

1

𝑝𝛾| 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾|
1

𝑝 < ∞  

di mana 𝐵(𝑎, 𝑟) merupakan bola buka yang berpusat di 𝛼 ∈ ℝ dan berjarak 𝑟 > 0 

dengan |𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾| menyatakan ukuran Lebesgue dari |𝑥 ∈

𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾|. Sama halnya pada ruang Morrey, jika 𝑝 = 𝑞 maka 

 𝑤ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) =  𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑛). 

||𝑓||
𝑤ℳ𝑞

𝑝 
= 𝑠𝑢𝑝

𝑎∈ℝ,   𝛾>0
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞

−
1
𝑝𝛾| 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾|

1
𝑝 < ∞ 

 
= 𝑠𝑢𝑝

𝑎∈ℝ,   𝛾>0
|𝐵(𝑎, 𝑟)|0𝛾| 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾|

1
𝑝 < ∞ 

 
= 𝑠𝑢𝑝

𝑎∈ℝ,   𝛾>0
𝛾| 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾|

1
𝑝 < ∞ 

 = ||𝑓||
𝑤𝐿𝑝 

 Selain itu, perhatikan bahwa 

|𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾| 
= ∫ 𝜒𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝛾(𝑥)𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

 

 
= ∫ 𝜒(𝛾,∞)(|𝑓(𝑥)|)𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

 

merupakan quasi norm di ruang Morrey lemah yang juga dapat dinyatakan sebagai 
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2.9 Perumuman Ruang Morrey 

Perumuman ruang Morrey yang dinotasikan ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛). Sebelumnya, terlebih 

dahulu kita misalkan 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan 𝒢𝑝 himpunan semua fungsi  𝜙 ∶  ( 0, ∞ ) →

( 0, ∞ ) sedemikian sehingga 𝜙 hampir menurun (yaitu terdapat 𝐶 > 0 sedemikian 

sehingga  𝜙(𝑟) ≥  𝐶𝜙(𝑠) untuk setiap  0 < 𝑟 < 𝑠 < ∞)  dan  𝑟
𝑛

𝑝 𝜙(𝑟) hampir naik 

(yaitu terdapat  𝐶 > 0 sedemikian sehingga  𝑟
𝑛

𝑝 𝜙(𝑟) ≤  𝐶𝑠
𝑛

𝑝 𝜙(𝑠) untuk setiap  

0 < 𝑟 < 𝑠 < ∞ ). Perhatikan jika  𝜙 ∈ 𝒢𝑝 , maka  𝜙 memenuhi doubling condition, 

yang berarti bahwa terdapat  𝐶 > 0 sedemikian sehingga  
1

𝑐
≤

𝜙(𝑟)

𝜙(𝑠)
≤ 𝐶  ketika  1 ≤

𝑟

𝑠
≤ 2 .  

Definisi 2.14 (Ifronika, 2018) Misalkan 1 ≤  𝑝 < ∞  dan 𝜙 ∈ 𝒢𝑝, , perumuman 

ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛) didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur  𝑓 ∈

ℝ𝑛  yang memenuhi 

||𝑓||ℳ𝜙
𝑝 = 𝑠𝑢𝑝

𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐵(𝑎,𝑟)

𝑑𝑥)

1
𝑝

< ∞ 

 Perumuman ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛) merupakan pengembangan dari ruang Morrey 

ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) untuk 𝜙(𝑟) = 𝑟

−
𝑑

𝑞, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞.   

 

2.10 Perumuman Ruang Morrey Lemah 

Seperti halnya perumuman ruang Morrey, menuliskan definisi perumuman 

ruang Morrey lemah sebagai berikut. 
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Definisi 2.15 Misalkan  𝜙 ∈ 𝒢𝑝  , perumuman ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛)  

didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur  𝑓  di ℝ𝑛 sedemikian 

sehingga 

||𝑓||
𝑤ℳ𝜙

𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾 

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑝

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1
𝑝) < ∞ 

 

2.11  Kajian Keislaman 

Alla SWT. Berfirman “Dan laksanakanlah salat pada kedua ujung siang (pagi 

dan petang) dan pada bagian permulaan malam. Perbuatan-perbuatan baik itu menghapus 

kesalahan-kesalahan. Itulah peringatan bagi orang-orang yang selalu mengingat (Allah)“ 

(Q.S Hud : 114).  

 

Dalam tafsir Ibnu Katsir dijelaskan bahwa 'Ali bin Abi Thalhah berkata dari 

Ibnu 'Abbas "Dan dirikanlah shalat itu pada kedua tepi siang (pagi dan petang), " ia 

berkata: "Yakni shubuh dan maghrib, " begitu juga yang dikatakan oleh al-Hasan 

dan 'Abdur Rahman bin Zaid bin Aslam. Al-Hasan berkata dalam riwayat Qatadah, 

adh-Dhahhak dan lain-lainnya: "Ia adalah shubuh dan ashar." Dan Mujahid berkata: 

"Ia adalah shubuh pada awal siang dan selanjutnya zhuhur dan ashar." 

''Dan pada bahagian permulaan daripada malam. " Ibnu 'Abbas, Mujahid, al-

Hasan dan lain-lainnya berkata: "Yaitu shalat isya."  'Al-Hasan berkata dalam 

riwayat Ibnul Mubarak, dari Mubarak bin Fadhalah, darinya,  ''Dan pada bahagian 

permulaan dari pada malam, " yakni maghrib dan isya'. Kemungkinan ayat ini turun 

sebelum diwajibkannya shalat lima waktu pada malam Isra' , karena sesungguhnya 

shalat yang diwajibkan hanyalah dua, yaitu shalat sebelum terbit matahari dan 

shalat setelah terbenamnya matahari. Pada pertengahan malam, wajib atasnya dan 

juga umatnya melaksanakan shalat qiyamul lail, lalu dihapuskan kewajiban tersebut 

dari umatnya, akan tetapi tetap kewajiban itu untuk beliau, juga ada yang 
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berpendapat, dihapuskan pula kewajiban itu atas beliau setelah itu. Wallahu a'lam. 

Firman-Nya, "Sesungguhnya perbuatan-perbuatan yang baik menghapuskan (dosa) 

perbuatan-perbuatan yang buruk. " Allah berfirman: "Sesungguhnya melakukan 

kebaikan adalah menghapus dosa-dosa yang telah lewat." 

Ayat ini diturunkan berkenan dengan seorang sahabat yang mencium 

perempuan bukan muhrimnya. Kemudian sahabat itu menceritakannya kepada 

Nabi Saw.  

Maka Nabi Saw. Bersabda sampai dengan perkataan berikutnya berikut ini: 

“(hal ini) berlaku bagi umatku seluruhnya”  

 

hadist ini diriwayatkan oleh Imam Bukhari (itulah peringatan bagi orang-orang 

yang ingat) sebagai pelajaran bagi orang-orang yang mau mengambil pelajaran.  

Sebagaimana dalam hadits yang diriwayatkan oleh Imam Bukhari dan ahli 

hadits dari Amirul Mukminin 'Ali bin Abi Thalib, ia berkata: "Dulu, jika aku 

mendengar suatu hadits dari Rasululah maka Allah memberiku manfaat darinya 

dengan sebaik-baik manfaat, jika seseorang membicarakan hadits kepadaku, aku 

meminta ia untuk bersumpah. Dan jika ia telah bersumpah, aku mempercayainya.” 

Abu Bakar membicarakan hadits kepadaku dan ia adalah seorang yang jujur, 

bahwasanya ia telah mendengar  

Rasulullah bersabda: "Tidak ada seorang muslim yang melakukan dosa, 

kemudian ia berwudhu dan shalat dua rakaat, melainkan ia diampuni. " 

 

Dari Amirul Mukminin 'Utsman bin 'Affan, bahwasanya dia berwudhu 

seperti wudhunya Rasulullah  di hadapan para sahabat, kemudian dia berkata:  

"Beginilah aku melihat Rasulullah berwudhu dan beliau bersabda: 

'Barangsiapa berwudhu seperti wudhuku, kemudian ia shalat dua rakaat yang ia 

tidak membicarakan dirinya dalam shalatnya, maka diampuni dosanya yang telah 

lewat."  hadist ini diriwayatkan oleh Imam Bukhari. 
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pada bembahsan diatas menjelaskan bahwa perbuatan baik menghapuskan 

kesalahan. pada ilmu matematika norm memiiki arti jarak pada vektor, yang mana 

jarak tersebut selalu memiliki nilai positif (Ghoffar, 2003). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1   Syarat Cukup Ketaksamaan H𝒐̈lder dan Ketaksamaan Minkowski di  

Perumuman Ruang Morrey 

Penelitian yang dilakukan adalah menunjukkan syarat cukup ketaksamaan 

Hӧlder  dan Ketaksamaan Minkowski di ruang Perumuman Ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝
 dan 

Perumuman Ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝜙
𝑝
. 

Sebelum menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan Ketaksamaan 

Minkowski diperumuman ruang Morrey, kita tunjukkan terlebih dahulu 

ketaksamaan Hӧlder diruang Morrey yang ditulis oleh Ifronika pada tahun 2018. 

Teorema 3.1 Misalkan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞, 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞, dan 1 < 𝑞, 𝑞1, 𝑞2 <

∞. maka pernyataan berikut equivalent: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=

1

𝑞
  . 

(2) ||𝑓𝑔||
ℳ𝑞

𝑝 ≤ ||𝑓||
ℳ𝑞1

𝑝1  ||𝑔||
ℳ𝑞2

𝑝2  
 untuk semua  𝑓 ∈ ℳ𝑞1

𝑝1(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈ ℳ𝑞2

𝑝2(ℝ𝑛). 

Selanjutnya akan dicari syarat cukup untuk perumuman ruang Morrey. Diketahui 

bahwa  ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛) = ℳ𝑞

𝑝(ℝ𝑛) untuk 𝜙(𝑟) = 𝑟
−

𝑛

𝑞,   

1

𝑞1
+

1

𝑞2
 =

1

𝑞
                                  (diketahui) 

−𝑛 (
1

𝑞1
+

1

𝑞2
) = −

𝑛

𝑞
                   (kedua ruas dikali – 𝑛) 

−𝑛

𝑞1
+ (

−𝑛

𝑞2
) = −

𝑛

𝑞
                                (sifat distributif) 
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 Maka diketahui bahwa syarat cukup untuk perumuman ruang Morrey adalah 

   
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙.  

 

3.1.1 Perumuman Ruang Morrey 

Pada dasarnya, ruang Morrey merupakan perluasan dari ruang Lebesgue, 

dan perumuman ruang Morrey merupakan perluasan dari ruang Morrey. 

Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut yang menunjukkan 

ketaksamaan Hӧlder di perumuman ruang Morrey. 

Teorema 3.2 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka 

pernyataan berikut equivalent: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

(2) ||𝑓𝑔||
ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1  ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2  
 untuk semua  𝑓 ∈ ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈ ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛). 

Bukti . Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛)  

Dari teorema 3.1 Diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙.  

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓𝑔‖
ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh: 

 

𝑟
−𝑛
𝑞1

+(
−𝑛
𝑞2

)
 = 𝑟

−
𝑛

𝑞                                  (𝑟 > 0) 

𝑟
−𝑛
𝑞1  ×  𝑟

−𝑛
𝑞2    = 𝑟

−
𝑛

𝑞                        (sifat distributif) 

𝜙1(𝑟) × 𝜙2(𝑟) = 𝜙(𝑟)                 (diketahui 𝜙(𝑟) = 𝑟
−

𝑛

𝑞) 

𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙         (membagi kedua  ruas dengan (𝑟)) 
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||𝑓𝑔||
ℳ𝑝,𝜙

 

= sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

(definisi perumuman ruang Morrey) 

 

≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1|𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

(sifat perkalian mutlak dan diketahui bahwa 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
=

1

𝑝
) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) 

     (
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1|𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

(diketahui bahwa 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) 

 

     (
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

× ∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

))

1
𝑝

 

(sifat integral taktentu) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) 

   (
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

×
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

  

(sifat distributif) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙1(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

) 
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  Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di 

perumuman ruang Morrey . Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan Hӧlder di 

perumuman ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝
 adalah 

1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan  𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

  Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut yang menunjukkan 

ketaksamaan Minkowski di perumuman ruang Morrey. 

Teorema 3.3 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka 

pernyataan berikut equivalent: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

(2) ||𝑓 + 𝑔||
ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1 +  ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2  
 untuk semua 𝑓 ∈ ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan  

 𝑔 ∈ ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛). 

Bukti . Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛) 

Dari teorema 3.1 diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan  𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓 + 𝑔‖
ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh 

 

 

 
     ×

1

𝜙2(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

) 

(sifat distributif) 

 = ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1  ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2  
 

(definisi) 
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||𝑓 + 𝑔||
ℳ𝜙

𝑝 
= sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

(definisi perumuman ruang Morrey) 

 

≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1 + |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

(sifat pejumlahan mutlak dan diketahui bahwa 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) 

       (
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1 + |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

(diketahui bahwa 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙) 

  
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) 

 

      (
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

+ ∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

))

1
𝑝

 

(sifat integral taktentu) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0
(

1

𝜙1(𝑟)
×

1

𝜙2(𝑟)
) 

  

(
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

+
1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

  

(sifat distributif) 
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  Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di 

Perumuman Ruang Morrey. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan 

Minkowski di Perumuman Ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝
 adalah 

1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan  𝜙1 ×

𝜙2 = 𝜙. 

 

3.1.2 Perumuman Ruang Morrey Lemah 

Pada dasarnya, ruang Morrey lemah merupakan perluasan dari ruang 

Lebesgue lemah, dan perumuman ruang Morrey lemah merupakan perluasan 

dari ruang Morrey lemah. Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut 

yang menunjukkan ketaksamaan Hӧlder di perumuman ruang Morrey lemah. 

Teorema 3.4 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka 

pernyataan berikut equivalent: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

(2) ||𝑓𝑔||
𝑤ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
𝑤ℳ𝜙1

𝑝1 ||𝑔||
𝑤ℳ𝜙2

𝑝2    untuk semua  𝑓 ∈ 𝑤ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan  

 𝑔 ∈ 𝑤ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛) . 

Bukti . Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di 𝑤ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟>0

1

𝜙1(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

) 

 
    +

1

𝜙2(𝑟)
(

1

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
∫ |𝑔(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)

) 

(sifat distributif) 

 = ||𝑓||
ℳ𝜙1

𝑝1 +  ||𝑔||
ℳ𝜙2

𝑝2 
 

(definisi) 
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Dari teorema 3.1 diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh: 

||𝑓𝑔||
𝑤ℳ𝑝,𝜙

 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑏)|
1
𝑝 

 

  (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) 

(definisi perumuman ruang Morrey lemah) 

 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑝

 

   (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) 

(sifat perkalian mutlak) 

 ≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

(𝜙1(𝑟) × 𝜙2(𝑟)) (|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝1 × |𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝2)

 

 
     (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝) 

(diketahui bahwa 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙 dan 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
) 

 ≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

(𝜙1(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝1) (𝜙2(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝2)

 

 
     (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝) 

(sifat asosiatif) 

 
≤ sup

𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙1(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑏)|
1

𝑝1  

(|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝1) 

         × sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙2(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑏)|
1

𝑝2  
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   (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝2) 

(sifat distributif) 

 = ||𝑓||
𝑤ℳ𝜙1

𝑝1 ||𝑔||
𝑤ℳ𝜙2

𝑝2  

(definisi) 

Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di 

Perumuman Ruang Morrey lemah. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan 

Hӧlder di Perumuman Ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝜙
𝑝
 adalah 

1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan  𝜙1 ×

𝜙2 = 𝜙. 

Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut yang menunjukkan 

ketaksamaan Minkowski di perumuman ruang Morrey lemah. 

Teorema 3.5 Misalkan 1 < 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝, maka 

pernyataan berikut equivalent: 

(1) 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
  dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

(2) ||𝑓 + 𝑔||
𝑤ℳ𝜙

𝑝 ≤ ||𝑓||
𝑤ℳ𝜙1

𝑝1 + ||𝑔||
𝑤ℳ𝜙2

𝑝2    untuk semua  𝑓 ∈ 𝑤ℳ𝜙1

𝑝1(ℝ𝑛) dan  

 𝑔 ∈ 𝑤ℳ𝜙2

𝑝2(ℝ𝑛) . 

Bukti . Ambil 𝑓 dan 𝑔 fungsi kontinu di 𝑤ℳ𝜙
𝑝(ℝ𝑛) 

Dari teorema 3.1 diketahui 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤ℳ𝜙

𝑝
(ℝ𝑛) diperoleh: 
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||𝑓 + 𝑔||
𝑤ℳ𝑝,𝜙

 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑝

 

  (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) 

                   (definisi perumuman ruang Morrey lemah) 

 = sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑝

 

  (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| + |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝) 

(sifat penjumlahan mutlak) 

 ≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

(𝜙1(𝑟) + 𝜙2(𝑟)) (|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝1 + |𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝2)

 

 
    (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝) 

(diketahui bahwa 𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙 dan 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
) 

 ≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

(𝜙1(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝1) (𝜙2(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝2)

 

 
      (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝) 

(sifat asosiatif) 

 ≤ sup
𝑎∈ℝ,𝑟 ,𝛾>0

𝛾

𝜙1(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝1

 

 (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝1) 

        + sup
𝑎∈ℝ,𝑟,𝛾>0

𝛾

𝜙2(𝑟)|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1

𝑝2
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Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di 

Perumuman Ruang Morrey lemah. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan 

Minkowski di Perumuman Ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝜙
𝑝
 adalah 

1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan 

𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙. 

 

    (|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
1

𝑝2) 

(sifat distributif) 

  

= ||𝑓||
𝑤ℳ𝜙1

𝑝1 + ||𝑔||
𝑤ℳ𝜙2 

𝑝2  

(definisi) 



 

 

29 
 

BAB IV  

PENUTUP 

4.1. Kesimpulan  

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas pada bab sebelumnya, maka 

penulis dapat menyimpulkan bahwa syarat cukup ketaksamaan Hӧlder dan 

ketaksamaan Minkowski di Perumuman Ruang Morrey ℳ𝜙
𝑝
 dan Perumuman 

Ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝜙
𝑝
  adalah  

1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤

1

𝑝
 dan  𝜙1 × 𝜙2 = 𝜙, dengan 1 <

𝑝, 𝑝1, 𝑝2 < ∞ dan 𝜙, 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝒢𝑝. 

 

4.2. Saran  

Untuk penelitian selanjutnya, Penulis menyarankan penggunaan ruang fungsi 

yang lain. Selain itu juga bisa dilakukan penelitian untuk syarat perlu ketaksamaan 

Holder dan ketaksamaan Minkowski di ruang perumuman ruang Morrey  dan 

perumuman ruang Morrey lemah sehingga dapat diketahui nilai ekuivalen dari 

kedua syarat tersebut. 
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