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ABSTRAK

Ummah, Nahdliyatul. 2021. Syarat Cukup Ketaksamaan Holder dan
Ketaksamaan Minkowski di Perumuman Ruang Morrey. Skripsi.
Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman,
M.Si. (1) Dewi Ismiarti, M.Si.

Kata kunci: Ketaksamaan Holder, Ketaksamaan Minkowski, Perumuman Ruang
Morrey, Syarat Cukup

Ketaksamaan Holder merupakan salah satu ketaksamaan dasar yang ada di
analisis fungsional, sedangkan ketaksamaan Minkowski adalah ketaksamaan dasar
yang dikembangkan dari ketaksamaan Holder. Pada penelitian ini, penulis tertarik
untuk mengembangkan aplikasinya pada dua ruang fungsi yaitu perumuman ruang
Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah. Pembuktikan ini dilakukan dengan
menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Holder dan ketaksamaan Minkowski pada
masing-masing ruang sesuai dengan norm fungsi dan karakteristiknya. Karena akan
ditunjukkan di perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah di
mana merupakan ruang fungsi, maka ketaksamaan Holder yang digunakan adalah
ketaksamaan Holder integral dan ketaksamaan Minkowski yang digunakan adalah
ketaksamaan Minkowski integral.
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ABSTRACT

Ummah, Nahdliyatul. 2021. Sufficient Conditions of Hélder’s Inequality and
Minkowski’s Inequality in Generalized Morrey Spaces. Thesis.
Department of Mathematics. Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik Ibrahim State Islamic University Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur
Rahman, M.Si. (I1) Dewi Ismiarti, M.Si.

Keywords: Generalized Morrey Spaces, Holder’s inequality, Minkowski’s
inequality, Sufficient condition

Holder’s inequality is one of fundamental inequalities in functional analysis,
while Minkowski’s inequality is one of fundamental inequality developed from
Holder’s inequality. In this research, the author is interested in developing its
application in two function spaces, namely generalized Morrey space and
generalized weak Morrey space. This proof is done by showing the sufficient
conditions for Holder’s inequality and Minkowski’s inequality in each space
according to the function norm and characteristics. Since in which generalized
Morrey space and generalized weak Morrey space is function space, so Holder’s
inequality integral and Minkowski’s inequality integral is used.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Di dalam matematika terdapat cabang ilmu matematika, analisis fungsional
merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang sudah berkembang sejak 80
tahun yang lalu. Analisis fungsional tidak hanya memusatkan perhatian pada ruang
yang berdimensi dua, tetapi juga dimensi tiga, empat sampai tak hingga. Hingga
saat ini, perannya sangat penting dalam berbagai bidang dalam matematika
(Kreyzig, 1978).

Dalam cabang analisis fungsional terdapat banyak ruang fungsi, salah satu
fungsi yang sering dibahas adalah ruang L? atau dikenal dengan ruang Lebesgue.
Ruang Lebesgue adalah ruang bernorma dengan 1 < p < o Ruang Lebesgue
memiliki peranan dalam pengembangan teori ukuran, analisis fungsional, teori
peluang, serta disiplin ilmu yang lain. Setelah ditemukannya ruang Lebesgue,
kemudian ditemukan juga pengembangan dari ruang Lebesgue yaitu ruang
Lebesgue lemah yang dinotasikan dengan wLP (Royden, 2010).

Pada tahun 1938, C. B. Morrey memperkenalkan ruang Morrey M; dengan
1 <p < q <o yang merupakan perumuman dari ruang Lebesgue. Selain ruang
Morrey, terdapat juga perumuman dari ruang Lebesgue lemah yaitu ruang Morrey
lemah yang dinotasikan dengan w]v[f. Ruang Morrey lemah bukanlah ruang

bernorma melainkan ruang quasi-norm sama seperti ruang Lebesgue lemah karena



terdapat beberapa kriteria ruang bernorma yang tidak berlaku pada ruang quasi-
norm. Kemudian pada tahun 1994 Nakai memperkenalkan ruang Morrey yang
diperumum atau dikenal sebagai perumuman ruang Morrey yang dinotasikan

dengan M g yang merupakan salah satu perumuman dari ruang lebesgue untuk 1 <

p < oo, dengan ¢ sebagai fungsi. Selain perumuman ruang Morrey, terdapat juga
perumuman dari ruang Morrey lemah yaitu perumuman ruang Morrey lemah yang

dinotasikan dengan wa (Grafakos, 2008).

Selain ruang fungsi, topik pembahasan yang banyak dibahas dalam penelitian
adalah ketaksamaan. Matematika memiliki banyak sekali ketaksamaan.
Ketaksamaan Holder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard James
Rogers (1888) dan kemudian diperbaiki oleh Otto Holder pada tahun 1889 (Li dkk,
2018). Seperti yang dilakukan oleh Ifronika dkk. pada tahun 2018, penelitian
berjudul “Generalized Holder’s Inequality in Morrey Space” ini menunjukkan
syarat cukup dan syarat perlu perumuman ketaksamaan Holder di ruang Morrey.
Dari penelitian tersebut dapat diketahui bahwa ketaksamaan Holder dapat
diaplikasikan di ruang fungsi dengan asumsi bahwa ruang fungsi yang digunakan
adalah ruang Bernorma.

Sedangkan ketaksaman Minkowski merupakan pengembangan dari
ketaksamaan Holder yang pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal
Jerman pada tahun 1907 (Hardy, 1934). Seiring berjalannya waktu banyak
penelitian yang memodifikasi ketaksamaan tersebut menjadi penemuan-penemuan
baru yang lebih beragam. Sebagaimana yang dilakukan Wang dan Wu untuk
membuktikan beberapa ketaksamaan pada ruang Herz-Morrey anisotropik dengan

dua variabel eksponen (Wu, 2016).



Dalam surat Hud ayat 114 yang berbunyi: Artinya: Dan laksanakanlah salat
pada kedua ujung siang (pagi dan petang) dan pada bagian permulaan malam.
Perbuatan-perbuatan baik itu menghapus kesalahan-kesalahan. Itulah peringatan
bagi orang-orang yang selalu mengingat (Allah).

Dalam surat tersebut menjelaskan bahwa perbuatan baik dapat menghapuskan
kesalahan (Ghoffar, 2003). Untuk membuktikan suatu kebenaran dari penemuan-
penemuan baru, tentu perlu dilakukan kajian-kajian tentang perkembangan dalam
ilmu matematika. Berdasarkan pemaparan tersebut, penulis ingin melakukan
penelitian yang mengaplikasikan ketaksamaan Halder dan Minkowski pada
Perumuman Ruang Morrey sesuai dengan definisinya masing-masing. Pada

penelitian ini akan ditunjukkan syarat cukup ketaksamaan Holder dan ketaksamaan

Minkowski di Perumuman Ruang Morrey.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada
penelitian ini adalah bagaimana syarat cukup ketaksamaan Hoélder dan ketaksamaan

Minkowski di perumuman ruang Morrey?

1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan penelitian berdasarkan rumusan masalah tersebut adalah
untuk mengetahui syarat cukup ketaksamaan Holder dan ketaksamaan Minkowski

di perumuman ruang Morrey.



1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai ilmu baru

dan bahan kajian baru bagi peneliti selanjutnya yang berkaitan dengan ketaksamaan

Holder dan ketaksamaan Minkowski di perumuman ruang Morrey.

1.5 Sistematika Penulisan

Untuk memudahkan pembaca dalam memahami isi dari penelitian ini, maka

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bagian yang meliputi:

BAB |

BAB Il

PENDAHULUAN

Pada Bab | Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.

KAJIAN PUSTAKA

Pada Bab Il berisi kajian pustaka yang membahas tentang kajian
teori-teori pendukung untuk menjawab rumusan masalah yang
meliputi: Ketakamaan Holder, Ketaksamaan Minkowski, Ruang
Vektor, Ruang Bernorma, Ruang Lebesgue, Ruang Lebesgue
Lemah, Ruang Morrey, Ruang Morrey Lemah, Perumuman
Ruang Morrey Dan Perumuman Ruang Morrey Lemah, serta

Kajian Keislaman yang terkait dengan penelitian.



BAB Il PEMBAHASAN
Bab 111 merupakan pemaparan dari pembahasan yang merupakan
jawaban dari rumusan masalah. Pembahasan yang dimaksud
adalah ketaksamaan Hoélder dan ketaksamaan Minkowski pada
perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah.
BAB IV PENUTUP
Bab IV merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran

bagi pembaca dan peneliti selanjutnya.

1.6 Batasan Masalah

Berdasarkan uraian masalah yang disebutkan, penulis merasa perlu untuk
membatasi masalah agar pembahasan tidak menyimpang dan meluas. Adapun
batasan masalahnya adalah ketaksamaan yang digunakan dalam penelitian ini

adalah ketaksamaan Holder integral dan ketaksamaan Minkowski integral.

1.7 Metode Penelitian
Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah metode studi kepustakaan
yaitu dengan mengumpulkan rujukan dan informasi melalui buku-buku serta jurnal
yang berkaitan dengan penelitian untuk membuktikan ketaksamaan Holder dan
ketaksamaan Minkowski di perumuman ruang Morrey sebagai berikut:
1. Menunjukkan bahwa perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey

lemah adalah ruang Bernorma.



2. Membuktikan syarat cukup ketaksamaan Holder dan ketaksamaan Minkowski
di perumuman ruang Morrey dan perumuman ruang Morrey lemah
menggunakan definisi norm.

3. Menarik kesimpulan atas hasil pembuktian.



BAB I1
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ketaksamaan Hoélder
Sebelumnya akan didefinisikan terlebih dahulu terkait bilangan konjugat.
Definisi 2.1 (Royden, 2010) Konjugat dari suatu bilangan p € (1, ) adalah g =

ﬁ, di mana untuk g € (1, ©) berlaku

1 1

p q

=1

Konjugat dari 1 didefinisikan co dan konjugat dari oo didefinisikan 1.
Ketaksamaan Holder merupakan salah satu ketaksamaan mendasar di analisis
fungsional, utamanya di ruang LP. Pada dasarnya, ketaksamaan Holder memiliki
beragam kondisi, namun dalam penelitian ini digunakan ketaksamaan Holder
integral. Ketaksamaan Holder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard
James Rogers (1888) dan kemudian diperbaiki oleh Otto Holder pada tahun 1889

(Li dkk., 2018).

Proposisi 2.2 (Kantorovich, 1982) Misalkan f(x) dan g(x) merupakan fungsi

terukur pada himpunan terukur (X, u). Maka diperoleh ketaksamaan

; ;
f |f(x)g(x)|dus(f If(x)lpdu> <f Ig(x)lqdu)

di mana1+1=1
P q



Bukti . Pertama, asumsikan bahwa

0<a® = [ fCPdu<wm, 0<pi=[ gl du<en
X X

karena ketaksamaan tersebut akan terbukti trivial jika salah satu dari integral

tersebut bernilai nol atau tak hingga. Kemudian misalkan
, (x) , (x)
reo=t2 an ge-42

Untuk setiap x € X diperoleh % + 5 = 1 (bilangan konjugat), dan diperoleh

If'(x)g' (0] <

)

FFIP | 19"l
p q

di mana ketika diintegralkan diperoleh
! ! 1 ! 1 4
| ir@geidnss [ ir@pdc | 196
X pbJx qJx
1 1
P q
sehingga

f|ﬂ@mwMusw.

2.2 Ketaksamaan Minkowski

Ketaksaman Minkowski merupakan pengembangan dari ketaksamaan Holder
yang pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal Jerman Minkowski pada
tahun 1907 (Hardy, 1934).
Definisi 2.3 (Hutnik, 2000) Ketaksamaan Minkowski klasik (integral) didefinisikan

sebagai berikut. Diberikan u > 1 dengan a;, b;



1 1

b 7 b 7 b
(f If(t)g(t)ludt> s(f If(t)I”dt> +(f |g<t)|udt)

untuk fungsi kontinu fdan g pada [a, b].

Lemma 2.4 untuk 1 < p < oo dan setiap a,b > 0

- 1-p D — )1-PpP] = P
Ogtlil[t a’? + (1 —t)'"PbP] = (a+b)

(Maligranda, 1995)

Bukti . Misalkan, untuk 0 < t < 1, fungsi g didefinisikan dengan
g) =ttPaP + (1 —t)*PbP

Maka, turunan dari f* memenuhi

9'®© =1 -p)tPa? —(1-p)1—)PbP =0

Hanya ketika t = t; = —. Jika

g"® =1 -p)(-p)t;""a? = A = p)(-p)(A — t,)P7IbP > 0

1

u

Hal tersebut menunjukkan bahwa g memiliki lokal minimumnya karena g kontinu

pada (0,1) dan tl_i)rg1+ gt = tlir?_ g(t) =+

Proposisi 2.5 ketaksamaan minkowsi klasik dinyatakan dengan:
Misalkan 1 < p < 0. Jika x,y € LP(u) maka x + y € LP dan
[l +yl[, < [Ixl], + [Iv1],
(Maligranda, 1995)
Bukti . Dengan menggunakan Lemma yang kita miliki, yaitu ketaksamaan
(a + bP) < t17PaP + (1 —t)1PpP

Kita menemukan untuk setiap ¢t,0 < t < 1,
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e+l = [ 1) + yIP du)
Q
< f [1x(s)] + [y S)IIP dus)
Q
< f [P ()P + (1 — 1P |y(s)[7] du(s)
Q

= 1P f ()P + (1 — )P f ()P dus)
Q Q

=t17P|lxl| + (1 - 0PIyl

Dengan infimum atas 0 <t <1 dengan menggunakan lemma diatas, Kita
memperoleh

p
[l +y1| < (J1=]+1yl],)

2.3 Ruang Vektor

Definisi 2.6 (Anton, 2014) Misalkan V adalah suatu himpunan tak kosong dari
objek-objek sembarang, di mana dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan
dan perkalian dengan skalar. Operasi penjumlahan dapat dipahami sebagai suatu
aturan yang mengaitkan setiap pasangan objek u dan v pada V dengan suatu objek
u + v yang disebut jumlah u dan v. Operasi perkalian skalar, dapat dipahami
sebagai aturan yang mengaitkan setiap skalar k dan setiap objek u pada V dengan
suatu objek ku, yang disebut kelipatan scalar dari u dengan k. Jika aksioma-
aksioma berikut dipenuhi oleh semua objek u, v, w pada VV dan semua skalar k dan
1, maka V disebut sebagai ruang vektor dan menyebut objek-objek pada V sebagai

vektor.



7.

8.

9.

11

. Jika u dan v adalah objek-objek pada V, maka u + v berada pada V.

. ut+v=v+u

u+(w+w)=(w+v)+w.

Didalam V terdapat suatu objek 0, yang disebut vektor nol terhdap V,
sedemikian hingga 0 + u = u + 0 untuk semua u pada V.

Untuk setiap u pada V, terdapat suatu objek - u pada V, yang disebut sebagai
negatif dari u, sedemikian rupa sehingga u + (—u) = (—u) +u = 0.

Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah objek sebarang pada V, maka u
terdapat pada V.

k(u+v) = ku+ kv.

(k+Du = ku + lu.

K(lw) = (kl)(w).

10. 1u = u.

2.4 Ruang Bernorma

Definisi 2.7 (Zakir, 2015) Misalkan X adalah ruang vektor riil. Norm pada X

didefinisikan sebagai suatu pemetaan || - ||: X = R di mana untuk setiap x,y €

X dan @ € R memenuhi:

1.

2.

3.

4.

||x|| >0
|lIx|| = 0 jika dan hanya jika x = 0
[lax|| = |al||x]|

|lx + 1| < [IxI| + ]Iy

Selanjutnya, pasangan (X, || - ||) disebut ruang bernorma.
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Definisi 2.8 (Kalton, 2003) Quasi-norm || - || pada ruang vektor X atas lapangan
K = R atau C merupakan suatu pemetaan || - ||: X — [0, c0) dengan x,y € X dan
a sembarang skalar di IK yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. |Ix|]| =0 jika dan hanya jika x = 0

2. |lax|| = lal|lx]|

3. Terdapat konstanta z > 1. Sedemikian sehingga

[1x +y1 < 2([Ixl] +[Iv1]).

2.5 Ruang Lebesgue
Definisi 2.9 (Limanta, 2014) Ruang Lebesgue LP(IR™) termasuk ruang fungsi,
misalkan R™ adalah himpunan terukur dan ada sebarang nilai 1 < p < oo yang

dilengkapi dengan norm||-|| , merupakan ruang bernorma, dengan

1

Hﬂm=<&y@wwﬁp<w

Kemudian didefinisikan ruang Lebesgue lokal sebagai berikut

Definisi 2.10 (Mu 'tazili, 2019) Ruang Lebesgue lokal L? (R™) didefinisikan

loc

sebagai semua fungsi terukur f: R™ — R yang memenuhi
[ 1w ax <o
K

Untuk setiap subhimpunan Kompak K € R".
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2.6 Ruang Lebesgue Lemah
Definisi 2.11 (Mu’tazili, 2019) Ruang Lebesgue lemah wLP (R™) adalah himpunan

semua fungsi terukur f: R™ — R. Misalkan 1 < p < oo, sehingga

1
If1], ,» = supylx € R%:IF ()] > yIP < o
v>0

Dengan |x € R™: |f(x)| > y| menyatakan ukuran Lebesgue dari x €

R™:|f()] >y .

2.7 Ruang Morrey
Ruang Morrey merupakan bentuk perumuman dari ruang Lebesgue.
Definisi 2.12 (Mu’tazili, 2019) Misalkan 1 < p < q <o . Ruang Morrey

]V[f (R™) merupakan himpunan semua fungsi f € L7 _(R™) sedemikian sehingga,

11 1

= ap v
il = s 8@ (fy I dx)” < o

|B(a, )| menyatakan bola buka di R™ yang berpusat di a dan berjari-jari di r. Jika

— b _
p = q, maka M, = LP.
1

1l = sup |B(a,r>|3‘%<f ( )If(x)”dx>p

aceR,r>0

1

1%
sup |B(a,r>|°< f ( )If(x)”dx>

aceR,r>0

( | |f<x)pdx>p
B(a,r)

= ||f||1}7

|

11,z = sup [ Ivairor ] p = sup W s UFDI,
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2.8 Ruang Morrey Lemah

Definisi 2.13 (mu’tazili, 2019) Untuk 1 < p < g < oo ruang Morrey lemah

wa(R") merupakan himpunan fungsi terukur f di R™ untuk ||f| |WM,, < oo yang
q
memenuhi:

1 1 1
sup |B(a, )| py|x € B(a,7):|f(x)| > y|P <o
y>0

“fleﬁﬁg =:aeR

di mana B(a, ) merupakan bola buka yang berpusat di « € R dan berjarak r > 0
dengan |x € B(a,7r):|f(x)| >y| menyatakan ukuran Lebesgue dari |x €
B(a,7r):|f(x)| > y|. Sama halnya pada ruang Morrey, jika p =g maka

wMy (R") = wLP(R™).

1 1 1
s = sup 1BGar)@ Pyl x € Bla,r): [f0)] > yiP < oo
a€eR, y>0

1
= sup |B(a,1)|%|x € B(a,r):|f(x)] >y|P < o
a€eR, y>0

1
= sup y|lx€B(an):|f(x)|>y|P <o
a€eR, y>0

Selain itu, perhatikan bahwa

x € B(a,m):1f()] >y| _ f x* € R™:|f(0)] > y(x)dx
B(a,r)

- f IEAGONE

merupakan quasi norm di ruang Morrey lemah yang juga dapat dinyatakan sebagai
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2.9 Perumuman Ruang Morrey
Perumuman ruang Morrey yang dinotasikan M(;’(IR%”). Sebelumnya, terlebih
dahulu kita misalkan 1 < p < oo dan G,, himpunan semua fungsi ¢ : (0,0) -

( 0, 00 ) sedemikian sehingga ¢ hampir menurun (yaitu terdapat C > 0 sedemikian
sehingga ¢(r) = C¢(s) untuk setiap 0 <7 < s < ) dan 77 ¢(r) hampir naik

(yaitu terdapat C > 0 sedemikian sehingga 77 ¢(r) < Cs? ¢p(s) untuk setiap
0 <7 <s <o).Perhatikanjika ¢ € G, , maka ¢ memenuhi doubling condition,
)

S

yang berarti bahwa terdapat € > 0 sedemikian sehingga vt < C ketika 1 <

© I

<2.
Definisi 2.14 (Ifronika, 2018) Misalkan 1 < p < oo dan ¢ € G,, , perumuman
ruang Morrey Mé’(R”) didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur f €

R™ yang memenuhi

1

1 1 p
MP = su X)|Pdx] < oo
1| QERgO(I,(ﬂ(lB(a,TN Bw)m )] )

Perumuman ruang Morrey M, 5 (R™) merupakan pengembangan dari ruang Morrey

d
» —
My (R") untuk ¢(r) =7 9,1 <p < q < .

2.10 Perumuman Ruang Morrey Lemah
Seperti halnya perumuman ruang Morrey, menuliskan definisi perumuman

ruang Morrey lemah sebagai berikut.
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Definisi 2.15 Misalkan ¢ € g, , perumuman ruang Morrey lemah wMg(R")

didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur f di R™ sedemikian
sehingga

1
ey = _sup  x € B@m:f@] > 13P) < o

R0 G()1B(a, )P

2.11 Kajian Keislaman

Alla SWT. Berfirman “Dan laksanakanlah salat pada kedua ujung siang (pagi
dan petang) dan pada bagian permulaan malam. Perbuatan-perbuatan baik itu menghapus
kesalahan-kesalahan. Itulah peringatan bagi orang-orang yang selalu mengingat (Allah)
(Q.S Hud : 114).

Dalam tafsir Ibnu Katsir dijelaskan bahwa 'Ali bin Abi Thalhah berkata dari
Ibnu 'Abbas "Dan dirikanlah shalat itu pada kedua tepi siang (pagi dan petang), " ia
berkata: "Yakni shubuh dan maghrib, " begitu juga yang dikatakan oleh al-Hasan
dan 'Abdur Rahman bin Zaid bin Aslam. Al-Hasan berkata dalam riwayat Qatadah,
adh-Dhahhak dan lain-lainnya: "la adalah shubuh dan ashar." Dan Mujahid berkata:
"la adalah shubuh pada awal siang dan selanjutnya zhuhur dan ashar."

"Dan pada bahagian permulaan daripada malam. " Ibnu 'Abbas, Mujahid, al-
Hasan dan lain-lainnya berkata: "Yaitu shalat isya." 'Al-Hasan  berkata dalam
riwayat Ibnul Mubarak, dari Mubarak bin Fadhalah, darinya, "Dan pada bahagian
permulaan dari pada malam, " yakni maghrib dan isya'. Kemungkinan ayat ini turun
sebelum diwajibkannya shalat lima waktu pada malam Isra', karena sesungguhnya
shalat yang diwajibkan hanyalah dua, yaitu shalat sebelum terbit matahari dan
shalat setelah terbenamnya matahari. Pada pertengahan malam, wajib atasnya dan
juga umatnya melaksanakan shalat giyamul lail, lalu dihapuskan kewajiban tersebut

dari umatnya, akan tetapi tetap kewajiban itu untuk beliau, juga ada yang
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berpendapat, dihapuskan pula kewajiban itu atas beliau setelah itu. Wallahu a'lam.
Firman-Nya, "Sesungguhnya perbuatan-perbuatan yang baik menghapuskan (dosa)
perbuatan-perbuatan yang buruk. " Allah berfirman: "Sesungguhnya melakukan
kebaikan adalah menghapus dosa-dosa yang telah lewat."”

Ayat ini diturunkan berkenan dengan seorang sahabat yang mencium
perempuan bukan muhrimnya. Kemudian sahabat itu menceritakannya kepada
Nabi Saw.

Maka Nabi Saw. Bersabda sampai dengan perkataan berikutnya berikut ini:
“(hal ini) berlaku bagi umatku seluruhnya”

hadist ini diriwayatkan oleh Imam Bukhari (itulah peringatan bagi orang-orang
yang ingat) sebagai pelajaran bagi orang-orang yang mau mengambil pelajaran.

Sebagaimana dalam hadits yang diriwayatkan oleh Imam Bukhari dan ahli
hadits dari Amirul Mukminin 'Ali bin Abi Thalib, ia berkata: "Dulu, jika aku
mendengar suatu hadits dari Rasululah maka Allah memberiku manfaat darinya
dengan sebaik-baik manfaat, jika seseorang membicarakan hadits kepadaku, aku
meminta ia untuk bersumpah. Dan jika ia telah bersumpah, aku mempercayainya.”
Abu Bakar membicarakan hadits kepadaku dan ia adalah seorang yang jujur,
bahwasanya ia telah mendengar

Rasulullah bersabda: "Tidak ada seorang muslim yang melakukan dosa,
kemudian ia berwudhu dan shalat dua rakaat, melainkan ia diampuni. "

Dari Amirul Mukminin 'Utsman bin 'Affan, bahwasanya dia berwudhu
seperti wudhunya Rasulullah di hadapan para sahabat, kemudian dia berkata:

"Beginilah aku melihat Rasulullah berwudhu dan beliau bersabda:
‘Barangsiapa berwudhu seperti wudhuku, kemudian ia shalat dua rakaat yang ia

tidak membicarakan dirinya dalam shalatnya, maka diampuni dosanya yang telah
lewat." hadist ini diriwayatkan oleh Imam Bukhari.
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pada bembahsan diatas menjelaskan bahwa perbuatan baik menghapuskan
kesalahan. pada ilmu matematika norm memiiki arti jarak pada vektor, yang mana

jarak tersebut selalu memiliki nilai positif (Ghoffar, 2003).
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PEMBAHASAN

3.1 Syarat Cukup Ketaksamaan Holder dan Ketaksamaan Minkowski di
Perumuman Ruang Morrey
Penelitian yang dilakukan adalah menunjukkan syarat cukup ketaksamaan

Holder dan Ketaksamaan Minkowski di ruang Perumuman Ruang Morrey M 5 dan
Perumuman Ruang Morrey lemah wMg.

Sebelum menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Holder dan Ketaksamaan
Minkowski diperumuman ruang Morrey, kita tunjukkan terlebih dahulu
ketaksamaan Holder diruang Morrey yang ditulis oleh Ifronika pada tahun 2018.
Teorema 3.1 Misalkan 1 <p<qg <o, 1<p,p,p; <o, dan 1<q,qy,q; <

oo, maka pernyataan berikut equivalent:

1) ~+>-<idan—+—==,
P1 D2 14 q1 qz q
(2) ||fg||M;, < ||f||]\/[g,11 ||g||M5,22 untuk semua f € MP*(R™) dan g € M2 (R™).

Selanjutnya akan dicari syarat cukup untuk perumuman ruang Morrey. Diketahui

bahwa M (R™) = Mg (R™) untuk ¢(r) =1 4,

1
—t— = - (diketahui)
a1 Q2 q
n
—n (i + i) = —— (kedua ruas dikali -n)
1 92 a
—-n -n n . .. .
—+ (—) = —— (sifat distributif)
a1 q2 q

19



-n [—n n
rﬁJ’(ﬁ) =r 4 (r > 0)

—n -n _n
rd1 X rdz =r 4 (sifat distributif)
$1(r) X $2(r) = p(r) (diketahui ¢(r) = r 1)

o, Xp, =¢ (membagi kedua ruas dengan (1))
Maka diketahui bahwa syarat cukup untuk perumuman ruang Morrey adalah

1 1 1
—+ — < =dan ¢, X = ¢.
P1 P2 14 ¢1 ¢2 d)

3.1.1 Perumuman Ruang Morrey

20

Pada dasarnya, ruang Morrey merupakan perluasan dari ruang Lebesgue,

dan perumuman ruang Morrey merupakan perluasan dari ruang Morrey.

Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut yang menunjukkan

ketaksamaan Holder di perumuman ruang Morrey.
Teorema 3.2 Misalkan 1<p,p;,p, <o dand¢,d,,d, € Gp,

pernyataan berikut equivalent:

= <2 dan ¢, X ¢, = ¢.

1
(1)P_1+P2 v

maka

) ||fgI|M£ < ||f||M£; ||g||M£§ untuk semua f € M!(R™) dan g € Mp2(R™).

Bukti . Ambil f dan g fungsi kontinu di M (R™)
Dari teorema 3.1 Diketahui pi + pi < %dan ¢y X P, = .
1 2

Kemudian berangkat dari definisi ||fg||M£ diperoleh:

(R™)
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1

|f(x)g(x)|r’dx>p

||fg||]\/[p,¢ 1 < 1

= Su
ae]R{,P>O d)(r) |B(a,r)| B(a,r)

(definisi perumuman ruang Morrey)

1
< sup

1
7
D1 D2
aeRr>o¢(r><|B<a,r>| s DN dx)

(sifat perkalian mutlak dan diketahui bahwa pi + pi = %)
1 2

IA

sup ( ! X ! )
acR,r>0 ¢1 (T‘) ¢2 (T)
1

|f(x)|p1|g(x)|p2dx)p

( 1
|B(a, r)l B(a,r)

(diketahui bahwa ¢; X ¢, = @)

< sup ( ! X ! )
_aelR,r>0 (]51(7") (]52(7')

1

;<f If(x)lpldxxf |g(x)|p2dx> '
1B(a, ) \Jp@r B(ar)

(sifat integral taktentu)

< sup ( ! X ! )
" aeRr>0 \P1 (1) a(7)
1

|g<x)|P2dx)p

|f (0)[Prdx x

1
<|B(a, T)l B(ar) |B(a' T)l B(a,r)

(sifat distributif)

1 1
< su | (x Ipldx>
aER,7P>0 ¢1(r) <|B(a’ )| B(a,r) f&)
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1 1
X x)|Pzdx
$2(r) <IB(a, 9] B(a,r)lg( ) )
(sifat distributif)
= 1171551 Mgl
(definisi)
Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di

perumuman ruang Morrey . Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan Holder di
perumuman ruang Morrey M(}f adalah pi + pi < % dan ¢, X ¢, = ¢.
1 2

Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut yang menunjukkan

ketaksamaan Minkowski di perumuman ruang Morrey.
Teorema 3.3 Misalkan 1<p,p;,p; <o dana¢,d;, P, € Gp, maka
pernyataan berikut equivalent:
(1)pil+pizs% dan ¢, X ¢, = ¢.
(2)||f+g||M£ < ||f||M£; + ||g||M£; untuk semua f € M5! (R™) dan
g€ quzz (R™).
Bukti . Ambil f dan g fungsi kontinu di Mg(]R”)
Dari teorema 3.1 diketahui p_11 + i < % dan ¢; X ¢, = ¢.

Kemudian berangkat dari definisi || f + 9”M§,’(Rn) diperoleh
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1

1 1 -
= P
I 40l ~ adhieo®0) <|B<a, a7+ 90! dx)

(definisi perumuman ruang Morrey)

IA

1 1 >
P1 D2
aesuéf&m(r)(lza(a,r)l s DN F 1900l dx)

(sifat pejumlahan mutlak dan diketahui bahwapi +—< %)

D2

< sup ( ! X ! >
" aeRr>0 \P1 (1) @a(r)
1

FGOIP + |g<x)|p2dx>p

< 1
|B (aF r)l B(a,r)

(diketahui bahwa ¢, X ¢, = ¢)

< sup ( ! X ! )
_aelR,r>0 (]51(7") (]52(7')

1

;<j |f(x)|P1dx+J Ig(x)lpzdx> ’
|B(a,7)] B(ar) B(ar)

(sifat integral taktentu)

< su ( ! X ! >
= aerie0 \G1 () $y(r)

1

|g(x)|pzdx>p

|f () Prdx +

1
(lB(a, T)l B(ar) |B(a' T')l B(a,r)

(sifat distributif)
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1 1
< su | (x)|p1dx>
aE]R,7p>O ¢1(r) <|B(a' )| B(a,r) 4

1 1
+¢2(T) <|B(a,r)| B(a,r)lg(x)lp dx)

(sifat distributif)
= ||f||M£i + ||g||M£§
(definisi)
Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di
Perumuman Ruang Morrey. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan

Minkowski di Perumuman Ruang Morrey M£ adalah pi + pi s% dan ¢; X
1 2

b, = .

3.1.2 Perumuman Ruang Morrey Lemah

Pada dasarnya, ruang Morrey lemah merupakan perluasan dari ruang
Lebesgue lemah, dan perumuman ruang Morrey lemah merupakan perluasan
dari ruang Morrey lemah. Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut
yang menunjukkan ketaksamaan Holder di perumuman ruang Morrey lemah.
Teorema 3.4 Misalkan 1<p,p,p; < dang,d;,¢d, € Gp, maka

pernyataan berikut equivalent:
1 1 1
—_— —_— << = =
(1)p1 + =5 dan ¢; X ¢, = ¢.
(2)||fg||wM£ < ||f||wM£;||g||WM£§ untuk semua f € wM ! (R™) dan
g€ W]V[gz (R™).

Bukti . Ambil f dan g fungsi kontinu di wMg (R™)
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Dari teorema 3.1 diketahui pi + pi < %dan ¢ X P, = .
1 2

Kemudian berangkat dari definisi IIfgIIng(Rn) diperoleh:

Y
||fg| |WMP'¢ = ae]}sgl;p>0 l
T2 ¢(r)|B(a,b)P

(1t € Bar): f g @) > IP)

(definisi perumuman ruang Morrey lemah)

|4

= sup I
T $()IB (@, n)IP

(16 € B@P: £ llg ol > 1)

(sifat perkalian mutlak)

Y
< sup T T

“RII (9, (1) x 8 (1) (1B @I x 1Ba, I

(1tr € Ba@n: I @llgl > 1P

(diketahui bahwa ¢, X ¢, = ¢ dan — + — < 3)
P1 P2 p

14
< sup I

aERT,y>0 <¢>1(r) IB(a, r)|ﬁ> ((,bz (MIB(a, r)l%)

(1t € Ba@n: I @llgl > 1P

(sifat asosiatif)

1
< sup (It e B@m:Ir @ > 1)
“ETT0 4u (1B a, D) P
|4
X sup T

aeRTY>0 o (r)|B(a, b) Pz
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(16 € B, 190l > v}
(sifat distributif)
= (111,522 191,502
(definisi)
Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di
Perumuman Ruang Morrey lemah. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan

Holder di Perumuman Ruang Morrey lemah wM, q’; adalah — + — < % dan ¢; %

P1 P2

b2 =¢.
Berdasarkan teorema 3.1 didapatkan teorema berikut yang menunjukkan
ketaksamaan Minkowski di perumuman ruang Morrey lemah.
Teorema 3.5 Misalkan 1<p,p;,p, <o dang¢,¢p,, ¢, € Gp, maka
pernyataan berikut equivalent:
1 1 1
(1)E+ES5 dan ¢; X ¢, = ¢.
@|If + g||wM£ < ||f||wM£; + ||g||wM£§ untuk semua f € wM ;! (R™) dan
gE WM(;’; (R™) .
Bukti . Ambil f dan g fungsi kontinu di wM} (R™)

Dari teorema 3.1 diketahui — + pi < %dan ¢ X P, = .
2

P1

Kemudian berangkat dari definisi || f + gllwmg(Rn) diperoleh:



||f+g||pr'¢ = Sup ! 1

aERTY>0 6 (r)|B(a, ) [P

(I{x € B(a,n): |f(x) + g(x)| > y}|%>

(definisi perumuman ruang Morrey lemah)

)4
= sup -

T $()|B(a, )P

(16 € Bar: If I+ 191 > 1)

(sifat penjumlahan mutlak)

14
< sup -

“EII0 (1) + $2(1) (1B @, I + |B(a, 1) P2

(I{x € B(a,r):|f(x) + g(x)| > y}|5>

(diketahui bahwa ¢, X ¢, = ¢ dan — + — < )
P1 P2 P

14
< sup -

aERT,y>0 <¢>1(r) IB(a, r)|ﬁ> ((,bz (MIB(a, r)l%)

(l{x € B(a,n):If(x) + g(x)| > y}|5>

(sifat asosiatif)

14
< sup -

aERTY>0 4y (r)|B(a, 7)[Px

(16 € B 17l > i)

+ sup Y T

aERTY>0 4 (r)|B(a,T)|P2
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(1t € B )19l > 1iie)

(sifat distributif)

= 1171122 + g1l 22
(definisi)
Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Pernyataan (2) terbukti berlaku di
Perumuman Ruang Morrey lemah. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan

Minkowski di Perumuman Ruang Morrey lemah qu’g adalah — + — < % dan

P1 P2

b1 X P, = .



BAB IV
PENUTUP

4.1. Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas pada bab sebelumnya, maka
penulis dapat menyimpulkan bahwa syarat cukup ketaksamaan Holder dan

ketaksamaan Minkowski di Perumuman Ruang Morrey Mé’ dan Perumuman
Ruang Morrey lemah wM£ adalah pi+ pi < % dan ¢, X ¢, = ¢, dengan 1 <
1 2

P, P1, P2 <o dan ¢, ¢1' ¢2 € gp

4.2. Saran

Untuk penelitian selanjutnya, Penulis menyarankan penggunaan ruang fungsi
yang lain. Selain itu juga bisa dilakukan penelitian untuk syarat perlu ketaksamaan
Holder dan ketaksamaan Minkowski di ruang perumuman ruang Morrey dan
perumuman ruang Morrey lemah sehingga dapat diketahui nilai ekuivalen dari

kedua syarat tersebut.

29



DAFTAR PUSTAKA

Al-Qur’an Terjemah. 2015. Departemen Agama RI. Bandung: CV Darus Sunnah.

Anton,H. dan Rorres, C. 2014. Elementary Linear Algebra 11th Edition, Anton-
Textbooks, Inc., United States of America.

Grafakos, L. 2008. Classical Fourier Analysis Second Edition. New York:
Springer.

Ghoffar,M.Abdul. 2003. Tafsir Ibnu Katsir Jilid 4, Bogor: PUSTAKA IMAM
ASY-SYAFT'L.

Hardy, J. E. 1934. Inequalities. London: Cambridge University Press.

Hutnik, O. 2000. Some integral inequalities of Holder and Minkowski. Mathematics
Subject Classication, 17-32.

Ifronika, Idris, Masta, dan Gunawan. 2018. Generalized Hdlder’s Inequality in
Morrey Spaces. Matematicki Vesnik, 70 (4): 326-337.

Kalton, Nigel. 2003. Quasi-Banach Spaces. In: Handbook of The Geometry of
Banach Spaces, Vol.2, Elsevier Science B. V.

Kantorovich, L. V. dan Akilov, G. P. 1982. Functional Analysis (Second Edition):
Normed Spaces. Pergamon.

Kreyszig, Erwin. 1978. Introductory Functional Analysis with Applications,
JohnWiley Sons, New York.

Li, Y., Gu, X., dan Zhao, J. 2018. The Weighted Arithmetic Mean-Geometric Mean
Inequality is Equivalent to the Héolder’s Inequality. Symmetry, 10.

Limanta, Kevin mandira. 2014. Ruang Morrey Kuat dan Lemah, Program Studi
Sarjana Matematika.FMIPA, Institusi Teknologi Bandung.

Maligranda, L. 1995. A Simple Proof of the Holder and the Minkowski Inequality.
Mathematical Association of America, 256-259.

Mu'tazili, A. 2019. Sifat Inklusi dan Beberapa Konstanta Geometri untuk Ruang
Morrey Kecil. Tesis Program Magister. Institut Teknologi Bandung.

Muhammad bin Ismail al-Bukhari, A. 2002. Shohih al-Bukhari. Damaskus: Dar Ibn
al-kathir.

Royden,H. L. dan Fitzpatrick, P. M. 2010. Real Analysis Fourth Edition, Pearson
Education Asia Limited and China Machine Press, Republic of China.

30



31

Wu, H. W. 2016. Anisotropic Herz-Morrey Spaces with Variable Exponents.
Khayyam Journal of Mathematics, 177-187

Zakir, Muhammad. 2015. Sifat-sifat Ruang Banach Hom (U,V), jurnal matematika,
statistika dan komputsi, 11(2), 115-121.



RIWAYAT HIDUP

Nahdliyatul Ummabh, lahir di pasuruan pada tanggal 28
november 1998. Putri pertama dari Bapak Toha Mahsun dan Ibu
Siti Khusnah. la dilahirkan dan dibesarkan di rumah sederhana

yang terletak Dusun Sukun Desa Bakalan Kecamatan Purwosari

v Kabupaten Pasuruan.

Perempuan dengan sapaan Nadya ini telah menempuh pendidikan formal
mulai dari TK Miftahul Ulum yang lulus pada tahun 2005, dilanjutkan dengan
pendidikan dasar di M1 Miftahul Ulum lulus pada tahun 2011. Semasa menempuh
pendidikan dasar, dia juga menempuh pendidikan non-formal 6 tahun di Madrasah
Diniah Miftahul Ulum dan TPQ Darus Salam 3. Kemudian dia menempuh jenjang
menengah pertama di SMPN 2 Kraton dan lulus pada tahun 2014. Selanjutnya
menempuh pendidikan di MAN Kraton Al-yasini dan lulus pada tahun 2017, yang
juga pada periode yang sama menempuh pendidikan non-formal 6 tahun di Pondok
Pesanten Miftahul Ulum Al-yasini. Pada tahun yang sama juga tercatat sebagai
mahasiswa di program studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.



KEMENTRIAN RI

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI

MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI

J1. Gajayana Ne. 50 Dinoyo Malang Telp/Fax.(0341)558933

R e e B R e R o X S P TS A s

BUKTI KONSULTASI SKRIPSI
Nama : Nahdliyatul Ummah
NIM : 17610053
Fakultas/ Program Studi : Sains dan Teknologi/ Matematika
Judul Skripsi :Syarat Cukup Ketaksamaan Hélder dan
Ketaksamaan =~ Minkowski di Perumuman Ruang
Morrey
Pembimbing I : Dr. Hairur Rahman, M.Si
Pembimbing II : Dewi Ismiarti, M.Si
No. | Tanggal Hal Tapda Tangan
1. | 10 April 2021 Konsultasi Bab I dan Bab IT 1
2. | 25 April 2021 Konsultasi Agama Bab 2. 49/
3. 03 Mei 2021 Revisi Bab I dan Bab II 3. J
4. |14 Juni 2021 Konsultasi Agama Bab II 447/
5. | 15 Juni 2021 ACC Bab I dan Bab II 3. ﬁ'/
6. | 15 September 2021 | Konsultasi Bab III 6. F
7. | 10 Oktober 2021 Konsultasi Integrasi Keislaman | 7. 471/
i
8. |20 Oktober 2021 Konsultasi Bab IV dan Abstrak 8. J/
\
9. | 05 November 2021 | ACC BabIIL, IV dan Abstrak | 9. }-
10. | 05 November 2021 | ACC Agama Keseluruhan 10. ﬂ%
11. | 05 November 2021 | ACC Keseluruhan 11. r

Malang, 21 Desember 2021
Mengetahui,
Ketya Prpogram Studi Matematika

Dr.|Elly]Susanti, M.Sc
. 19741129 200012 2 005



