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ABSTRAK 

 

Utami, Sri. 2021. Ruang 𝓵𝒑 pada Norm-2 Lengkap. Skripsi. Program Studi 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman, M. 

Si, (2) Dewi Ismiarti, M.Si. 

 

Kata Kunci: Ruang ℓ𝑝
, Ruang Norm-2, Ruang Banach. 

 

Ruang ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ adalah himpunan barisan bilangan Riil yang 

memenuhi ∑ |𝑥𝑛|𝑝 < ∞∞
𝑛=1 . Fungsi pada ruang vektor 𝑋 yang bernilai Riil yang 

memenuhi sifat-sifat norm-2 dinotasikan dengan ‖⋅,⋅‖ dan pasangan (𝑋, ‖⋅,⋅‖) 
disebut ruang norm-2. Ruang norm-2 dikatakan lengkap atau disebut ruang Banach-

2 jika setiap barisan Cauchy dalam ruang tersebut konvergen ke suatu elemen yang 

ada dalam ruang tersebut. Penelitian ini dilakukan untuk membuktikan ruang ℓ𝑝 

pada norm-2 lengkap. Langkah pertama untuk membuktikan kelengkapan tersebut 

adalah dengan membuktikan norm yang terdapat pada ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

memenuhi sifat-sifat norm-2. Selanjutnya membuktikan norm yang diturunkan dari 

norm-2 ekuivalen dengan norm pada ℓ𝑝. Selanjutnya menunjukkan bahwa setiap 

barisan Cauchy dalam ruang ℓ𝑝 konvergen ke suatu elemen yang ada dalam ruang 

ℓ𝑝. Berdasarkan pembuktian tersebut diperoleh bahwa (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖) merupakan ruang 

norm-2 yang lengkap. 
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ABSTRACT 

 

Utami, Sri. 2021. On The 𝓵𝒑 Space on 2-Norm is Complete. Thesis. Department 

of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik 

Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur 

Rahman, M. Si, (2) Dewi Ismiarti, M.Si. 

 

Keywords: Space ℓ𝑝, 2-Normed Space, Banach Space.  

  

 The ℓ𝑝 space with 1 ≤ 𝑝 < ∞ is the set of Real numbers that satisfy 
∑ |𝑥𝑛|

𝑝 < ∞∞
𝑛=1 . The function in the vector space 𝑋 which has Real value which 

fulfills the 2-norm properties is denoted by ‖⋅,⋅‖ and the pair (𝑋, ‖⋅,⋅‖) is called the 

2-normed space. A 2-normed space is said to be complete or called a 2-Banach 

space if every Cauchy sequence in the space converges to an element in that space. 

This research was conducted to prove the ℓ𝑝 space on 2-norm is complete. The first 

step to prove the completeness is to prove that the norm contained in ℓ𝑝 with 1 ≤
𝑝 < ∞ satisfies the properties of 2-norm. Next, prove that the norm derived from 

2-norm is equivalent to the norm in ℓ𝑝. Next shows that every Cauchy sequence in  

ℓ𝑝space converges to an element in ℓ𝑝 space. Based on this proof, it is found that 

(ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖)  is a complete 2-norm space. 
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 مخلص

 

البحث العلمي. . الفضاء المحمرفي  𝓵𝒑. على اكتمال الفضاء ٢٠٢١أوتامي، سري. 

قسم الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية 

المشرفة  (٢)دكتور. خير الرحمن، الماجستير ال  (١الحكومية بمالانج. المشرف : )

 ديوي اسمارتي، الماجستير. 

 

 )ormN Ruang-2( ٢-المحمرالفضاء ، )ℓ𝑝 ( ℓ𝑝 Ruangالفضاء الكلمات الأساسية :

 . )Ruang Banach(، الفضاء باناتش 

 

1مع  ℓ𝑝الفضاء  ≤ 𝑝 < سلسلات العدد الحقيقي التي ترضي  مجموعةهو  ∞
∑ |𝑥𝑛|

𝑝 < ∞∞
𝑛=1.  فضاء متجه الوظيفة في𝑋  يفي بخصائص الذي يتمتع بقيمة حقيقية

,𝑋)ويطلق على زوج .  ‖⋅,⋅‖يشير إليه  ٢-المحمر  .٢-اسم الفضاء المحمر (‖⋅,⋅‖

تسلسل إذا تقارب كل  ٢-الفضاء باناتشكامل أو يسمى  ٢-الفضاء المحمرويقال إن 

و قد اجريت هذه البحوث لإثبات  في الفضاء إلى عنصر في ذلك الفضاء. كوشي

الخطوة الأولى لإثبات الاكتمال هي إثبات أن  .كامل ٢-المحمرفي  ℓ𝑝الفضاء 

1مع  ℓ𝑝الوارد في  المحمر ≤ 𝑝 < بعد ذلك، إثبات  .٢-المحمريفي بخصائص   ∞

التالي يبين أن كل  .ℓ𝑝في المحمر  معتعادل  ٢-المحمرالمستمدة من  المحمرأن 

واستناداً إلى هذا  .ℓ𝑝الفضاء تقارب إلى عنصر في  ℓ𝑝الفضاء في كوشي تسلسل 

,ℓ𝑝)وجد أن الدليل،   كامل. ٢-المحمرهو فضاء  (‖⋅,⋅‖
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Konsep ruang norm pertama kali diperkenalkan oleh S. Banach, H. Hahn dan 

N. Wiener pada tahun 1922, kemudian teorinya dikembangkan oleh S. Banach pada 

tahun 1932. Ruang norm adalah ruang yang dibangun dari ruang vektor dengan 

norm yang didefinisikan di dalamnya. Fungsi pada ruang vektor 𝑋 yang bernilai 

Riil yang memenuhi sifat-sifat norm dinotasikan dengan ‖⋅‖ dan pasangan (𝑋, ‖⋅‖) 

disebut ruang norm (Kreyzig, 1978). 

Konsep ruang norm-2 diperkenalkan oleh Gahler pada tahun 1960-an, yakni 

suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan fungsi norm-2. Pada hal ini, norm-2 

adalah suatu fungsi Riil dari dua buah vektor dengan sifat-sifat yang serupa dengan 

sifat-sifat norm. Oleh sebab itu, konsep norm-2 dapat dilihat sebagai bentuk 

perkembangan dari konsep norm. Norm-2 dinotasikan dengan ‖⋅,⋅‖ dan pasangan 

(𝑋, ‖⋅,⋅‖) disebut ruang norm-2.  

Pada ruang norm-2 dipelajari tentang kekonvergenan dan barisan Cauchy. 

Barisan (𝒙𝒌) di ruang norm-2 (𝑋, ‖⋅,⋅‖) dikatakan konvergen ke 𝒙 di 𝑋 jika untuk 

setiap 𝜀 positif terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖ < 𝜀. Suatu barisan (𝒙𝒌) di ruang norm-2 (𝑋, ‖⋅,⋅‖) dikatakan barisan 

Cauchy jika untuk setiap 𝜀 positif terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 

setiap 𝑘, 𝑚 ≥ 𝐾(𝜀) dengan 𝑘, 𝑚 ∈ ℕ berlaku ‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖ < 𝜀. Ruang norm-2 

dikatakan lengkap atau disebut ruang Banach-2 jika setiap barisan Cauchy (𝒙𝒌) di 

𝑋 konvergen ke suatu 𝒙 ∈ 𝑋 (Schnaubelt, 2019).  
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Terdapat beberapa contoh ruang norm yang dilengkapi dengan masing-masing 

karakteristiknya, salah satunya adalah ruang ℓ𝑝. Menurut Alsina, dkk (2010) ruang 

ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ adalah himpunan barisan bilangan Riil 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … ) yang 

memenuhi ∑ |𝑥𝑛|𝑝 < ∞.∞
𝑛=1  Lebih lanjut, diketahui bahwa (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) adalah suatu 

ruang Banach (Marciszewski & Pol, 2009). Selain itu, ℓ𝑝 dapat dipandang pula 

sebagai ruang norm-2. Norm-2 pada ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ terdapat dua versi yaitu 

versi Gahler dan versi Gunawan. Versi Gahler didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙, 𝒚‖𝑝
∗ = sup

𝑓,𝑔∈(ℓ𝑝)′

‖𝑓‖,‖𝑔‖≤1

{|
𝑓(𝑥) 𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥) 𝑔(𝑦)
|}  

(Muttaqin & Gunawan, 2010) dengan (ℓ𝑝)′ adalah ruang dual dari ℓ𝑝 yaitu 

himpunan semua fungsional linier terbatas pada ℓ𝑝. Gahler memperkenalkan norm-

2 ‖𝒙, 𝒚‖𝑝
∗  pada tahun 1969. Pada saat itu masih belum banyak sifat yang diketahui 

tentang norm-2 ‖𝒙, 𝒚‖𝑝
∗ . Selanjutnya, norm-2 pada ℓ𝑝 versi Gunawan 

diperkenalkan oleh Hendra Gunawan pada tahun 2001, yang didefinisikan sebagai 

berikut: 

‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

  

(Muttaqin & Gunawan, 2010). Definisi norm-2 pada ℓ𝑝 versi Gunawan terinspirasi 

dari observasi terhadap norm-2 standar pada ℓ2, yaitu 

‖𝒙, 𝒚‖𝑠 = ([det [
〈𝒙, 𝒙〉 〈𝒙, 𝒚〉

〈𝒙, 𝒚〉 〈𝒚, 𝒚〉
]]

2

)

1
2

. 
(1.1) 
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Definisi ini dapat dilakukan karena ℓ2 adalah ruang Hilbert atau ruang hasil kali 

dalam yang lengkap. Sedangkan, ℓ𝑝 dengan 𝑝 ≠ 2 tidak memiliki hasil kali dalam 

sehingga norm-2 tidak dapat didefinisikan seperti (1.1). 

Pada tahun 2001, Hendra Gunawan dan M. Mashadi mengkaji hubungan antara 

ruang Banach-2 dengan ruang Banach, yang dibuktikan dengan kekonvergenan 

norm-2 ekuivalen dengan norm yang diturunkan dari norm-2. Terkait dengan hal 

tersebut, maka terdapat ide mengenai ekuivalensi di ruang norm. Oleh karena itu, 

perlu untuk mengkaji tentang ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap.  

Pada penelitian sebelumnya, Sukran Konca, dkk (2016) dalam tulisannya “A 

New 2-Inner Product on the Space of p-Summable Sequences” membahas tentang 

hasil kali dalam-2 dan norm-2 pada ℓ𝑝 yang memenuhi hukum jajargenjang. Selain 

itu, pada penelitian tersebut juga membuktikan ruang (ℓ𝑣
2 , ‖⋅,⋅‖2,𝑣,𝑤) merupakan 

ruang Banach-2 yang dibuktikan dengan sebarang barisan Cauchy di (ℓ𝑣
2 , ‖⋅,⋅‖2,𝑣,𝑤) 

konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑣
2. Begitu juga ruang (ℓ𝑣

2 , 〈⋅,⋅〉2,𝑣,𝑤) merupakan ruang Hilbert-2.  

Selanjutnya, penulis terinspirasi untuk meneliti ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap. 

Langkah yang dilakukan penulis yaitu mendefinisikan norm baru pada ℓ𝑝. 

Kemudian, menunjukkan ekuivalensi norm tersebut dengan norm pada ℓ𝑝. 

Ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap dapat dianalogikan dengan konsep ikhtiar, doa 

dan tawakal dalam Islam. Allah Swt. berfirman dalam Q.S Ar-Ra’d ayat 11 yang 

artinya: 

“Sesungguhnya Allah tidak akan mengubah keadaan suatu kaum sehingga mereka 

mengubah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri”. 

Pada ayat tersebut Allah Swt. memerintahkan manusia untuk berikhtiar karena 

Allah tidak akan merubah keadaan menjadi lebih baik sebelum manusia berikhtiar. 

Ikhtiar harus dilakukan pada jalan yang benar dan dilakukan dengan bersungguh-
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sungguh. Ikhtiar dari manusia harus disertai dengan ketrampilan yang memadai 

agar tidak terjadi kegagalan.  

Ikhtiar pada manusia harus dilengkapi dengan berdo’a dan bertawakal kepada 

Allah Swt.  Manusia yang berdo’a artinya memohon pertolongan kepada Allah Swt. 

Alasan manusia harus berdo’a karena Allah yang memiliki izin atas kehendak setiap 

mahluk-Nya. Jika manusia telah berusaha dan berdo’a, maka ia harus bertawakal 

kepada Allah Swt. Bertawakal artinya menyerahkan segala usaha dan do’a yang 

telah dilakukan kepada Allah Swt.  

Konsep ikhtiar, do’a dan tawakal merupakan langkah yang lengkap untuk 

melakukan perubahan pada diri manusia. Pada hal ini, sama halnya dengan ruang 

ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap yang membutuhkan beberapa langkah untuk membuktikan 

bahwa norm-2 pada ℓ𝑝 merupakan ruang norm-2 yang lengkap. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan pembahasan dari latar belakang tersebut, didapatkan rumusan 

masalah yaitu bagaimana ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap? 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, diperoleh tujuan penelitian yaitu untuk 

membuktikan ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap. 

 

1.4 Manfaat Penelitian  

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai pengetahuan baru di bidang 

analisis fungsional khususnya tentang ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap. 
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1.5 Batasan Masalah  

Pada penelitian ini, penulis hanya membatasi peneltian ruang ℓ𝑝 pada norm-2 

lengkap. 

 

1.6 Metode Penelitian  

Metode yang dimanfaatkan penulis untuk melakukan penelitian ini adalah 

metode studi literatur atau kajian pustaka. Penelitian ini dilakukan dengan 

mempelajari dari berbagai literatur antara lain e-book, buku cetak dan jurnal ilmiah. 

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mendefinisikan ruang norm-2. 

2. Mendefinisikan kekonvergenan barisan pada ruang norm-2. 

3. Mendefinisikan norm-2 pada ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞. 

4. Menunjukkan norm-2 pada ℓ𝑝 memenuhi sifat-sifat norm-2. 

5. Membuktikan ekuivalensi norm baru pada ℓ𝑝 dengan norm pada ℓ𝑝. 

6. Menunjukkan ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap. 

7. Membuat kesimpulan dari hasil pembahasan. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

 Sistematika penulisan pada penelitian ini adalah: 

Bab I Pendahuluan 

Pendahuluan berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

pustaka, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan 

sistematika penulisan. 
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Bab II Kajian Pustaka 

Kajian pustaka berisi tentang materi yang berkaitan dengan topik 

pembahasan yaitu barisan bilangan Riil, ruang vektor, ruang norm, ruang 

norm-2 dan ruang barisan. Selain itu, terdapat konsep ikhtiar, do’a dan 

tawakal. 

Bab III Pembahasan 

Pembahasan berisi tentang teorema ruang ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap, serta 

hasil integrasi penelitian dengan konsep ikhtiar, do’a dan tawakal. 

Bab IV Penutup 

Penutup berisi tentang kesimpulan dari penelitian dan saran. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Barisan Bilangan Riil 

Barisan dikenalkan sebagai kumpulan bilangan. Kumpulan bilangan tersebut 

membentuk sebuah pola, contohnya pola barisan geometrik dan barisan aritmatika. 

Pada pembahasan ini akan dibahas barisan dari sudut pandang analisis berdasarkan 

definisi dari (Bartle & Sherbet, 2000). 

Definisi 2.1. Barisan bilangan Riil adalah suatu fungsi dari himpunan bilangan 

Asli ke himpunan bilangan Riil. 

Jadi, barisan adalah fungsi 𝑋: ℕ → ℝ untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ nilai fungsi 𝑋(𝑘) 

biasanya ditulis sebagai 

𝑋(𝑘) = 𝑥𝑘 

dan disebut suku ke-𝑘 dari barisan bilangan Riil 𝑋.  Notasi barisan yang sering 

digunakan adalah (𝑥𝑘) atau {𝑥𝑘} atau (𝑥𝑘): 𝑘 ∈ ℕ. 

Cara Penulisan Barisan  

Berikut ini beberapa contoh barisan dan penulisannya: 

a. 𝑋 = (4,6,8,… ) merupakan barisan bilangan genap, bisa ditulis sebagai 𝑋 =

(2𝑘: 𝑘 ∈ ℕ). 

b. 𝑌 = (
1

1
,
1

2
,
1

3
, … )  bisa ditulis 𝑌 = (

1

𝑘
: 𝑘 ∈ ℕ). 

c. Barisan Fibonacci, barisan yang berbentuk 𝐹 = (1,1,2,3,5,8,… ). Barisan ini 

bisa ditulis sebagai berikut: 

𝐹 = (𝑥𝑘: 𝑘 ∈ ℕ) dengan 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1, 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘−2 untuk 𝑘 ≥ 3. 
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2.1.1 Limit Barisan 

Definisi 2.2.  Misalkan (𝑥𝑘) barisan bilangan Riil. Bilangan Riil 𝑎 dikatakan limit 

barisan (𝑥𝑘) jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) dengan 𝑘 ∈ ℕ berlaku |𝑥𝑘 − 𝑎| < 𝜀. 

Jika bilangan Riil 𝑎 adalah limit dari barisan (𝑥𝑘), maka barisan (𝑥𝑘) 

dikatakan konvergen ke 𝑎, ditulis sebagai berikut: 

lim
𝑘→∞

(𝑥𝑘) = 𝑎  atau lim(𝑥𝑘) = 𝑎 atau 𝑥𝑘 → 𝑎. 

Jika (𝑥𝑘) tidak konvergen, maka (𝑥𝑘) dikatakan divergen. 

Teorema 2.3. Barisan bilangan Riil hanya mempunyai satu limit. Artinya, jika 

suatu barisan konvergen maka limitnya tunggal. 

Bukti: Andaikan barisan (𝑥𝑘) mempunyai limit lebih dari satu yaitu 𝑎 dan 𝑏 

dengan 𝑎 ≠ 𝑏. Karena lim(𝑥𝑘) = 𝑎 artinya untuk setiap 𝜀 > 0, pilih 𝜀 =
𝜀

2
  

terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) berlaku |𝑥𝑘 − 𝑎| <
𝜀

2
 . 

Selanjutnya, lim(𝑥𝑘) = 𝑏 artinya untuk setiap 𝜀 > 0, pilih 𝜀 =
𝜀

2
 terdapat 𝐾1(𝜀) ∈

ℕ sedemikian sehingga ∀𝑘 ≥ 𝐾1(𝜀) berlaku 

|𝑥𝑘 − 𝑏| <
𝜀

2
 . 

Sekarang pilih 𝑀 = maks{𝐾(𝜀), 𝐾1(𝜀)} sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝑀 

berlaku 

|𝑎 − 𝑏| = |𝑎 − 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘 − 𝑏| 

 ≤ |𝑎 − 𝑥𝑘| + |𝑥𝑘 − 𝑏| 

 <
𝜀

2
+

𝜀

2
 

 < 𝜀. 

(Ketaksamaan Segitiga) 
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Sehingga diperoleh |𝑎 − 𝑏| < 𝜀. Karena |𝑎 − 𝑏| < 𝜀 untuk setiap 𝜀 > 0, 

akibatnya 

|𝑎 − 𝑏|  = 0 

⟺ 𝑎 − 𝑏 = 0 

⇔         𝑎 = 𝑏. 

Hal ini kontradiksi dengan 𝑎 ≠ 𝑏. 

Jadi, terbukti bahwa suatu barisan yang konvergen maka limitnya tunggal. 

Contoh 2.1. Menggunakan definisi limit, buktikan bahwa 

lim (
3𝑘 + 1

2𝑘 + 5
) =

3

2
 . 

Bukti: Ambil sebarang 𝜀 > 0 maka terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ dengan 𝐾(𝜀) >
13

4𝜀
 

sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) atau 
1

𝐾(𝜀)
≥

1

𝑘
 berlaku 

|𝑥𝑘 −
3

2
| = |

3𝑘 + 1

2𝑘 + 5
−

3

2
| = |

−13

4𝑘 + 10
| = |

13

4𝑘 + 10
| ≤

13

4𝐾(𝜀)
< 𝜀 . 

Jadi, terbukti bahwa lim (
3𝑘+1

2𝑘+5
) =

3

2
 .  

Selanjutnya, akan diberikan sifat-sifat barisan konvergen menurut Bartle 

dan Sherbet (2000). 

Definisi 2.4. Suatu barisan bilangan Riil 𝑋 = (𝑥𝑘) dikatakan terbatas jika 

terdapat bilangan Riil 𝑀 > 0 sehingga |𝑥𝑘| ≤ 𝑀, untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

Teorema 2.5. Jika barisan (𝑥𝑘) konvergen, maka barisan (𝑥𝑘) terbatas. 

Bukti: Pilih 𝜀 = 1 maka terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) 

berlaku |𝑥𝑘 − 𝑥| < 1. 

Karena |𝑥𝑘| = |𝑥𝑘 − 𝑥 + 𝑥| 

 ≤ |𝑥𝑘 − 𝑥| + |𝑥| (Ketaksamaan Segitiga) 
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≤ 1 + |𝑥|. 

Sehingga diperoleh |𝑥𝑘| ≤ 1 + |𝑥|.  

Misalkan himpunan 𝑆 = maks{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , |𝑥𝐾(𝜀)−1|, |𝑥| + 1}, sehingga 

diperoleh |𝑥𝑘| ≤ 𝑆, untuk semua 𝑘 ∈ ℕ. Jadi, terbukti bahwa barisan (𝑥𝑘) 

terbatas. 

 

2.1.2 Barisan Cauchy 

Berikut ini akan diberikan definisi barisan Cauchy dan Lemma barisan 

Cauchy yang bersumber dari buku (Bartle & Sherbet, 2000) 

Definisi 2.6. Suatu barisan bilangan Riil 𝑋 = (𝑥𝑘) dikatakan barisan Cauchy jika 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑘 ≥

𝐾(𝜀) maka berlaku  

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑚| < 𝜀. 

Contoh 2.2. Barisan (
1

𝑘
) adalah barisan Cauchy. 

Bukti: Pilih 𝜀 =
𝜀

2
 maka terdapat bilangan Asli 𝐾(𝜀) dengan 𝐾(𝜀) >

2

𝜀
 sedemikian 

sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) dengan 
1

𝑘
≤

1

𝐾(𝜀)
<

𝜀

2
 dan 

1

𝑚
≤

1

𝐾(𝜀)
 <

𝜀

2
 

sehingga berlaku 

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑚| = |
1

𝑘
−

1

𝑚
| ≤ |

1

𝑘
| + |

1

𝑚
| ≤

1

𝐾(𝜀)
+

1

𝐾(𝜀)
 <

𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 . 

Jadi, terbukti barisan (
1

𝑘
) merupakan barisan Cauchy. 

Lemma 2.7. Jika 𝑋 = (𝑥𝑘) adalah barisan konvergen pada bilangan Riil, maka 

𝑋 barisan Cauchy. 

(2.1) 
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Bukti: Diketahui (𝑥𝑘) barisan konvergen, misalkan barisan (𝑥𝑘) konvergen ke 𝑥. 

Pilih 𝜀 =
𝜀

2
 maka terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) 

dengan 𝑘 ∈ ℕ berlaku |𝑥𝑘 − 𝑥| <
𝜀

2
. 

Pilih 𝐾1(𝜀) = 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚,𝑘 ≥ 𝐾1(𝜀) berlaku 

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑚| = |𝑥𝑘 − 𝑥 + 𝑥 − 𝑥𝑚| 

≤ |𝑥𝑘 − 𝑥| + |𝑥 − 𝑥𝑚|    (Ketaksamaan Segitiga) 

<
𝜀

2
+

𝜀

2
< 𝜀.  

Jadi, terbukti bahwa jika 𝑋 barisan yang konvergen, maka 𝑋 barisan Cauchy. 

Lemma 2.8. Barisan Cauchy pada bilangan Riil selalu terbatas. 

Bukti: Diketahui barisan (𝑥𝑘) adalah barisan bilangan rill yang Cauchy. Pilih 𝜀 =

1 maka terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) berlaku 

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑚|   < 1 

⇔ |𝑥𝑘| − |𝑥𝑚| < 1 

⇔               |𝑥𝑘| < |𝑥𝑚| + 1 . 

Selanjutnya, akan dibuktikan |𝑥𝑘| terbatas pada 𝑀. Pilih 𝑀 =

maks{|𝑥1|, |𝑥2|, … , |𝑥|𝐾(𝜀)−1 , |𝑥𝑚| + 1 } sehingga diperoleh |𝑥𝑘| ≤  𝑀 untuk 

setiap 𝑘 ∈ ℕ. Jadi, terbukti bahwa barisan Cauchy pada bilangan Riil selalu 

terbatas. 

 

2.2 Ruang Vektor  

Definisi 2.9. (Anton & Rorres, 2005) Misalkan 𝑋 adalah himpunan tak kosong 

dengan dua operasi yaitu operasi penjumlahan dan operasi perkalian dengan 

(Ketaksamaan Segitiga) 
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skalar. Jika 𝑋 memenuhi sifat-sifat berikut dengan objek 𝒎,𝒏, 𝒑 ∈ 𝑋 dan setiap 

skalar 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, maka 𝑋 dikatakan ruang vektor Riil. 

a. 𝒎 + 𝒏 ∈ 𝑋.    

b. 𝒎 + 𝒏 = 𝒏 + 𝒎.            (Sifat komutatif pada penjumlahan) 

c. 𝒎 + (𝒏 + 𝒑) = (𝒎 + 𝒏) + 𝒑.            (Sifat asosiatif pada penjumlahan) 

d. Terdapat objek 𝟎 ∈ 𝑋 disebut vekor nol di 𝑋, sehingga 𝟎 + 𝒎 = 𝒎 + 𝟎 = 𝒎. 

(Identitas pada penjumlahan) 

e. Untuk setiap 𝒎 ∈ 𝑋 terdapat (−𝒎) sehingga 𝒎 + (−𝒎) = (−𝒎) + 𝒎 = 𝟎. 

(Invers pada penjumlahan) 

f. 𝛼𝒎 ∈ 𝑋. 

g. 𝛼(𝒎 + 𝒏) = 𝛼𝒎 + 𝛼𝒏.  

(Distribusi kiri perkalian skalar pada penjumlahan vektor) 

h. (𝛼 + 𝛽)𝒎 = 𝛼𝒎 + 𝛼𝒎.  

(Distribusi kanan perkalian vektor pada perkalian skalar) 

i. 𝛼(𝛽𝒎) = (𝛼𝛽)(𝒎).               (Asosiatif pada perkalian) 

j. 1𝒎 = 𝒎.                (Identitas pada perkalian) 

Ruang vektor disebut juga dengan ruang linier. Sifat 1-5 adalah operasi 

penjumlahan vektor 𝑋 dinotasikan (𝑋,+) dan sifat 6-10 adalah operasi perkalian 

vektor dengan skalar dinotasikan dengan (𝑋,⋅). 

Contoh 2.3. Ruang ℓ2 merupakan himpunan barisan bilangan Riil yang memenuhi 

∑ |𝑥𝑛|
𝑝 < ∞∞

𝑛=1 .  Ruang ℓ2 merupakan ruang vektor karena memenuhi sifat-sifat 

ruang vektor. 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ2 dan skalar 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ.   

𝒙 = (𝑥𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ ℓ2 dan 𝒚 = (𝑦𝑛) = (𝑦1 , 𝑦2 , … ) ∈ ℓ2. 

   ( Sifat tertutup pada penjumlahan ) 
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Akan ditunjukkan bahwa 𝑋 adalah ruang vektor Riil. 

a. Akan dibuktikan 𝒙 + 𝒚 ∈ ℓ2. 

𝒙 + 𝒚 = (𝑥𝑛) + (𝑦𝑛)               (Definisi) 

 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) + (𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … ) 

 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … + 𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … ) 

 = (𝑥1 + 𝑦1 , 𝑥2 + 𝑦2 , 𝑥3 + 𝑦3 , … )  

 = (𝑦1 + 𝑥1, 𝑦2 + 𝑥2, 𝑦3 + 𝑥3, … )  

 = (𝑦1 , 𝑦2, 𝑦3, …+ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,… )  

 = ((𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … ) + (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,… ) 

 = (𝑦𝑛) + (𝑥𝑛) 

 = 𝒚 + 𝒙.     

Jadi, terbukti bahwa 𝒙 + 𝒚 ∈ 𝓵𝟐. 

b. Akan dibuktikan 𝒙 + 𝒚 = 𝒚 + 𝒙.  

𝒙 + 𝒚 = (𝑥𝑛) + (𝑦𝑛)     

= (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) + (𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … )  

= (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, …+ 𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … ) 

= (𝑥1 + 𝑦1 , 𝑥2 + 𝑦2 , 𝑥3 + 𝑦3 , … )  

= (𝑦1 + 𝑥1, 𝑦2 + 𝑥2, 𝑦3 + 𝑥3, … )  

= (𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … + 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) 

= (𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … ) + (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )   

= (𝑦𝑛) + (𝑥𝑛)    

= 𝒚 + 𝒙.     

 Jadi, terbukti bahwa 𝒙 + 𝒚 = 𝒚 + 𝒙. 

 

(Operasi Penjumlahan) 

(Sifat Komutatif) 

(Sifat Komutatif) 

(Definisi) 

( Definisi ) 

(Definisi) 

(Definisi) 

(Operasi Penjumlahan) 

(Pengelompokkan) 

(Sifat Komutatif) 

(Definisi) 

(Definisi) 
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c. Akan dibuktikan 𝒙 + (𝒚 + 𝒛) = (𝒙 + 𝒚) + 𝒛. 

𝒙 + (𝒚 + 𝒛) = (𝑥𝑛) + (𝑦𝑛 + 𝑧𝑛) 

= (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) + (𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , …+ 𝑧1 , 𝑧2 , 𝑧3 , … ) 

= (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) + (𝑦1 + 𝑧1, 𝑦2 + 𝑧2, 𝑦3 + 𝑧3 , … ) 

= (𝑥1 + 𝑦1 + 𝑧1 , 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 , … ) 

= (𝑥1 + 𝑦1) + 𝑧1 , (𝑥2 + 𝑦2) + 𝑧2 , (𝑥3 + 𝑦3) + 𝑧3 , … 

= (𝑥1 + 𝑦1 , 𝑥2 + 𝑦2 , 𝑥3 + 𝑦3 , … ) + (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 , … ) 

= (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) + (𝑧𝑛) 

= (𝒙 + 𝒚) + 𝒛. 

Jadi, terbukti bahwa 𝒙 + (𝒚 + 𝒛) = (𝒙 + 𝒚) + 𝒛. 

d. Terdapat 𝟎 di ℓ2 sehingga 𝟎 + 𝒙 = 𝒙 + 𝟎 = 𝒙. 

𝟎 + 𝒙 = 𝟎 + (𝑥𝑛) 

 = (0,0,0, … ) + (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) 

 = (0 + 𝑥1, 0 + 𝑥2, 0 + 𝑥3, … )   

 = (𝑥1 + 0, 𝑥2 + 0, 𝑥3 + 0, … )   

 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )    

 = (𝑥𝑛) = 𝒙     

Jadi, terbukti bahwa 𝟎 + 𝒙 = 𝒙 + 𝟎 = 𝒙. 

e. Terdapat −𝒙 ∈ ℓ2 sehingga −𝒙 + 𝒙 = 0. 

−𝒙 + 𝒙 = (−𝑥𝑛) + (𝑥𝑛) 

  = (−𝑥1, −𝑥2, −𝑥3, … ) + (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )  

  = (−𝑥1 + 𝑥1, −𝑥2 + 𝑥2, −𝑥3 + 𝑥3,… )  

  = (𝑥1 − 𝑥1, 𝑥2 − 𝑥2, 𝑥3 − 𝑥3, … ) = 0  

Jadi, terbukti bahwa terdapat −𝒙 ∈ ℓ2 sehingga −𝒙 + 𝒙 = 0. 

(Operasi Penjumlahan) 

 (Sifat Komutatif) 

(Operasi Penjumlahan) 

(Definisi) 

(Definisi) 

(Operasi Penjumlahan) 

(Sifat Komutatif) 
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f. Akan dibuktikan 𝛼𝒙 ∈ ℓ2. 

𝛼(𝒙) = 𝛼(𝑥𝑛) 

 = 𝛼(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )                    (Definisi) 

 = (𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2, 𝛼𝑥3, … )    

 = 𝛼(𝑥𝑛) 

 = 𝛼𝒙.                (Definisi) 

Karena 𝒙 = (𝑥𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) ∈ ℓ2, maka (𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2, 𝛼𝑥3, … ) = 𝛼(𝑥𝑛) =

𝛼𝒙 ∈ ℓ2. Jadi, terbukti bahwa 𝛼𝒙 ∈ ℓ2. 

g. Akan dibuktikan 𝛼(𝒙 + 𝒚) = 𝛼𝒙 + 𝛼𝒚. 

𝛼(𝒙 + 𝒚) = 𝛼(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, …+ 𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … ) 

= 𝛼(𝑥1 + 𝑦1 , 𝑥2 + 𝑦2 , 𝑥3 + 𝑦3 , … )   

= (𝛼(𝑥1 + 𝑦1), 𝛼(𝑥2 + 𝑦2), 𝛼(𝑥3 + 𝑦3),… )        

= (𝛼𝑥1 + 𝛼𝑦1 , 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑦2 , 𝛼𝑥3 + 𝛼𝑦3, … ) 

= (𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2, 𝛼𝑥3, …+ 𝛼𝑦1 , 𝛼𝑦2 , 𝛼𝑦3 , … ) 

= (𝛼(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) + 𝛼(𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 , … )    

= 𝛼(𝑥𝑛) + 𝛼(𝑦𝑛) 

= 𝛼𝒙 + 𝛼𝒚.      

Jadi, terbukti bahwa 𝛼(𝒙 + 𝒚) = 𝛼𝒙 + 𝛼𝒚. 

h. Akan dibuktikan (𝛼 + 𝛽)𝒙 = 𝛼𝒙 + 𝛽𝒙. 

(𝛼 + 𝛽)𝒙 = (𝛼 + 𝛽)(𝑥𝑛) 

= (𝛼 + 𝛽)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )     

= (𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥1, 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥2, 𝛼𝑥3 + 𝛽𝑥3, … )             

= (𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2, 𝛼𝑥3, … ) + (𝛽𝑥1, 𝛽𝑥2, 𝛽𝑥3, … )   

= (𝛼(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )) + (𝛽(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )) 

(Operasi Perkalian) 

(Sifat Komutatif) 

(Operasi Perkalian) 

(Sifat Distributif) 

(Pengelompokkan) 

(Definisi) 

(Sifat Distributif) 

(Pengelompokkan) 
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= 𝛼(𝑥𝑛) + 𝛽(𝑥𝑛) 

= 𝛼𝒙 + 𝛽𝒙.     

Jadi, terbukti bahwa (𝛼 + 𝛽)𝒙 = 𝛼𝒙 + 𝛽𝒙. 

i. Akan dibuktikan 𝛼(𝛽𝒙) = (𝛼𝛽)𝒙. 

𝛼(𝛽𝒎) = 𝛼(𝛽(𝑥𝑛)) 

  = 𝛼(𝛽(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )              (Definisi) 

  = 𝛼(𝛽𝑥1, 𝛽𝑥2, 𝛽𝑥3, … )   

  = (𝛼𝛽𝑥1, 𝛼𝛽𝑥2, 𝛼𝛽𝑥3, … )   

  = (𝛼𝛽)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )     

  = (𝛼𝛽)(𝑥𝑛)    

 = (𝛼𝛽)𝒙.      

 Jadi, terbukti bahwa 𝛼(𝛽𝒙) = (𝛼𝛽)𝒙. 

j. Akan dibuktikan 1𝒙 = 𝒙. 

1𝒙 = 1(𝑥𝑛) 

 = 1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )                (Definisi) 

 = (1𝑥1, 1𝑥2, 1𝑥3, … )    

 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )     

 = (𝑥𝑛)     

 = 𝒙.     

Jadi, terbukti bahwa 1𝒙 = 𝒙.  

Karena ruang ℓ2 memenuhi sifat-sifat ruang vektor, maka ℓ2 adalah ruang 

vektor. 

 

 

(Definisi) 

(Operasi Perkalian) 

(Operasi Perkalian) 

(Definisi) 

(Definisi) 

(Operasi Perkalian) 

(Hasil Perkalian) 

     (Definisi) 

(Definisi) 



17 
 

 
 

2.2.1 Bebas Linier dan Membangun 

Definisi 2.10 (Anton & Rorres, 2005) Misalkan 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} adalah 

himpunan vektor di ruang vektor 𝑉. Himpuan S dikatakan himpunan tak bebas 

linier (bergantung linier), jika 

𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑛𝒗𝒏 = 𝟎 

mengakibatkan ada nilai 𝑘1 , 𝑘2, … , 𝑘𝑛 yang tak nol. Jika persamaan vektor  

𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑛𝒗𝒏 = 𝟎 

hanya memiliki solusi 𝑘1 = 0, 𝑘2 = 0,… , 𝑘𝑛 = 0, maka 𝑆 dikatakan himpunan 

bebas linier (tidak bergantung linier). 

Definisi 2.11. (Anton & Rorres, 2005) Jika 𝑛 adalah bilangan bulat positif, maka 

vektor 𝒖 di 𝑅𝑛 didefinisikan sebagai 𝑛-tupel bilangan Riil (𝑢1, 𝑢2 , … , 𝑢𝑛). 

Himpunan semua 𝑛-tupel bilangan Riil dinamakan ruang-n dan dinotasikan 

dengan 𝑅𝑛. 

Contoh 2.4. Diberikan 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐} di 𝑅2 dengan 𝒗𝟏 = [
5
0
] , 𝒗𝟐 = [

0
6
], tentukan 

apakah 𝑆 bebas linier? 

Bukti: Akan ditunjukkan 𝑆 bebas linier  

𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐   = 𝟎. 

⟺         𝑘1 [
5
0
] + 𝑘2 [

0
6
] = [

0
0
] 

⟺  𝑘1(5,0) + 𝑘2(0,6) = (0,0) 

⟺ (5𝑘1 , 0) + (0,6𝑘2) = (0,0). 

Diperoleh 𝑘1 = 𝑘2 = 0, sehingga 𝒗𝟏 dan 𝒗𝟐 bebas linier. 

Definisi 2.12. (Anton & Rorres, 2005) Misalkan 𝑉 ruang vektor dan 𝑆 =

{𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} merupakan himpunan bagian dari ruang vektor 𝑉, 𝑆 disebut 
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membangun 𝑉 jika untuk setiap vektor di 𝑉 dapat dinyatakan sebagai kombinasi 

linier dari 𝑆. 

Contoh 2.5. Diberikan 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐} di 𝑅2 dengan 𝒗𝟏 = [
5
0
] , 𝒗𝟐 = [

0
6
], maka 𝑆 

membangun 𝑅2. 

Bukti: Akan ditunjukkan 𝑆 membangun 𝑅2. 

 𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐  = 𝒖. 

⟺         𝑘1 [
5
0
] + 𝑘2 [

0
6
] = [

𝑢1

𝑢2
] 

⟺  𝑘1(5,0) + 𝑘2(0,6) = (𝑢1 , 𝑢2) 

⟺ (5𝑘1 , 0) + (0,6𝑘2) = (𝑢1, 𝑢2). 

Diperoleh nilai 𝑘1 =
1

5
𝑢1 dan 𝑘2 =

1

6
𝑢2. Jadi, dapat disimpulkan bahwa 𝒖 adalah 

kombinasi linier dari 𝒗𝟏, 𝒗𝟐 sehingga 𝑆 membangun 𝑅2. 

 

2.2.2 Basis dan Dimensi 

Definisi 2.13. (Anton & Rorres, 2005) Misalkan 𝑉 ruang vektor dan 𝑆 =

{𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} adalah himpunan vektor-vektor di 𝑉, maka 𝑆 dikatakan basis 

untuk 𝑉 jika memenuhi syarat berikut: 

a. 𝑆 bebas linier. 

b. S membangun 𝑉. 

Definisi 2.14. (Anton & Rorres, 2005) Dimensi adalah banyaknya vektor dalam  

suatu basis. Ruang vektor tak kosong V dikatakan berdimensi berhingga jika V 

berisi himpunan vektor berhingga yaitu {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} yang merupakan basis. 

Jika himpunan vektor V tidak berhingga, maka V dikatakan berdimensi tak 

hingga. 



19 
 

 
 

Dimensi dari suatu vektor 𝑉 yang berdimensi berhingga dinotasikan dengan 

dim (𝑉), didefinisikan sebagai banyaknya vektor pada suatu basis 𝑉. 

 

2.3 Ruang Hasil Kali Dalam  

Definisi 2.15. (Anton & Rorres, 2005) Jika 𝒖 dan 𝒗 adalah vektor-vektor di ruang 

berdimensi-2 atau ruang berdimensi-3 dan 𝜃 adalah sudut di antara 𝒖 dan 𝒗, maka 

hasil kali titik atau (dot product) atau hasil kali dalam Euclid (Euclidean inner 

product) dinotasikan dengan 𝒖 ⋅ 𝒗 dan didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒖‖‖𝒗‖ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 jika 𝒖 ≠ 𝟎 dan 𝒗 ≠ 𝟎. 

0 jika 𝒖 = 𝟎 atau 𝒗 = 𝟎. 

Definisi 2.16. (Anton & Rorres, 2005) Jika 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 , … , 𝑢𝑛) dan 𝒗 =

(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛) adalah vektor-vektor di 𝑅𝑛, maka hasil kali dalam Euclid 

(Euclidean inner product) atau 𝒖 ⋅ 𝒗 didefinisikan dengan 

𝒖 ⋅ 𝒗 = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 + ⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 . 

𝒖 ⋅ 𝒗 dinotasikan juga dengan 〈𝒖, 𝒗〉. 

Definisi 2.17. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Misalkan 𝑋 ruang vektor atas 

lapangan 𝐹, dimana  𝐹 = ℝ atau 𝐹 = ℂ. Hasil kali dalam atau ruang pre Hilbert 

dinotasikan dengan 〈⋅,⋅〉. Hasil kali dalam pada 𝑋 adalah suatu fungsi 〈⋅,⋅〉: 𝑋 ×

𝑋 → ℝ untuk setiap 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ memenuhi sifat-sifat berikut: 

a. 〈𝒙, 𝒙〉 ≥ 0 dan 〈𝒙, 𝒙〉 = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝟎.  

b. 〈𝒙, 𝒚〉 = 〈𝒚, 𝒙̅̅ ̅̅ ̅〉.     

c. 〈𝛼𝒙, 𝒚〉 = 𝛼〈𝒙, 𝒚〉.    

d. 〈𝒙 + 𝒚, 𝒛〉 = 〈𝒙, 𝒛〉 + 〈𝒚, 𝒛〉.    

Pasangan (𝑋, 〈⋅,⋅〉) disebut ruang hasil kali dalam. 

(Sifat Tak Negatif) 

(Sifat Simetris) 

(Sifat Homogenitas) 

(Sifat Aditivitas) 

𝒖 ⋅ 𝒗 =  
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Definisi 2.18. (Kreyzig, 1978) Misalkan 𝑋 suatu ruang hasil kali dalam atau ruang 

pre Hilbert, maka norma atau panjang sebuah vektor 𝒙 di 𝑋 dinotasikan dengan 

‖𝒙‖ dan didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙‖ = 〈𝒙, 𝒙〉
1

2. 

Teorema 2.19. (Ketaksamaan Segitiga) 

(Royden & Fitzpatrick, 2010) Jika 𝑋 suatu ruang pre Hilbert, maka untuk setiap 

𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋 berlaku sebagai berikut: 

‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖. 

Bukti: Akan ditunjukkan ‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖. 

Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋, sehingga diperoleh 

‖𝒙 + 𝒚‖𝟐 = 〈𝒙 + 𝒚, 𝒙 + 𝒚〉 

= 〈𝒙, 𝒙 + 𝒚〉 + 〈𝒚, 𝒙 + 𝒚〉               (Sifat Distributif) 

= 〈𝒙, 𝒙〉 + 〈𝒙, 𝒚〉 + 〈𝒚, 𝒙〉 + 〈𝒚, 𝒚〉              (Sifat Distributif) 

= 〈𝒙, 𝒙〉 + 〈𝒙, 𝒚〉 + 〈𝒙, 𝒚̅̅ ̅̅ ̅〉 + 〈𝒚, 𝒚〉 

= 〈𝒙, 𝒙〉 + 2𝑅𝑒〈𝒙, 𝒚〉 + 〈𝒚, 𝒚〉 

≤ 〈𝒙, 𝒙〉 + 2|〈𝒙, 𝒚〉| + 〈𝒚, 𝒚〉 

≤ ‖𝒙‖ + 2‖𝒙‖ ⋅ ‖𝒚‖ + ‖𝒚‖ 

= (‖𝒙‖ + ‖𝒚‖)2. 

Dengan kata lain ‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖. 

Definisi 2.20. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Dua buah vektor 𝒖 dan 𝒗 di dalam 

ruang hasil kali dalam 𝑋 dikatakan ortogonal jika 〈𝒖, 𝒗〉 = 0.  

Vektor 𝒖 dan 𝒗 yang ortogonal dinotasikan 𝒖 ⊥ 𝒗.  

 (Sifat Simetris) 

(Definisi) 
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Suatu himpunan vektor-vektor di sebuah perkalian dalam dinamakan 

himpunan ortogonal jika semua pasangan vektor-vektor yang berbeda di dalam 

himpunan tersebut ortogonal. 

Contoh 2.6. Diberikan 𝒗𝟏 = (−2,0,2), 𝒗𝟐 = (0,3,0), 𝒗𝟑 = (1,0,1) di 𝑅3. Apakah 

himpunan vektor 𝑉 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, 𝒗𝟑} merupakan himpunan ortogonal? 

Bukti: Akan ditunjukkan 𝑆 himpunan ortogonal. 

〈𝒗𝟏, 𝒗𝟐〉 = 𝒗𝟏 ⋅ 𝒗𝟐 

= (−2,0,2) ⋅ (0,3,0)  

= (−2)(0) + (0)(3) + (2)(0) 

= 0. 

〈𝒗𝟏, 𝒗𝟑〉 = 𝒗𝟏 ⋅ 𝒗𝟑 

= (−2,0,2) ⋅ (1,0,1)  

= (−2)(1) + (0)(0) + (2)(1) 

= −2 + 2 

= 0. 

〈𝒗𝟐, 𝒗𝟑〉 = 𝒗𝟐 ⋅ 𝒗𝟑 

= (0,3,0) ⋅ (1,0,1)  

= (0)(1) + (3)(0) + (0)(1) 

= 0. 

Sehingga diperoleh 〈𝒗𝟏, 𝒗𝟐〉 = 〈𝒗𝟏, 𝒗𝟑〉 = 〈𝒗𝟐, 𝒗𝟑〉 = 0. 

Jadi, himpunan vektor 𝑉 merupakan himpunan ortogonal. 

Definisi 2.21. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Himpunan bagian 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} 

di ruang hasil kali dalam 𝑋 dikatakan ortonormal jika 𝑆 ortogonal dan tiap vektor 

pada 𝑆 mempunyai panjang 1 atau ‖𝒗𝒊‖ = 1 dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 
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𝒖 

𝒘𝟐 

𝒂 
𝒘𝟏 

Definisi 2.22. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Misalkan 𝑊 adalah subruang dari 

ruang hasil kali dalam 𝑋. 

a. Suatu vektor 𝒙 ∈ 𝑋 dikatakan ortogonal terhadap 𝑊 jika 𝒙 ortogonal terhadap 

semua vektor di 𝑊. 

b. Himpunan semua vektor di 𝑋 yang ortogonal terhadap 𝑊 dinamakan 

komplemen ortogonal dari 𝑊, dinotasikan  

𝑊⊥ = {𝒙 ∈ 𝑋: 〈𝒙,𝒘〉 = 0, ∀𝒘 ∈ 𝑊}. 

Definisi 2.23. (Anton & Rorres, 2005) Proyeksi ortogonal adalah gambar proyeksi 

yang bidang proyeksinya mempunyai sudut tegak lurus terhadap proyektornya. 

Proyektor adalah garis-garis yang memproyeksikan benda terhadap bidang 

proyeksi. 

 

 

 

 

Gambar 2. 1 Proyeksi Ortogonal 

Misalkan: 

𝒘𝟏 adalah vektor proyeksi 𝒖 terhadap 𝒂 atau proj𝒂 𝒖. 

𝒘𝟐 adalah komponen vektor 𝒖 yang ortogonal terhadap 𝒂. 

𝒘𝟏 = proj𝒂 𝒖 =
〈𝒖,𝒂〉

‖𝒂‖𝟐
𝒂. 

𝒘𝟐 = 𝒖 − 𝒘𝟏 = 𝒖 −
〈𝒖,𝒂〉

‖𝒂‖𝟐
𝒂. 

𝒖 = 𝒘𝟏 + 𝒘𝟐. 
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2.4 Ruang Norm  

Definisi 2.24. (Kreyzig, 1978) Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas lapangan 𝐹. 

Norm dinotasikan dengan ‖⋅‖. Norm pada 𝑋 adalah suatu fungsi bernilai Riil 

‖⋅‖: 𝑋 → ℝ untuk setiap 𝒙, 𝒚 ∈  𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ memenuhi sifat sebagai berikut: 

a. ‖𝒙‖ ≥ 0;       

‖𝒙‖ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝟎.    

b. ‖𝛼𝒙‖ = |𝛼|‖𝒙‖.      

c. ‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖.    

Pasangan (𝑋, ‖⋅‖) dinamakan ruang norm. 

Definisi 2.25. (Raflesia, 2007) Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor berdimensi 𝑑, 1 ≤

𝑑 < ∞ dan 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑑) ∈ 𝑋. Norm ‖𝒙‖1, ‖𝒙‖2, ‖𝒙‖𝑝 dan ‖𝒙‖∞ atas 𝑋 

didefinisikan sebagai berikut: 

a. ‖𝒙‖1 = |𝑥1| + |𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑑|. 

b. ‖𝒙‖2 = (|𝑥1|
2 + |𝑥2|

2 + ⋯ + |𝑥𝑑|2)
1

2. 

c. ‖𝒙‖𝑝 = (|𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 + ⋯+ |𝑥𝑑|𝑝)
1

𝑝, 𝑝 ∈ ℕ dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞. 

d. ‖𝒙‖∞ = maks{|𝑥1| + |𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑑|}. 

Teorema 2.26. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Jika ruang bernorma (𝑋, ‖⋅‖) 

merupakan ruang hasil kali dalam maka ‖⋅‖ memenuhi hukum jajar genjang. 

‖𝒙 + 𝒚‖𝟐 + ‖𝒙 − 𝒚‖𝟐 = 2(‖𝒙‖𝟐 + ‖𝒚‖𝟐). 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋. 

‖𝒙 + 𝒚‖𝟐 + ‖𝒙 − 𝒚‖𝟐  = 〈𝒙 + 𝒚, 𝒙 + 𝒚〉 + 〈𝒙 − 𝒚, 𝒙 − 𝒚〉 

= 〈𝒙, 𝒙 + 𝒚〉 + 〈𝒚, 𝒙 + 𝒚〉 + 〈𝒙, 𝒙 − 𝒚〉 + 〈−𝒚, 𝒙 − 𝒚〉 

(Sifat Distributif ) 

(Sifat Tak Negatif) 

(Sifat Homogenitas) 

(Ketaksamaan Segitiga) 
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= 〈𝒙 + 𝒚, 𝒙〉 + 〈𝒙 + 𝒚, 𝒚〉 + 〈𝒙 − 𝒚, 𝒙〉 − 〈𝒙 − 𝒚, 𝒚〉 

(Sifat Komutatif ) 

= 〈𝒙, 𝒙〉 + 〈𝒚, 𝒙〉 + 〈𝒙, 𝒚〉 + 〈𝒚, 𝒚〉 + 〈𝒙, 𝒙〉 + 〈−𝒚, 𝒙〉 −

〈𝒙, 𝒚〉 − 〈−𝒚, 𝒚〉              ( Sifat Distributif ) 

= 〈𝒙, 𝒙〉 + 〈𝒙, 𝒙〉 + 〈𝒚, 𝒚〉 + 〈𝒚, 𝒚〉 

= 2〈𝒙, 𝒙〉 + 2〈𝒚, 𝒚〉     (Operasi Penjumlahan) 

= 2‖𝒙‖𝟐 + 2‖𝒚‖2            ( Definisi ) 

= 2(‖𝒙‖𝟐 + ‖𝒚‖𝟐)             ( Sifat Ditributif ) 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚‖𝟐 + ‖𝒙 − 𝒚‖𝟐 = 2(‖𝒙‖𝟐 + ‖𝒚‖𝟐). 

Dari Teorema 2.26. diperoleh bahwa norma yang berasal dari hasil kali dalam 

𝑋 memenuhi hukum jajar genjang. Apabila hukum jajar genjang berlaku di ruang 

bernorma, maka ruang tersebut ruang hasil kali dalam.  

Definisi 2.27. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan (𝑋, ‖⋅‖) adalah ruang 

norm. Barisan (𝒙𝒌) di 𝑋 dikatakan barisan terbatas jika terdapat 𝑀 ∈ ℝ dan 𝑀 >

0 sedemikian sehingga ‖𝒙𝒌‖ ≤ 𝑀 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

Definisi 2.28. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan (𝑋, ‖⋅‖) adalah ruang 

norm. Suatu barisan (𝒙𝒌) di 𝑋 dikatakan konvergen ke 𝒙 ∈  𝑋 jika untuk setiap 𝜀 >

0  terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖ < 𝜀. 

Definisi 2.29. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan (𝑋, ‖⋅‖) adalah ruang 

norm. Suatu barisan (𝒙𝒌) di 𝑋 dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜀 >

0  terdapat 𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚,𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖ < 𝜀.   

(2.2) 

(2.3) 
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Definisi 2.30. (Kreyzig, 1978) Misalkan (𝑋, ‖⋅‖) adalah ruang norm, 𝑋 dikatakan 

lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy (𝒙𝒌) dalam 𝑋 konvergen ke suatu 𝒙 ∈

 𝑋. Ruang norm yang lengkap disebut ruang Banach. 

Teorema 2.31. (Rumlawang, 2020) Jika (𝒙𝒌) barisan konvergen di (𝑋, ‖⋅‖), maka 

(𝒙𝒌) barisan Cauchy di (𝑋, ‖⋅‖). 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋. Pilih 𝜀 =
𝜀

2
, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) dengan 𝑘 ∈ ℕ berlaku  

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖ <
𝜀

2
. 

Pilih 𝐾1(𝜀) = 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘,𝑚 ≥ 𝐾1(𝜀) berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖ = ‖𝒙𝒌 − 𝒙 + 𝒙 − 𝒙𝒎‖ 

≤ ‖𝒙𝒌 − 𝒙‖ + ‖𝒙 − 𝒙𝒎‖ 

<
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀. 

Jadi, terbukti bahwa jika (𝒙𝒌) barisan konvergen di ruang norm (𝑋, ‖⋅‖), maka (𝒙𝒌) 

barisan Cauchy di ruang norm (𝑋, ‖⋅‖). 

 

2.5 Ruang Barisan 

Definisi 2.32. (Alsina, Sikorska, & Tomas, 2010) Ruang ℓ𝑝 dengan (1 ≤ 𝑝 < ∞) 

adalah himpunan barisan bilangan Riil yang elemennya dinotasikan dengan 𝒙 =

(𝑥𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) sedemikian sehingga |𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 + ⋯ konvergen 

sehingga memenuhi ∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 < ∞. 

Untuk setiap bilangan Riil 𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ didefinisikan 

ℓ𝑝 = {𝒙 = (𝑥𝑛) ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ∶ ∑|𝑥𝑛|𝑝
∞

𝑛=1

< ∞}. 

(Ketaksamaan Segitiga) 
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Ruang ℓ𝑝 adalah ruang norm dengan fungsi norm ‖⋅‖𝑝: ℓ
𝑝 → ℝ, yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙‖𝑝 = (∑|𝑥𝑛|𝑝
∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

untuk setiap 𝒙 = (𝑥𝑛) (Kreyzig, 1978). 

Definisi 2.33. (Alsina, Sikorska, & Tomas, 2010) Ruang ℓ1 adalah himpunan 

barisan bilangan Riil yang elemennya dinotasikan dengan 𝒙 = (𝑥𝑛) =

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) sedemikian sehingga |𝑥1| + |𝑥2| + |𝑥3| + ⋯ konvergen sehingga 

∑ |𝑥𝑛|
∞
𝑛=1 < ∞. 

Untuk setiap bilangan Riil 𝑝 = 1 didefinisikan 

ℓ1 = {𝒙 = (𝑥𝑛) ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ∶ ∑|𝑥𝑛|1
∞

𝑛=1

< ∞}. 

Ruang ℓ1 adalah ruang norm dengan fungsi norm ‖⋅‖1: ℓ
1 → ℝ didefinisikan 

sebagai berikut: 

‖𝒙‖1 = ∑|𝑥𝑛|1
∞

𝑛=1

,  untuk setiap 𝒙 = (𝑥𝑛). 

Definisi 2.34. (Kobin, 2014) Ruang ℓ2 adalah himpunan barisan bilangan Riil 

yang elemennya dinotasikan dengan 𝒙 = (𝑥𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) sedemikian 

sehingga |𝑥1|
2 + |𝑥2|

2 + |𝑥3|
2 + ⋯ konvergen sehingga ∑ |𝑥𝑛|2∞

𝑛=1 < ∞. 

Ruang ℓ2 adalah ruang norm dengan fungsi norm ‖⋅‖2: ℓ
2 → ℝ, yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

‖𝒙‖2 = (∑|𝑥𝑛|2
∞

𝑛=1

)

1
2

 ,   

untuk setiap 𝒙 = (𝑥𝑛). 

(2.4) 

(2.5) 



27 
 

 
 

Definisi 2.35. (Conway, 1990) Ruang ℓ2 yang dilengkapi dengan hasil kali dalam 

didefinisikan sebagai berikut: 

〈𝒙, 𝒚〉 = ∑ 𝑥𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=1

 . 

untuk 𝒙 = (𝑥𝑛), 𝒚 = (𝑦𝑛) di ℓ2. 

Definisi 2.36. (Kreyzig, 1978) Ruang ℓ∞ adalah himpunan dari semua barisan 

bilangan riil yang terbatas. 

Ruang ℓ∞ adalah ruang norm dengan fungsi norm ‖⋅‖∞: ℓ∞ → ℝ, yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙‖∞ = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛|  

untuk setiap 𝒙 = (𝑥𝑛) dan 𝑥𝑛 ∈ ℂ atau ℝ . 

Secara umum, elemen dari ℓ∞ditulis dengan 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 … ) atau 𝒙 = (𝑥𝑛) 

dengan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑥𝑛 ∈ ℂ atau ℝ . Suatu barisan 𝒙 = (𝑥𝑛) dikatakan terbatas jika 

terdapat suatu bilangan 𝑀 ≥ 0 sehingga |𝑥𝑛| ≤ 𝑀, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Contoh 2.7. Ruang ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ yang didefinisikan dengan ‖𝒙‖𝑝 =

(∑ |𝑥𝑛|
𝑝∞

𝑛=1 )
1

𝑝 merupakan ruang norm karena memenuhi sifat-sifat norm. 

Bukti: Akan dibuktikan ruang ℓ𝑝 memenuhi sifat-sifat norm. Ambil sebarang 

𝒙, 𝒚 ∈ ℓ𝑝 dan 𝛼 ∈ ℝ. 

a. Akan ditunjukkan ‖𝒙‖𝑝 ≥ 0 dan ‖𝒙‖𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 0. 

Berdasarkan definisi nilai mutlak |𝑥𝑛| bernilai tak negatif, maka 𝑥𝑛 ≥ 0 

sehingga (∑ |𝑥𝑛|
∞
𝑛=1

𝑝)
1

𝑝 ≥ 0. Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙‖𝑝 ≥ 0. 

(⟹) Jika ‖𝒙‖𝑝 = 0 akan dibuktikan 𝒙 = 0. 
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Berdasarkan fakta, 

‖𝒙‖𝑝 = 0 

(∑|𝑥𝑛|𝑝
∞

𝑛=1

)

1
𝑝

= 0. 

Karena |𝑥𝑛| ≥ 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka dari (2.6) didapatkan 𝑥𝑛 = 0, untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ. Akibatnya, 𝒙 = 0. 

(⟸) Jika 𝒙 = 0 akan dibuktikan ‖𝒙‖𝑝 = 0. 

Diketahui 𝒙 = 0 berarti 𝑥𝑛 = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ.  

Akibatnya, |𝑥𝑛| = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

‖𝒙‖𝑝 = ∑|𝑥𝑛|

∞

𝑛=1

= (|𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 + ⋯)
1
𝑝 = 0 + 0 + 0 + ⋯ = 0. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙‖𝑝 ≥ 0 dan ‖𝒙‖𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 0. 

b. Akan ditunjukkan ‖𝛼𝒙‖𝑝 = |𝛼|‖𝒙‖𝑝.  

‖𝛼𝒙‖𝑝 = (∑|𝛼𝑥𝑛|𝑝
∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

= (∑|𝛼||𝑥𝑛|𝑝
∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

= |𝛼| (∑|𝑥𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

  (2.6) 

  (Definisi Norm pada ℓ𝑝) 

  (Sifat Nilai Mutlak pada ℝ) 

  (Sifat Komutatif) 
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= |𝛼|‖𝒙‖𝑝. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝛼𝒙‖𝑝 = |𝛼|‖𝒙‖𝑝. 

c. Akan ditunjukkan ‖𝒙 + 𝒚‖𝑝 ≤ ‖𝒙‖𝑝 + ‖𝒚‖𝑝.  

‖𝒙 + 𝒚‖𝑝 = (∑|𝑥𝑛 + 𝑦𝑛|𝑝
∞

𝑛=1

)

1
𝑝

   

≤ (∑|𝑥𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑛|𝑝
∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

= ‖𝒙‖𝑝 + ‖𝒚‖𝑝.                 (Definisi) 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚‖𝑝 ≤ ‖𝒙‖𝑝 + ‖𝒚‖𝑝.  

Ruang ℓ𝑝 terbukti memenuhi sifat - sifat norm, maka (ℓ𝑝, ‖⋅‖𝑝) adalah ruang norm. 

Contoh 2.8. Ruang ℓ∞ didefinisikan dengan ‖𝒙‖∞ = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| merupakan ruang 

norm karena memenuhi sifat-sifat norm. 

Bukti. Akan dibuktikan ruang ℓ∞ memenuhi sifat-sifat norm.  

Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ∞ dan 𝛼 ∈ ℝ. 

a. Akan ditunjukkan ‖𝒙‖∞ ≥ 0 dan ‖𝒙‖∞ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 0. 

Berdasarkan definisi nilai mutlak |𝑥𝑛| bernilai tak negatif, maka 𝑥𝑛 ≥ 0 

sehingga sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| ≥ 0. Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙‖∞ ≥ 0. 

(⟹)Jika ‖𝒙‖∞ = 0 akan dibuktikan 𝒙 = 0. 

Berdasarkan fakta, 

‖𝒙‖∞ = 0 

  (Definisi) 

  (Definisi Norm pada Ruang ℓ𝑝) 

( Ketaksamaan Minkowski) 
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sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| = 0. 

Karena |𝑥𝑛| ≥ 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka dari (2.7) didapatkan 𝑥𝑛 = 0, untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ. Akibatnya, 𝒙 = 0. 

(⟸) Jika 𝒙 = 0 akan dibuktikan ‖𝒙‖∞ = 0. 

Diketahui 𝒙 = 0 berarti 𝑥𝑛 = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

‖𝒙‖∞ = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| = sup{|𝑥1| + |𝑥2| + |𝑥3| + ⋯ } = sup{0} = 0 

Jadi, terbukti ‖𝒙‖∞ ≥ 0 dan ‖𝒙‖∞ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 0. 

b. Akan ditunjukkan ‖𝛼𝒙‖∞ = |𝛼|‖𝒙‖∞. 

‖𝛼𝒙‖∞ = sup
𝑛∈ℕ

|𝛼𝑥𝑛| 

 = sup
𝑛∈ℕ

|𝛼||𝑥𝑛| 

 = |𝛼| sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| 

 = |𝛼|‖𝒙‖∞. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝛼𝒙‖∞ = |𝛼|‖𝒙‖∞. 

c. Akan ditunjukkan ‖𝒙 + 𝒚‖∞ ≤ ‖𝒙‖∞ + ‖𝒚‖∞. 

‖𝒙 + 𝒚‖∞ = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 + 𝑦𝑛|   

 ≤ sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| + sup
𝑛∈ℕ

|𝑦𝑛| 

 = ‖𝒙‖∞ + ‖𝒚‖∞. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚‖∞ ≤ ‖𝒙‖∞ + ‖𝒚‖∞. 

Ruang ℓ∞ terbukti memenuhi sifat - sifat norm, maka (ℓ∞, ‖⋅‖∞) adalah ruang 

norm. 

 

(2.7) 

( Perkalian nilai mutlak ) 

( Komutatif pada perkalian ) 

( Definisi ) 

( Ketaksamaan Segitiga) 

( Definisi ) 
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2.6 Ruang Norm-2  

Definisi 2.37. (Manuhutu, Lesnusa, & H, 2014) Misalkan 𝑋 ruang vektor Riil 

dengan dim (𝑋) ≥ 2. Norm-2 pada 𝑋 adalah suatu pemetaan ‖⋅,⋅‖: 𝑋 × 𝑋 → ℝ 

untuk setiap 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ memenuhi sifat-sifat berikut: 

a. ‖𝒙, 𝒚‖ ≥ 0;               (Sifat Tak negatif ) 

‖𝒙, 𝒚‖ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 dan 𝒚 bergantung linier.    

b. ‖𝒙, 𝒚‖ = ‖𝒚, 𝒙‖.                    (Sifat Simetris) 

c. ‖𝛼𝒙, 𝒚‖ = |𝛼|‖𝒙, 𝒚‖.           (Sifat Homogenitas) 

d. ‖𝒙 + 𝒚, 𝒛‖ ≤ ‖𝒙, 𝒛‖ + ‖𝒚, 𝒛‖.              ( Ketaksamaan Segitiga ) 

Pasangan (𝑋, ‖⋅,⋅‖) disebut ruang norm-2.  

Definisi 2.38. (Ghazali, 2012) Misalkan 𝑋 ruang hasil kali dalam dengan dimensi 

𝑑 ≥ 2. Ruang vektor 𝑋 yang dilengkapi dengan norm-2 standar didefinisikan 

sebagai berikut: 

‖𝒙𝟏, 𝒙𝟐‖𝑠 = |
〈𝒙𝟏, 𝒙𝟏〉 〈𝒙𝟏, 𝒙𝟐〉

〈𝒙𝟐, 𝒙𝟏〉 〈𝒙𝟐, 𝒙𝟐〉
|

1
2
. 

Ruang ℓ2 dapat dilengkapi norm-2 standar, sebagai berikut: 

‖𝒙, 𝒚‖ =

[
 
 
 
 
 

det

(

 
 
 ∑ 𝑥𝑖

2

𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑ 𝑦𝑖
2

𝑖 )

 
 
 

]
 
 
 
 
 

1
2

. 

Berdasarkan sifat determinan, berlaku 

det

(

 
 
 ∑ 𝑥𝑖

2

𝑖

∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑ 𝑦𝑖
2

𝑖 )

 
 
 

= ∑ 𝑥𝑖

𝑖

det (

𝑥𝑖 𝑦𝑖

∑ 𝑥𝑗𝑦𝑗

𝑗

∑ 𝑦𝑗
2

𝑗

) 

(2.8) 
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 = ∑∑ 𝑥𝑖𝑦𝑗

𝑗𝑖

det (
𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥𝑗 𝑦𝑗
) . 

Dengan cara yang sama diperoleh, 

det

(

 
 
 ∑𝑥𝑖

2

𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑ 𝑦𝑖
2

𝑖 )

 
 
 

= ∑ 𝑦𝑖

𝑖

det (∑ 𝑥𝑗
2

𝑗

∑𝑥𝑗𝑦𝑗

𝑗

𝑥𝑖 𝑦𝑖

) 

 = ∑∑ 𝑦𝑖𝑥𝑗

𝑗𝑖

det (
𝑥𝑗 𝑦𝑗

𝑥𝑖 𝑦𝑖
) 

 = ∑∑ −𝑥𝑗𝑦𝑖

𝑗𝑖

det (
𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥𝑗 𝑦𝑗
) . 

Oleh karena itu diperoleh, 

2 det

(

 
 
 ∑ 𝑥𝑖

2

𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑖

∑𝑦𝑖
2

𝑖 )

 
 
 

  = ∑∑(𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖)

𝑗𝑖

det (
𝑥𝑖 𝑦𝑖

𝑥𝑗 𝑦𝑗
) 

 = ∑∑ |det (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

2

𝑗𝑖

. 

Sehingga diperoleh norm-2 pada ℓ2 sebagai berikut: 

‖𝒙, 𝒚‖2 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

2
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
2

. 

Teorema 2.39. (Ketaksamaan Hadamard) 

(Gunawan, 2017) Misalkan (𝑋, ‖⋅,⋅‖𝑠) adalah ruang norm-2 standar untuk setiap 

𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋, maka berlaku ketaksamaan ‖𝒙, 𝒚‖𝑠 ≤ ‖𝒙‖𝑠‖ 𝒚‖𝑠. 
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𝒚 
𝒚⊥ 

𝒂 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋.  

‖𝒙, 𝒚‖𝑠 menyatakan luas jajar genjang yang direntang oleh 𝒙 dan 𝒚. 

 

Perhatikan gambar berikut: 

 

 

Gambar 2.2 Jajar Genjang 

Misalkan: 

𝒙 sebagai alas jajar genjang. 

𝒚 sebagai panjang jajar genjang. 

𝒂 sebagai proyeksi ortogonal 𝒚 terhadap 𝒙. 

𝒚⊥ sebagai komplemen ortogonal. 

Berdasarkan Definisi 2.23, sehingga 𝒚⊥ = 𝒚 −
〈𝒚,𝒙〉

‖𝒙‖𝟐
𝒙 dan 𝒚 = 𝒂 + 𝒚⊥. Oleh karena 

itu panjang vektor 𝒚⊥ lebih kecil dari panjang vektor 𝒚. Menggunakan sifat-sifat 

determinan dan sifat ruang hasil kali dalam  diperoleh: 

 ‖𝒙, 𝒚‖𝑠 = |
〈𝒙, 𝒙〉 〈𝒙, 𝒚〉

〈𝒚, 𝒙〉 〈𝒚, 𝒚〉
|

1

2

 

= |
〈𝒙, 𝒙〉 〈𝒙, 𝒚〉

〈𝒚⊥, 𝒙〉 〈𝒚⊥, 𝒚〉
|

1
2
 

= |
〈𝒙, 𝒙〉 〈𝒙, 𝒚⊥〉

〈𝒚⊥, 𝒙〉 〈𝒚⊥, 𝒚⊥〉
|

1
2
 

= |
〈𝒙, 𝒙〉 0

0 〈𝒚⊥, 𝒚⊥〉
|

1

2

                                    (𝒙 dan 𝒚⊥ saling ortogonal) 

 = |〈𝒙, 𝒙〉〈𝒚⊥, 𝒚⊥〉|
1

2             (Sifat Determinan) 

= ‖𝒙‖𝑠‖𝒚
⊥‖𝑠 

𝒙 
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(2.10) 

≤ ‖𝒙‖𝑠‖𝒚‖𝑠. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙, 𝒚‖𝑠 ≤ ‖𝒙‖𝑠‖𝒚‖𝑠. 

Definisi 2.40. (Raflesia, 2007) Misalkan (𝑋, ‖⋅,⋅‖) adalah ruang norm-2. Suatu 

barisan (𝒙𝒌) di 𝑋 dikatakan konvergen ke 𝒙 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) dengan 𝑘 ∈ ℕ berlaku 

lim
𝑛→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒚‖ = 0, untuk setiap 𝒚 ∈ 𝑋. 

Definisi 2.41. (Raflesia, 2007) Misalkan (𝑋, ‖⋅,⋅‖) adalah ruang norm-2. Suatu 

barisan (𝒙𝒌) di 𝑋 dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚,𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) berlaku 

lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒚‖ = 0 untuk setiap 𝒚 ∈ 𝑋. 

Definisi 2.42. Misalkan (𝑋, ‖⋅,⋅‖) adalah ruang norm-2, 𝑋 dikatakan lengkap jika 

untuk setiap barisan Cauchy (𝒙𝒌) dalam 𝑋 konvergen ke suatu 𝒙 ∈ 𝑋. Ruang norm-

2 yang lengkap dinamakan ruang Banach-2.  

Teorema 2.43. (Ketaksamaan Holder untuk Deret)  

(Kreyzig, 1978) Misalkan 𝑝 dan 𝑞 bilangan Riil yang memenuhi 𝑝 > 1 dan 
1

𝑝
+

1

𝑞
=

1. Jika 𝒙 = (𝜉𝑗) ∈ ℓ𝑝 dan 𝒚 = (𝜂𝑗) ∈ ℓ𝑞  maka 

∑|𝜉𝑗𝜂𝑗| ≤

∞

𝑗=1

(∑|𝜉𝑘|𝑝
∞

𝑘=1

)

1
𝑝

(∑|𝜂𝑛|𝑞
∞

𝑛=1

 )

1
𝑞

. 

Bukti: Misalkan 𝑝 > 1 dan didefinisikan 𝑞 sebagai berikut: 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

𝑝 dan 𝑞 disebut eksponen konjugat. Dari (2.11) diperoleh  

1 =
𝑝 + 𝑞

𝑝𝑞
, 𝑝𝑞 = 𝑝 + 𝑞,     (𝑝 − 1)(𝑞 − 1) = 1. 

(Panjang vektor 𝒚⊥ ≤ 𝒚 ) 

(2.9) 

(2.11) 

(2.12) 
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Karena 
1

(𝑝−1)
= 𝑞 − 1, sehingga 𝑢 = 𝑡𝑝−1 mengakibatkan 𝑡 = 𝑢𝑞−1.  

Selanjutnya, misalkan 𝛼 dan 𝛽 adalah sebarang bilangan positif dan 𝛼𝛽 luas daerah 

persegi panjang sehingga diperoleh 

𝛼𝛽 ≤ ∫ 𝑡𝑝−1 + ∫ 𝑢𝑞−1𝑑𝑢 =
𝛼𝑝

𝑝
+

𝛽𝑞

𝑞

𝛽

0

𝛼

0

. 

Misalkan (𝜉𝑗) ∈ ℓ𝑝 dan (𝜂𝑗) ∈ ℓ𝑞 yang memenuhi 

∑|𝜉𝑗|
𝑝

∞

𝑗=1

= 1, ∑|𝜂𝑗|
𝑞

= 1.

∞

𝑗=1

 

Selanjutnya, misalkan 𝛼 = |𝜉𝑗| dan 𝛽 = |𝜂𝑗|, dari ketaksamaan (2.13) didapatkan 

|𝜉𝑗̅𝜂𝑗̅| ≤
1

𝑝
|𝜉𝑗̅|

𝑝
+

1

𝑞
|𝜂𝑗̅|

𝑞
 . 

Dengan menjumlahkan terhadap 𝑗 dan menggunakan (2.14) dan (2.11) diperoleh 

∑|𝜉𝑗̅𝜂𝑗̅| ≤
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

∞

𝑗=1

 

Selanjutnya, ambil sebarang 𝒙 = (𝜉𝑗) ∈ ℓ𝑝 dan 𝒚 = (𝜂𝑗) ∈ ℓ𝑞  dan bentuk  

𝜉𝑗̅ =
𝜉𝑗

(∑ |𝜉𝑘|𝑝∞
𝑘=1 )

1
𝑝

,   𝜂𝑗̅ =
𝜂𝑗

(∑ |𝜂𝑛|𝑞∞
𝑛=1  )

1
𝑞

 

yang memenuhi (2.14). Kemudian, substitusikan (2.16) ke (2.15) didapatkan 

∑|𝜉𝑗𝜂𝑗| ≤

∞

𝑗=1

(∑|𝜉𝑘|𝑝
∞

𝑘=1

)

1
𝑝

(∑|𝜂𝑛|𝑞
∞

𝑛=1

 )

1
𝑞

. 

Teorema 2.44. (Ketaksamaan Minkowski untuk Deret) 

(Kreyzig, 1978)  Misalkan 𝑝 bilangan Riil yang memenuhi 𝑝 ≤ 1. Jika 𝒙 = (𝜉𝑗) ∈

ℓ𝑝 dan 𝒚 = (𝜂𝑗) ∈ ℓ𝑝 maka 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 
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(∑|𝜉𝑗 + 𝜂𝑗|
𝑝

∞

𝑗=1

)

1
𝑝

≤ (∑|𝜉𝑘|𝑝
∞

𝑘=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝜂𝑘|𝑝
∞

𝑘=1

 )

1
𝑝

. 

Bukti: Untuk 𝑝 = 1 ketaksamaan di atas didapatkan dari ketaksamaan Segitiga 

untuk bilangan Riil. Misalkan 𝑝 > 1 dan 𝜉𝑗 + 𝜂𝑗 = 𝜔𝑗 . Dari ketaksamaan Segitiga 

untuk bilangan Riil didapatkan 

|𝜔𝑗|
𝑝

= |𝜉𝑗 + 𝜂𝑗||𝜔𝑗|
𝑝−1

≤ (|𝜉𝑗| + |𝜂𝑗|)|𝜔𝑗|
𝑝−1

. 

Dengan menjumlahkan 𝑗 dari 1 sampai bilangan Asli 𝑚 yang tetap, diperoleh 

∑|𝜔𝑗|
𝑝

𝑚

𝑗=1

≤ ∑|𝜉𝑗|

𝑚

𝑗=1

|𝜔𝑗|
𝑝−1

+ ∑|𝜂𝑗||𝜔𝑗|
𝑝−1

.

𝑚

𝑗=1

 

Mengggunakan ketaksamaan Holder pada suku pertama penjumlahan dari (2.17) 

didapatkan, 

∑|𝜉𝑗|

𝑚

𝑗=1

|𝜔𝑗|
𝑝−1

≤ [∑|𝜉𝑘|𝑝
𝑚

𝑘=1

]

1
𝑝

[∑(|𝜔𝑛|𝑝−1)𝑞

𝑚

𝑛=1

]

1
𝑞

. 

Dari (2.12), diperoleh (𝑝 − 1)𝑞 = 𝑝.  

Pada (2.17) menggunakan ketaksamaan Holder, suku kedua di ruas kanan pada 

penjumlahan didapatkan 

∑|𝜂𝑗||𝜔𝑗|
𝑝−1

≤ [∑|𝜂𝑘|𝑝
𝑚

𝑘=1

]

1
𝑝

[∑|𝜔𝑛|𝑝
𝑚

𝑛=1

]

1
𝑞

.

𝑚

𝑗=1

 

Sehingga diperoleh, 

∑|𝜔𝑗|
𝑝

𝑚

𝑗=1

≤ {[∑|𝜉𝑘|𝑝
𝑚

𝑘=1

]

1
𝑝

+ [∑|𝜂𝑘|𝑝
𝑚

𝑘=1

]

1
𝑝

} [∑|𝜔𝑛|𝑝
𝑚

𝑛=1

]

1
𝑞

. 

Membagi kedua ruas dengan [∑ |𝜔𝑛|𝑝𝑚
𝑛=1 ]

1

𝑞 pada (2.18) sehingga didapatkan 

(2.17) 

(2.18) 
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(∑|𝜉𝑗 + 𝜂𝑗|
𝑝

𝑚

𝑗=1

)

1
𝑝

≤ (∑|𝜉𝑘|𝑝
𝑚

𝑘=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝜂𝑘|𝑝
𝑚

𝑘=1

)

1
𝑝

. 

Karena 𝒙 = (𝜉𝑗), 𝒚 = (𝜂𝑗) ∈ ℓ𝑝 maka ruas kanan (2.19) konvergen. Sehingga ruas 

kiri juga konvergen dan berlaku 

(∑|𝜉𝑗 + 𝜂𝑗|
𝑝

∞

𝑗=1

)

1
𝑝

≤ (∑|𝜉𝑘|𝑝
∞

𝑘=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝜂𝑘|𝑝
∞

𝑘=1

 )

1
𝑝

. 

 

2.7 Konsep Ikhtiar, Do’a dan Tawakal 

Pada ruang norm menarik untuk dikaji karena penerapannya sangat banyak 

dalam kehidupan sehari-hari maupun pada disiplin ilmu lainnya. Ruang norm telah 

banyak dikembangkan salah satunya adalah kelengkapan ruang ℓ𝑝. 

Allah Swt. berfirman dalam Q.S Ar-Ra’d ayat 11 yang artinya: 

“Sesungguhnya Allah tidak akan mengubah keadaan suatu kaum sehingga  mereka 

mengubah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri”. 

Menurut Nasrudin (2019) ayat di atas terdapat dua jenis perubahan dengan dua 

pelaku. Perubahan pertama adalah perubahan manusia yang pelakunya adalah 

Allah. Perubahan yang dibuat oleh Allah pasti terjadi melalui hukum-hukum sosial 

yang Dia tetapkan dan hukum-hukum ini tidak membedakan satu masyarakat 

dengan masyarakat lainnya. Perubahan kedua adalah perubahan keadaan diri 

manusia yang pelakunya adalah manusia. Perubahan yang kedua bisa dipahami dari 

kata ma bi anfusihim dari ayat tersebut yang diartikan dengan apa yang ada pada 

diri mereka.  

Menurut Syamaun (2019) perubahan keadaan diri manusia yang pelakunya 

adalah manusia dipahami dari kata ma bi anfusihim yang terdiri dari dua unsur 

(2.19) 
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pokok. Unsur tersebut adalah nilai yang dihayati dan kemauan (kehendak) manusia. 

Pada kedua unsur tersebut dapat menciptakan dorongan pada diri manusia untuk 

melakukan perubahan. 

Pada ayat di atas Allah Swt. memerintahkan manusia untuk berikhtiar, karena 

Allah Swt. tidak akan merubah keadaan manusia jika manusia tidak berikhtiar. 

Ikhtiar merupakan salah satu bentuk ibadah kepada Allah Swt. apabila ikhtiar yang 

dilakukan manusia berada pada jalan yang benar. Setiap ikhtiar hendaknya 

dilandasi dengan hati yang ikhlas untuk mendapatkan ridha Allah. Untuk 

mempercepat perubahan keadaan diri manusia, maka ikhtiar harus dilakukan 

dengan bersungguh-sungguh dan semaksimal mungkin sesuai dengan kemampuan 

yang dimilikinya. Terkadang ikhtiar dari manusia sering mengalami kegagalan. 

Kegagalan yang terjadi terkadang karena adanya keterbatasan dan kekurangan pada 

diri manusia. Setiap manusia yang mengalami kegagalan dianjurkan untuk bersabar 

agar tidak berkeluh kesah dan berputus asa.  

Pada ajaran Islam menempatkan ikhtiar beriringan dengan do’a. Setiap do’a 

yang dipanjatkan kepada Allah Swt. untuk memulai ikhtiar akan bernilai ibadah. 

Do’a artinya permintaan dari seorang hamba kepada Tuhan dengan menggunakan 

lafal yang dikehendaki dan dengan memenuhi ketentuan yang telah ditetapkan 

(Dahlan, 2001). Do’a merupakan penyadaran diri dari seorang manusia yang tidak 

ada daya dan upaya kecuali pertolongan dari Allah Swt. Dalil Al Quran yang 

memerintahkan berdo’a kepada Allah Swt. terkandung dalam Q.S. Al-Mu’min ayat 

60 yang artinya: 

Dan Tuhanmu berfirman “Berdo’alah kepada-Ku, niscaya akan Aku perkenankan 

bagimu. Sesungguhnya orang-orang yang sombong tidak mau menyembah-Ku 

akan masuk neraka jahanam dalam keadaan hina dina”. 
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Maksud ayat di atas Allah memerintahkan hamba-Nya untuk berdo’a dan Allah 

akan mengabulkan permintaan terhadap hamba-Nya yang berdo’a. Berdo’a kepada 

Allah Swt. menandakan bahwa manusia adalah mahluk dhaif di hadapan Allah Swt. 

Do’a dilakukan dengan lisan atau hati dan menggunakan kalimat yang telah 

diajarkan dalam Al Quran dan Rosulullah Saw. Dengan berdoa seorang hamba akan 

semakin dekat dengan Sang Pencipta, sehingga setiap permintaan akan diridhoi 

oleh Allah Swt. 

Manusia yang telah berikhtiar dan berdo’a maka langkah terakhirnya adalah 

bertawakal. Menurut M.Quraish Shihab, tawakal bukan berarti penyerahan mutlak 

kepada Allah, tetapi penyerahan tersebut harus didahului dengan usaha manusiawi 

(Ghoni, 2016). Selanjutnya, seorang muslim diharuskan untuk berikhtiar, tetapi 

pada keadaan yang sama, dia diharuskan pula untuk berserah diri kepada Allah Swt. 

Manusia diharuskan melakukan kewajibannya, kemudian menunggu hasilnya 

sebagaimana kehendak dan ketetapan Allah Swt. Pendapat M.Quraish Shihab 

tersebut menunjukkan bahwa tawakal adalah menyerahkan segala sesuatu kepada 

Allah dan yakin kepada kehendak Allah dengan sepenuh hati. Tawakal dalam 

pengertian ini setidaknya terdiri dari dua unsur yakni ikhtiar, apabila ikhtiar dari 

seorang manusia sudah mencapai batas maksimal maka langkah terakhirnya adalah 

bertawakal kepada Allah Swt., inilah tawakal yang sebenarnya. 

Salah satu dalil Al Quran yang memerintahkan bertawakal kepada Allah Swt. 

terdapat dalam Q.S. At-Talaq ayat 3 yang artinya: 

“….Dan barang siapa bertawakal kepada Allah, niscaya Allah akan mencukupkan 

keperluannya. Sesunggguhnya Allah melaksanakan urusannya. Sungguh, Allah 

telah mengadakan ketentuan bagi setiap sesuatu”. 

Pada ayat tersebut Allah memerintahkan manusia untuk bertawakal. Manusia yang 

bertawakal hatinya akan menjadi damai, karena ia percaya pada keadilan dan 
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rahmat Allah. Manusia yang bertawakal akan lebih sabar menerima setiap hasil 

yang baik maupun yang kurang baik, karena ia percaya keputusan tersebut 

merupakan keputusan dan ketetapan dari Allah Swt.  Oleh karena itu, Islam 

menetapkan setiap manusia yang berikhtiar dan berdo’a, maka harus diikuti dengan 

bertawakal. 

Berdasarkan penjelasan di atas setiap ikhtiar harus dilengkapi dengan do’a dan 

tawakal kepada Allah Swt. Sebagai seorang peneliti dalam bidang matematika 

dapat menerapkan ilmu tersebut, seperti yang dilakukan oleh Konca, dkk (2016) 

yang membuktikan ruang (ℓ𝑣
2 , ‖⋅,⋅‖2,𝑣,𝑤) adalah ruang Banach-2 dan ruang 

(ℓ𝑣
2 , 〈⋅,⋅ | ⋅〉2,𝑣,𝑤) adalah ruang Hilbert-2.
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Berdasarkan definisi ruang norm, ruang norm-2 dan ruang barisan yang telah 

dijelaskan pada bab 2, maka pada bagian ini akan ditunjukkan ruang ℓ𝑝 pada norm-

2 lengkap. 

3.1 Ruang 𝓵𝒑 pada Norm-2 Lengkap 

Terinspirasi dari rumusan norm-2 pada ℓ2, sehingga didefinisikan norm-2 pada 

ℓ𝑝 sebagai berikut:  

‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

  

dengan 𝒙 = (𝑥𝑖) ∈ ℓ𝑝 dan 𝒚 = (𝑦𝑖) ∈ ℓ𝑝. 

Teorema 3.1. Fungsi yang didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

, 

merupakan norm-2 pada ℓ𝑝. 

Bukti: Akan dibuktikan ruang ℓ𝑝 yang didefinisikan pada (3.2) memenuhi sifat-

sifat norm-2.  

Ambil sebarang 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ ℓ𝑝 dan 𝛼 ∈ ℝ. 

a. Akan ditunjukkan ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 ≥ 0 dan ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝒙, 𝒚 

bergantung linier. 

‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(3.1)  

(Definisi norm-2 pada ℓ𝑝) 
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= (
1

2
∑ ∑|𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

Berdasarkan definisi nilai mutlak |𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖| ≥ 0 sehingga 

(
1

2
∑∑|𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

≥ 0 

untuk setiap 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ ℝ. Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 ≥ 0. 

(⟹) Jika ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = 0 maka 𝒙, 𝒚 bergantung linier. 

‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

= (
1

2
∑ ∑|𝑥𝑖𝑦𝑗 − (𝑥𝑗𝑦𝑖)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= 0. 

Karena berlaku (3.2) dan 𝒙, 𝒚 adalah sebarang elemen di ℓ𝑝, maka ada 

kemungkinan (𝑥𝑖) bukan kelipatan (𝑥𝑗). Tanpa mengurangi keberlakuan 

secara umum, misalkan  

𝒙 = 𝑘𝒚 

(
𝑥𝑖

𝑥𝑗
) = 𝑘 (

𝑦𝑖

𝑦𝑗
)  

atau (𝑥𝑖) = 𝑘(𝑦𝑖) dan 𝑥𝑗 = 𝑘(𝑦𝑗) dengan 𝑘 adalah suatu skalar. 

Jadi, terbukti bahwa 𝒙, 𝒚 bergantung linier. 

(Definisi norm-2 pada ℓ𝑝) 

(3.2)  
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(⟸) Jika 𝒙, 𝒚 bergantung linier maka ‖𝒙, 𝒚‖ = 0. 

Diketahui 𝒙 = (𝑥𝑖) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ), 𝒚 = (𝑦𝑖) = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 , … ) bergantung 

linier sehingga terdapat suatu konstatnta 𝑘𝑖 ≠ 0 sedemikian sehingga 

∑ 𝑘𝑖𝑥𝑖 = 0∞
𝑖=1 . Misalkan  

𝒙 = 𝑘𝒚 

(
𝑥𝑖

𝑥𝑗
) = 𝑘 (

𝑦𝑖

𝑦𝑗
)  

atau (𝑥𝑖) = 𝑘(𝑦𝑖) dan 𝑥𝑗 = 𝑘(𝑦𝑗) dengan 𝑘 adalah suatu skalar. 

Sehingga diperoleh, 

‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑘𝑦𝑖 𝑘𝑦𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

 = (
1

2
∑∑|𝑘𝑦𝑖𝑦𝑗 − 𝑘𝑦𝑗𝑦𝑖)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

 = 0. 

Terbukti bahwa, jika 𝒙 = (𝑥𝑖), 𝒚 = (𝑦𝑖) bergantung linier maka ‖𝒙, 𝒚‖ = 0. 

Dengan demikian, terbukti bahwa ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 ≥ 0 dan ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = 0 jika dan hanya 

jika 𝒙, 𝒚 bergantung linier.  

b. Akan ditunjukkan ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = ‖𝒚, 𝒙‖𝑝. 

(Definisi norm-2 pada ℓ𝑝) 

(𝑥𝑗, 𝑦𝑗  bergantung linier) 
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‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

= (
1

2
∑ ∑|𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= (
1

2
∑ ∑|𝑦𝑖𝑥𝑗 − 𝑦𝑗𝑥𝑖|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

= (
1

2
∑ ∑ |det (

𝑦𝑖 𝑦𝑗

𝑥𝑖 𝑥𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

 = ‖𝒚, 𝒙‖𝑝.  

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = ‖𝒚, 𝒙‖𝑝. 

c. Akan ditunjukkan ‖𝛼𝒙, 𝒚‖𝑝 = |𝛼|‖𝒙, 𝒚‖𝑝. 

‖𝛼𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑ ∑ |det (

𝛼𝑥𝑖 𝛼𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

= (
1

2
∑ ∑|𝛼 det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= (
1

2
∑ ∑ (|𝛼| |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|)

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi norm-2 pada ℓ𝑝) 

(Sifat Komutatif) 

(Definisi) 

(Definisi norm-2 pada ℓ𝑝) 
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(Sifat Nilai Mutlak pada ℝ) 

= (
1

2
∑ ∑|𝛼|𝑝 |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Sifat Bilangan Berpangkat) 

= (|𝛼|𝑝)
1
𝑝 (

1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

= |𝛼|‖𝒙, 𝒚‖𝑝.  

Jadi, terbukti bahwa ‖𝛼𝒙, 𝒚‖𝑝 = |𝛼|‖𝒙, 𝒚‖𝑝. 

d. Akan ditunjukkan ‖𝒙 + 𝒚, 𝒛‖𝑝 ≤ ‖𝒙, 𝒛‖𝑝 + ‖𝒚, 𝒛‖𝑝. 

‖𝒙 + 𝒚, 𝒛‖𝑝 = (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 𝑥𝑗 + 𝑦𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

= (
1

2
∑∑|(𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) 𝑧𝑗 − (𝑥𝑗 + 𝑦𝑗)𝑧𝑖|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= (
1

2
∑∑|(𝑥𝑖𝑧𝑗 + 𝑦𝑖𝑧𝑗)  − (𝑥𝑗𝑧𝑖 + 𝑦𝑗𝑧𝑖)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Sifat Distributif) 

= (
1

2
∑∑|𝑥𝑖𝑧𝑗 + 𝑦𝑖𝑧𝑗  − 𝑥𝑗𝑧𝑖 − 𝑦𝑗𝑧𝑖|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Sifat Distributif) 

(Sifat Komutatif) 

(Definisi) 
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= (
1

2
∑∑|𝑥𝑖𝑧𝑗 − 𝑥𝑗𝑧𝑖 + 𝑦𝑖𝑧𝑗  − 𝑦𝑗𝑧𝑖|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Sifat Komutatif) 

= (
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
) + det (

𝑦𝑖 𝑦𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Definisi Determinan Matriks) 

≤ (
1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

+ (
1

2
∑∑ |det (

𝑦𝑖 𝑦𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(Ketaksamaan Minkowski) 

= ‖𝒙, 𝒛‖𝒑 + ‖𝒚, 𝒛‖𝒑. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚, 𝒛‖𝑝 ≤ ‖𝒙, 𝒛‖𝑝 + ‖𝒚, 𝒛‖𝑝.  

Karena fungsi yang didefinisikan pada (3.1) memenuhi sifat-sifat norm-2, maka  

‖𝒙, 𝒚‖𝑝 = (
1

2
∑ ∑|det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

, 

merupakan norm-2 pada ℓ𝑝. 

 Secara umum, misalkan (𝑋, ‖⋅,⋅‖) ruang norm-2, dapat dipilih {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} 

himpunan bebas linier di 𝑋, sehingga dapat didefinisikan ‖𝒙‖𝑝
∗  di 𝑋 sebagai berikut: 

‖𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1

𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞. 

Sehingga, norm ‖𝒙‖𝑝
∗  di (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) dapat didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1

𝑝. 

Teorema 3.2. Misalkan ({𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ𝑝, maka fungsi 

(Definisi) 

(3.3)  

(3.4)  
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‖𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1
𝑝  , 𝒙 ∈ ℓ𝑝 

mendefinisikan norm di ℓ𝑝. 

Bukti: Akan ditunjukkan ‖𝒙‖𝑝
∗  memenuhi sifat-sifat norm.  

Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ𝑝 dan 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. 

a. Akan ditunjukkan ‖𝒙‖𝑝
∗ ≥ 0 dan ‖𝒙‖𝑝

∗ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝟎. 

‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝
𝑝

=

(

 
 

(
1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(2)

𝑎𝑗
(2))|

𝑝∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

)

 
 

𝑝

 

 =
1

2
∑∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(2)

𝑎𝑗
(2))|

𝑝∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

 

 =
1

2
∑∑|𝑥𝑖𝑎𝑗

2 − (𝑥𝑗𝑎𝑖
2)|

𝑝
∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

. 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

Berdasarkan definisi nilai mutlak |𝑥𝑖𝑎𝑗
2 − (𝑥𝑗𝑎𝑖

2)| ≥ 0. Begitu pula dengan 

‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝
𝑝

≥ 0, sehingga ‖𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1

𝑝  ≥ 0. Jadi, terbukti 

bahwa ‖𝒙‖𝑝
∗ ≥ 0. 

(⟹) Jika ‖𝒙‖𝑝
∗ = 0 akan ditunjukan 𝒙 = 𝟎. 

Karena ‖𝒙‖𝑝
∗ = 0 diperoleh ‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 = ‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0. Karena ‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 

maka 𝒙 dan 𝒂𝟏 bergantung linier, sehingga diperoleh 𝒙 = 𝛽𝒂𝟏. Dengan 

mensubstitusikan 𝒙 = 𝛽𝒂𝟏 maka ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝 = ‖𝛽𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖𝑝 = |𝛽|‖𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖𝑝 =

0.  

Karena {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} bebas linier, maka ‖𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖𝑝 ≠ 0. Persamaan |𝛽|‖𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖𝑝 =

0 hanya dapat terpenuhi jika 𝛽 = 0 sehingga diperoleh 𝒙 = 𝟎. 

(Definisi) 

(Sifat Bilangan Berpangkat) 
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(⟸) Jika 𝒙 = 𝟎 akan ditunjukan ‖𝒙‖𝑝
∗ = 0. 

Karena 𝒙 = 𝟎 artinya 𝑥𝑛 = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, sehingga diperoleh 

‖𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1
𝑝 = [‖0, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖0, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1
𝑝 = 0. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙‖𝑝
∗ ≥ 0 dan ‖𝒙‖𝑝

∗ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝟎. 

b. Akan ditunjukkan ‖𝛼𝒙‖𝑝
∗ = |𝛼|‖𝒙‖𝑝

∗ .  

‖𝛼𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝛼𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝛼𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1
𝑝 

= [|𝛼|𝑝(‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝
𝑝

+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝
𝑝
)]

1

𝑝   

= [|𝛼|𝑝]
1

𝑝[‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝
𝑝

+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝
𝑝]

1

𝑝    

= |𝛼|‖𝒙‖𝑝
∗  .    

Jadi, terbukti bahwa ‖𝛼𝒙‖𝑝
∗ = |𝛼|‖𝒙‖𝑝

∗ .        

c. Akan ditunjukkan ‖𝒙 + 𝒚‖𝑝
∗ ≤ ‖𝒙‖𝑝

∗ + ‖𝒚‖𝑝
∗ . 

‖𝒙 + 𝒚‖𝑝
∗ = [‖𝒙 + 𝒚, 𝒂𝟏‖

𝑝 + ‖𝒙 + 𝒚, 𝒂𝟐‖
𝑝]

1
𝑝  

≤ [(‖𝒙, 𝒂𝟏‖ + ‖𝒚, 𝒂𝟏‖)
𝑝 + (‖𝒙, 𝒂𝟐‖ + ‖𝒚, 𝒂𝟐‖)𝑝]

1

𝑝  

(Ketaksamaan Segitiga) 

= [(‖𝒙, 𝒂𝟏‖ + ‖𝒙, 𝒂𝟐‖)
𝑝]

1

𝑝 + [(‖𝒚, 𝒂𝟏‖ + ‖𝒚, 𝒂𝟐‖)𝑝]
1

𝑝     (Definisi) 

= ‖𝒙‖𝑝
∗ + ‖𝒚‖𝑝

∗ .  

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚‖𝑝
∗ ≤ ‖𝒙‖𝑝

∗ + ‖𝒚‖𝑝
∗ . 

Karena ‖𝒙‖𝑝
∗  memenuhi sifat-sifat norm maka ‖𝒙‖𝑝

∗  mendefinisikan norm pada ℓ𝑝. 

Lemma 3.3. Jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖𝑝, maka 

berlaku lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝 = 0 dengan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} 

himpunan bebas linier di ℓ𝑝. Jika barisan (𝒙𝒌) Cauchy di ruang norm-2 

(Definisi) 

(Nilai mutlak pada ℝ) 

(Sifat Bilangan Berpangkat) 

(Definisi)  
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(ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) maka berlaku lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖𝑝 =

0 dengan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ𝑝. 

Bukti:  Ambil sebarang 𝒙 ∈ ℓ𝑝. 

a. Barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓp dalam norm-2, untuk setiap 𝒚 ∈ ℓ𝑝 maka 

berlaku lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒚‖𝑝 = 0. Karena {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ𝑝, 

akibatnya diperoleh lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝 = 0. 

b. Barisan (𝒙𝒌) Cauchy di ruang norm-2 (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝), untuk setiap 𝒚 ∈ ℓ𝑝 maka 

berlaku lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒚‖𝑝 = 0. Karena {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di 

ℓ𝑝, akibatnya diperoleh 

lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖𝑝 = 0. 

Jadi, terbukti bahwa jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖𝑝, 

maka berlaku lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝 = 0 dengan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} 

himpunan bebas linier di ℓp. Jika barisan (𝒙𝒌) Cauchy di ruang norm-2 (ℓp, ‖⋅,⋅‖p) 

maka berlaku lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖𝑝 = 0 dengan 

{𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ𝑝. 

Definisi 3.4. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor dan 

terdapat dua norm di 𝑋 yang dinotasikan ‖⋅‖ dan ‖⋅‖∗. Norm ‖⋅‖ dan ‖⋅‖∗ 

ekuivalen jika terdapat 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ sehingga untuk setiap 𝒙 ∈ 𝑋 berlaku  

𝛼‖𝒙‖ ≤ ‖𝒙‖∗ ≤ 𝛽‖𝒙‖. 

Teorema 3.5. Misalkan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ𝑝, maka norm ‖⋅‖𝑝
∗  

ekuivalen dengan norm ‖⋅‖𝑝. 
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Bukti: Ambil sebarang 𝒙 ∈ ℓ𝑝. Tanpa mengurangi keumuman, 𝒂𝟏 = 𝑎𝑗
(1)

=

(1,0,0,… ) dan 𝒂𝟐 = 𝑎𝑗
(2)

= (0,1,0, … ) dengan 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ.  

‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝
𝑝

=

(

 
 

(
1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(1)

𝑎𝑗
(1))|

𝑝∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

)

 
 

𝑝

 

=
1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(1)

𝑎𝑗
(1))|

𝑝∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

 

=
1

2
((|

𝑥1 𝑥1

𝑎1
(1)

𝑎1
(1)|

𝑝

+ |
𝑥1 𝑥2

𝑎1
(1)

𝑎2
(1)|

𝑝

+ |
𝑥1 𝑥3

𝑎1
(1)

𝑎3
(1)|

𝑝

+ |
𝑥1 𝑥4

𝑎1
(1)

𝑎4
(1)|

𝑝

+ ⋯ )

+ (|
𝑥2 𝑥1

𝑎2
(1)

𝑎1
(1)|

𝑝

+ |
𝑥2 𝑥2

𝑎2
(1)

𝑎2
(1)|

𝑝

+ |
𝑥2 𝑥3

𝑎2
(1)

𝑎3
(1)|

𝑝

+ |
𝑥2 𝑥4

𝑎2
(1)

𝑎4
(1)|

𝑝

+ ⋯ )

+ (|
𝑥3 𝑥1

𝑎3
(1)

𝑎1
(1)|

𝑝

+ |
𝑥3 𝑥2

𝑎3
(1)

𝑎2
(1)|

𝑝

+ |
𝑥3 𝑥3

𝑎3
(1)

𝑎3
(1)|

𝑝

+ |
𝑥3 𝑥4

𝑎3
(1)

𝑎4
(1)|

𝑝

+ ⋯ )

+ (|
𝑥4 𝑥1

𝑎4
(1)

𝑎1
(1)|

𝑝

+ |
𝑥4 𝑥2

𝑎4
(1)

𝑎2
(1)|

𝑝

+ |
𝑥4 𝑥3

𝑎4
(1)

𝑎3
(1)|

𝑝

+ |
𝑥4 𝑥4

𝑎4
(1)

𝑎4
(1)|

𝑝

+ ⋯ ) + ⋯ ) 

=
1

2
(|𝑥2|

𝑝 + |𝑥3|
𝑝 + |𝑥4|

𝑝 + ⋯+ |𝑥2|
𝑝 + |𝑥3|

𝑝 + |𝑥4|
𝑝 + ⋯) 

=
1

2
(2(|𝑥2|

𝑝 + |𝑥3|
𝑝 + |𝑥4|

𝑝 + ⋯ )) 

(Sifat Bilangan Berpangkat) 

(Operasi Penjumlahan) 
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= |𝑥2|
𝑝 + |𝑥3|

𝑝 + |𝑥4|
𝑝 + ⋯ 

= ∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠1

. 

Sehingga diperoleh ‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝
𝑝

= ∑ |𝑥𝑗|
𝑝∞

𝑗≠1 . 

‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝
𝑝

=

(

 
 

(
1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(2)

𝑎𝑗
(2))|

𝑝∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

)

 
 

𝑝

 

=
1

2
∑ ∑ |det (

𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(2)

𝑎𝑗
(2))|

𝑝∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

 

=
1

2
((|

𝑥1 𝑥1

𝑎1
(2)

𝑎1
(2)|

𝑝

+ |
𝑥1 𝑥2

𝑎1
(2)

𝑎2
(2)|

𝑝

+ |
𝑥1 𝑥3

𝑎1
(2)

𝑎3
(2)|

𝑝

+ |
𝑥1 𝑥4

𝑎1
(2)

𝑎4
(2)|

𝑝

+ ⋯)

+ (|
𝑥2 𝑥1

𝑎2
(2)

𝑎1
(2)|

𝑝

+ |
𝑥2 𝑥2

𝑎2
(2)

𝑎2
(2)|

𝑝

+ |
𝑥2 𝑥3

𝑎2
(2)

𝑎3
(2)|

𝑝

+ |
𝑥2 𝑥4

𝑎2
(2)

𝑎4
(2)|

𝑝

+ ⋯)

+ (|
𝑥3 𝑥1

𝑎3
(2)

𝑎1
(2)|

𝑝

+ |
𝑥3 𝑥2

𝑎3
(2)

𝑎2
(2)|

𝑝

+ |
𝑥3 𝑥3

𝑎3
(2)

𝑎3
(2)|

𝑝

+ |
𝑥3 𝑥4

𝑎3
(2)

𝑎4
(2)|

𝑝

+ ⋯)

+ (|
𝑥4 𝑥1

𝑎4
(2)

𝑎1
(2)|

𝑝

+ |
𝑥4 𝑥2

𝑎4
(2)

𝑎2
(2)|

𝑝

+ |
𝑥4 𝑥3

𝑎4
(2)

𝑎3
(2)|

𝑝

+ |
𝑥4 𝑥4

𝑎4
(2)

𝑎4
(2)|

𝑝

+ ⋯) + ⋯ ) 

=
1

2
(|𝑥1|

𝑝 + |𝑥1|
𝑝 + |𝑥3|

𝑝 + |𝑥4|
𝑝 + ⋯+ |𝑥3|

𝑝 + |𝑥4|
𝑝 + ⋯ ) 

(Operasi Perkalian) 

(Definisi) 

(Definisi) 

(Sifat Bilangan Berpangkat) 
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=
1

2
(2(|𝑥1|

𝑝 + |𝑥3|
𝑝 + |𝑥4|

𝑝 + ⋯ )) 

= |𝑥1|
𝑝 + |𝑥3|

𝑝 + |𝑥4|
𝑝 + ⋯ 

= ∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠2

. 

Sehingga diperoleh, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝
𝑝

= ∑ |𝑥𝑗|
𝑝∞

𝑗≠2 .  

‖𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1
𝑝  

= [∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠1

+ ∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠2

]

1
𝑝

 

= [|𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 + 2∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≥3

]

1
𝑝

 

Selanjutnya, akan ditunjukkan ‖𝒙‖𝑝 ≤ ‖𝒙‖𝑝
∗  . 

‖𝒙‖𝑝 = (∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗=1

)

1
𝑝

 

= (|𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 + |𝑥3|
𝑝 + ⋯ )

1
𝑝 

≤ [|𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 + 2∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≥3

]

1
𝑝

 

= [∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠1

+ ∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠2

]

1
𝑝

 

= [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝
𝑝

+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝
𝑝]

1
𝑝 

= ‖𝒙‖𝑝
∗  . 

(Operasi Penjumlahan) 

(Operasi Perkalian) 

(Definisi) 

(Definisi) 
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Sehingga diperoleh bahwa ‖𝒙‖𝑝 ≤ ‖𝒙‖𝑝
∗  . 

‖𝒙‖𝑝
∗ = [‖𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝

𝑝
+ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝

𝑝]
1
𝑝  

= [∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠1

+ ∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≠2

]

1
𝑝

 

= [|𝑥1|
𝑝 + |𝑥2|

𝑝 + 2∑|𝑥𝑗|
𝑝

∞

𝑗≥3

]

1
𝑝

 

≤ 2
1
𝑝 (∑|𝑥𝑗|

𝑝
∞

𝑗=1

)

1
𝑝

 

= 2
1
𝑝‖𝒙‖𝑝 . 

Sehingga diperoleh bahwa ‖𝒙‖𝑝
∗ ≤ 2

1

𝑝‖𝒙‖𝑝 . 

Karena ‖𝒙‖𝑝 ≤ ‖𝒙‖𝑝
∗  dan ‖𝒙‖𝑝

∗ ≤ 2
1

𝑝‖𝒙‖𝑝 , maka dapat disimpulkan 

bahwa ‖𝒙‖𝑝 ≤ ‖𝒙‖𝑝
∗ ≤ 2

1

𝑝‖𝒙‖𝑝. Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙‖𝑝
∗  ekuivalen dengan norm 

‖𝒙‖𝑝. 

Berdasarkan Lemma 3.3. dan Teorema 3.5. diperoleh Teorema 3.6. sebagai 

berikut: 

Teorema 3.6. Misalkan (𝑥𝑘) barisan di ℓ𝑝. Barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 

dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖𝑝 jika dan hanya jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam 

norm ‖⋅‖𝑝. Begitu pula dengan (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) 

jika dan hanya jika (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm (ℓ𝑝, ‖⋅‖𝑝). 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ𝑝 dan barisan (𝒙𝒌), (𝒙𝒎) ∈ ℓ𝑝. 

(Definisi) 
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a. (⟹) Jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖𝑝 akan 

ditunjukkan barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm ‖⋅‖𝑝. 

Dari Lemma 3.3. diperoleh lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝 =

0 sehingga,  

lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖𝑝
∗ = lim

𝑘→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖𝑝 + lim

𝑘→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖𝑝 = 0 + 0 = 0. 

Karena lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖𝑝
∗ = 0 artinya bahwa barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 

terhadap norm ‖⋅‖𝑝
∗ . Berdasarkan Teorema 3.5. maka (𝒙𝒌) juga konvergen ke 

𝒙 ∈ ℓ𝑝 terhadap norm ‖⋅‖𝑝. 

(⟸) Jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm ‖⋅‖𝑝 akan 

ditunjukkan  barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm-2 ‖⋅,∙‖𝑝. 

Ambil sebarang 𝒚 ∈ ℓ𝑝 dan pilih 𝜀 =
𝜀

‖𝒚‖𝑝
, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) dengan 𝑘 ∈ ℕ berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖𝑝 <
𝜀

‖𝒚‖𝑝

. 

Pilih 𝐾1(𝜀) = 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾1(𝜀) berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒚‖𝑝 ≤ ‖𝒙𝒌 − 𝒙‖𝑝‖𝒚‖𝑝            (Ketaksamaan Hadamard) 

 <
𝜀

‖𝒚‖𝑝

‖𝒚‖𝑝 

= 𝜀. 

b. (⟹) Jika (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) akan dibuktikan 

(𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm (ℓ𝑝, ‖⋅‖𝑝). 

Dari Lemma 3.3. diperoleh lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖𝑝 = 0 dan 

lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖𝑝 = 0 sehingga, 
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lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖𝑝
∗ = lim

𝑘,𝑚→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖𝑝 + lim

𝑘,𝑚→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖𝑝 

= 0 + 0 = 0. 

Karena lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖𝑝
∗ = 0 artinya bahwa (𝒙𝒌) barisan Cauchy terhadap 

norm ‖⋅‖𝑝
∗ . Berdasarkan Teorema 3.5. maka (𝒙𝒌) juga barisan Cauchy 

terhadap norm ‖⋅‖𝑝. 

(⟸) Jika (𝒙𝒌) ∈ ℓ𝑝 barisan Cauchy di ruang norm (ℓ𝑝, ‖⋅‖𝑝) akan dibuktikan  

(𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝). 

Ambil sebarang 𝒚 ∈ ℓ𝑝. Pilih 𝜀 =
𝜀

‖𝒚‖𝑝
, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap  𝑘,𝑚 ≥ 𝐾(𝜀) berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖𝑝 <
𝜀

‖𝒚‖𝑝
. 

Pilih 𝐾1(𝜀) = 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘,𝑚 ≥ 𝐾1(𝜀) berlaku  

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒚‖𝑝 ≤ ‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖𝑝‖𝒚‖𝑝            (Ketaksamaan Hadamard) 

 <
𝜀

‖𝒚‖𝑝

‖𝒚‖𝑝 

 = 𝜀. 

Jadi, terbukti bahwa barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖𝑝 

jika dan hanya jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 dalam norm ‖⋅‖𝑝. Begitu 

pula dengan (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) jika dan hanya jika 

(𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm (ℓ𝑝, ‖⋅‖𝑝). 

Akibat 3.7. Ruang norm-2 (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) merupakan ruang Banach-2. 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ𝑝 dan barisan (𝒙𝒌) ∈ ℓ𝑝. 

Misalkan (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝).  Berdasarkan Teorema 

3.6. diperoleh (𝒙𝒌) juga barisan Cauchy di ruang norm (ℓ𝑝, ‖⋅‖𝑝). Karena ℓ𝑝 
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terhadap norm ‖⋅‖𝑝 merupakan ruang norm yang lengkap, akibatnya (𝒙𝒌) 

konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 terhadap norm ‖⋅‖𝑝. Berdasarkan Teorema 3.6. diperoleh 

(𝒙𝒌) juga konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ𝑝 terhadap norm-2 ‖⋅,⋅‖𝑝. Sehingga diperoleh bahwa 

(ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖𝑝) merupakan ruang norm-2 yang lengkap atau disebut dengan ruang 

Banach-2. 

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa norm-2 pada ℓ∞ merupakan ruang norm-

2 yang lengkap. Fungsi ‖⋅,⋅‖∞: ℓ∞ × ℓ∞ → ℝ didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|   

dengan 𝒙 = (𝑥𝑖) ∈ ℓ∞ dan 𝒚 = (𝑦𝑖) ∈ ℓ∞. 

Teorema 3.8. Fungsi yang didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|  

merupakan norm-2 pada ℓ∞. 

Bukti: Akan ditunjukkan bahwa fungsi yang didefinisikan pada (3.5) memenuhi 

sifat-sifat norm-2.  

Ambil sebarang 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ ℓ∞ dan 𝛼 ∈ ℝ. 

a. Akan ditunjukkan ‖𝒙, 𝒚‖∞ ≥ 0 dan ‖𝒙, 𝒚‖∞ = 0 jika dan hanya jika 𝒙, 𝒚 

bergantung linier. 

‖𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|           (Definisi Norm-2 pada ℓ∞) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖|     (Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

(3.5)  
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Berdasarkan definisi nilai mutlak |𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖| ≥ 0 sehingga ‖𝒙, 𝒚‖∞ =

sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑦𝑗 + 𝑥𝑗𝑦𝑖| ≥ 0 untuk setiap 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ ℝ. Jadi, terbukti bahwa 

‖𝒙, 𝒚‖∞ ≥ 0. 

 (⟹) Jika ‖𝒙, 𝒚‖∞ = 0 akan ditunjukkan 𝒙, 𝒚 bergantung linier. 

‖𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|           (Definisi Norm-2 pada ℓ∞) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑦𝑗 − (𝑦𝑖𝑥𝑗)|        (Determinan Matriks) 

= 0.             (3.6) 

Karena berlaku (3.6) dan 𝒙, 𝒚 adalah sebarang elemen di ℓ∞, maka ada 

kemungkinan (𝑥𝑖) bukan kelipatan (𝑥𝑗). Tanpa mengurangi keberlakuan 

secara umum, misalkan  

𝒙 = 𝑘𝒚 

(
𝑥𝑖

𝑥𝑗
) = 𝑘 (

𝑦𝑖

𝑦𝑗
)  

atau (𝑥𝑖) = 𝑘(𝑦𝑖) dan 𝑥𝑗 = 𝑘(𝑦𝑗) dengan 𝑘 adalah suatu skalar. 

Jadi, terbukti bahwa 𝒙, 𝒚 bergantung linier. 

(⟸) Jika 𝒙, 𝒚 bergantung linier akan ditunjukkan ‖𝒙, 𝒚‖∞ = 0. 

Diketahui 𝒙 = (𝑥𝑖) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ), 𝒚 = (𝑦𝑖) = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 , … ) bergantung 

linier, sehingga terdapat suatu konstatnta 𝑘𝑖 ≠ 0 sedemikian sehingga 

∑ 𝑘𝑖𝑥𝑖 = 0∞
𝑖=1 . Misalkan  

𝒙 = 𝑘𝒚 

(
𝑥𝑖

𝑥𝑗
) = 𝑘 (

𝑦𝑖

𝑦𝑗
)  

atau (𝑥𝑖) = 𝑘(𝑦𝑖) dan 𝑥𝑗 = 𝑘(𝑦𝑗) dengan 𝑘 adalah suatu skalar. 

Sehingga diperoleh, 
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‖𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|            (Definisi Norm-2 pada ℓ∞) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑘𝑦𝑖 𝑘𝑦𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)| 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑘𝑦𝑖𝑦𝑗 − 𝑘𝑦𝑗𝑦𝑖|   

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= 0.          ( Karena 𝑥𝑖𝑘(𝑦𝑖) = 𝑦𝑖𝑘(𝑥𝑖)) 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙, 𝒚‖∞ ≥ 0 dan ‖𝒙, 𝒚‖∞ = 0 jika dan hanya jika 𝒙, 𝒚 

bergantung linier.  

b. Akan ditunjukkan ‖𝒙, 𝒚‖∞ = ‖𝒚, 𝒙‖∞. 

‖𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|           (Definisi Norm-2 pada ℓ∞) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖|        (Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑦𝑖𝑥𝑗 − 𝑦𝑗𝑥𝑖| 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑦𝑖 𝑦𝑗

𝑥𝑖 𝑥𝑗
)| 

  = ‖𝒚, 𝒙‖∞.  

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙, 𝒚‖∞ = ‖𝒚, 𝒙‖∞. 

c. Akan ditunjukkan ‖𝛼𝒙, 𝒚‖∞ = |𝛼|‖𝒙, 𝒚‖∞. 

‖𝛼𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝛼𝑥𝑖 𝛼𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)| 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝛼𝑥𝑖(𝑦𝑗) − 𝛼𝑥𝑗(𝑦𝑖)|  

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝛼(𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖)|              (Sifat Distributif) 

(𝑥𝑗,𝑦𝑗  Bergantung Linier) 

(Sifat Komutatif) 

(Definisi Determinan Matriks) 

(Definisi) 

(Sifat Nilai Mutlak pada ℝ) 
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= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝛼||𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖| 

= |𝛼| sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖| 

= |𝛼|sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|      (Definisi Determinan Matriks) 

= |𝛼|‖𝒙, 𝒚‖∞. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝛼𝒙, 𝒚‖∞ = |𝛼|‖𝒙, 𝒚‖∞. 

d. Akan ditunjukkan ‖𝒙 + 𝒚, 𝒛‖∞ ≤ ‖𝒙, 𝒛‖∞ + ‖𝒚, 𝒛‖∞. 

‖𝒙 + 𝒚, 𝒛‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|det (
𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 𝑥𝑗 + 𝑦𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)|  

(Sifat Nilai Mutlak pada ℝ) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|(𝑥𝑖 + 𝑦𝑖)(𝑧𝑗) − (𝑥𝑗 + 𝑦𝑗)𝑧𝑖| 

(Definisi |det (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|(𝑥𝑖𝑧𝑗 + 𝑦𝑖𝑧𝑗)  − (𝑧𝑖𝑥𝑗 + 𝑧𝑖𝑦𝑗)|        (Sifat Distributif) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑧𝑗 + 𝑦𝑖𝑧𝑗  − 𝑧𝑖𝑥𝑗 − 𝑧𝑖𝑦𝑗|            (Sifat Distributif) 

=   sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑧𝑗 − 𝑧𝑖𝑥𝑗 + 𝑦𝑖𝑧𝑗 − 𝑧𝑖𝑦𝑗|             (Sifat Komutatif) 

= sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|det (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
) + det (

𝑦𝑖 𝑦𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)|  (Determinan Matriks) 

≤ sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|det (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)| + sup

𝑖∈ℕ
sup
𝑗∈ℕ

|det (
𝑦𝑖 𝑦𝑗

𝑧𝑖 𝑧𝑗
)| 

(Ketaksamaan Segitiga) 

= ‖𝒙, 𝒛‖∞ + ‖𝒚, 𝒛‖∞. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚, 𝒛‖∞ ≤ ‖𝒙, 𝒛‖∞ + ‖𝒚, 𝒛‖∞. 

Karena fungsi yang didefinisikan pada (3.5) memenuhi sifat-sifat norm-2, maka 

(Perkalian Nilai Mutlak) 

(Sifat Komutatif) 

(Definisi) 

(Definisi) 
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‖𝒙, 𝒚‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑦𝑖 𝑦𝑗
)|  

merupakan norm-2 pada ℓ∞. 

Selanjutnya, dari (3.4) apabila 𝑝 = ∞ norm ‖𝒙‖∞
∗  di (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞) 

didefinisikan sebagai berikut: 

‖𝒙‖∞
∗ = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞} , 

dengan 𝒙 ∈ ℓ∞ dan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} adalah himpunan bebas linier di ℓ∞. 

Teorema 3.9. Misalkan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} adalah himpunan bebas linier di ℓ∞, maka fungsi  

‖𝒙‖∞
∗ = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞} , 𝒙 ∈ ℓ∞ 

mendefinisikan norm di ℓ∞. 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ∞ dan 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. 

a. Akan ditunjukkan ‖𝒙‖∞
∗ ≥ 0 dan ‖𝒙‖∞ 

∗ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝟎. 

‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(1)

𝑎𝑗
(1))| 

 = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑎𝑗
(1)

− 𝑥𝑗𝑎𝑖
(1)

|. 

Berdasarkan definisi nilai mutlak |𝑥𝑖𝑎𝑗
(1)

− 𝑥𝑗𝑎𝑖
(1)

| ≥ 0 sehingga 

sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑥𝑖𝑎𝑗
(1)

− 𝑥𝑗𝑎𝑖
(1)

| ≥ 0. Begitu pula dengan ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞ ≥ 0, sehingga 

‖𝒙‖∞
∗ = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞}. Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙‖∞

∗ ≥ 0. 

(⟹) Jika ‖𝒙‖∞
∗ = 0 akan ditunjukan 𝒙 = 𝟎. 

Karena ‖𝒙‖∞
∗ = 0 diperoleh ‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = 0. Karena ‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞ =

0 maka 𝒙 dan 𝒂𝟏 bergantung linier, sehingga diperoleh 𝒙 = 𝛽𝒂𝟏.  

Dengan mensubstitusikan 𝒙 = 𝛽𝒂𝟏 maka ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = ‖𝛽𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖∞ =

|𝛽|‖𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖2 = 0. Karena {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} bebas linier, maka ‖𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖2 ≠ 0.  

(3.6)  

(Definisi) 
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Persamaan |𝛽|‖𝒂𝟏, 𝒂𝟐‖2 = 0 hanya dapat terpenuhi jika 𝛽 = 0 sehingga 

diperoleh 𝒙 = 𝟎. 

(⟸) Jika 𝒙 = 𝟎 akan ditunjukan ‖𝒙‖∞
∗ = 0. 

Karena 𝒙 = 𝟎 artinya 𝑥𝑛 = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, sehingga diperoleh 

‖𝒙‖∞
∗ = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞} 

= sup{‖0, 𝒂𝟏‖∞, ‖0, 𝒂𝟐‖∞} 

= sup{0} 

= 0. 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙‖∞
∗ ≥ 0 dan ‖𝒙‖∞

∗ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 𝟎. 

b. Akan ditunjukkan ‖𝛼𝒙‖∞
∗ = |𝛼|‖𝒙‖∞

∗ .  

‖𝛼𝒙‖∞
∗ = sup{‖𝛼𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝛼𝒙, 𝒂𝟐‖∞} 

 = sup{|𝛼| ⋅ ‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, |𝛼| ⋅ ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞}        

 (Sifat Nilai Mutlak pada ℝ) 

 = |𝛼| sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞} 

 = |𝛼|‖𝒙‖∞
∗ . 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝛼𝒙‖∞
∗ = |𝛼|‖𝒙‖∞

∗ . 

c. Akan ditunjukkan ‖𝒙 + 𝒚‖∞
∗ ≤ ‖𝒙‖∞

∗ + ‖𝒚‖∞
∗ . 

‖𝒙 + 𝒚‖∞
∗ = sup{‖𝒙 + 𝒚, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙 + 𝒚, 𝒂𝟐‖∞}  

 ≤ sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞ + ‖𝒚, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞ + ‖𝒚, 𝒂𝟐‖∞} 

(Ketaksamaan Segitiga) 

 = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞ + ‖𝒚, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒚, 𝒂𝟐‖∞} 

 = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞} + sup{‖𝒚, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒚, 𝒂𝟐‖∞} 

 = ‖𝒙‖∞
∗ + ‖𝒚‖∞

∗ .               (Definisi) 

Jadi, terbukti bahwa ‖𝒙 + 𝒚‖∞
∗ ≤ ‖𝒙‖∞

∗ + ‖𝒚‖∞
∗ . 

(Sifat Distributif) 

(Definisi) 
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Dengan demikian, ‖𝒙‖∞
∗ = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞} mendefinisikan norm pada 

ℓ∞. 

Lemma 3.10. Jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖∞, maka 

berlaku lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = 0 dengan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} 

himpunan bebas linier di ℓ∞. Jika barisan (𝒙𝒌) Cauchy di ruang norm-2 

(ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞) maka berlaku lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan 

lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖∞ = 0 dengan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ∞. 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙 ∈ ℓ∞. 

a. Barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 di ℓ∞, untuk setiap 𝒚 ∈ ℓ∞ maka berlaku 

lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒚‖∞ = 0. 

Karena {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ∞, akibatnya diperoleh  

lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = 0. 

b. Barisan (𝒙𝒌) Cauchy di ruang norm-2 (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞), untuk setiap 𝒚 ∈ ℓ∞ maka 

berlaku  

lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒚‖∞ = 0. 

Karena {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ∞, akibatnya diperoleh  

lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖∞ = 0. 

Jadi, terbukti bahwa jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm-2 

‖⋅,⋅‖∞, maka berlaku lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = 0 dengan 

{𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ∞. Jika barisan (𝒙𝒌) Cauchy di ruang norm-2 

(ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞) maka berlaku lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan 

𝑙𝑖𝑚
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖∞ = 0 dengan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} himpunan bebas linier di ℓ∞. 
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Teorema 3.11. Norm ‖𝒙‖∞
∗  ekuivalen dengan norm ‖𝒙‖∞  pada ℓ∞. 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙 ∈ ℓ∞ dan {𝒂𝟏, 𝒂𝟐} adalah himpunan bebas linier di ℓ∞.  

Tanpa mengurangi keumuman, 𝒂𝟏 = (𝑎𝑗
(1)

)
𝑗

= (1,0,0,0… ) dan 𝒂𝟐 = (𝑎𝑗
(2)

)
𝑗

=

(0,1,0,0… ) dengan 𝑗 ∈ ℕ.  

‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(1)

𝑎𝑗
(1))| 

= sup {(|
𝑥1 𝑥1

𝑎1
(1)

𝑎1
(1)| , |

𝑥1 𝑥2

𝑎1
(1)

𝑎2
(1)| , |

𝑥1 𝑥3

𝑎1
(1)

𝑎3
(1)| , |

𝑥1 𝑥4

𝑎1
(1)

𝑎4
(1)| , … ) ,

(|
𝑥2 𝑥1

𝑎2
(1)

𝑎1
(1)| , |

𝑥2 𝑥2

𝑎2
(1)

𝑎2
(1)| , |

𝑥2 𝑥3

𝑎2
(1)

𝑎3
(1)| , |

𝑥2 𝑥4

𝑎2
(1)

𝑎4
(1)| , … ) ,

(|
𝑥3 𝑥1

𝑎3
(1)

𝑎1
(1)| , |

𝑥3 𝑥2

𝑎3
(1)

𝑎2
(1)| , |

𝑥3 𝑥3

𝑎3
(1)

𝑎3
(1)| , |

𝑥3 𝑥4

𝑎3
(1)

𝑎4
(1)| , … ) ,

(|
𝑥4 𝑥1

𝑎4
(1)

𝑎1
(1)| , |

𝑥4 𝑥2

𝑎4
(1)

𝑎2
(1)| , |

𝑥4 𝑥3

𝑎4
(1)

𝑎3
(1)| , |

𝑥4 𝑥4

𝑎4
(1)

𝑎4
(1)| , … ) , … } 

= sup{|𝑥2|, |𝑥3|, |𝑥4|, … } 

= sup 
𝑛∈ℕ/{1}

|𝑥𝑛|. 

‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = sup
𝑖∈ℕ

sup
𝑗∈ℕ

|𝑑𝑒𝑡 (
𝑥𝑖 𝑥𝑗

𝑎𝑖
(2)

𝑎𝑗
(2))| 

= sup {(|
𝑥1 𝑥1

𝑎1
(2)

𝑎1
(2)| , |

𝑥1 𝑥2

𝑎1
(2)

𝑎2
(2)| , |

𝑥1 𝑥3

𝑎1
(2)

𝑎3
(2)| , |

𝑥1 𝑥4

𝑎1
(2)

𝑎4
(2)| , … ) ,

(|
𝑥2 𝑥1

𝑎2
(2)

𝑎1
(2)| , |

𝑥2 𝑥2

𝑎2
(2)

𝑎2
(2)| , |

𝑥2 𝑥3

𝑎2
(2)

𝑎3
(2)| , |

𝑥2 𝑥4

𝑎2
(2)

𝑎4
(2)| , … ) ,

(|
𝑥3 𝑥1

𝑎3
(2)

𝑎1
(2)| , |

𝑥3 𝑥2

𝑎3
(2)

𝑎2
(2)| , |

𝑥3 𝑥3

𝑎3
(2)

𝑎3
(2)| , |

𝑥3 𝑥4

𝑎3
(2)

𝑎4
(2)| , … ) ,

(|
𝑥4 𝑥1

𝑎4
(2)

𝑎1
(2)| , |

𝑥4 𝑥2

𝑎4
(2)

𝑎2
(2)| , |

𝑥4 𝑥3

𝑎4
(2)

𝑎3
(2)| , |

𝑥4 𝑥4

𝑎4
(2)

𝑎4
(2)| , … ) , … } 
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= sup{|𝑥1|, |𝑥3|, |𝑥4|, … } 

= sup 
𝑛∈ℕ/{2}

|𝑥𝑛|. 

Sehingga diperoleh, ‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = sup 
𝑛∈ℕ/{1}

|𝑥𝑛| dan ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = sup 
𝑛∈ℕ/{2}

|𝑥𝑛|. 

‖𝒙‖∞
∗ = sup{‖𝒙, 𝒂𝟏‖∞, ‖𝒙, 𝒂𝟐‖∞} 

= sup { sup 
𝑛∈ℕ/{1}

|𝑥𝑛| , sup 
𝑛∈ℕ/{2}

|𝑥𝑛|} 

= sup{|𝑥1|, |𝑥2|, |𝑥3|, … } 

= sup 
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| 

= ‖𝒙‖∞. 

Diperoleh bahwa, ‖𝒙‖∞
∗ = ‖𝒙‖∞. 

 Berdasarkan Lemma 3.10. dan Teorema 3.11. diperoleh teorema sebagai 

berikut: 

Teorema 3.12. Misalkan (𝑥𝑘) adalah barisan di ℓ𝑝. Barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 

𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖∞ jika dan hanya jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈

ℓ∞dalam norm ‖⋅‖∞. Begitu pula dengan (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 

(ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞) jika dan hanya jika (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm (ℓ∞, ‖⋅‖∞). 

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ∞ dan barisan (𝒙𝒌), (𝒙𝒎) ∈ ℓ∞. 

a.  (⟹) Jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖∞, akan 

dibuktikan barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm ‖⋅‖∞. 

Dari Lemma 3.10. diperoleh lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 −

𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = 0 sehingga, 

lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖∞
∗ = lim

𝑘→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟏‖∞ + lim

𝑘→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒂𝟐‖∞ = 0 + 0 = 0. 

(Definisi norm pada ℓ∞) 
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Karena lim
𝑘→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖∞
∗ = 0 artinya (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ terhadap norm 

‖⋅‖∞
∗ . Berdasarkan Teorema 3.11. maka (𝒙𝒌) juga konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ 

terhadap norm ‖⋅‖∞. 

(⟸) Jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm ‖⋅‖∞, akan 

ditunjukkan barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖∞. 

Ambil sebarang 𝒚 ∈ ℓ∞ dan pilih 𝜀 =
𝜀

‖𝒚‖∞
, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾(𝜀) dengan 𝑘 ∈ ℕ berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙‖∞ <
𝜀

‖𝒚‖∞
. 

Pilih 𝐾1(𝜀) = 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾1(𝜀) berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙, 𝒚‖∞ ≤ ‖𝒙𝒌 − 𝒙‖∞‖𝒚‖∞               (Ketaksamaan Hadamard) 

  <
𝜀

‖𝒚‖∞

‖𝒚‖∞  

= 𝜀. 

b.  (⟹) Jika (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞), akan dibuktikan 

(𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm (ℓ∞, ‖⋅‖∞). 

Dari Lemma 3.10. diperoleh lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖∞ = 0 dan lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 −

𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖∞ = 0 sehingga, 

lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖∞
∗ = lim

𝑘,𝑚→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟏‖∞ + lim

𝑘,𝑚→∞
‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒂𝟐‖∞  

 = 0 + 0 

 = 0. 

Karena lim
𝑘,𝑚→∞

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖∞
∗ = 0 artinya (𝒙𝒌) barisan Cauchy terhadap norm 

‖⋅‖∞ 
∗ . Berdasarkan Teorema 3.11. maka (𝒙𝒌) juga barisan Cauchy terhadap 

norm ‖⋅‖∞  
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(⟸) Jika (𝒙𝒌) ∈ ℓ∞ barisan Cauchy di ruang norm (ℓ∞, ‖⋅‖∞), akan 

dibuktikan (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞). 

Ambil sebarang 𝒚 ∈ ℓ∞ dan pilih 𝜀 =
𝜀

‖𝒚‖∞
, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝐾(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑘, 𝑚 ≥ 𝐾(𝜀)  dengan 𝑘, 𝑚 ∈ ℕ berlaku 

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖∞ <
𝜀

‖𝒚‖∞
. 

Pilih 𝐾1(𝜀) = 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘,𝑚 ≥ 𝐾1(𝜀) berlaku  

‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎, 𝒚‖∞ ≤ ‖𝒙𝒌 − 𝒙𝒎‖∞‖𝒚‖∞             (Ketaksamaan Hadamard) 

<
𝜀

‖𝒚‖∞

‖𝒚‖∞ 

= 𝜀. 

Jadi, terbukti bahwa barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm-2 ‖⋅,⋅‖∞ 

jika dan hanya jika barisan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ dalam norm ‖⋅‖∞. Begitu 

pula dengan (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞) jika dan hanya jika 

(𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm (ℓ∞, ‖⋅‖∞). 

Akibat 3.13. Ruang norm-2 (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞) merupakan ruang Banach-2.  

Bukti: Ambil sebarang 𝒙, 𝒚 ∈ ℓ∞.  

Misalkan (𝒙𝒌) barisan Cauchy di ruang norm-2 (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞).   

Berdasarkan Teorema 3.12. diperoleh (𝒙𝒌) juga barisan Cauchy di ruang norm 

(ℓ∞, ‖⋅‖∞). Karena ℓ∞ terhadap norm ‖⋅‖∞ merupakan ruang norm yang lengkap, 

akibatnya (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ terhadap norm ‖⋅‖∞. Berdasarkan Teorema 

3.12. diperoleh (𝒙𝒌) juga konvergen ke 𝒙 ∈ ℓ∞ terhadap norm-2 ‖⋅,⋅‖∞. Sehingga 

diperoleh bahwa (ℓ∞, ‖⋅,⋅‖∞)  merupakan ruang norm-2 yang lengkap atau disebut 

dengan ruang Banach-2. 
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3.2 Integrasi Penelitian dengan Konsep Ikhtiar, Doa dan Tawakal 

Pada bab sebelumnya bagian (2.7) telah dijelaskan konsep ikhtiar, doa dan 

tawakal. Kelengkapan ruang ℓ𝑝 dapat dianalogikan dengan konsep tersebut. Ruang 

ℓ𝑝 dikatakan lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di ℓ𝑝 konvergen ke  𝒙 ∈ ℓ𝑝. 

Konsep ikhtiar, do’a dan tawakal adalah langkah yang lengkap untuk melakukan 

perubahan pada diri manusia. 

Setiap manusia yang berikhtiar dan semakin mendekatkan diri kepada Allah 

Swt., maka manusia akan semakin dekat dengan keberhasilan. Ikhtiar harus 

dilakukan dengan sungguh-sungguh dan disertai ketrampilan yang memadai. 

Terkadang ikhtiar yang dilakukan manusia mengalami kegagalan. Kegagalan yang 

dialami manusia disebabkan oleh beberapa faktor, misalnya faktor kesehatan, faktor 

psikis, faktor ekonomi dan lain-lain yang menyebabkan hambatan untuk mencapai 

keberhasilan. Untuk mencegah hal-hal yang tidak diinginkan maka manusia harus 

berdo’a kepada Allah Swt. agar diberikan kemudahan dan kelancaran dalam 

berikhtiar.  

Apabila telah ditunjukkan barisan (𝒙𝒌) adalah sebarang barisan Cauchy di ℓ𝑝 

dan (𝒙𝒌) konvergen ke 𝒙 serta 𝒙 ∈ ℓ𝑝 maka ℓ𝑝 merupakan ruang norm yang 

lengkap. Setiap manusia yang ikhtiarnya disertai do’a kemudian bertawakal kepada 

Allah Swt. maka rangkaian proses tersebut sudah lengkap sesuai Q.S. Ar-Ra’d ayat 

11, Q.S. Al-Mu’min ayat 60 dan Q.S. At-Talaq ayat 3. Manusia yang bertawakal 

kepada Allah Swt. akan menerima segala keputusan Allah Swt. baik hasil yang 

menyenangkan atau kurang menyenangkan. Dengan bertawakal mengajarkan 

manusia untuk bersabar. Apabila manusia sudah melakukan tiga hal tersebut maka 

bisa dikatakan langkah manusia telah lengkap untuk melakukan suatu perubahan 
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pada dirinya. Akan tetapi Allah Swt. yang berkehendak memutuskan segala sesuatu 

atas mahluk-Nya.



 
 

69 
 

BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh kesimpulan bahwa fungsi ‖⋅,⋅‖ pada 

ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ memenuhi sifat norm-2, sehingga (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖) merupakan 

ruang norm-2. Selanjutnya, (ℓ𝑝, ‖⋅,⋅‖) merupakan ruang norm-2 yang lengkap 

dengan menunjukkan setiap barisan Cauchy dalam ruang ℓ𝑝 konvergen ke suatu 

elemen yang ada dalam ruang ℓ𝑝. 

 

4.2 Saran 

 Pada penelitian ini penulis meneliti ruang  ℓ𝑝 pada norm-2 lengkap. Penulis 

berharap penelitian selanjutnya bisa dikembangkan lagi terutama yang berkaitan 

dengan ruang ℓ𝑝 dan ruang norm-2.
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