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berikut:

: Elemen himpunan

: Kurang dari

: Lebih dari

: Kurang dari atau sama dengan
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: Untuk setiap atau untuk semua
: Terdapat

: Himpunan bilangan Asli

: Himpunan bilangan Riil

: Barisan

: Vektor m
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: Nilai mutlak x

R

Il : Norm

II-1l4 : Norm pada #*
-1l : Norm-2

-1l : Norm-2 pada ¢?
() - Hasil kali dalam
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ABSTRAK

Utami, Sri. 2021. Ruang €P pada Norm-2 Lengkap. Skripsi. Program Studi
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman, M.
Si, (2) Dewi Ismiarti, M.Si.

Kata Kunci: Ruang #7, Ruang Norm-2, Ruang Banach.

Ruang #? dengan 1 < p < oo adalah himpunan barisan bilangan Riil yang
memenuhi Y ,|x,|P < co. Fungsi pada ruang vektor X yang bernilai Riil yang
memenuhi sifat-sifat norm-2 dinotasikan dengan ||-,-|| dan pasangan (X,|--[|)
disebut ruang norm-2. Ruang norm-2 dikatakan lengkap atau disebut ruang Banach-
2 jika setiap barisan Cauchy dalam ruang tersebut konvergen ke suatu elemen yang
ada dalam ruang tersebut. Penelitian ini dilakukan untuk membuktikan ruang #?
pada norm-2 lengkap. Langkah pertama untuk membuktikan kelengkapan tersebut
adalah dengan membuktikan norm yang terdapat pada #P dengan 1 <p < o
memenuhi sifat-sifat norm-2. Selanjutnya membuktikan norm yang diturunkan dari
norm-2 ekuivalen dengan norm pada ¢P. Selanjutnya menunjukkan bahwa setiap
barisan Cauchy dalam ruang ¢P konvergen ke suatu elemen yang ada dalam ruang
¢P. Berdasarkan pembuktian tersebut diperoleh bahwa (€7, ||-,-||) merupakan ruang
norm-2 yang lengkap.
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ABSTRACT

Utami, Sri. 2021. On The #P Space on 2-Norm is Complete. Thesis. Department
of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik
Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur
Rahman, M. Si, (2) Dewi Ismiarti, M.Si.

Keywords: Space ¢P, 2-Normed Space, Banach Space.

The ¢P space with 1 < p < oo is the set of Real numbers that satisfy
me1l%,|P < oo. The function in the vector space X which has Real value which
fulfills the 2-norm properties is denoted by ||-,-|| and the pair (X, ||-,-]]) is called the
2-normed space. A 2-normed space is said to be complete or called a 2-Banach
space if every Cauchy sequence in the space converges to an element in that space.
This research was conducted to prove the £P space on 2-norm is complete. The first
step to prove the completeness is to prove that the norm contained in P with 1 <
p < oo satisfies the properties of 2-norm. Next, prove that the norm derived from
2-norm is equivalent to the norm in #P. Next shows that every Cauchy sequence in
fPspace converges to an element in £P space. Based on this proof, it is found that
(€%, ||,Il) isa complete 2-norm space.

XV



ualda

ealal) Enll | panal) pliadl) B pp oLiadll LSl e Y oY) L;J...“uda\_u\

oY) e&\).a\ Sl LY g dmala cba gl <8l ?JM\ YN “_ﬂ_ua\_ul\

MM\(\') Oftabal) g Gl ua g0l ( ) PR Cu‘)f\.md.m\,i;l\
.),}.u;\.d\ ‘g;—’)‘-‘““ g;ﬁd

(Ruang Norm-2) Y-_asall eliadll ¢(Ruang ¢7 ) P slaadll ; Aol calalsyy
. (Ruang Banach) Uil ¢Lzadll ¢

2 A Adall daall GOl de gaae A T <p <o pe P sliadll
paibady o4 diea dady alady (3] )y Anie sliad Adada gl 3 |y P < 0
Y- enall sbadll sl (o, 1011 o0 e Ly Ll 4] pds V- pesdll
Gl JS s 13) Y- il eliadl) e of S Yo jasall gliadll o Qi
SIEY Sisadl oda Cypal 5 eloail) ol (i e ) eliadll o5
O il oo JLasY) iy V) 5 shall JdlS Yo jenall b gp oliadl
) 3 my Yo penall Galliads i) 1< p < o0 g P o ) sl el
JE o O QU 2 (B eaal) ae Jalad Yo jeaall (e Baaiuall jesall ol
e ) Taliied 5 pp sliaill 3 yuaie ) ol pp sliadl) b o85S Julos

SalS Yo penall slimd ga (47, 1) O 23 Sl

XVi



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Konsep ruang norm pertama kali diperkenalkan oleh S. Banach, H. Hahn dan
N. Wiener pada tahun 1922, kemudian teorinya dikembangkan oleh S. Banach pada
tahun 1932. Ruang norm adalah ruang yang dibangun dari ruang vektor dengan
norm yang didefinisikan di dalamnya. Fungsi pada ruang vektor X yang bernilai
Riil yang memenuhi sifat-sifat norm dinotasikan dengan ||-|| dan pasangan (X, ||-])
disebut ruang norm (Kreyzig, 1978).

Konsep ruang norm-2 diperkenalkan oleh Gahler pada tahun 1960-an, yakni
suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan fungsi norm-2. Pada hal ini, norm-2
adalah suatu fungsi Riil dari dua buah vektor dengan sifat-sifat yang serupa dengan
sifat-sifat norm. Oleh sebab itu, konsep norm-2 dapat dilihat sebagai bentuk
perkembangan dari konsep norm. Norm-2 dinotasikan dengan ||-,-|| dan pasangan
(X, |I-,-1) disebut ruang norm-2.

Pada ruang norm-2 dipelajari tentang kekonvergenan dan barisan Cauchy.
Barisan (x;) di ruang norm-2 (X, ||-,-||) dikatakan konvergen ke x di X jika untuk
setiap & positif terdapat K(e) € N sedemikian sehingga k > K (&) berlaku
llx, — x|| < &. Suatu barisan (xj) di ruang norm-2 (X,||-,-]|) dikatakan barisan
Cauchy jika untuk setiap ¢ positif terdapat K(e) € N sedemikian sehingga untuk
setiap k,m = K(¢) dengan k,m € N berlaku ||x; — x|l < €. Ruang norm-2
dikatakan lengkap atau disebut ruang Banach-2 jika setiap barisan Cauchy (x;) di

X konvergen ke suatu x € X (Schnaubelt, 2019).



Terdapat beberapa contoh ruang norm yang dilengkapi dengan masing-masing
karakteristiknya, salah satunya adalah ruang #”. Menurut Alsina, dkk (2010) ruang
£P dengan 1 < p < oo adalah himpunan barisan bilangan Riil x = (x4, x,, ... ) yang
memenuhi X7 |x, [P < oo. Lebih lanjut, diketahui bahwa (€7, [|-,]|,,) adalah suatu
ruang Banach (Marciszewski & Pol, 2009). Selain itu, ¢ dapat dipandang pula
sebagai ruang norm-2. Norm-2 pada ¢ dengan 1 < p < oo terdapat dua versi yaitu

versi Gahler dan versi Gunawan. Versi Gahler didefinisikan sebagai berikut:

f ) f(y)}

Ix, yll, = sup {g(x) g

f.gep)’
£ ILIglls1

(Muttagin & Gunawan, 2010) dengan (¢?)’ adalah ruang dual dari ¢P vyaitu
himpunan semua fungsional linier terbatas pada ¢”. Gahler memperkenalkan norm-
2 ||lx, yll3, pada tahun 1969. Pada saat itu masih belum banyak sifat yang diketahui
tentang norm-2 |[x,y|l;. Selanjutnya, norm-2 pada P versi Gunawan
diperkenalkan oleh Hendra Gunawan pada tahun 2001, yang didefinisikan sebagai

berikut:

oo oo

> 2 laey )l

i=1j=1

Sl

N =

lx, yll, =

(Muttagin & Gunawan, 2010). Definisi norm-2 pada £? versi Gunawan terinspirasi

dari observasi terhadap norm-2 standar pada £, yaitu

1
_ (x,x) (2 (1.1)
I, —([det (o ) )



Definisi ini dapat dilakukan karena £2 adalah ruang Hilbert atau ruang hasil kali
dalam yang lengkap. Sedangkan, #P dengan p # 2 tidak memiliki hasil kali dalam
sehingga norm-2 tidak dapat didefinisikan seperti (1.1).

Pada tahun 2001, Hendra Gunawan dan M. Mashadi mengkaji hubungan antara
ruang Banach-2 dengan ruang Banach, yang dibuktikan dengan kekonvergenan
norm-2 ekuivalen dengan norm yang diturunkan dari norm-2. Terkait dengan hal
tersebut, maka terdapat ide mengenai ekuivalensi di ruang norm. Oleh karena itu,
perlu untuk mengkaji tentang ruang ¢P pada norm-2 lengkap.

Pada penelitian sebelumnya, Sukran Konca, dkk (2016) dalam tulisannya “A
New 2-Inner Product on the Space of p-Summable Sequences” membahas tentang
hasil kali dalam-2 dan norm-2 pada £P yang memenuhi hukum jajargenjang. Selain
itu, pada penelitian tersebut juga membuktikan ruang (4%, l-,ll5,,w) Merupakan
ruang Banach-2 yang dibuktikan dengan sebarang barisan Cauchy di (€2, |I,+[l2 ».w)
konvergen ke x € 2. Begitu juga ruang (¢%, ("), ,,w) merupakan ruang Hilbert-2.

Selanjutnya, penulis terinspirasi untuk meneliti ruang #P pada norm-2 lengkap.
Langkah yang dilakukan penulis yaitu mendefinisikan norm baru pada 7.
Kemudian, menunjukkan ekuivalensi norm tersebut dengan norm pada £P.

Ruang #P pada norm-2 lengkap dapat dianalogikan dengan konsep ikhtiar, doa
dan tawakal dalam Islam. Allah Swt. berfirman dalam Q.S Ar-Ra’d ayat 11 yang
artinya:

“Sesungguhnya Allah tidak akan mengubah keadaan suatu kaum sehingga mereka
mengubah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri”.

Pada ayat tersebut Allah Swt. memerintahkan manusia untuk berikhtiar karena
Allah tidak akan merubah keadaan menjadi lebih baik sebelum manusia berikhtiar.

Ikhtiar harus dilakukan pada jalan yang benar dan dilakukan dengan bersungguh-



sungguh. Ikhtiar dari manusia harus disertai dengan ketrampilan yang memadai
agar tidak terjadi kegagalan.

Ikhtiar pada manusia harus dilengkapi dengan berdo’a dan bertawakal kepada
Allah Swt. Manusia yang berdo’a artinya memohon pertolongan kepada Allah Swi.
Alasan manusia harus berdo’a karena Allah yang memiliki izin atas kehendak setiap
mahluk-Nya. Jika manusia telah berusaha dan berdo’a, maka ia harus bertawakal
kepada Allah Swt. Bertawakal artinya menyerahkan segala usaha dan do’a yang
telah dilakukan kepada Allah Swt.

Konsep ikhtiar, do’a dan tawakal merupakan langkah yang lengkap untuk
melakukan perubahan pada diri manusia. Pada hal ini, sama halnya dengan ruang
£P pada norm-2 lengkap yang membutuhkan beberapa langkah untuk membuktikan

bahwa norm-2 pada P merupakan ruang norm-2 yang lengkap.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan pembahasan dari latar belakang tersebut, didapatkan rumusan

masalah yaitu bagaimana ruang ¢ pada norm-2 lengkap?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, diperoleh tujuan penelitian yaitu untuk

membuktikan ruang P pada norm-2 lengkap.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai pengetahuan baru di bidang

analisis fungsional khususnya tentang ruang £ pada norm-2 lengkap.



1.5 Batasan Masalah
Pada penelitian ini, penulis hanya membatasi peneltian ruang £ pada norm-2

lengkap.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang dimanfaatkan penulis untuk melakukan penelitian ini adalah

metode studi literatur atau kajian pustaka. Penelitian ini dilakukan dengan
mempelajari dari berbagai literatur antara lain e-book, buku cetak dan jurnal ilmiah.
Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mendefinisikan ruang norm-2.

2. Mendefinisikan kekonvergenan barisan pada ruang norm-2.

3. Mendefinisikan norm-2 pada #P dengan 1 < p < oo.

4. Menunjukkan norm-2 pada £ memenubhi sifat-sifat norm-2.

5. Membuktikan ekuivalensi norm baru pada P dengan norm pada £P.

6. Menunjukkan ruang ¢ pada norm-2 lengkap.

7. Membuat kesimpulan dari hasil pembahasan.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan pada penelitian ini adalah:
Bab | Pendahuluan
Pendahuluan berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
pustaka, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan

sistematika penulisan.



Bab Il

Bab 111

Bab IV

Kajian Pustaka

Kajian pustaka berisi tentang materi yang berkaitan dengan topik
pembahasan yaitu barisan bilangan Riil, ruang vektor, ruang norm, ruang
norm-2 dan ruang barisan. Selain itu, terdapat konsep ikhtiar, do’a dan
tawakal.

Pembahasan

Pembahasan berisi tentang teorema ruang ¢ pada norm-2 lengkap, serta
hasil integrasi penelitian dengan konsep ikhtiar, do’a dan tawakal.
Penutup

Penutup berisi tentang kesimpulan dari penelitian dan saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Barisan Bilangan Riil

Barisan dikenalkan sebagai kumpulan bilangan. Kumpulan bilangan tersebut
membentuk sebuah pola, contohnya pola barisan geometrik dan barisan aritmatika.
Pada pembahasan ini akan dibahas barisan dari sudut pandang analisis berdasarkan
definisi dari (Bartle & Sherbet, 2000).
Definisi 2.1. Barisan bilangan Riil adalah suatu fungsi dari himpunan bilangan
Asli ke himpunan bilangan Riil.

Jadi, barisan adalah fungsi X: N — R untuk setiap k € N nilai fungsi X (k)
biasanya ditulis sebagai

X(k) = xp
dan disebut suku ke-k dari barisan bilangan Riil X. Notasi barisan yang sering
digunakan adalah (x;) atau {x,} atau (x;): k € N.
Cara Penulisan Barisan
Berikut ini beberapa contoh barisan dan penulisannya:
a. X = (4,6,8,...) merupakan barisan bilangan genap, bisa ditulis sebagai X =
(2k: k € N).

b. Y = (5,

N | =

5,.) bisaditulis ¥ = (1 k € N),
c. Barisan Fibonacci, barisan yang berbentuk F = (1,1,2,3,5,8,...). Barisan ini

bisa ditulis sebagai berikut:

F=(xp:keN)denganx; =1,x, = 1,x, = xp_1 + x3_, Untuk k > 3.



2.1.1 Limit Barisan
Definisi 2.2. Misalkan (x;) barisan bilangan Riil. Bilangan Riil a dikatakan limit
barisan (x;) jika untuk setiap € > 0 terdapat K(e) € N sedemikian sehingga
untuk setiap k = K(¢) dengan k € N berlaku |x;, — a| < e.

Jika bilangan Riil a adalah limit dari barisan (x;), maka barisan (xj)
dikatakan konvergen ke a, ditulis sebagai berikut:

’lim (x)) = aatau lim(x;) = a atau x;, — a.

Jika (xj,) tidak konvergen, maka (x; ) dikatakan divergen.
Teorema 2.3. Barisan bilangan Riil hanya mempunyai satu limit. Artinya, jika
suatu barisan konvergen maka limitnya tunggal.

Bukti: Andaikan barisan (x;) mempunyai limit lebih dari satu yaitu a dan b

dengan a # b. Karena lim(x,) = a artinya untuk setiap € > 0, pilih ¢ = %
terdapat K (¢) € N sedemikian sehingga Vk > K (¢) berlaku |x; — a| < %
Selanjutnya, lim(x;) = b artinya untuk setiap € > 0, pilih ¢ = %terdapat K (¢e) €
N sedemikian sehingga Yk > K; (&) berlaku

I, — b < =

Xk 5 .

Sekarang pilih M = maks{K (&), K; (¢)} sedemikian sehingga untuk setiap k > M

berlaku
la — b| = |la — xy + x;, — b
<la — x|+ |x; — b| (Ketaksamaan Segitiga)
&
<;+3



Sehingga diperoleh |a — b| < e. Karena |a — b| < & untuk setiap & > 0,
akibatnya
la—b] =0
Sa-b=0
=3 a=h.
Hal ini kontradiksi dengan a # b.
Jadi, terbukti bahwa suatu barisan yang konvergen maka limitnya tunggal.

Contoh 2.1. Menggunakan definisi limit, buktikan bahwa

I (3k+1)_3
Mk+s) "2

Bukti: Ambil sebarang € > 0 maka terdapat K(¢) € N dengan K(&) >i—z

sehingga untuk setiap k > K (&) atau é > %berlaku

3k+1 3_| —13 _| 13 |< 13 <
2k+5 21 lak+10l " lak+ 10l "2k ¢

3
=31 =]

>

Jadi, terbukti bahwa lim (3"“) 3

2k+5 -

Selanjutnya, akan diberikan sifat-sifat barisan konvergen menurut Bartle
dan Sherbet (2000).
Definisi 2.4. Suatu barisan bilangan Riil X = (x;) dikatakan terbatas jika
terdapat bilangan Riil M > 0 sehingga |x;| < M, untuk setiap k € N.
Teorema 2.5. Jika barisan (x;) konvergen, maka barisan (x;,) terbatas.
Bukti: Pilih ¢ =1 maka terdapat K(¢) € N sehingga untuk setiap k = K(¢)
berlaku |x, — x| < 1.
Karena |xj| = |x;, — x + x|

< |xp — x| + |x| (Ketaksamaan Segitiga)
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<1+ x|
Sehingga diperoleh [x;| < 1 + |x|.
Misalkan  himpunan S = maks{xy, x5, %3, ..., |Xk(g)-1], [x| + 1},  sehingga
diperoleh |x;| < S, untuk semua k € N. Jadi, terbukti bahwa barisan (x)

terbatas.

2.1.2 Barisan Cauchy

Berikut ini akan diberikan definisi barisan Cauchy dan Lemma barisan
Cauchy yang bersumber dari buku (Bartle & Sherbet, 2000)
Definisi 2.6. Suatu barisan bilangan Riil X = (x},) dikatakan barisan Cauchy jika
untuk setiap € > 0 terdapat K(¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap m, k >

K (&) maka berlaku
X, — x| < €. (2.1)
Contoh 2.2. Barisan (%) adalah barisan Cauchy.

Bukti: Pilih ¢ = %maka terdapat bilangan Asli K (¢) dengan K (¢) > Esedemikian

. . 1 1 £ 1 1 &
sehingga untuk setiap m, k > K(e) dengan Esx(s)<5 dan ;s@ <3
sehingga berlaku

| |—’1 1<’1’+‘1‘< 1 N 1 <£+e_
M = Xm = Tl = Uk ml ™ K(e) K(e) 2 2=

Jadi, terbukti barisan (i) merupakan barisan Cauchy.
Lemma 2.7. Jika X = (x;) adalah barisan konvergen pada bilangan Riil, maka

X barisan Cauchy.
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Bukti: Diketahui (x;) barisan konvergen, misalkan barisan (x;) konvergen ke x.

Pilih € = ; maka terdapat K (¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap k = K(¢)
dengan k € N berlaku |x;, — x| < %

Pilih K; (¢) = K (&) sedemikian sehingga untuk setiap m, k = K; (&) berlaku

ka_xml = |xk_x+x_xm|
< g — x|+ |x — xpl (Ketaksamaan Segitiga)
& n &
<-+=-<e=
2 2

Jadi, terbukti bahwa jika X barisan yang konvergen, maka X barisan Cauchy.

Lemma 2.8. Barisan Cauchy pada bilangan Riil selalu terbatas.

Bukti: Diketahui barisan (x;) adalah barisan bilangan rill yang Cauchy. Pilih ¢ =

1 maka terdapat K (¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap m, k > K (¢) berlaku
X, — x| <1

S |xpl —lxp,l <1 (Ketaksamaan Segitiga)

= I ] < x| +1.

Selanjutnya, akan dibuktikan |x,| terbatas pada M. Pilih M=

maks{|x;|, x|, ..., |x|g(e)-1, |xm| + 1} sehingga diperoleh |x,| < M untuk

setiap k € N. Jadi, terbukti bahwa barisan Cauchy pada bilangan Riil selalu

terbatas.

2.2 Ruang Vektor
Definisi 2.9. (Anton & Rorres, 2005) Misalkan X adalah himpunan tak kosong

dengan dua operasi yaitu operasi penjumlahan dan operasi perkalian dengan
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skalar. Jika X memenuhi sifat-sifat berikut dengan objek m,n,p € X dan setiap

skalar a, f € R, maka X dikatakan ruang vektor Riil.

am+neX. (Sifat tertutup pada penjumlahan )
bm+n=n+m. (Sifat komutatif pada penjumlahan)
cm+n+p)=(m+n)+p. (Sifat asosiatif pada penjumlahan)

d. Terdapat objek 0 € X disebut vekor nol di X, sehingga0 + m =m+ 0 = m.
(Identitas pada penjumlahan)
e. Untuk setiap m € X terdapat (—m) sehinggam + (—m) = (—m) + m = 0.
(Invers pada penjumlahan)
f.am € X.
g.a(m+n) = am + an.
(Distribusi kiri perkalian skalar pada penjumlahan vektor)
h. (a + p)m = am + am.
(Distribusi kanan perkalian vektor pada perkalian skalar)
i. a(fm) = (af)(m). (Asosiatif pada perkalian)
. Im =m. (Identitas pada perkalian)
Ruang vektor disebut juga dengan ruang linier. Sifat 1-5 adalah operasi
penjumlahan vektor X dinotasikan (X, +) dan sifat 6-10 adalah operasi perkalian
vektor dengan skalar dinotasikan dengan (X,-).
Contoh 2.3. Ruang #2 merupakan himpunan barisan bilangan Riil yang memenuhi
o _1lxn|? < . Ruang #? merupakan ruang vektor karena memenuhi sifat-sifat
ruang vektor.

Bukti: Ambil sebarang x,y € £2 dan skalar a, § € R.

x=(x,) = (x,x5,...) EL2dany = (y,)) = (y1,y5,...) € £2.
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Akan ditunjukkan bahwa X adalah ruang vektor Riil.
a. Akan dibuktikan x + y € £2,
x+y= 05+ 0n) (Definisi)
= (X1, %2, X3, .. ) + V1, Y2, Y35 )

= (Xl,XZ,X3, ot Y1,Y2,Y3, )

= (X1 + Y1, %2 + Yo, X3+ Y3, .0) (Operasi Penjumlahan)
= +x1,Y2 +x3,¥3 + x3,...) (Sifat Komutatif)
= V1, Y2 Y3 oot X1, X2, X3, 000) (Sifat Komutatif)

= (1 Y2, Y3, ) + (X1, %2, x3, ...)
= (yn) + (xn)
=y +x. (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa x + y € £2.

b. Akan dibuktikan x +y = y + x. ( Definisi )
x+y =05+ 0n) (Definisi)
= (xq1,X2,%X3,...) + V1, V2, V3, ) (Definisi)

= (xlleJx3' o+ V1,Y2,Y3, )

=X+ Y1, %+ Y2, X3+ y3,..0) (Operasi Penjumlahan)

= +x1,Y2 +X2,¥3 +X3,...)

= (Y1, Y2, V3) eon + X1, X2, X3, o00) (Pengelompokkan)
= V1, Y2, V3, ) + (%1, %2,%3,...) (Sifat Komutatif)
= () + (xp) (Definisi)
=ytx (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa x + y = y + x.
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c. Akan dibuktikanx+ (y+2z) = (x +y) + z.
x+(y+2)=(n)+ Ont+20)
= (X1,%2,%3, . ) + V1, Y2, Y3, - + 21,22, 23, ...)
= (X1,X2,%X3, .. )+ (V1 + 21, V2 + 23, Y3 + 23, ...)
= X1+ Y1+ 2, + Yy + 25, X3+ Y3 + 23, ...)
= (01 +y1) + 21, (2 +¥2) + 25, (X3 + y3) + 23, ..
= (g +y1,x2 + Y2, %3+ ¥3, ) + (21, 22,23, )
= (X + ) + (z)
=x+y)+z
Jadi, terbukti bahwa x + (y +z) = (x + y) + z.
d. Terdapat 0 di #2 sehingga 0 + x = x + 0 = x.
0+x=0+(x,)

= (0,0,0, ...) + (x4, x5, %3, ...)

=0 +x,0+x,0+x3,..) (Operasi Penjumlahan)
=(x1+0,x,+0,x3+0,..) (Sifat Komutatif)
= (X1,X2,X3, ...) (Operasi Penjumlahan)
= () =x (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa 0 + x = x + 0 = x.
e. Terdapat —x € £2 sehingga —x + x = 0.

—x+x=(—x,) + (x,)

= (—xy, =Xz, —x3,...) + (1, %2, %3, ...) (Definisi)
= (—x1 + X1, =Xy + X3, —X3 + X3,...) (Operasi Penjumlahan)
= (X — X1, Xy — Xp,X3 — X3,...) = 0 (Sifat Komutatif)

Jadi, terbukti bahwa terdapat —x € £2 sehingga —x + x = 0.
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f. Akan dibuktikan ax € 2.

a(x) = a(xn)

= a(xq, Xy, X3, ...) (Definisi)
= (axq, ax,, axs, ...) (Operasi Perkalian)
= a(xy)

= ax. (Definisi)

Karena x = (x,,) = (xq, %, X3, ...) € £2, maka (ax, ax,, axs,..) = a(x,) =
ax € £, Jadi, terbukti bahwa ax € #2.
g. Akan dibuktikan a(x + y) = ax + ay.
a(x +y) = alxy, X, %3, .+ Y1, Y2, Y3, )
=a(xy +y1, X2 +y2, %3+ y3,.) (Sifat Komutatif)
= (el + 1) aly +y2),a(x3 +y3), ) (sifat Distributif)
= (ax; + ayy, ax, + ay,, axs + ays, ... ) (Operasi Perkalian)
= (axq, ax,, AX3, ...+ AY1, AY2, AY3, ...) (Pengelompokkan)
= (a(xq, X9, X3, . ) + (Y1, Y2, V3, =)
= a(x,) + a(m)
= ax + ay. (Definisi)
Jadi, terbukti bahwa a(x + y) = ax + ay.
h. Akan dibuktikan (a + f)x = ax + (x.
(a+B)x = (a+pB)(xn)
= (a+ B)(x1,%2,%X3, ...)
= (axq + Bxq, ax, + Pxy, axs + Pxs,...) (Sifat Distributif)
= (axqy, ax,, axs, ...) + (Bxq, Bxy, Bxs,..) (Pengelompokkan)

= (a'(xl,xz,x3, )) + (ﬁ(xl, Xo,X3, ))
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= a(x,) + B (xy)
= ax + Bx. (Definisi)
Jadi, terbukti bahwa (a + f)x = ax + fx.

i. Akan dibuktikan a(8x) = (af)x.

a(pm) = a(B(x,))

= a(B(xq,x5,%3,...) (Definisi)
= a(Bxq, Bx,, Lx3,...) (Operasi Perkalian)
= (aBxq, afx,, afxs,...) (Operasi Perkalian)

= (aB) (x1, X2, X3, ...)
= (aB)(xn) (Definisi)
= (ap)x. (Definisi)
Jadi, terbukti bahwa a(Bx) = (af)x.

J. Akan dibuktikan 1x = x.

1x = 1(xy)
= 1(xq, X2, X3, ...) (Definisi)
= (1xq,1x,, 1x3,...) (Operasi Perkalian)
= (x1,%2,X3, ...) (Hasil Perkalian)
= (%) (Definisi)
= Xx. (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa 1x = x.
Karena ruang £ memenuhi sifat-sifat ruang vektor, maka #2 adalah ruang

vektor.
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2.2.1 Bebas Linier dan Membangun
Definisi 2.10 (Anton & Rorres, 2005) Misalkan S = {v4, vy, ..., v,,} adalah
himpunan vektor di ruang vektor V. Himpuan S dikatakan himpunan tak bebas
linier (bergantung linier), jika
kyvy+ kv + -+ kv, =0
mengakibatkan ada nilai k4, k,, ..., k,, yang tak nol. Jika persamaan vektor
kivi+ kv + -+ kv, =0
hanya memiliki solusi k; = 0,k, =0, ...,k, = 0, maka S dikatakan himpunan
bebas linier (tidak bergantung linier).
Definisi 2.11. (Anton & Rorres, 2005) Jika n adalah bilangan bulat positif, maka
vektor u di R™ didefinisikan sebagai n-tupel bilangan Riil (uq,uy, ..., u,).
Himpunan semua n-tupel bilangan Riil dinamakan ruang-n dan dinotasikan
dengan R™.

0

6]’ tentukan

Contoh 2.4. Diberikan S = {v,v,} di R? dengan v, = [g] ,Vy = [

apakah S bebas linier?
Bukti: Akan ditunjukkan S bebas linier

k1171 + kzvz == 0

= [l rfg] =[]

< k,(5,0) + k,(0,6) = (0,0)
& (5k4,0) + (0,6k,) = (0,0).
Diperoleh k; = k, = 0, sehingga v, dan v, bebas linier.
Definisi 2.12. (Anton & Rorres, 2005) Misalkan V ruang vektor dan S =

{vy, vy, ..., v, } merupakan himpunan bagian dari ruang vektor V, S disebut
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membangun V jika untuk setiap vektor di V dapat dinyatakan sebagai kombinasi

linier dari S.
I _ . 2 _I5 _ [0
Contoh 2.5. Diberikan S = {v4,v,} di R* dengan v, = [0] , Uy = [6] maka S

membangun R2.
Bukti: Akan ditunjukkan S membangun R2.

kivi + kv, =u.

5 0 u
= kafg]+ke|g] =]
& ky(50) +k,(0,6) = (ug,uy)
< (5k4,0) + (0,6k,) = (uq,uy).

Diperoleh nilai k; = %u1 dan k, = %uz. Jadi, dapat disimpulkan bahwa u adalah

kombinasi linier dari v4, v, sehingga S membangun R2.

2.2.2 Basis dan Dimensi
Definisi 2.13. (Anton & Rorres, 2005) Misalkan V ruang vektor dan S =
{vqy, vy, ..., v, } adalah himpunan vektor-vektor di V, maka S dikatakan basis
untuk V' jika memenuhi syarat berikut:

a. S bebas linier.

b. S membangun V.
Definisi 2.14. (Anton & Rorres, 2005) Dimensi adalah banyaknya vektor dalam
suatu basis. Ruang vektor tak kosong V dikatakan berdimensi berhingga jika V
berisi himpunan vektor berhingga yaitu {v4,v,, ..., v, } yang merupakan basis.
Jika himpunan vektor V tidak berhingga, maka V dikatakan berdimensi tak

hingga.
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Dimensi dari suatu vektor V yang berdimensi berhingga dinotasikan dengan

dim(V), didefinisikan sebagai banyaknya vektor pada suatu basis V.

2.3 Ruang Hasil Kali Dalam
Definisi 2.15. (Anton & Rorres, 2005) Jika u dan v adalah vektor-vektor di ruang
berdimensi-2 atau ruang berdimensi-3 dan 8 adalah sudut di antara u dan v, maka
hasil kali titik atau (dot product) atau hasil kali dalam Euclid (Euclidean inner
product) dinotasikan dengan u - v dan didefinisikan sebagai berikut:

llull||v]| cos O jika u # 0 danv # 0.
wv= { 0 jikau =0atauv = 0.
Definisi 2.16. (Anton & Rorres, 2005) Jika u = (uq,uy, us,...,u,) dan v =
(v1, vy, V3, ..., v,) adalah vektor-vektor di R™, maka hasil kali dalam Euclid
(Euclidean inner product) atau u - v didefinisikan dengan

UV =Uv +uUv, + Uz + -+ uUyvy,.

u - v dinotasikan juga dengan (u, v).
Definisi 2.17. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Misalkan X ruang vektor atas
lapangan F, dimana F = R atau F = C. Hasil kali dalam atau ruang pre Hilbert
dinotasikan dengan (-,-). Hasil kali dalam pada X adalah suatu fungsi (-,-): X x

X — Runtuk setiap x, y € X dan @ € R memenubhi sifat-sifat berikut:

a. {x,x) = 0 dan (x,x) = 0 jika dan hanya jika x = 0. (Sifat Tak Negatif)

b. {x, y) = (7, %). (Sifat Simetris)
c. (ax,y) = alx, y). (Sifat Homogenitas)
d. (x +y,2) = (x,2) +(y, 2). (Sifat Aditivitas)

Pasangan (X, (-,-)) disebut ruang hasil kali dalam.
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Definisi 2.18. (Kreyzig, 1978) Misalkan X suatu ruang hasil kali dalam atau ruang
pre Hilbert, maka norma atau panjang sebuah vektor x di X dinotasikan dengan

|lx|| dan didefinisikan sebagai berikut:

lxll = ¢x,0)-.
Teorema 2.19. (Ketaksamaan Segitiga)
(Royden & Fitzpatrick, 2010) Jika X suatu ruang pre Hilbert, maka untuk setiap
x,y € X berlaku sebagai berikut:
llx + yll < llxIl + [lyll.
Bukti: Akan ditunjukkan |lx + y|l < llx|l + |yl
Ambil sebarang x,y € X, sehingga diperoleh

lx+yll2 =(x+y,x+y)

=(x,x+ty)+{(y.x+y) (Sifat Distributif)
=(x,x) + (x,y) + (y,x) + (y,y) (Sifat Distributif)
=(x,x) + (x,¥) + (X 7) + (¥, ) (Sifat Simetris)

= (x, x) + 2Re(x,y) + (y,¥)

< (%, x) + 2[{(x, ) + (¥, y)

< llxll + 2MlxI - Nyl + llyll

= (lxIl + llylD2. (Definisi)
Dengan kata lain ||x + y|l < [lx]l + llyll.
Jadi, terbukti bahwa ||x + |l < x|l + [ly]l.
Definisi 2.20. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Dua buah vektor u dan v di dalam
ruang hasil kali dalam X dikatakan ortogonal jika (u, v) = 0.

Vektor u dan v yang ortogonal dinotasikan u L v.
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Suatu himpunan vektor-vektor di sebuah perkalian dalam dinamakan
himpunan ortogonal jika semua pasangan vektor-vektor yang berbeda di dalam
himpunan tersebut ortogonal.

Contoh 2.6. Diberikan v, = (-=2,0,2), v, = (0,3,0), v3 = (1,0,1) di R3. Apakah
himpunan vektor V = {v4, v,, v3} merupakan himpunan ortogonal?
Bukti: Akan ditunjukkan S himpunan ortogonal.
(v, V2) =1V,
=(-2,0,2)-(0,3,0)
= (=2)(0) + (0)(3) + (2)(0)
=0.
(v, v3) = vy - V3
=(-2,02)-(1,0,1)
= (=2)(1) + (0)(0) + (2)(1)
=242
= 0.
(v2,v3) = vy - V3
= (0,3,0) - (1,0,1)
= (0)(D) + (3 (0) + (0D
=0.
Sehingga diperoleh (v, v3) = (v4,v3) = (v, v3) = 0.
Jadi, himpunan vektor V merupakan himpunan ortogonal.
Definisi 2.21. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Himpunan bagian S = {v4, vy, ..., ¥}
di ruang hasil kali dalam X dikatakan ortonormal jika S ortogonal dan tiap vektor

pada S mempunyai panjang 1 atau ||v;|l = 1 dengani = 1,2, ..., n.
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Definisi 2.22. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Misalkan W adalah subruang dari

ruang hasil kali dalam X.

a. Suatu vektor x € X dikatakan ortogonal terhadap W jika x ortogonal terhadap

semua vektor di W.

b. Himpunan semua vektor di X yang ortogonal terhadap W dinamakan

komplemen ortogonal dari W, dinotasikan

Wt ={xeX:(x,w)=0vwe W}

Definisi 2.23. (Anton & Rorres, 2005) Proyeksi ortogonal adalah gambar proyeksi

yang bidang proyeksinya mempunyai sudut tegak lurus terhadap proyektornya.

Proyektor adalah garis-garis yang memproyeksikan benda terhadap bidang

proyeksi.
w»
u
wq
Gambar 2. 1 Proyeksi Ortogonal
Misalkan:

w, adalah vektor proyeksi u terhadap a atau proj, u.

w, adalah komponen vektor u yang ortogonal terhadap a.

(wa)

wq = projau = Wa.
(ua)
Wy =U—Wq u-— Wa



23

2.4 Ruang Norm
Definisi 2.24. (Kreyzig, 1978) Misalkan X adalah ruang vektor atas lapangan F.
Norm dinotasikan dengan |[-||. Norm pada X adalah suatu fungsi bernilai Riil
II-]l: X = R untuk setiap x, y € X dan @ € R memenuhi sifat sebagai berikut:

a. |lx|l = o; (Sifat Tak Negatif)

||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0.

b. llax|| = |alllx]|. (Sifat Homogenitas)

c. lx+ yll < llxll + llyll. (Ketaksamaan Segitiga)
Pasangan (X, ||-||) dinamakan ruang norm.
Definisi 2.25. (Raflesia, 2007) Misalkan X adalah ruang vektor berdimensi d,1 <
d < oo dan x = (xq,%3,...,x4) € X. Norm |[[x||,, l|xll,, [Ix]l, dan ||lx||., atas X
didefinisikan sebagai berikut:

a. llxlly = lxqg| + [xo| + -+ [xq4].

1
b. llxll, = (eg]? + |2 + -+ + |xq|?)z.

1

C. llxll, = (xq[P + |xz[P + -+ + |x4]P)?, p € Ndengan 1 < p < co.

d. ||xl o = maks{|x,| + |x,| + -+ + |x4l}.

Teorema 2.26. (Royden & Fitzpatrick, 2010) Jika ruang bernorma (X, ||-]])
merupakan ruang hasil kali dalam maka ||-|| memenuhi hukum jajar genjang.
lx + yII? + llx = ylI> = 2(lIxlI* + llyllI».
Bukti: Ambil sebarang x,y € X.
lx+ylI? +llx —ylI? =(x+y,x+y)+{x—y,x—y)
=xx+y+{yx+ty+xx—y)+{-y,x-y)

(Sifat Distributif )
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=x+y0+x+y+x-—yx)-(x-yy
(Sifat Komutatif )
= (x,x) +(y,x) + (x,¥) + (y,¥) + (x,x) + (-y,%) —
(x,y) = (=¥, ) ( Sifat Distributif )

=(x,x) +{x,x) + (¥, ¥) + (¥, )

= 2(x,x) + 2(y,y) (Operasi Penjumlahan)
= 2|Ix1% + 2|lyll? ( Definisi)
= 2(llxI1% + ll¥lI*») ( Sifat Ditributif )

Jadi, terbukti bahwa ||x + vy + llx — ylI? = 2(]Ix]I%> + llyll?).

Dari Teorema 2.26. diperoleh bahwa norma yang berasal dari hasil kali dalam
X memenuhi hukum jajar genjang. Apabila hukum jajar genjang berlaku di ruang
bernorma, maka ruang tersebut ruang hasil kali dalam.
Definisi 2.27. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan (X, ||-||) adalah ruang
norm. Barisan (x;) di X dikatakan barisan terbatas jika terdapat M € Rdan M >
0 sedemikian sehingga ||x || < M untuk setiap k € N.
Definisi 2.28. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan (X, ||-||) adalah ruang
norm. Suatu barisan (xj) di X dikatakan konvergen ke x € X jika untuk setiap € >
0 terdapat K () € N sedemikian sehingga untuk setiap k = K (&) berlaku

llxy — xll <e. (2.2)

Definisi 2.29. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan (X, ||-]]) adalah ruang
norm. Suatu barisan (x;) di X dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap & >
0 terdapat K (¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap m, k = K (&) berlaku

lx) — xnll < &. (2.3)



25

Definisi 2.30. (Kreyzig, 1978) Misalkan (X, ||-||) adalah ruang norm, X dikatakan
lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy (x;) dalam X konvergen ke suatu x €
X. Ruang norm yang lengkap disebut ruang Banach.

Teorema 2.31. (Rumlawang, 2020) Jika (xj) barisan konvergen di (X, [|-]|), maka
(x3) barisan Cauchy di (X, ||-]]).

Bukti: Ambil sebarang x,y € X. Pilih ¢ = % maka untuk setiap € > 0 terdapat

K(e) € N sedemikian sehingga untuk setiap k > K(¢) dengan k € N berlaku

I <=
X, — Xl < -
k 2

Pilih K, (¢) = K (&) sedemikian sehingga untuk setiap k, m > K; (&) berlaku

lx — xmll = [l — x + 2 — 25,
< lxg — x| + llx — x| (Ketaksamaan Segitiga)
< d +
il
2 2

Jadi, terbukti bahwa jika (x) barisan konvergen di ruang norm (X, ||-||), maka (x;)

barisan Cauchy di ruang norm (X, [|-]]).

2.5 Ruang Barisan

Definisi 2.32. (Alsina, Sikorska, & Tomas, 2010) Ruang #? dengan (1 < p < )
adalah himpunan barisan bilangan Riil yang elemennya dinotasikan dengan x =
(xp) = (x1,%2,%3,...) sedemikian sehingga [x;|P + [x,|P + - konvergen
sehingga memenuhi Y"1 |x, [P < co.

Untuk setiap bilangan Riil p dengan 1 < p < oo didefinisikan

P=ix=(x,) ERNEN: lenlp < 00}.

n=1
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Ruang ¢P adalah ruang norm dengan fungsi norm ||-|,:#? - R, yang

didefinisikan sebagai berikut:

1
> p
Il = (lem) (24)
n=1

untuk setiap x = (x,,) (Kreyzig, 1978).

Definisi 2.33. (Alsina, Sikorska, & Tomas, 2010) Ruang ¢! adalah himpunan

barisan bilangan Riil yang elemennya dinotasikan dengan x = (x,) =

(x4, x5, X3, ...) sedemikian sehingga |[x;| + |x,| + |x3| + -+ konvergen sehingga
x| < oo,

Untuk setiap bilangan Riil p = 1 didefinisikan

1 = {x =(x,) ER,NEN: z:lxnl1 < 00}.

n=1
Ruang ¢! adalah ruang norm dengan fungsi norm ||-||l;: £ > R didefinisikan

sebagai berikut:

Ixll; = lenll, untuk setiap x = (x,,). 2.5)
n=1

Definisi 2.34. (Kobin, 2014) Ruang #? adalah himpunan barisan bilangan Riil
yang elemennya dinotasikan dengan x = (x,) = (xq,x,,x3,...) sedemikian
sehingga |x;|% + |x,]% + |x3]? + -+ konvergen sehingga Yoo |x,,|? < oo.

Ruang #2 adalah ruang norm dengan fungsi norm ||-||,: £ — R, yang didefinisikan

sebagai berikut:

1
© 2

Ixll, = (Zmﬁ) ,
n=1

untuk setiap x = (x;,).
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Definisi 2.35. (Conway, 1990) Ruang #2 yang dilengkapi dengan hasil kali dalam

didefinisikan sebagai berikut:

[ee)

(x,y) = Z XnYn -

n=1
untuk x = (x,),y = (y,) di £2.

Definisi 2.36. (Kreyzig, 1978) Ruang #* adalah himpunan dari semua barisan
bilangan riil yang terbatas.

Ruang ¢% adalah ruang norm dengan fungsi norm ||-|l:€* — R, yang
didefinisikan sebagai berikut:

lxll0o = suplx,|
neN

untuk setiap x = (x,) dan x,, € Catau R .

Secara umum, elemen dari £°ditulis dengan x = (x4, x5, x3 ...) atau x = (x,,)
dengan n € N dan x,, € C atau R . Suatu barisan x = (x,,) dikatakan terbatas jika
terdapat suatu bilangan M > 0 sehingga |x,,| < M, untuk setiap n € N.

Contoh 2.7. Ruang #P dengan 1 <p < oo yang didefinisikan dengan ||x||,, =
1

&, 1x,1P)P merupakan ruang norm karena memenuhi sifat-sifat norm.

Bukti: Akan dibuktikan ruang ¢ memenuhi sifat-sifat norm. Ambil sebarang

x,y € P dan a € R.
a. Akan ditunjukkan ||x||,, = 0 dan ||x||, = 0 jika dan hanya jika x = 0.
Berdasarkan definisi nilai mutlak |x,| bernilai tak negatif, maka x, >0
sehingga (Z;‘{;llxnlp)% > 0. Jadi, terbukti bahwa ||x||,, > 0.

(=) Jika [[x]|, = 0 akan dibuktikan x = 0.
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Berdasarkan fakta,

i P
(lenlp) = 0. (2.6)

Karena |x,| = 0 untuk setiap n € N, maka dari (2.6) didapatkan x,, = 0, untuk

setiap n € N. Akibatnya, x = 0.
(<) Jika x = 0 akan dibuktikan ||x||,, = 0.
Diketahui x = 0 berarti x,, = 0 untuk setiap n € N.

Akibatnya, |x,| = 0 untuk setiap n € N.
N 1
lIxll, = lenl = (| [P + [x/P + )P =04+ 040+ = 0.
n=1

Jadi, terbukti bahwa |[|x]|,, = 0 dan [|x]|,, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

b. Akan ditunjukkan |lax||,, = lalllx]l,.

laxll, = (Zlax |P>p (Definisi Norm pada ¢7)
b n
n=1
o 1
_ (Zm”x |p)p (Sifat Nilai Mutlak pada R)
- n
n=1

1
> P
= lal Y Il | .
(Sifat Komutatif)



29

= la|llxll,. (Definisi)
Jadi, terbukti bahwa [[ax|l, = |al||lx||,.

c. Akan ditunjukkan ||x + yll, < llxll, + lIyll,.

1
© D .
Definisi Norm pada Ruang £P
Il + ¥l = (Zm + yn|v> ‘ P o)
n=1

| =
Juy

< <Z |x |p>p + <z ly |p>p ( Ketaksamaan Minkowski)
< n -

n=1

= x|, + llyll,. (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa [[x + yll,, < [lxIl, + llyll,.
Ruang £? terbukti memenubhi sifat - sifat norm, maka (¢7, ||-||,;) adalah ruang norm.

Contoh 2.8. Ruang ¢ didefinisikan dengan ||x||,, = S‘;E'x"' merupakan ruang
n

norm karena memenuhi sifat-sifat norm.

Bukti. Akan dibuktikan ruang £ memenuhi sifat-sifat norm.

Ambil sebarang x,y € £* dan a € R.

a. Akan ditunjukkan ||x|| . = 0 dan [|x||, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

Berdasarkan definisi nilai mutlak |x,| bernilai tak negatif, maka x, =0

sehingga sup|x,| = 0. Jadi, terbukti bahwa ||x|| ., = 0.
neN

(=)Jika ||x||, = 0 akan dibuktikan x = 0.

Berdasarkan fakta,

lIxlleo =0
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sup|x,| = 0. 2.7)

neN

Karena |x,,| = 0 untuk setiap n € N, maka dari (2.7) didapatkan x,, = 0, untuk
setiap n € N. Akibatnya, x = 0.

() Jika x = 0 akan dibuktikan ||x||, = 0.

Diketahui x = 0 berarti x,, = 0 untuk setiap n € N.

Ixll oo = suglxnl = sup{|xq| + |xo| + |x3] + -} = sup{0} = 0
ne

Jadi, terbukti ||x|| = 0 dan ||x||, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

b. Akan ditunjukkan |lax|l, = la|llx]] .

llaxllc, = suplax;,|

neN
= suplal|x,| ( Perkalian nilai mutlak )
= |al fllé§|xn| ( Komutatif pada perkalian )
= |a|llx|l - ( Definisi )

Jadi, terbukti bahwa ||ax|| = |a|||x|] .
c. Akan ditunjukkan [|x + ¥l < x|l + Y]l oo-

lx + yllo = suplx, + |
neN

< sup|x,| + sup|y,|

neN neN ( Ketaksamaan Segitiga)

= 1xlloo + ¥l o ( Definisi )

Jadi, terbukti bahwa [|x + ¥l < 1xll0o + Y]l -

Ruang ¢* terbukti memenuhi sifat - sifat norm, maka (¢%,|||l,) adalah ruang

norm.
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2.6 Ruang Norm-2
Definisi 2.37. (Manuhutu, Lesnusa, & H, 2014) Misalkan X ruang vektor Riil
dengan dim(X) > 2. Norm-2 pada X adalah suatu pemetaan ||-,-[: X X X - R
untuk setiap x,y,z € X dan a € R memenuhi sifat-sifat berikut:

a. |lx, yll = 0; (Sifat Tak negatif )

llx, y|l = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier.

b. llx, ¥l = lly, xl. (Sifat Simetris)
C. llax, yll = lalllx, yll. (Sifat Homogenitas)
d. lx + y,zll < llx, z|| + lly, zl|. ( Ketaksamaan Segitiga )

Pasangan (X, ||-,-||) disebut ruang norm-2.
Definisi 2.38. (Ghazali, 2012) Misalkan X ruang hasil kali dalam dengan dimensi
d = 2. Ruang vektor X yang dilengkapi dengan norm-2 standar didefinisikan

sebagai berikut:

1
(x1,x1) (x1,x72)|2

x4, x20ls =
L=2ls (xz,x1> (xz,

(2.8)

Ruang £2 dapat dilengkapi norm-2 standar, sebagai berikut:

/z >l

"y 30

Berdasarkan sifat determinan, berlaku

/ St D)

; det
=2 Sy Yo
\Z Xy, ny/ ,- f

Nlr—\




Dengan cara yang sama diperoleh,

I/ inz me

detl ¢

\z XiYi Z }’iz
i i

N~
I
NG
=
Q.
&
g
R
N

Oleh karena itu diperoleh,

(34 3)

Zdetl t t

Kinyi Zy?/ b

Vi

. < 2
= 2l (5 )
i

Sehingga diperoleh norm-2 pada £2 sebagai berikut:

Iyl = (32 oGl 5[

oo
i=1j=1

Teorema 2.39. (Ketaksamaan Hadamard)

z Z (x;y; — xjy;) det (ij

32

(Gunawan, 2017) Misalkan (X, |-,-||s) adalah ruang norm-2 standar untuk setiap

X,y € X, maka berlaku ketaksamaan ||x, y|ls < x|l ylls.
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Bukti: Ambil sebarang x,y € X.

I, y|| s menyatakan luas jajar genjang yang direntang oleh x dan y.

Perhatikan gambar berikut:
y

L

o

» > X
a
Gambar 2.2 Jajar Genjang

A

Misalkan:

x sebagai alas jajar genjang.

y sebagai panjang jajar genjang.

a sebagai proyeksi ortogonal y terhadap x.

y* sebagai komplemen ortogonal.

Berdasarkan Definisi 2.23, sehingga y* = y — %x dany = a + y*. Oleh karena

itu panjang vektor y* lebih kecil dari panjang vektor y. Menggunakan sifat-sifat

determinan dan sifat ruang hasil kali dalam diperoleh:

1
2

_{xx) (xy)
e, ylls = (y.x) v,y
1
_|xx) Ay |?
tx) (hy)
| {xx) (x,yl)%
iyt x) (b yh

- <x6x) (yJ.OyJ_) 2 (x dan y* saling ortogonal)
= 1)yt yhlz (Sifat Determinan)

= llxllslly*lls
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< llxllsllylls. (Panjang vektor y1 < y)

Jadi, terbukti bahwa ||x, y|ls < llx]lsllylls.

Definisi 2.40. (Raflesia, 2007) Misalkan (X, [|-,-||) adalah ruang norm-2. Suatu
barisan (x;) di X dikatakan konvergen ke x € X jika untuk setiap € > 0 terdapat
K (&) € N sedemikian sehingga untuk setiap k = K (&) dengan k € N berlaku

lim ||x;, — x,y|| = 0, untuk setiap y € X. (2.9)
n—>00

Definisi 2.41. (Raflesia, 2007) Misalkan (X, ||-,-||) adalah ruang norm-2. Suatu
barisan (x;) di X dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap &€ > 0 terdapat
K () € N sedemikian sehingga untuk setiap m, k = K(¢) berlaku

lim ||x, — x,,, ¥/l = 0 untuk setiap y € X. (2.10)
k,m—oo

Definisi 2.42. Misalkan (X, ||-,-|) adalah ruang norm-2, X dikatakan lengkap jika
untuk setiap barisan Cauchy (x;) dalam X konvergen ke suatu x € X. Ruang norm-
2 yang lengkap dinamakan ruang Banach-2.

Teorema 2.43. (Ketaksamaan Holder untuk Deret)

(Kreyzig, 1978) Misalkan p dan g bilangan Riil yang memenuhip > 1 dan% +% =

1.Jika x = (§;) € P dany = (n;) € ¢9 maka

ils‘jml < (iwkv’); (Zmnw )3.

j=1 k=1

Bukti: Misalkan p > 1 dan didefinisikan q sebagai berikut:

1
—+—-=1 2.11
» g (2.11)

p dan q disebut eksponen konjugat. Dari (2.11) diperoleh

1= =pte G-D@-D=1 (2.12)
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Karena (p—il) = g — 1, sehingga u = tP~! mengakibatkan t = u9-1,
Selanjutnya, misalkan a dan g adalah sebarang bilangan positif dan af luas daerah

persegi panjang sehingga diperoleh

B

a
aP q 2.13
aﬁﬁftp"1+fuq‘1du=—+ﬁ—. (213)
0

p q
0

Misalkan (¢;) € 7 dan (n;) € £ yang memenuhi

DIl =1 Yl =1 (2.14)
=1 i=1

Selanjutnya, misalkan « = |¢;| dan g = |n;|, dari ketaksamaan (2.13) didapatkan
_ 1,_p 1, g
SIS s UT1 A
| ] ]| Pl ]l ql ]|
Dengan menjumlahkan terhadap j dan menggunakan (2.14) dan (2.11) diperoleh
SlEpl<telon
mls-+—=1L 2.15
£ LT (2.15)

Selanjutnya, ambil sebarang x = (¢;) € €7 dan y = (n;) € ¢9 dan bentuk

_— ¢ _ 1j
G=— 1 N, =— 1 (2.16)
(Z;?=1|5k|p)p (Z;’f=1|7]n|q )q

yang memenuhi (2.14). Kemudian, substitusikan (2.16) ke (2.15) didapatkan

1o 1
D Jeml < (Zw)p <2|nn|q )q.
Jj=1 k=1 n=1

Teorema 2.44. (Ketaksamaan Minkowski untuk Deret)
(Kreyzig, 1978) Misalkan p bilangan Riil yang memenuhip < 1. Jikax = (§;) €

P dany = (n;) € #P maka
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S|

ZIE,-M,-IP (Zwm) (me).

Bukti: Untuk p = 1 ketaksamaan di atas didapatkan dari ketaksamaan Segitiga

untuk bilangan Riil. Misalkan p > 1 dan &; + n; = w;. Dari ketaksamaan Segitiga

untuk bilangan Riil didapatkan

-1 -1
|w |p |5j+77j||wj|p S(|Szj|"'|77j|)|“)j|p -

Dengan menjumlahkan j dari 1 sampai bilangan Asli m yang tetap, diperoleh

lejl Zk} [ ooy | 1"'2"7] [l 1 (2.17)

Mengggunakan ketaksamaan Holder pada suku pertama penjumlahan dari (2.17)

didapatkan,

Zla o [Zwm] [Zu(unv’ 1)q]

Dari (2.12), diperoleh (p — 1)q =p
Pada (2.17) menggunakan ketaksamaan Holder, suku kedua di ruas kanan pada

penjumlahan didapatkan

m m % m %
Sl <Y | o
Jj=1 k=1 n=1

Sehingga diperoleh,

§:|wj|pS [Zlfklp Zlnklp] [ilwnlpr- (2.18)
j=1 n=1

Membagi kedua ruas dengan [Ym-,|w,,|P]e pada (2.18) sehingga didapatkan
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if, +n;|° <Z|€klp> <Z|r,k|r’> . (2.19)

Karena x = (£;),¥ = (1) € £” maka ruas kanan (2.19) konvergen. Sehingga ruas

Kiri juga konvergen dan berlaku
Z|fj+77j| <Z|fk|p> <2|77k|p>
j=1

2.7 Konsep Ikhtiar, Do’a dan Tawakal

Pada ruang norm menarik untuk dikaji karena penerapannya sangat banyak
dalam kehidupan sehari-hari maupun pada disiplin ilmu lainnya. Ruang norm telah
banyak dikembangkan salah satunya adalah kelengkapan ruang 7.

Allah Swt. berfirman dalam Q.S Ar-Ra’d ayat 11 yang artinya:

“Sesungguhnya Allah tidak akan mengubah keadaan suatu kaum sehingga mereka
mengubah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri”.

Menurut Nasrudin (2019) ayat di atas terdapat dua jenis perubahan dengan dua
pelaku. Perubahan pertama adalah perubahan manusia yang pelakunya adalah
Allah. Perubahan yang dibuat oleh Allah pasti terjadi melalui hukum-hukum sosial
yang Dia tetapkan dan hukum-hukum ini tidak membedakan satu masyarakat
dengan masyarakat lainnya. Perubahan kedua adalah perubahan keadaan diri
manusia yang pelakunya adalah manusia. Perubahan yang kedua bisa dipahami dari
kata ma bi anfusihim dari ayat tersebut yang diartikan dengan apa yang ada pada
diri mereka.

Menurut Syamaun (2019) perubahan keadaan diri manusia yang pelakunya

adalah manusia dipahami dari kata ma bi anfusihim yang terdiri dari dua unsur
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pokok. Unsur tersebut adalah nilai yang dihayati dan kemauan (kehendak) manusia.
Pada kedua unsur tersebut dapat menciptakan dorongan pada diri manusia untuk
melakukan perubahan.

Pada ayat di atas Allah Swt. memerintahkan manusia untuk berikhtiar, karena
Allah Swt. tidak akan merubah keadaan manusia jika manusia tidak berikhtiar.
Ikhtiar merupakan salah satu bentuk ibadah kepada Allah Swt. apabila ikhtiar yang
dilakukan manusia berada pada jalan yang benar. Setiap ikhtiar hendaknya
dilandasi dengan hati yang ikhlas untuk mendapatkan ridha Allah. Untuk
mempercepat perubahan keadaan diri manusia, maka ikhtiar harus dilakukan
dengan bersungguh-sungguh dan semaksimal mungkin sesuai dengan kemampuan
yang dimilikinya. Terkadang ikhtiar dari manusia sering mengalami kegagalan.
Kegagalan yang terjadi terkadang karena adanya keterbatasan dan kekurangan pada
diri manusia. Setiap manusia yang mengalami kegagalan dianjurkan untuk bersabar
agar tidak berkeluh kesah dan berputus asa.

Pada ajaran Islam menempatkan ikhtiar beriringan dengan do’a. Setiap do’a
yang dipanjatkan kepada Allah Swt. untuk memulai ikhtiar akan bernilai ibadah.
Do’a artinya permintaan dari seorang hamba kepada Tuhan dengan menggunakan
lafal yang dikehendaki dan dengan memenuhi ketentuan yang telah ditetapkan
(Dahlan, 2001). Do’a merupakan penyadaran diri dari seorang manusia yang tidak
ada daya dan upaya kecuali pertolongan dari Allah Swt. Dalil Al Quran yang
memerintahkan berdo’a kepada Allah Swt. terkandung dalam Q.S. Al-Mu’min ayat
60 yang artinya:

Dan Tuhanmu berfirman “Berdo alah kepada-Ku, niscaya akan Aku perkenankan

bagimu. Sesungguhnya orang-orang yang sombong tidak mau menyembah-Ku
akan masuk neraka jahanam dalam keadaan hina dina”.
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Maksud ayat di atas Allah memerintahkan hamba-Nya untuk berdo’a dan Allah
akan mengabulkan permintaan terhadap hamba-Nya yang berdo’a. Berdo’a kepada
Allah Swt. menandakan bahwa manusia adalah mahluk dhaif di hadapan Allah Swit.
Do’a dilakukan dengan lisan atau hati dan menggunakan kalimat yang telah
diajarkan dalam Al Quran dan Rosulullah Saw. Dengan berdoa seorang hamba akan
semakin dekat dengan Sang Pencipta, sehingga setiap permintaan akan diridhoi
oleh Allah Swit.

Manusia yang telah berikhtiar dan berdo’a maka langkah terakhirnya adalah
bertawakal. Menurut M.Quraish Shihab, tawakal bukan berarti penyerahan mutlak
kepada Allah, tetapi penyerahan tersebut harus didahului dengan usaha manusiawi
(Ghoni, 2016). Selanjutnya, seorang muslim diharuskan untuk berikhtiar, tetapi
pada keadaan yang sama, dia diharuskan pula untuk berserah diri kepada Allah Swt.
Manusia diharuskan melakukan kewajibannya, kemudian menunggu hasilnya
sebagaimana kehendak dan ketetapan Allah Swt. Pendapat M.Quraish Shihab
tersebut menunjukkan bahwa tawakal adalah menyerahkan segala sesuatu kepada
Allah dan yakin kepada kehendak Allah dengan sepenuh hati. Tawakal dalam
pengertian ini setidaknya terdiri dari dua unsur yakni ikhtiar, apabila ikhtiar dari
seorang manusia sudah mencapai batas maksimal maka langkah terakhirnya adalah
bertawakal kepada Allah Swt., inilah tawakal yang sebenarnya.

Salah satu dalil Al Quran yang memerintahkan bertawakal kepada Allah Swt.
terdapat dalam Q.S. At-Talaq ayat 3 yang artinya:

“....Dan barang siapa bertawakal kepada Allah, niscaya Allah akan mencukupkan

keperluannya. Sesunggguhnya Allah melaksanakan urusannya. Sungguh, Allah
telah mengadakan ketentuan bagi setiap sesuatu”.

Pada ayat tersebut Allah memerintahkan manusia untuk bertawakal. Manusia yang

bertawakal hatinya akan menjadi damai, karena ia percaya pada keadilan dan
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rahmat Allah. Manusia yang bertawakal akan lebih sabar menerima setiap hasil
yang baik maupun yang kurang baik, karena ia percaya keputusan tersebut
merupakan keputusan dan ketetapan dari Allah Swt. Oleh karena itu, Islam
menetapkan setiap manusia yang berikhtiar dan berdo’a, maka harus diikuti dengan
bertawakal.

Berdasarkan penjelasan di atas setiap ikhtiar harus dilengkapi dengan do’a dan
tawakal kepada Allah Swt. Sebagai seorang peneliti dalam bidang matematika
dapat menerapkan ilmu tersebut, seperti yang dilakukan oleh Konca, dkk (2016)

yang membuktikan ruang (43, 1l-ll;) adalah ruang Banach-2 dan ruang

(¢2,{- | -)2.,w) adalah ruang Hilbert-2.



BAB Il

PEMBAHASAN

Berdasarkan definisi ruang norm, ruang norm-2 dan ruang barisan yang telah
dijelaskan pada bab 2, maka pada bagian ini akan ditunjukkan ruang ¢? pada norm-
2 lengkap.

3.1 Ruang #P pada Norm-2 Lengkap
Terinspirasi dari rumusan norm-2 pada £2, sehingga didefinisikan norm-2 pada

£P sebagai berikut:

eyl = (5> > Jaet (5t I

i=1j=1

hJIhk

dengan x = (x;) € P dany = (y;) € £P.

Teorema 3.1. Fungsi yang didefinisikan sebagai berikut:

1
o

e v b
1 1, = zZZ det (; . (31)

i=1
merupakan norm-2 pada £?.
Bukti: Akan dibuktikan ruang ¢ yang didefinisikan pada (3.2) memenuhi sifat-
sifat norm-2.
Ambil sebarang x,y,z € ¥ dan a € R.

a. Akan ditunjukkan |[x,yll, =0 dan |[[x,yll, =0 jika dan hanya jika x,y

bergantung linier.

Z Z |det x]:)|p (Definisi norm-2 pada £P)

i=1j=1

thh*

llx, yll, =

41
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1

p
|xi3’j - xj)’i|p

0

N =

i=1 j=1
(Definisi [det (* Z)| — lad — bel)

Berdasarkan definisi nilai mutlak |xiyj - xjyi| > 0 sehingga

1

1 0o oo P
EZElxly] — ijilp = 0

i=1j=1
untuk setiap x;,y; € R. Jadi, terbukti bahwa ||x, y|l,, = 0.

(=) Jika ||x, ¥, = 0 maka x, y bergantung linier.

Sl

e Xi  Xi\|P (Definisi norm-2 pada £?)
Iyl =5 > |dee(yy )|

S

I
N =
gk
D]
=
NS
|
Y
X
R
N/
=

a b

(Definisi |det (C g

)| = |lad — bc|)
= 0. (3.2)

Karena berlaku (3.2) dan x,y adalah sebarang elemen di #P, maka ada

kemungkinan (x;) bukan kelipatan (x;). Tanpa mengurangi keberlakuan

secara umum, misalkan

x =ky
Xi Yi
() =% G;)
atau (x;) = k(y;) dan x; = k(y;) dengan k adalah suatu skalar.

Jadi, terbukti bahwa x, y bergantung linier.
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(<) Jika x, y bergantung linier maka ||x, y|| = 0.

Diketahui x = (x;) = (x1,x5,%3,...),¥ = (v;) = V1, Y2, ¥3, ... ) bergantung

linier sehingga terdapat suatu konstatnta k; #= 0 sedemikian sehingga
i1 kix; = 0. Misalkan

x =ky

(5)=+G;)

atau (x;) = k(y;) dan x; = k(y;) dengan k adalah suatu skalar.

Sehingga diperoleh,

1
/ nisi norm-
eyl = (5> > Jdec(yy )] (Definisi norm-2 pada ¢7)
i=1j=1
1
v ky;  kyp\|? : (xj, y; bergantung linier)
B EZZ| (Yi }’j)|
i=1j=1
1
= EZZlkYin—ijJ’iﬂ
i=1j=1
(Definisi |det (a Z)| = |lad — bc|)
= 0.

Terbukti bahwa, jika x = (x;),y = (y;) bergantung linier maka ||x, y|| = 0.
Dengan demikian, terbukti bahwa ||x, y||,, = 0 dan [|x, y||, = 0 jika dan hanya
jika x, y bergantung linier.

b. Akan ditunjukkan ||x, yll, = lly, xll,.
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llax, yll,
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1
o 00 P
1 X Xj p
EZZ |det (Yi J’j)| (Definisi norm-2 pada ¢P)
i=1j=
1
1 co ©o 1%
Ez lein XJYL|
i=1j=1
(Definisi |det (a Z)| = |ad — bc|)
1
1 | p (Sifat Komutatif)
2 YiXj — YjXi
i=1j=1
1
o o0 p
1 Vi j p
22,2 et G )|
i=1j=1
(Definisi |det (a Z)| = |ad — bc|)
= |ly, xll,. (Definisi)
Jadi, terbukti bahwa ||x, y|l,, = [ly, x|l
c. Akan ditunjukkan |lax, yll,, = lalllx, yll,.
1
1Oo - ax; p\"
= _Z z |det y-])| (Definisi norm-2 pada ¢7)
2 i=1j=1 g
1
o 0 p
1 X; x]' p
B 522 |“det(yi yj)|

Il
N | =
s

~
Il
[N

1l
Jy
-

i j=

(Definisi |det (a Z)| = |ad — bc|)

(1 |aex G 5)1)

L
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(Sifat Nilai Mutlak pada R)

1
o o )
1 X Xj p
S P
ZZZ'“' et (5, y,-)|
i=1 j=1
(Sifat Bilangan Berpangkat)
1
11— p P . .
= (la|P)P _Zz|det (Sifat Komutatif)
2i=1]=1
= |alllx, yll,. (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa [lax, yll,, = |a|llx, yl,.

d. Akan ditunjukkan [|x + y, zl,, < lIx, z[,, + [ly, zll ..

1
0 oo 1)
1 xi+y; xi+yi\|I°
e+ yzlly = | 5 > Jaee (M7 7))
i=1j=1 /
1
co 0o 14
1 p
= Ezz|(xi+3/i)zj_(xj+yj)zi|
i=1j=1
a b\l _ _
(Definisi |det( d)|—|ad bcl)

1
P

1 (o] o0
= zzsziZj +}’iZj) - (szi +Ysz)|p

i=1j=1

(Sifat Distributif)

1
p

1 (o) 0] )
= EZZ|xZ]+yLZ] —XjZi — YjZ;

i=1j=1

(Sifat Distributif)
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Sl

(Sifat Komutatif)

T

(Definisi Determinan Matriks)

(5t ) (255t 0

i=1j=1 i=1j=1

1

(Ketaksamaan Minkowski)
= llx, zll,, + lly, zI,,. (Definisi)
Jadi, terbukti bahwa [|x + y, zll,, < llx, zll,, + |y, zll,,.

Karena fungsi yang didefinisikan pada (3.1) memenuhi sifat-sifat norm-2, maka

1

1 co 00 i p p
llx, I, = 522|det Vi ,

i=1j=1
merupakan norm-2 pada #?.
Secara umum, misalkan (X, [|-,-]|) ruang norm-2, dapat dipilih {a4,a,}

himpunan bebas linier di X, sehingga dapat didefinisikan ||x||;, di X sebagai berikut:

1

llxll;, = [llx, aqll} + llx, azlI5]7 dengan 1 < p < co. (3.3)

Sehingga, norm ||x||}, di (€7, ||-,-|[,,) dapat didefinisikan sebagai berikut:

el = [llx, agll? + lx, al12]P. (34)

Teorema 3.2. Misalkan ({a4, @, } himpunan bebas linier di £7, maka fungsi
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1
lxlly = [Ilx, agll? + llx,azlB]P ,  xe€¢?
mendefinisikan norm di £P.
Bukti: Akan ditunjukkan [|x||;, memenuhi sifat-sifat norm.

Ambil sebarang x,y € ¥ dan a, 8 € R.

a. Akan ditunjukkan ||x||;, = 0 dan ||x||;, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

N =

P
1

- SR X x\P 5\ (Definisi)

llx, aqlly = | zz det 0@ o® |

\ =1 /

X x]
det < ) (2))
a; a;

p
(Sifat Bilangan Berpangkat)

a b

(Definisi |det( d

)| = |lad — bc|)

Berdasarkan definisi nilai mutlak |x;a? — (x;a?)| = 0. Begitu pula dengan

1
llx, @zl = 0, sehingga llxll} = [llx, asllp + Ilx, azllp]? = 0. Jadi, terbukti

bahwa [|x||3, = 0

(=) Jika [[x]|; = 0 akan ditunjukan x = 0.

Karena ||x|[;, = 0 diperoleh ||x, a4|l,, = |lx, a4ll, = 0. Karena ||x, a4]l, = 0
maka x dan a; bergantung linier, sehingga diperoleh x = fa;. Dengan
mensubstitusikan x = fa; maka ||x, a,|l, = l[faq, azll, = 1Blllay, a;ll, =
0.

Karena {a,, a,} bebas linier, maka ||a4, a,||,, # 0. Persamaan |B|llay, azll,, =

0 hanya dapat terpenuhi jika 8 = 0 sehingga diperoleh x = 0
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(<) Jika x = 0 akan ditunjukan ||x|[3, = 0.

Karena x = 0 artinya x,, = 0 untuk setiap n € N, sehingga diperoleh

1 1
Ixll3 = [Ilx, @gll? + llx, azlE]? = [110, aqll% + 110, a,l2]7 = o.
Jadi, terbukti bahwa |[|x||;, = 0 dan [|x||;, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

b. Akan ditunjukkan |lax||}, = lalllx||;.

[uy

. e Definisi
laxlly = [llax, aqll} + llax, az 5] ( )

= [lalP(llx, a1 + Ilx, a,lI)]? (Nilai mutlak pada R)

1

= [la|P]7[llx, a1||g + lx, a2||§]5 (Sifat Bilangan Berpangkat)
= lalllxll} . (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa [lax|l; = lal|llx||3.

c. Akan ditunjukkan ||x + yll; < llxll; + llylly.

1
llx + yll;, = [llx +y, a4l + llx + y, a,[P]?

< [lx, a1l + lly, a11D? + (llx, @zl + Iy, azll)”]%
(Ketaksamaan Segitiga)
1 1
= [(llx, a1ll + lIx, az1)P17 + [(lly, a4 |l + Iy, a2|)P]»  (Definisi)
= [lxll3 + lyll;-
Jadi, terbukti bahwa ||x + y|l; < ||lx|l} + llyll5.
Karena ||x|[;, memenuhi sifat-sifat norm maka ||x||3, mendefinisikan norm pada £7.
Lemma 3.3. Jika barisan (x)) konvergen ke x € ¢¥ dalam norm-2 ||-,-|,,, maka
berlaku Ili_r)rc}ollxk —x,a4]l, =0 dan %i_r)gollxk —x,a,|l, =0 dengan {a4,a;}

himpunan bebas linier di ¢P. Jika barisan (x;) Cauchy di ruang norm-2
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(€7, IIll,) maka berlaku lim |[x) — X, a4ll, = 0dan lim [[x, — x,,, azll, =
k,m—oo k,m—oo

0 dengan {a4, a,} himpunan bebas linier di £P.
Bukti: Ambil sebarang x € #P.

a. Barisan (xj) konvergen ke x € £P dalam norm-2, untuk setiap y € P maka
berlaku ,lggollxk —x,yll, = 0. Karena {a4, a,} himpunan bebas linier di 7,
akibatnya diperoleh ;li_rgo”x" — x, a4/, = 0 dan ;li_rl}o”x" —x,az|l, = 0.

b. Barisan (x,) Cauchy di ruang norm-2 (€7, ||-,-|,,), untuk setiap y € £ maka

berlakuklim lxg — xm, ¥ll, = 0. Karena {a,,a,} himpunan bebas linier di
,M—00

£P, akibatnya diperoleh
k,lrilrlqmllxk — X, a4[l, = 0 dan k,gﬁlm”xk — X azll, = 0.

Jadi, terbukti bahwa jika barisan (x)) konvergen ke x € £7 dalam norm-2 ||-,-||,,,
maka berlaku Ili_r)rgollxk — X, a4][, = 0 dan ;li_r)?o”x" — x,a,|l, = 0 dengan {a4, a;}
himpunan bebas linier di £P. Jika barisan (x;) Cauchy di ruang norm-2 (€%, [|-,-l,)
maka berlaku k,ggloo”xk — X, @4l = 0 dan k}?ilrlloo”xk — X, @zll, = 0 dengan
{a4, a,} himpunan bebas linier di £7.

Definisi 3.4. (Akcoglu, Bartha, & Ha, 2009) Misalkan X adalah ruang vektor dan
terdapat dua norm di X yang dinotasikan [|-|| dan ||-||*. Norm |[-|| dan [|-||*
ekuivalen jika terdapat «,f € R sehingga untuk setiap x € X berlaku

allx|l < llxlI* < BlixIl.
Teorema 3.5. Misalkan {a4, a;} himpunan bebas linier di £7, maka norm ||-||3,

ekuivalen dengan norm ||-|[,.



Bukti: Ambil sebarang x € #P.
(1,0,0,...) dan a, = aj(z) = (0,1,0, ...) dengan i,j € N.
/ al
e w X %\ P\°
A N
llx, aqlly = 22 det( @ aj(l)) |

\ i=1j=1
1 co co l xj
= Ez Z det (1) a}g)

i=1j=1

p

1 X1 Xq P X1 Xz P X1
E ( ail) agl)
+>

X2 Xq P X2  Xp P X
+ ag1) a1(1) a§1)
+)

X3 X1 P X3 Xy 1P X3
+ agl) afl) + a ag1) + a
+)

Xq4  Xq P Xq4  Xp P X4
+ ( ail) afl) ag1)

+)+)

1
= E(Ilep + 13 lP 4 g [P 4o+ [P+ [ ]P + [xg [P+ -

1
= 5(2(|x2|p + [x3[P + [x4[P + - ))

Tanpa mengurangi keumuman, a, =

X3 |P X4
(€Y)

as

X3 P X5
(€Y)

as

X3 P X3
| +

as as
X3 |P X4
(€Y)

as

o

o

o

o
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@ _
a]

(Sifat Bilangan Berpangkat)

X4 |P

X4 P

X4 P

X4 P

(Operasi Penjumlahan)



= |xa[? + |ox3|P + |xg|? + -

51

(Operasi Perkalian)

R (Definisi)
= |xj| :
1
_ . P
Sehingga diperoleh ||x, a4|lh = X% |x;|"
10\ P
I o P\P (Definisi)
llx, I} = | Ez det( ) (2)) |
i=1j=1 }
[ee] [ee] x p . .
lzz det( (;) (12)> (Sifat Bilangan Berpangkat)
a-
2L=1]=1 J
1 X1 Xy P X1 X P X1 X3P X1 Xy P
_E <a§2) agz) agz) a?()z) aiz)
+>
X5 X1 P Xy X, P Xy X3 P Xy X4 1P
+<a agz) + al agz) + a agz) + al aiz)
+)
X3 X, P X3 Xy P X3 X3P X3 X4 P
+<a3 a? Tla® o?l Tla® ol e o
+>
< Xye X1 P X4 Xy P X4 X3P | X4 X4 P
@ @ t| @ @ t|. @ @ t| @ @
a, 4 e 4 a, " ag a,” a
+...>+...)
1
= E(lelp + lx1 [P+ [xglP + [xa P + oo+ [xg]P + [P + )



1
= 5(2(|x1|p + [x3]P + |xy P + ))

= lxq [P + lx3|P + |y [P + -

(0]

= Isl”

=
Sehingga diperoleh, ||x, a, |5 = Zj°¢2|xj|p.

1
el = [llx, agI2 + llx, azlIE]?

_ 1
oo co p
= Z|xj|p + Z|xj|p

=1 j%2

1
00 P

14
= |lxg|? + |x,|P + 22|le
>3

Selanjutnya, akan ditunjukkan [|x||,, < [lxI[3 .

0 p
Il = )l
j=1
1

= (Ix1]? + [x2]P + |x3[P + - )P

| =

1
0 Tp
p
P + 1P +2 ) [y
=3

: L
o] oo p
= Z|xj|p + Z|xj|p

%1 j#2

IA

=

=[x, @yl + llx, az|I2]?

= |lxIl .
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(Operasi Penjumlahan)

(Operasi Perkalian)

(Definisi)

(Definisi)
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Sehingga diperoleh bahwa [|x, < [Ix]l}, .

1
Il = [llx, agll?, + llx, a,lI2]?

1

[ [0.0] [0/e] 5
= Z|xj|p + Z|xj|p

[ j#1 j#2
1
o D
P
= |lx,I? + |x2|p+zz|x,-|
j=3
1
o P
1 14
<?2p Z'le
j=1
1 _
= 2P||x][, . (Definisi)

1

Sehingga diperoleh bahwa ||x|[;, < 25||x||p .

1

Karena |lx||, < lx]l;, dan ||x||;‘;§25||x||p, maka dapat disimpulkan

bahwa [[x]l,, < [[x]l; < Z%Ilelp.Jadi,terbukti bahwa ||x||3 ekuivalen dengan norm
Il

Berdasarkan Lemma 3.3. dan Teorema 3.5. diperoleh Teorema 3.6. sebagai
berikut:
Teorema 3.6. Misalkan (x;) barisan di #P. Barisan (x;) konvergen ke x € £P

dalam norm-2 ||-,-||,, jika dan hanya jika barisan (x;) konvergen ke x € #P dalam

”p
norm ||-||,,. Begitu pula dengan (x;) barisan Cauchy di ruang norm-2 (€7, |-+l ;)
jika dan hanya jika (xj) barisan Cauchy di ruang norm (€7, ||-[[,,).

Bukti: Ambil sebarang x,y € ¢P dan barisan (xy), (x,,) € 7.
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a. (=) Jika barisan (xj) konvergen ke x € £ dalam norm-2 |||, akan
ditunjukkan barisan (x;) konvergen ke x € £P dalam norm ||-|[ ,.
Dari Lemma 3.3. diperoleh Ililgollxk — X, a4][, = 0 dan Ililrgollxk —x,a,|, =
0 sehingga,
lli_r)lgollxk — x|l = Ili_r)rolollxk —x, a4/, + lli_r)lgollxk —x,a,|l,=0+0=0.
Karena Ill_r){}o llxy — x||;, = 0 artinya bahwa barisan (x;) konvergen ke x € £

terhadap norm ||-||5,. Berdasarkan Teorema 3.5. maka (x;) juga konvergen ke
x € £P terhadap norm ||-||,,.
(=) lJika barisan (x;) konvergen ke x € £7 dalam norm ||-|[, akan

ditunjukkan barisan (x) konvergen ke x € £P dalam norm-2 ||-,-||,,.

&

Ambil sebarang y € £P dan pilih € = K maka untuk setiap € > 0 terdapat
14

K (e) € N sedemikian sehingga untuk setiap k > K (&) dengan k € N berlaku

&
x, — x|, <——.
Pilih K; (¢) = K (&) sedemikian sehingga untuk setiap k = K, (¢) berlaku

lxe — 2, ¥l < llxg — xll, 1yl (Ketaksamaan Hadamard)

<— iyl
Iyl ™"

= &.
b. (=) Jika (x) barisan Cauchy di ruang norm-2 (£®, ||-||,,) akan dibuktikan
(xx) barisan Cauchy di ruang norm (€7, ||-|[,,).

Dari Lemma 3.3.  diperoleh klim lxx — Xm, a4ll, =0  dan
,m—00

lim [[xy — xp, az|l, = 0 sehingga,
k,m—oo



55

Jim g = xlly = lim =, aglly + i = 2, a2l
=0+0=0.

Karena k%rgoollxk — x|l = 0 artinya bahwa (xy) barisan Cauchy terhadap

norm ||-]|;. Berdasarkan Teorema 3.5. maka (x;) juga barisan Cauchy

terhadap norm ||-[,.

(<) Jika (xy) € £P barisan Cauchy di ruang norm (7, ||-||,,) akan dibuktikan

(xx) barisan Cauchy di ruang norm-2 (€7, |-l ,,).

Ambil sebarang y € #P. Pilih ¢ = —

e maka untuk setiap € > 0 terdapat
P

K () € N sedemikian sehingga untuk setiap k,m > K (&) berlaku

&
g — xmlly < 7
M Dyl
Pilih K; (¢) = K (&) sedemikian sehingga untuk setiap k,m > K, (¢) berlaku

i = X Y1l < Nl = Xl llyll, (Ketaksamaan Hadamard)

&
<Eijh
= E&.

Jadi, terbukti bahwa barisan (x;) konvergen ke x € £P dalam norm-2 [[-,-||,,
jika dan hanya jika barisan (x;) konvergen ke x € £P dalam norm ||-||,,. Begitu
pula dengan (x;) barisan Cauchy di ruang norm-2 (£®, ||--||,,) jika dan hanya jika
(x)) barisan Cauchy di ruang norm (€7, ||-||,,).

Akibat 3.7. Ruang norm-2 (7, ||-,-|[,,) merupakan ruang Banach-2.
Bukti: Ambil sebarang x,y € ¢P dan barisan (x;) € P.
Misalkan (x;) barisan Cauchy di ruang norm-2 (£, ||-,-||,). Berdasarkan Teorema

3.6. diperoleh (x)) juga barisan Cauchy di ruang norm (£7,|-|[,,). Karena £
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terhadap norm ||-|[, merupakan ruang norm yang lengkap, akibatnya (xy)
konvergen ke x € £7 terhadap norm ||-||,,. Berdasarkan Teorema 3.6. diperoleh
(x)) juga konvergen ke x € P terhadap norm-2 ||-,-||,,. Sehingga diperoleh bahwa
(£?,1I+ll,) merupakan ruang norm-2 yang lengkap atau disebut dengan ruang
Banach-2.

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa norm-2 pada £ merupakan ruang norm-

2 yang lengkap. Fungsi ||, ||: % X £° — R didefinisikan sebagai berikut:

I Y10 = sup supdet (3 )

dengan x = (x;) € £* dany = (y;) € £*.

Teorema 3.8. Fungsi yang didefinisikan sebagai berikut:

llx, ylleo = sup jlelll\l) |det (;C,i ;j)| (3.5)

merupakan norm-2 pada €.
Bukti: Akan ditunjukkan bahwa fungsi yang didefinisikan pada (3.5) memenuhi
sifat-sifat norm-2.
Ambil sebarang x,y,z € £* dan a € R.
a. Akan ditunjukkan ||x,yll = 0 dan ||x,yll = 0 jika dan hanya jika x,y

bergantung linier.

llx, ¥l = sup sup |det (xi xj)| (Definisi Norm-2 pada £°)
TR N jEN Yi Vi
—_ b
= Vi — XiYi Definisi |det (¢ =lad — b
supsuplroyy = x| (efiis [det (0 )] = ad —bel
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Berdasarkan definisi nilai mutlak |x;y; — x;¥;| = 0 sehingga |lx, ylle, =

sup suplxiyj + xjyl-| >0 untuk setiap x;,y; € R. Jadi, terbukti bahwa
ieEN jeN

I, ylle = 0.

(=) Jika ||x, y|l» = 0 akan ditunjukkan x, y bergantung linier.

X; X
|x, ¥|lc = supsup |det( ' ])| (Definisi Norm-2 pada £*°)
ieN jeN Yi Jj
= sup sup|x;y; — (%)) (Determinan Matriks)
ieEN jeN
=0. (3.6)

Karena berlaku (3.6) dan x,y adalah sebarang elemen di £, maka ada

kemungkinan (x;) bukan kelipatan (x;). Tanpa mengurangi keberlakuan

secara umum, misalkan

x =ky

()= ()

atau (x;) = k(y;) dan x; = k(y;) dengan k adalah suatu skalar.

Jadi, terbukti bahwa x, y bergantung linier.

(<) Jika x, y bergantung linier akan ditunjukkan ||x, y||. = 0.

Diketahui x = (x;) = (x1,x5,%3,...),¥ = (v;) = (¥1, Y2, ¥3, ... ) bergantung

linier, sehingga terdapat suatu konstatnta k; # 0 sedemikian sehingga
i1 kix; = 0. Misalkan

x =ky

() =5 ()

atau (x;) = k(y;) dan x; = k(y;) dengan k adalah suatu skalar.

Sehingga diperoleh,
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I, ylleo = supsup [det (5 )| (Definisi Norm-2 pada £%)
TP N JEN Yi Yj
kyi  ky
= sup su det( J)| o .
ieNp jeg Yi Y (x,,y, Bergantung Linier)

=ﬂmﬂ£Mww—kww|

ieN je
. a b\| _

(Definisi |det(c d)| = |ad — bc|)

= 0. (Karena x;k(y;) = yik(x;))

Jadi, terbukti bahwa ||x,y|l. = 0 dan ||x, y|l., = 0 jika dan hanya jika x,y
bergantung linier.

b. Akan ditunjukkan ||x, ¥l = ||y, x|l .

llx, yloo = sup sup |det (xi xj)| (Definisi Norm-2 pada £°)
T N jEN Yi Vi
= sup sup|xiyj - xjyl-| (Definisi |det (a Z)| = |ad — bcl)
ieEN jeN c

= Sup Sup|yl-xj — iji|

ieN jeN (Sifat Komutatif)
_ Yi Vi

- Sllelg 325 |det (xi xj)| (Definisi Determinan Matriks)

=y, xll - (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa |[x, y|l. = ||y, || -
c. Akan ditunjukkan [|ax, ¥l = la|llx, ¥l .

_ ax; ax; (Sifat Nilai Mutlak pada R)
llax, yllo = sup jtelg |det(yl. y; )|

= sup su£|axi(yj) - axj(yi)|

ieN je
s a b\|_
(Definisi |det(c d)| = |lad — bc|)
= sup sup|a(xl-yj - xjyl-)| (Sifat Distributif)
iEN jeN
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= sup sup|al|x;y; — x;y;] (Perkalian Nilai Mutlak)
iEN jeN
= |al sup sup|x;y; — x;y;] (Sifat Komutatif)
iEN jeN
= |a|sup sup |det (xi xj)| (Definisi Determinan Matriks)
ieN jeN Yi Vi
= lalllx, ¥l - (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa |[ax, y|l = lalllx, ¥l -
d. Akan ditunjukkan [|x + ¥, 2|l < I, zlle + 1|, 2| oo

xl-+yi xj+yj
e 7))

llx + y,2zl|l, = supsup
{eN jeN

(Sifat Nilai Mutlak pada R)

sup sup|(x; + ¥:)(z) — (x; + ;)]
ieN jeN

(Definisi [det (* Z)| — lad - bel)

sup sup|(xizj + yizj) - (zix]- + Zﬂ’j)l (Sifat Distributif)
N

ieN je
= sup sup|xizj +yizj —zxj — zl-yj| (Sifat Distributif)
ieEN jeN
= sup sup|xl-zj —ziXj + ¥z — ziyj| (Sifat Komutatif)
ieEN jeN

sup sup |det (xi

?)+det (yi }z]j)| (Determinan Matriks)

ieN jeN Zi % Zi
Xi Xj Vi Yj
< sup sup |det + sup sup [det
ieg jeNp| (Zi ZJ')| iEI\I:I) je£| (Zi Zf)l
(Ketaksamaan Segitiga)
= |lx, zlloo + Iy, Zll o (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa ||x + y, z||» < ||x, 2|l + ||, Z|| .

Karena fungsi yang didefinisikan pada (3.5) memenuhi sifat-sifat norm-2, maka
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. ¥l = supsup [det (5, )

merupakan norm-2 pada €.
Selanjutnya, dari (3.4) apabila p =c0 norm ||x|l% di (€% | le)

didefinisikan sebagai berikut:
lxllz, = sup{llx, aylles, 1%, azlleo} (3.6)

dengan x € £* dan {a, a,} adalah himpunan bebas linier di £<.

Teorema 3.9. Misalkan {a;, a,} adalah himpunan bebas linier di £, maka fungsi
llxll% = supf{llx, alle, llx, @zll},  x € €%

mendefinisikan norm di £.

Bukti: Ambil sebarang x,y € £ dan a, 8 € R.

a. Akan ditunjukkan ||x||% = 0 dan [|x||;, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

X Xj
det ( €)) (1)>
a; a;

lx, a1llc = sup sup (Definisi)

i{eEN jeN

sup sup|xiaj(1) - xjai(l) |

ieN jeN

xl-aj(l)—x-agl) >0 sehingga

Berdasarkan  definisi nilai  mutlak a;

sup sup xl-aj(l) — xjai(l)| > 0. Begitu pula dengan ||x,a;ll. = 0, sehingga
ieN jeN

llx]1% = sup{llx, a1lle, [1x, @zl }. Jadi, terbukti bahwa [|x||%, = 0.

(=) Jika ||x|[%, = 0 akan ditunjukan x = 0.

Karena ||x||i, = 0 diperoleh |[x,a4|lo = llx, a3|lo = 0. Karena |[|x, a4l =
0 maka x dan a4 bergantung linier, sehingga diperoleh x = fa;.

Dengan mensubstitusikan x = fa; maka ||lx,a;lle = ||faq, aslle =

IB|laq, asll, = 0. Karena {a, a,} bebas linier, maka ||aq, a,||, # 0.
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Persamaan |B|llay,a,|l, = 0 hanya dapat terpenuhi jika B = 0 sehingga
diperoleh x = 0.
(<) Jika x = 0 akan ditunjukan ||x|[% = 0
Karena x = 0 artinya x,, = 0 untuk setiap n € N, sehingga diperoleh
x5 = sup{llx, all0, lI%, @z llco}
= sup{l|0, a4|lc, 110, azllo }
= sup{0}
= 0.
Jadi, terbukti bahwa ||x||%, = 0 dan [|x]|% = 0 jika dan hanya jika x = 0.
b. Akan ditunjukkan |[ax||s = la|l|x|l 5.
llaxlls, = supfllax, aylle, llax, azllo}

sup{lal - lIx, a1ll, || - I, @z}

(Sifat Nilai Mutlak pada R)

lal| sup{llx, ayllc, llx, @zl o0} (Sifat Distributif)
= |a|||x[%. (Definisi)
Jadi, terbukti bahwa ||ax||}, = |a|llx|| 5.
c. Akan ditunjukkan [lx + yll% < llxll% + [yl 5.
llx + yllI% = sup{llx + y,a4lle, lIx + y,azll0}
< supfllx, aglle + 1y, @1lle, llx, @zllo + lly, @z ll o}
(Ketaksamaan Segitiga)

Sup{llxl al”OOI ”x) aZ”oo + ”y, al”oo; ”y; aZ”OO}

Sup{llxl al”OOI ”x) aZ”OO} + Sup{“y: al”oor ”y! aZ”OO}

x5 + [1y1l%. (Definisi)

Jadi, terbukti bahwa ||x + yll% < llx|l% + [lyll%.
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Dengan demikian, ||x||% = sup{l|x, a4ll«, llx, a|l} mendefinisikan norm pada
£%.
Lemma 3.10. Jika barisan (x;) konvergen ke x € £ dalam norm-2 ||-,-|| ., maka
berlaku ,lijﬂlo”xk —x,a4|l, =0 dan %i_r)gollxk —X,a;|l, =0 dengan {aq, a,}
himpunan bebas linier di #®. Jika barisan (x;) Cauchy di ruang norm-2
%= - 1lo) maka berlaku k,Li”LrEoo”xk — X Q1llo =0 dan
k,EEL‘oo”xk — X @21l = 0 dengan {a4, a,} himpunan bebas linier di £<.
Bukti: Ambil sebarang x € £°.
a. Barisan (xj) konvergen ke x di £, untuk setiap y € £ maka berlaku
lim [l — x, ylloo = 0.
Karena {a4, a,} himpunan bebas linier di £*, akibatnya diperoleh
Ili_r)rc}o”xk — x,a4/|l, = 0dan ’li_{go”xk —x,a3|l = 0.
b. Barisan (x;) Cauchy di ruang norm-2 (€%, |-, »), untuk setiap y € £ maka
berlaku
k’grgwllxk — Xm Yo = 0.
Karena {a4, a;} himpunan bebas linier di £*°, akibatnya diperoleh
k’lr}glmllxk — Xm, @1/l = 0 dan k’lr;lrgmllxk — X A2l = 0.

Jadi, terbukti bahwa jika barisan (x;) konvergen ke x € £ dalam norm-2

II-,:]l , maka berlaku lim ||x; — x, a4||c = 0 dan lim ||x; — x,a,|l, = 0 dengan
k—o0 k—oo

{a4, az} himpunan bebas linier di £=. Jika barisan (x;) Cauchy di ruang norm-2

%= M) maka berlaku lim |lxp — X @1lle = 0 dan
k,m—oo

klim llx) — %, @21l = 0 dengan {a4, a,} himpunan bebas linier di £*.
,m—00
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Teorema 3.11. Norm ||x||%, ekuivalen dengan norm ||x||,, pada£*.

Bukti: Ambil sebarang x € £ dan {a4, a,} adalah himpunan bebas linier di £*.
Tanpa mengurangi keumuman, a; = (a}l)). = (1,0,0,0...) dan a, = (a]gz)). =
j j

(0,1,0,0 ...) dengan j € N.

X Xj
det (aiu) e >

llx, a;lloo = sup sup

iEN jeN ;
X1 X1 X1 Xy X1 X3 x; X4
= sup {( al(l) agl) ’ ail) agl) ’ ail) a:gl) ’ agl) ail) ) e ) ,
Ya oM Fa o X2 Xo2 X3 | X2 X
agl) agl) ’ agl) agl) ’ agl) aél) ’ agl) ail) - ) ,
X3 Xy X3 X3 X3 X4

)

’ agl) agl) ’ agl) a:gl) , agl) ail)

X3 X1
(REppE

Xy X1 Xy Xy Xy X3 Xy Xy
aiﬂ ail) ) ail) agl) ) ai1) a§1) ) ai1) ain AT P
= Sup{lley |x3|! |x4|) }
= Ssup |xn|-
neN/{1}
X Xj
lx, az|lc = sup sup det( @ @ >
ieN jeN a; = q
X1 X1 X1 Xy X1 X3 X1 Xy
= sup <a£2) a§2) ’ a§2) agz) ) a§2) a§2) ’ agz) aiz) ,...),
Xy X1 Xo Xy Xy X3 Xq Xy
(agz) agz) ) agz) agz) ) agz) aéz) ) agz) aiz) ,--->,
X3 X2 X3 X3 X3 X4

X3 X1
< a?EZ) a§2)

)

’ a§2) a§2) ’ agz) a:gz) , agz) a£(12)

Xy X1 Xy Xo X4 X3 X4 Xy
af) a§2) ,aiz) a§2) .aiz) aéz) 'af) aiz)
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= sup{lxq |, [x3], x4, ... }

= Ssup |xn|-
nen/{2}

Sehingga diperoleh, ||x,a1llc = sup |x,|dan|lx,azll = sup |x,].
neN/{1} neN/{2}

lx|l% = sup{llx, allo, lIx, azll o0}

sup{ sup |x,|, sup Ixnl}
neN/{1} neN/{2}

= Sup{lxllr |x2|r |x3|r }

= sup |x,|
neN

[l | o (Definisi norm pada £*)
Diperoleh bahwa, [|x||% = [1x]| -
Berdasarkan Lemma 3.10. dan Teorema 3.11. diperoleh teorema sebagai

berikut:
Teorema 3.12. Misalkan (x) adalah barisan di #P. Barisan (x;) konvergen ke
x € £ dalam norm-2 ||-,-||» jika dan hanya jika barisan (x;) konvergen ke x €
£*dalam norm [|-|| . Begitu pula dengan (x;) barisan Cauchy di ruang norm-2
%, |I-,'1l ) jika dan hanya jika (x;) barisan Cauchy di ruang norm (£, ||| ).
Bukti: Ambil sebarang x,y € £ dan barisan (xy), (x,,) € €.

a. (=) Jika barisan (x;) konvergen ke x € £ dalam norm-2 ||-,-||, akan

dibuktikan barisan (x;) konvergen ke x € £ dalam norm ||-|| .

Dari Lemma 3.10. diperoleh Ilimllxk—x,allloozo dan ’limllxk—

X, a,||, = 0 sehingga,

lim ||x;, — x||% = lim |[x;, — x, a4l + lim |[x; — x, a3l =0+ 0= 0.
k—o k—oo k—oo
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Karena zlim |[x; — x|l5% = 0 artinya (x;) konvergen ke x € £ terhadap norm

||-]l%. Berdasarkan Teorema 3.11. maka (x;) juga konvergen ke x € £

terhadap norm ||-|| .
() Jika barisan (x;) konvergen ke x € £ dalam norm ||-||,, akan

ditunjukkan barisan (x;) konvergen ke x € £*dalam norm-2 ||-,- || .

—£_ maka untuk setiap € > 0 terdapat

Ambil sebarang y € £* dan pilih ¢ = bl

K (e) € N sedemikian sehingga untuk setiap k > K (&) dengan k € N berlaku

&
¥l

lxg — x| <

Pilih K, (¢) = K (&) sedemikian sehingga untuk setiap k = K, (¢) berlaku

lxe — 2, ¥lleo < llx = XMoo llyll oo (Ketaksamaan Hadamard)
<——yl
Iyl e
= E&.

. (=) Jika (x;) barisan Cauchy di ruang norm-2 (£%, ||, ), akan dibuktikan
(x;) barisan Cauchy di ruang norm (£, |||l )-

Dari Lemma 3.10. diperoleh lim |lx; — X, @4llo = 0 dan  lim [[x; —
k,m—oo km—

Xm, 2]l = 0 sehingga,
Jm [ = Amlleo = imllxge = X, @4lleo + lim [l = X, @2 0
=0+0
= 0.
Karena k%rgoollxk — Xmll5% = 0 artinya (x;) barisan Cauchy terhadap norm
Il . Berdasarkan Teorema 3.11. maka (x;) juga barisan Cauchy terhadap

norm |||l
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(&) Jika (xp) € €* barisan Cauchy di ruang norm (€%,]|-|l.), akan

dibuktikan (x;) barisan Cauchy di ruang norm-2 (£, ||,/ ).

Ambil sebarang y € % dan pilih & = ﬁ maka untuk setiap & > 0 terdapat

K (&) € N sedemikian sehingga k,m = K (&) dengan k, m € N berlaku

g — X lloo < ———.
T Iyl

Pilih K;(¢) = K(&) sedemikian sehingga untuk setiap k,m > K, (¢) berlaku

Nxk = X Voo < N2k — X lloo 1Yl oo (Ketaksamaan Hadamard)
<——Ilyl
Vil
Iyl co
= E&.

Jadi, terbukti bahwa barisan (xj) konvergen ke x € £ dalam norm-2 [|-,]|
jika dan hanya jika barisan (xj) konvergen ke x € £ dalam norm ||-||.,. Begitu
pula dengan (x;) barisan Cauchy di ruang norm-2 (£, ||-,-|l) jika dan hanya jika
(x3) barisan Cauchy di ruang norm (£, ||| ).

Akibat 3.13. Ruang norm-2 (¢%, ||-,-|l ) merupakan ruang Banach-2.

Bukti: Ambil sebarang x,y € £*.

Misalkan (xj,) barisan Cauchy di ruang norm-2 (€%, ||-,"|l «)-

Berdasarkan Teorema 3.12. diperoleh (xj;) juga barisan Cauchy di ruang norm
2%, |I'll). Karena £* terhadap norm ||-|| ., merupakan ruang norm yang lengkap,
akibatnya (x;) konvergen ke x € £« terhadap norm ||-|| .. Berdasarkan Teorema
3.12. diperoleh (x;) juga konvergen ke x € £ terhadap norm-2 ||-,-|| .. Sehingga
diperoleh bahwa (€%, ||-,-|l,) merupakan ruang norm-2 yang lengkap atau disebut

dengan ruang Banach-2.



67

3.2 Integrasi Penelitian dengan Konsep Ikhtiar, Doa dan Tawakal

Pada bab sebelumnya bagian (2.7) telah dijelaskan konsep ikhtiar, doa dan
tawakal. Kelengkapan ruang P dapat dianalogikan dengan konsep tersebut. Ruang
¢P dikatakan lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di P konvergen ke x € ¢P.
Konsep ikhtiar, do’a dan tawakal adalah langkah yang lengkap untuk melakukan
perubahan pada diri manusia.

Setiap manusia yang berikhtiar dan semakin mendekatkan diri kepada Allah
Swt., maka manusia akan semakin dekat dengan keberhasilan. Ikhtiar harus
dilakukan dengan sungguh-sungguh dan disertai ketrampilan yang memadai.
Terkadang ikhtiar yang dilakukan manusia mengalami kegagalan. Kegagalan yang
dialami manusia disebabkan oleh beberapa faktor, misalnya faktor kesehatan, faktor
psikis, faktor ekonomi dan lain-lain yang menyebabkan hambatan untuk mencapai
keberhasilan. Untuk mencegah hal-hal yang tidak diinginkan maka manusia harus
berdo’a kepada Allah Swt. agar diberikan kemudahan dan kelancaran dalam
berikhtiar.

Apabila telah ditunjukkan barisan (x;) adalah sebarang barisan Cauchy di £
dan (xj) konvergen ke x serta x € ¥ maka ¢P merupakan ruang norm yang
lengkap. Setiap manusia yang ikhtiarnya disertai do’a kemudian bertawakal kepada
Allah Swt. maka rangkaian proses tersebut sudah lengkap sesuai Q.S. Ar-Ra’d ayat
11, Q.S. Al-Mu’min ayat 60 dan Q.S. At-Talaq ayat 3. Manusia yang bertawakal
kepada Allah Swt. akan menerima segala keputusan Allah Swt. baik hasil yang
menyenangkan atau kurang menyenangkan. Dengan bertawakal mengajarkan
manusia untuk bersabar. Apabila manusia sudah melakukan tiga hal tersebut maka

bisa dikatakan langkah manusia telah lengkap untuk melakukan suatu perubahan



68

pada dirinya. Akan tetapi Allah Swt. yang berkehendak memutuskan segala sesuatu

atas mahluk-Nya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh kesimpulan bahwa fungsi [|-,-|| pada
¢P dengan 1 < p < o memenuhi sifat norm-2, sehingga (€7, ||-,-||) merupakan
ruang norm-2. Selanjutnya, (£7,[l-,-||) merupakan ruang norm-2 yang lengkap
dengan menunjukkan setiap barisan Cauchy dalam ruang ¢P konvergen ke suatu

elemen yang ada dalam ruang 7.

4.2 Saran
Pada penelitian ini penulis meneliti ruang #P pada norm-2 lengkap. Penulis
berharap penelitian selanjutnya bisa dikembangkan lagi terutama yang berkaitan

dengan ruang 4P dan ruang norm-2.
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