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ABSTRAK

Savitri, Faradillah Rahmy, 2021. Kontrol Optimal Model Matematika
Dinamika Peminum Alkohol. Skripsi. Program Studi Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Heni Widayani, M.Si (lI) Ach.
Nashichuddin, M.A.

Kata kunci: peminum alkohol, dinamika, kontrol optimal, prinsip maksimum
Pontryagin

Penelitian ini difokuskan pada analisis dinamik model dinamika peminum
alkohol yang disajikan dalam bentuk sistem persamaaan diferensial biasa
nonlinear orde satu. Model dinamika peminum alkohol terdiri dari lima
subpopulasi, yaitu peminum potensial (P), peminum sedang (M), peminum berat
(H), penderita komplikasi penyakit hati (C), dan peminum yang sembuh dan
berhenti minum (Q). Model tersebut menggambarkan laju dinamika peminum
alkohol yang memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas
peminum dan titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas peminum
stabil asimtotik lokal dan global ketika R, < 1. Sedangkan titik kesetimbangan
endemik stabil asimtotik lokal dan global ketika R, > 1. Penelitian ini membahas
model dinamika peminum alkohol dengan memberikan kontrol yaitu program
kesadaran (u;), pengobatan peminum berat (u,), dan pengobatan penderita
komplikasi penyakit hati (u3). Program kesadaran diberikan pada peminum
potensial, sedangkan pengobatan diberikan pada peminum berat dan penderita
komplikasi penyakit hati. Penyelesaian kontrol optimal pada model dinamika
peminum alkohol dilakukan menggunakan prinsip maksimum Pontryagin. Prinsip
ini diterapkan untuk memperoleh kondisi yang optimal dan juga memperoleh
persamaan state dan co-state, yang kemudian disimulasikan menggunakan metode
Runge-Kutta orde 4. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa pemberian
kontrol u4, u,, dan u; dapat meminimalkan jumlah populasi peminum berat dan
penderita komplikasi penyakit hati, serta dapat memaksimalkan jumlah populasi
peminum yang sembuh dan berhenti minum.
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ABSTRACT

Savitri, Faradillah Rahmy, 2021. Optimal Control of Alcohol Drinking
Dynamics Mathematical Model. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic
University of Malang. Advisors: (I) Dr. Heni Widayani, M.Si (I1) Ach.
Nashichuddin, M.A.

Keywords: alcohol drinking, dynamics, optimal control, Pontryagin maximum
principle

This research focuses on the dynamics analysis of the dynamics model of
alcohol drinking which is presented in the form of a system of nonlinear ordinary
differential equations of first order. The dynamics model of alcohol drinking
consists of five subpopulations, namely potential drinkers (P), moderate drinkers
(M), heavy drinkers (H), heavy drinkers with liver complication (C), and
recovered and quitters of drinking (Q). The mathematical model can illustrate the
rate of dynamics of alcohol drinkers which has two equilibrium points, namely
drinking-free equilibrium point and the endemic equilibrium point. The drinking-
free equilibrium point is locally and globally asymptotically stable when R, < 1.
Meanwhile, the endemic equilibrium point is locally and globally asymptotically
stable when R, > 1. This study discusses the dynamics model of alcohol drinking
by giving controls, namely awareness program (u,), treatment applied on the
heavy drinkers (u,), and treatment applied on the heavy drinkers with liver
complication (u3). An awareness program is given to potential drinkers, whereas
a treatment is given to heavy drinkers and heavy drinkers with liver complication.
The solution of the optimal control on the dynamics of alcohol drinking is derived
using Pontryagin maximum principle. This principle is applied to obtain optimal
conditions and also to get the state and co-state equations, which are then
simulated using the Runge-Kutta method of fourth order. The numerical
simulation result indicates that the implementation of controller u,, u,, and u; can
minimize the number of heavy drinkers and heavy drinkers with liver
complication, and also can maximize recovered and quitters of drinking.

XViii



uaidla

oylad 4Salipnd) Ayl 2 3908 e eI AB1LN YL VY (momy dlishyld (g yladlu
U¥se daale LzgleiSilly aglall &S lualydl s alall cedl JoxSII
A PENI RN @al." Lo (Y) 4;6_“»).»1\

el ool (Alid AELL (Kbl (JemSIl Gld twlud! ol
4a5Lall Pontryagin

Glad (Seabodl z3gedl de (Seoluudl Jud=ill des (Je e dl lda 35S,
255aidls amloll sall Jolall e olall all 4laill allss Aaupmy suasll Jons
oyladl ((P) Jleas¥l yli 1 g 0w 2ues (e orosaty JgoeST1 lad  Saaliol!
ity Glaill cyladl (0 sldl cliclaay oLl ((H) il clis (M) Lasegll
Ghodi cllies oo JoSl oyl Saalios piyse sguas zilaall ellid (Q) yddl o0
Aaiis olosill oLt G3laal Ahiy peidl cult oo L G5yl Aas Leag O3l
O3les Aaas Lalg Ry <V O 13) Jlea¥ly ol cligiasd culadl oyladl Ol
g cemdl 1 omg o Rp > o 13] Jlex¥ly 3101 cligtend coltdl plogall
wld Dle (W) ol @bl 29 ulgall udn Jeasdl yla Kby z3ges
ladl e pade (£l maliadl ol (us) ¢l cilicliany Ul Dle (uy) yos!
aead Adand el Slaelag @lilly sl Cladl J) auie Plall o e < Jlaas]
Ol igs sl plagialy ol JomSIl plad Saalipdl 723503 (e i) Laylginll
co-state o state 4Lad Juasiy 3didy Jlgo¥ Jam=d dadas goaldl sdd aaslall
ol Je ods @8,0L yallazll x5lus Runge-Kutta orde 4 4as,b alasials gl Les
oJllly sl hlal) ol sue Way of abhiuy uz 9 Uy, U, Lylgall quas
il (o iy BLarll ladl o sue 3alT pag eeloll lic L,

XiX



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Fenomena kecanduan minuman beralkohol merupakan fenomena yang
mendapat perhatian dari ruang lingkup matematika untuk mengetahui penyebab di
balik fenomena tersebut serta mengidentifikasi metode pencegahan dan
pengobatan yang efektif untuk fenomena tersebut. Alkoholisme merupakan
penyalahgunaan dan penggunaan alkohol secara berlebihan yang dapat
menyebabkan kerusakan fisik seperti penumpukan lemak di hati, sirosis hati,
penyakit hati alkoholik, hingga kanker hati (Darmawan, 2010). Sirosis hati
merupakan penyakit hati yang paling kronis (Simanjutak, 2021). Menurut
American Liver Foundation, antara 10 sampai 20 persen peminum alkohol akan
mengalami sirosis hati. Seseorang yang mengalami sirosis hati terkadang tidak
memiliki gejala yang jelas. Namun, gejala sirosis hati biasanya berkembang ketika
seseorang berusia antara 25 sampai 34 tahun (Simanjutak, 2021).

Sebagaimana telah dijelaskan dalam Al-Quran mengenai minuman
beralkohol pada QS. Al-Bagarah ayat 219 (Al-Quran Terjemahan, 2015):

“Mereka menanyakan kepadamu (Muhammad) tentang khamr dan judi. Katakanlah,
“Pada keduanya terdapat dosa besar dan beberapa manfaat bagi manusia. Tetapi
dosanya lebih besar daripada manfaatnya.” Dan mereka menanyakan kepadamu
(tentang) apa yang (harus) mereka infakkan. Katakanlah, “Kelebihan (dari apa yang
diperlukan).” Demikianlah Allah menerangkan ayat-ayat-Nya kepadamu agar kamu
memikirkan.” (QS. Al-Bagarah:219).

Menurut M. Quraish Shihab dalam tafsir Al-Mishbah, ayat tersebut
menjelaskan meskipun ada manfaatnya bagi seorang peminum khamr (minuman

beralkohol), seperti hiburan dan kesenangan. Namun, bahayanya justru lebih besar



diantaranya dapat menghilangkan akal dan harta, menyebar kebencian, kebencian
di antara sesama, dan dapat merusak kesehatan. Oleh karena itu, menurut Khajji
dkk (2020b) terdapat langkah yang dapat dilakukan untuk mengurangi
penggunaan alkohol dengan cara meningkatkan kesadaran kesehatan pada
masyarakat terhadap dampak penggunaan alkohol dan mengumpulkan bukti
efektivitas biaya dari sejumlah tindakan pengendalian dampak alkohol terhadap
peminum dalam menurunkan komsumsi penggunaan alkohol.

Upaya secara matematik untuk memahami dinamika peminum alkohol
adalah dengan pemodelan matematika. Pemodelan matematika yang terkait
dengan peminum alkohol telah banyak dikembangkan. Khajji dkk (2020a)
menggunakan model matematika PMHTPT"Q untuk memahami dinamika
peminum alkohol. Model tersebut terbagi menjadi enam subpopulasi yaitu
peminum potensial (P), peminum sedang (M), peminum berat (H), peminum berat
dengan finansial kurang baik yang bergabung dengan pusat pengobatan umum
kecanduan alkohol (T?), peminum berat dengan finansial baik yang bergabung
dengan pusat pengobatan swasta kecanduan alkohol (T"), dan peminum yang
berhenti minum serta sembuh (Q). Kemudian digunakan tiga jenis kontrol
optimal, yaitu upaya program kesadaran untuk peminum potensial, upaya untuk
mendorong peminum berat agar bergabung dengan pusat pengobatan kecanduan
alkohol, dan dukungan psikologis dengan tindak lanjut untuk individu yang
berhenti minum yang bertujuan untuk meminimalkan jumlah peminum dan
memaksimalkan jumlah peminum dengan finansial baik dan kurang baik yang

bergabung di pusat pengobatan kecanduan alkohol.



Pada penelitian Khajji dkk (2020a) belum mengikutsertakan faktor
kematian akibat penyakit hati pada pecandu alkohol. Oleh karena itu, penulis
menggunakan model matematika PMHCQ untuk memahami dinamika peminum
alkohol dengan komplikasi penyakit hati. Model tersebut terbagi menjadi lima
subpopulasi, yaitu peminum potensial (P), peminum sedang (M), peminum berat
(H), penderita komplikasi penyakit hati (C), dan peminum yang sembuh serta
berhenti minum (Q). Kemudian, penelitian ini akan menentukan strategi yang
optimal untuk meminimalkan jumlah populasi peminum berat dan penderita
komplikasi penyakit hati serta memaksimalkan jumlah populasi peminum yang
sembuh dan berheti minum. Dalam mencapai tujuan tersebut, digunakan tiga jenis
strategi kontrol optimal, yaitu program kesadaran untuk peminum potensial,
pengobatan peminum berat, dan pengobatan penderita komplikasi penyakit hati.
Oleh sebab itu, penulis mengangkat judul penelitian “Kontrol Optimal Model

Matematika Dinamika Peminum Alkohol”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, penulis mengangkat beberapa rumusan
masalah yaitu:

1.  Bagaimana model matematika dinamika peminum alkohol dengan kontrol
program kesadaran dan pengobatan peminum berat serta penderita
komplikasi penyakit hati?

2. Bagaimana tahapan penyelesaian numerik model matematika dinamika

peminum alkohol dengan kontrol program kesadaran dan pengobatan



1.3

peminum berat serta penderita komplikasi penyakit hati dengan Prinsip
Maksimum Pontryagin?

Bagaimana hasil simulasi numerik model matematika dinamika peminum
alkohol dengan kontrol program kesadaran dan pengobatan peminum berat

serta penderita komplikasi penyakit hati?

Tujuan Penelitian

Adapun tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1.

1.4

Untuk mengetahui model matematika dinamika peminum alkohol dengan
kontrol program kesadaran dan pengobatan peminum berat serta penderita
komplikasi penyakit hati.

Untuk mengetahui tahapan penyelesaian numerik model matematika
dinamika peminum alkohol dengan kontrol program kesadaran dan
pengobatan peminum berat serta penderita komplikasi penyakit hati
dengan Prinsip Maksimum Pontryagin.

Untuk mengetahui hasil simulasi numerik model matematika dinamika
peminum alkohol dengan kontrol program kesadaran dan pengobatan

peminum berat serta penderita komplikasi penyakit hati.

Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat berkontribusi di bidang kesehatan untuk

menekan penyebaran perilaku konsumsi alkohol sehingga dapat dijadikan sebagai

rujukan dalam upaya mengurangi jumlah peminum alkohol.



1.5

Batasan Masalah

Agar penelitian ini terarah dan tidak menimbulkan kesalahan yang

dimaksud, maka peneliti membatasi penelitian sebagai berikut:

1.

2.

1.6

Semua bayi baru lahir termasuk ke dalam kelas potensial (P).

Interaksi dengan populasi potensial (P) hanya bisa dilakukan oleh
peminum sedang (M). Peminum berat (H) tidak dapat berinteraksi atau
mempengaruhi populasi potensial untuk menjadi peminum alkohol.

Tidak ada pembagian umur, sehingga setiap individu potensial (P) dapat
berinteraksi dengan peminum sedang (M) dengan peluang yang sama.
Peminum sedang (M) dapat berubah menjadi peminum berat dengan
peluang sebesar f3,.

Populasi peminum berat (H) memiliki kemungkinan mengalami
komplikasi penyakit hati dengan peluang «, atau berhenti minum «,.
Populasi penderita komplikasi penyakit hati memiliki peluang kematian
akibat penyakit tersebut sebesar &, atau peluang sembuh dan berhenti
minum sebesar y.

Model dan parameter dalam penelitian ini diambil dari jurnal (Khajji dkk,

2020D).

Metode Penelitian

Dalam penelitian ini, metode yang digunakan penulis adalah metode studi

pustaka atau studi literatur dengan cara mempelajari beberapa jurnal, artikel,

buku, atau referensi literatur lainnya yang berkaitan dengan penelitian. Adapun



langkah-langkah yang digunakan untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal

dinamika peminum alkohol adalah sebagai berikut:

Sub bab 3.1

Sub bab 3.2

Model Matematika Dinamika Peminum Alkohol dengan Kontrol

Program Kesadaran dan Pengobatan Peminum Berat serta

Penderita Komplikasi Penyakit Hati

Sub bab ini membahas mengenai pembentukan model matematika

dinamika peminum alkohol dengan tiga kontrol yang diberikan.

Pengontrolan dilakukan dengan menambahkan variabel kontrol

berupa kontrol program kesadaran (u,(t)), pengobatan peminum

berat (u,(t)), dan pengobatan penderita komplikasi penyakit hati

(us(t)).

Tahapan Penyelesaian Model Matematika Dinamika Peminum

Alkohol dengan Kontrol Program Kesadaran dan Pengobatan

Peminum Berat serta Penderita Komplikasi Penyakit Hati dengan

Prinsip Maksimum Pontryagin

Sub bab ini membahas tahapan penyelesaian dari model

matematika dinamika peminum alkohol dengan kontrol

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin, yaitu:

1. Membentuk persamaan diferensial menjadi fungsi Hamiltonian.

2. Menyelesaikan persamaan state dan co-state.

3. Meminimumkan fungsi Hamiltonian sehingga didapatkan
fungsi kontrol optimal.

4. Menentukan bentuk dari fungsi Hamiltonian yang optimal.



5. Mensubstitusikan kontrol masukan optimal ke dalam sistem
sehingga diperoleh bentuk sistem umpan balik keadaan yang
optimal.

Sub bab 3.3 Hasil Simulasi Numerik Model Matematika Dinamika Peminum

Alkohol dengan Kontrol Program Kesadaran dan Pengobatan

Peminum Berat serta Penderita Komplikasi Penyakit Hati

Sub bab ini membahas mengenai simulasi numerik dari model

dinamika tanpa kontrol dan dengan kontrol. Berdasarkan pada

subbab sebelumnya, persamaan state dan co-state diselesaikan

dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde 4.

1.7  Sistematika Penulisan
Adapun sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut:

BAB |1 PENDAHULUAN
Dalam bab ini meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, serta
sistematika penulisan.

BAB Il KAJIAN PUSTAKA
Dalam bab ini berisi mengenai teori-teori yang mendasari bagian
pembahasan. Teori tersebut digunakan sebagai acuan dalam melakukan
penelitian. Teori dasar meliputi persamaan diferensial, persamaan
diferensial linar dan non linear, teori kontrol optimal, persamaan state

dan variabel kontrol, formulasi masalah kontrol optimal, Hamiltonian,



prinsip maksimum pontryagin, metode runge kutta orde 4, model
dinamika peminum alkohol, dan kajian tentang hukum khamr dalam
islam.

BAB IIl PEMBAHASAN
Bab pembahasan akan fokus membahas model matematika dinamika
peminum alkohol dengan kontrol, tahapan penyelesaian numerik
dengan Prinsip Maksimum Pontryagin hingga simulasi numerik dari
model matematika dinamika peminum alkohol dengan kontrol.
Pembahasan ini juga membahas mengenai upaya pencegahan dan
pengobatan dalam perspektif Islam.

BAB IV PENUTUP
Dalam bab ini terdiri atas kesimpulan dari hasil penelitian dan saran
yang bisa membantu baik pembaca atau peneliti dalam

mengembangkan penelitian ini.



BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1  Persamaan Diferensial

Menurut Ross (1984), persamaan diferensial diartikan sebagai suatu
persamaan yang memuat turunan dari satu atau lebih peubah tak bebas terhadap
satu atau lebih peubah bebas. Berdasarkan jumlah peubah bebasnya, persamaan
diferensial terbagi menjadi dua yaitu persamaan diferensial biasa (PDB) dan
persamaan diferensial parsial (PDP). Persamaan diferensial biasa (PDB)
didefinisikan sebagai suatu persamaan diferensial yang memuat turunan dari satu
atau lebih peubah tak bebas terhadap satu peubah bebas. Sedangkan persamaan
diferensial parsial (PDP) didefinisikan sebagai suatu persamaan diferensial yang
memuat turunan dari satu atau lebih peubah tak bebas terhadap lebih dari satu

peubah bebas.

2.1.1 Persamaan Diferensial Linear
Secara umum, persamaan diferensial biasa linear orde satu memiliki

bentuk sebagai berikut:

dy__
e ay+b (2.1)

dimana a dan b adalah koefisien konstan (Boyce & DiPrima, 2009).

2.1.2 Persamaan Diferensial Non-Linear
Menurut Kartono (2012), sistem n persamaan diferensial biasa

nonlinear orde pertama memiliki bentuk umum sebagai berikut:
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dx;
E = fl(xl, xz, ,xn, t)
dx,
E = fz(xl, xz, ...,xn, t)
dx,
- [ (X1, Xy ooy X, £)

X1, X, ..., X, adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat dari persamaan
umum tersebut. Sehingga, x; = x4 (t), x5 (t) = x,(t), ..., x, = x,(t), dimana

% adalah turunan dari fungsi x,, terhadap t.

2.2  Teori Kontrol Optimal

Masalah kontrol optimal adalah pengaruh variabel kontrol u(t) membawa
suatu persamaan dari state awal x(0) saat waktu awal x, ke state akhir x(T) pada
waktu akhir x; sehingga diperoleh nilai minimum ataupun nilai maksimum untuk
fungsi tujuan. Adapun dasar-dasar yang digunakan untuk menyelesaikan masalah
kontrol optimal diantaranya memodelkan situasi sebagai suatu sistem persamaan
diferensial biasa, menentukan batas kontrol, merancang fungsi tujuan yang sesuai,
menentukan kondisi yang dibutuhkan agar didapatkan penyelesaian yang optimal,
dan simulasi numerik yang bertujuan untuk memperlihatkan pengaruh dari kontrol

(Hidayah, 2012).

2.2.1 Persamaan State dan Variabel Kontrol
State sistem dinamik yaitu apabila x(t) = (x1(t), x2(t), ..., X, (£))

diberikan nilai pada waktu t = t,, maka nilainya dapat ditentukan pada t > t,.
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State suatu sistem kontinu pada waktu t dinyatakan dalam bentuk sistem
persamaan diferensial x = g(t, x(t), u(t)). Variabel kontrol u(t) didefinisikan
sebagai variabel yang mempengaruhi suatu state yang dapat dikendalikan,
dengan u(t) € U untuk setiap t € [0,T] dengan U = {u(t):0 <u <1}

(Hidayah, 2012).

2.2.2 Formulasi Masalah Kontrol Optimal

Misalkan masalah kontrol optimal diberikan sebagai berikut:
Minimumkan/maksimumkan J) = fOTf(x(t),u(t), t)dt
dengan fungsi kendala cx = g(t, x(t), u(t))
X(0)=x, dan x(T)=xpu(t) €U ={u(t):0<u <1} untuk setiap
t € [0,T]. u*(t) merupakan variabel kontrol u(t) yang mencapai optimal.
u*(t) disubstitusikan ke dalam persamaan state kendala, sehingga diperoleh

state yang optimal x*(t) (Hidayah, 2012).

2.2.3 Hamiltonian

Bentuk fungsi dari Hamiltonian adalah kombinasi antara fungsi masalah
f(x,u,t) dan perkalian fungsi subjek g(t,x,u) berbentuk persamaan
diferensial dengan pengendali Lagrange y(t). Oleh karena itu, diperoleh
bentuk fungsi hamiltonian dengan tiga variabel, yaitu t mempresentasikan
waktu, x mempresentasikan vektor state , dan u mempresentasikan vektor

kontrol yang didefinisikan sebagai berikut (Naidu, 2002):
H(t,x(t),y () = f(£,x(®),y () +y©)g(t,x(t),y(8))  (2.17)

dengan y(t) = (y1(t), y2(0), - ys(t))T merupakan s —vektor state.
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2.2.4 Prinsip Maksimum Pontryagin

Prinsip Maksimum Pontryagin merupakan prinsip yang penting dalam
menyelaikan masalah kontrol optimal. Hal ini karena prinsip ini menyatakan
kondisi yang diperlukan agar diperoleh solusi yang optimal dengan kontrol u
yang dapat meminimumkan fungsi Hamiltonian (H) pada saat t. Selain
memuat variabel kontrol u, Hamiltonian juga memuat variabel state x dan
variabel co-state y. Prinsip minimum menyatakan bahwa x dan y akan berubah
terhadap waktu t, baik melalui persamaan state maupun co-state. Berdasarkan
persamaan fungsi Hamiltonian, persamaan state dapat dinyatakan sebagai

berikut:

. _ OH _
x=7= g(t, x,u). (2.18)

Persamaan co-state y tidak terlihat pada persamaan state, tetapi variabel
tersebut muncul sebagai bagian dari persamaan fungsi Hamiltonian yang

berfungsi sebagai suatu kondisi optimasi. Persamaan co-state dapat dinyatakan

sebagai berikut:

_dy_ _9H
y_dt_ ax’

(2.19)

Perhatikan bahwa dengan adanya dua turunan yaitu pada persamaan
(2.18) dan (2.19), maka diperlukan dua kondisi batas untuk menentukan solusi
optimal. Apabila diberikan nilai awal x(0) dan nilai akhir x(T), maka dapat
langsung ditentukan x(t) dan y(t). Namun, jika diberikan kondisi akhir, maka

suatu kondisi yang disebut sebagai kondisi transversal yaitu y(T) = 0 harus

digunakan sebagai pengganti kondisi akhir.
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Dengan demikian dapat diperoleh beberapa komponen dalam Prinsip

Maksimum Pontryagin, yaitu sebagai berikut:

(OVH(t,x,u*,y) < H(t,x,u,y) untuk setiap t € [0,T],
(i)x = g—’: (Persamaan state),
(ii)y = — Z—I; (Persamaan co-state),
(iViy(T) =0 (Kondisi transversal),

Kontrol optimal dari u*(t) dalam setiap waktu t harus ditentukan agar
dapat meminimumkan fungsi Hamiltonian untuk setiap nilai yang memenuhi
u*(t) yang dinyatakan dalam kondisi (i). Jika fungsi Hamiltonian dapat

diturunkan terhadap u, maka kondisi (i) dapat diganti oleh

0H
= =0 (2.20)

Kondisi (ii) dan (iii) menunjukkan sistem Hamiltonian dalam Prinsip
Maksimum Pontryagin. Sedangkan kondisi (iv) merupakan kondisi transversal

digunakan apabila kondisi akhir tidak diberikan (Chiang, 2005).

2.3  Metode Runge Kutta Orde 4

Metode Runge Kutta merupakan metode yang dapat memberikan derajat
ketelitian yang lebih tinggi tanpa harus mencari turunannya dengan mengevaluasi
fungsi f(x,y) pada titik terpilih di setiap selang langkah. Metode Runge Kutta
terbagi menjadi empat, yaitu Runge Kutta orde satu, Runge Kutta orde dua, Runge
Kutta orde tiga, dan Runge Kutta orde empat. Metode Runge Kutta yang sering

digunakan adalah orde tiga dan orde empat. Hal ini dikarenakan kedua metode
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tersebut memiliki tingkat ketelitian solusi lebih tinggi dibandingkan dengan

metode sebelumnya. Metode Runge Kutta orde empat berbentuk sebagai berikut:
ki = hf (e, yr)

ky = hf (2 +5hy, +5ky)

ks =hf (x, +3hy, +3k;)

ko = hf (x + 5y, +3ks)

Vre1 = Yr = (kg + 2Kz + 2ks + ky)

Galat perlangkah pada metode Runge Kutta orde empat adalah O(h3) dan

longgokannya adalah 0 (h?) (Munir, 2010).

2.4 Model Matematika Dinamika Peminum Alkohol

Khajji dkk (2020b) mengusulkan model PMHCQ untuk mendeskripsikan
dinamika populasi peminum dan menganalisis interaksi antara kelas-kelas
peminum. Populasi terbagi menjadi lima kompartemen, yaitu peminum potensial
P(t), peminum sedang M (t), peminum berat H(t), penderita komplikasi penyakit
hati C(t), dan sembuh serta berhenti minum Q(t). Model matematika PMHCQ

dapat dijelaskan melalui diagram berikut:
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(u+68,)C

1
b ﬁl- ﬁzM yC

uP pM | (u+6)H
a,H
Q

pQ

Gambar 2. 1 Model Dinamika Peminum Alkohol

Diagram di atas dapat dinyatakan dalam lima persamaan diferensial non

linear berikut:

P(t)M(t)

(0 = p— p, ZOEE — up(0)
T =5 T P(”M“) — (B +WM(®)

! "H“) = [)’ZM(t) —(U+ay +ay + 8)H(E) (2.21)
dflff) A H(E) = (u+y +8)C()

(29 = 0, H () +yC(©) - uQ (1)

dt
dengan kondisi awal P(0) > 0,M(0) = 0,H(0) = 0,C(0) = 0,dan Q(0) > 0.
Kompartemen P mempresentasikan individu yang rentan untuk meminum
alkohol. Jumlah individu dalam kelas ini ditingkatkan dengan laju rekrutmen yang
dinotasikan dengan b kemudian dikurangi dengan kontak efektif peminum sedang
dengan laju B; dan kematian alami u. Kontak efektif dengan peminum sedang
terjadi dalam beberapa acara sosial seperti pernikahan, perayaan kelulusan, pesta
akhir pekan, dan perayaan akhir tahun, sehingga calon peminum dapat
memperoleh perilaku minum dan dapat menjadi peminum sedang. Persamaan

untuk kompartemen P pada waktu t sebagai berikut:
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POM(E)

dpP(t)
T2 =b—p
N

” uP(t) (2.22)

Kompartemen M mempresentasikan peminum sedang yang dapat
mengontrol asupan alkohol selama beberapa acara dan kesempatan. Peminum
kategori ini tidak menghadapi masalah atau konsekuensi negatif. Teman atau
keluarga tidak mengeluh tentang konsumsi alkoholnya. Peminum sedang tidak
terlalu sering berfikir untuk minum dan tidak rentan terhadap perubahan suasana
hati yang ekstrem, ingin berkelahi, atau melakukan kekerasan. Kompartemen ini
ditambah dengan peminum potensial yang berubah menjadi peminum sedang
dengan laju B; dan menurun ketika peminum sedang menjadi peminum berat

dengan laju B, serta kematian alami dengan laju u. Persamaan untuk

kompartemen M pada waktu t sebagai berikut:

T =B = B+ M () (2.23)

Kompartemen H mempresentasikan peminum berat yang kecanduan
alkohol. Seorang pecandu alkohol mengalami kesulitan besar dalam mengontrol
atau menetapkan batasan konsumsinya. Mayoritas pecandu alkohol mulai sebagai
peminum potensial kemudian beralih menjadi peminum sedang. Alkohol dapat
mengendalikan kehidupan pecandu alkohol. Pekerjaan, keluarga, lingkungan
sosial, serta kesehatan pecandu alkohol terancam. Terlepas dari konsekuensi
negatif tersebut, pecandu alkohol tidak dapat berhenti minum. Para pecandu
alkohol menyangkal bahwa dirinya memiliki masalah. Penyangkalan ini dapat
membuat pecandu alkohol semakin sulit mendapatkan bantuan. Pecandu alkohol
biasanya perlu mendapatkan bantuan rehabilitasi untuk mengatasi kecanduannya.
Kompartemen H ini meningkat dengan laju 8, dan menurun dengan laju a; (a;

merupakan laju peminum berat menjadi penderita komplikasi penyakit hati), laju
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a, (a, merupakan laju individu peminum berat menjadi sembuh dan berhenti
minum), &, (6; merupakan laju kematian yang disebabkan oleh H), serta kematian
alami dengan laju u. Persamaan untuk kompartemen H pada waktu t sebagali

berikut:

O = BM(8) — (u+ @y + @y + )H(D) (2.24)

Kompartemen C mewakili penderita komplikasi penyakit hati yang terkait
dengan konsumsi alkohol yang berkepanjangan dan berlebihan. Kompartemen ini
meningkat dengan laju a; dan menurun dengan laju y,d,, dan u. Notasi &,
merupakan laju kematian yang disebabkan oleh komplikasi penyakit hati akibat
minum alkohol secara berlebihan dan y merupakan jumlah individu yang berhenti
minum serta sembuh dari komplikasi ini. Persamaan untuk kompartemen C pada

waktu t sebagai berikut:

TR = aH®) — (Y +8)C®) (2.25)

Kompartemen Q(t) mewakili individu yang sembuh dan berhenti minum.
Komprtemen ini ditingkatkan dengan laju a, dan y dan diturunkan dengan laju p.
Oleh karena itu, diperoleh persamaan untuk kompartemen Q pada waktu t sebagai

berikut:

do(t)

= RH®) +yC(©) — pQ(t) (2.26)

Total populasi pada saat t dinotasikan dengan N (t) dimana
N@) =Pt)+ M)+ H(t)+C(t)+ Q).

Berikut merupakan nilai parameter pada model PMHCQ:



Tabel 2. 1 Nilai Parameter pada Model PMHCQ

18

Parameter Deskripsi Nilai Satuan

b Laju rekrutmen 65 Orang Per

hari
N Total populasi 1000 Orang

o1 Laju kematian disebabkan oleh 0.002 Orang Per
kecanduan alkohol hari

i Laju kematian alami 0.065 Orang Per
hari

b1 Laju kontak efektif dengan peminum 0.2 dan Orang Per
sedang 0.3 hari

Bs Laju peminum sedang menjadi 0.14 Orang Per
peminum berat hari

aq Laju peminum berat menjadi peminum 0.02 Orang Per
berat dengan komplikasi penyakit hati hari

a, Laju peminum berat menjadi sembuh 0.001 Orang Per
dan berhenti minum hari

o, Laju kematian disebabkan oleh 0.002 Orang Per
komplikasi penyakit hati hari

% Laju individu yang berhenti minum 0.001 Orang Per
dan sembuh dari komplikasi penyakit hari

hati
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2.4.1 Daerah Invariant
Lemma 1. [Daerah invariant] Solusi P(t),M(t), H(t),C(t),Q(t)

dari sistem persamaan (2.21) dibatasi oleh daerah (Khajji dkk, 2020b):
b
= {(P,M,H,C,Q) ER:P+M+H+C+Q s;}

Bukti. Akan ditunjukkan daerah invariant dari sistem persamaan (2.21).

Karena N(t) = P(t) + M(t) + H(t) + C(t) + Q(t), maka

dN(t) _ dP(t) + dm(t) dH(t) dac(t) dqQ(t)
dat dt dt dt dt dt

P(t)M(t) P(t)M(t)

=b =P —uP(t) + By = — (B + )M(t) + B M(¢) —
w+a,+a,+8)H() +a;H(t) — (u+vy +8,)C(t) + a, H(t)
+yC(t) — uQ(t)

=b —puP(t) — uM(t) — pH () — uC () — pQ () — 6:H() — 8,C(t)

=b—uN(t) — §;H(t) — 6,C(t) (2.27)

Dengan tidak adanya kematian akibat kecanduan alkohol dan

komplikasi penyakit hati, persamaan (2.27) menjadi

dN(t)

"2 < b —uN (D) (2.28)

kemudian pertidaksamaan (2.28) diintegralkan terhadap N dan t, sehingga

diperoleh

CdN(D)
b—uN@ = f dt

1
—l—llnlb —uN@®)| <t+A4,A€eR

Inlb — uN()| = —u(t + A)

b — uN(t) = e HI+A) = p=Htp—pA
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dimanae™#4 = C
b—uN(t) = Ce Mt
jika N(t) = N(0) = t = 0. Oleh karena itu,
b—uN(0) =C

(b —uN(t)) = (b — uN(0))e™#

2o NG 2 O e (2.29)
% - We_“t > N(t) limy, e (S — We"”t) = Z >
lim,_o,(N(t))
mengakibatkan bahwa
0<N(@) < % (2.30)

Oleh karena itu, untuk analisis dari model (2.21), diperoleh daerah
yang diberikan oleh himpunan berikut:
Q={(P,M,H,C,Q)E]Ri:P+M+H+C+QSE} (2.31)

yang merupakan himpunan invariant positif untuk (2.21).

2.4.2 Titik Kesetimbangan Model
Pada tiga persamaan pertama dalam sistem (2.21) tidak bergantung
pada variabel C dan Q. Oleh karena itu, dinamika sistem persamaan (2.21)

ekuivalen dengan dinamika dari sistem persamaan berikut:

(dP(t)_ _ PM
dat =b ﬁlN upP

PO = g 2 (B, + )M (232)

deE_t) = ﬁzM - (,Ll + al + az + 61)H
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Dalam model tersebut, terdapat dua titik kesetimbangan yaitu titik
kesetimbangan bebas peminum dan titik kesetimbangan endemik.
a.  Titik Kesetimbangan Bebas Peminum
Untuk mencari titik kesetimbangan bebas peminum dari system
persamaan (2.32), maka sisi kiri dari model (2.32) dibuat sama dengan nol

(Edwards & Penney, 2000), sehingga diperoleh

0=b—p= —uP (2.33)
0= B~ (B + M (2.34)
0=BM—-(u+a,+a,+6;)H (2.35)

Misalkan E, = (Py, My, Hy) adalah titik kesetimbangan bebas peminum.
Pada titik kesetimbangan E, diasumsikan bahwa tidak terdapat individu yang

minum alkohol, sehingga M, = H, = 0. Dari persamaan (2.33) diperoleh P,,
0=0»b PM P
= B1 N u

PM+ P=b
'BIN ur =

P(0)
ﬁ1T+HP =b

b
PO = ;
Diperoleh titik kesetimbangan bebas peminum sebagai berikut:
E, = (ﬁ,o,o) (2.36)
b.  Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik dinyatakan dengan notasi E* =

(P*,M*,H"). Untuk mencari titik kesetimbangan endemik dari sistem
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persamaan (2.32), maka sisi kiri dari model (2.32) dibuat sama dengan nol

(Edwards & Penney, 2000), sehingga diperoleh

0=b—p " —pp* (2.37)
0=p——— (B + WM’ (2.38)
0=pM —(u+ay+ay +8)H" (2.39)

Titik kesetimbangan endemik diperoleh ketika terdapat peminum

alkohol, sehingga M* # 0 dan H* # 0. Dari sistem persamaan (2.38) diperoleh

* *

0=5 — (B, + WM”

N
P
0=<ﬁ1ﬁ_(ﬁz +.U)>M
M*=0 atau ﬁl%*—(ﬁz+u)=0

P*
51;232‘*‘#

pe _ GotN _ b
B1 URg

kemudian P* disubstitusikan ke sistem persamaan (2.37), sehingga diperoleh

P*M*
N

0=b-p — uP”

B2t
0=5 —ﬂl( BlN) _H((ﬁz;u)N)

0=b-

((Bz+mN)M* By HN
v ()

(B +wW)M* =b —ﬂ(%)

B1
(B2+w)

*—

b—,u((BZJr”)N)

M* = bB1—BauN—u*N _ b(Ro—1)
(B2+u)B1 B
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kemudian M* disubstitusikan ke sistem persamaan (2.39), sehingga diperoleh
0 =ﬁ2M* - (,u+a1 +a2 +61)H*
(,U_ + al + az +61)H* = ﬁzM*

H* — ﬂZM*
(H+a1+a2+81)

bB1-B2uN—p*N
H*zﬁz( i)
(H+a1+a2+61)

H* = B2(bB1—BouN—u?N) — bB2(Ro—1)
B1(ay Bo+asutas frtazpi+fy81+Bou+8 pt+u?) B1(utay+az+87)

dipeoleh titik kesetimbangan endemik sebagai berikut:

b b(Ry—1) bB2(Ro—1)

Er = (- > ) (2.40)

URy’ " B1(utag+ay+67)

2.4.3 Bilangan Reproduksi Dasar (Ry)
Bilangan reproduksi dasar (R,) diperoleh dengan menggunakan matriks
next generation. Misalkan x = (M, H)T, sehingga persamaan (2.34) dan (2.35)

dapat ditulis menjadi berikut (Driessche & Watmough, 2002):

%z F—7V,dengani = 1,2

dimana
_(Fi()) _ ,31m
F= (Ti(x)) B ( 0N>

= ()= Cp e S22, o)

0F () OF; () ,
F=| oM aH | _ (b1 - 0
—— ——= 0 O
oM 0H

y=| oM on :<(M+ﬁz) 0 )
W (x) V(%) —B> (u+a,+a,+6;)
oM oH
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F adalah matriks tak negatif dengan ukuran 2 x 2. Sedangkan V adalah
matriks tak singular dengan ukuran 2 x 2. Ukuran matriks tersebut diperoleh
dari model dinamika peminum alkohol dimana terdapat dua populasi yang
terinfeksi.

Untuk memperoleh matriks next generation, digunakan perkalian F
dengan V1. Oleh karena itu, perlu untuk mencari nilai invers dari matriks V.

Invers dari matriks V adalah sebagai berikut:

1 1 <(u+a1+a2+61) 0 )
(u+ B+ a; +a, +6;) B (u+B2)
1
0
-1 _ (u+pB2)
V== B2 1

(utB)(utag+az+681) (utag+az+64)

Matriks next generation didefinisikan sebagai berikut:

1

—— (ﬁlg 0) (utB2) 0

0 0 b :
B+ (utas+az+61)  (u+ai+az+81)

BlP 0
FVv—1= <(u+ﬁz)N )
0 0

kemudian mensubstitusikan persamaan (3.26) agar diperoleh bilangan

reproduksi dasar (R,) sebagai berikut:

Ry = p(FV™H)
B1P 0
Ry=p <(u+ﬁz)N )
0 0
B1 0
Ry =p | wt+B2)
0 0
dimanaP =2 =N, sehingga diperoleh bilangan reproduksi dasar (R,) adalah

u
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0™ (u+By) (2.41)

2.4.4 Analisis Sensitivitas

Analisis sensitivitas dilakukan untuk menentukan kontribusi masing-

masing parameter terhadap bilangan reproduksi dasar (R,). Bilangan
reproduksi dasar yang telah diperoleh adalah sebagai berikut:

__B
Ro (u+B2)

Indeks sensitivitas dari parameter model diberikan sebagai berikut:

aR0 _ ORy , X
X X ~ R

dimana X merupakan suatu parameter (Hurint, Ndii, & Lobo, 2017).

Untuk parameter $; diperoleh hasil sebagai berikut:

gRo — %R0  B1
Bi " 3B1 " R

1
= g | i
(u+B2)

1 B1(ut+B2)
(u+pB2) B1

=1

untuk parameter 3, diperoleh hasil sebagai berikut:

OR
gRo = 2Ro y B2
ﬁz 6[32 RO

_ B B
= > 7
WtB)" - G
B1 x B2(u+B2)

C (u+B)? B1
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B
(u+ B2)

untuk parameter u diperoleh hasil sebagai berikut:

Ry _ ORo \ 1
a“ “ou T Ry
—_ B1 u
- B
(u+pB2)? (u+}?z)
_ __ B wp+B2)
(u+B2)? B1
— U
(u+p2)

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, dapat disimpulkan bahwa
bilangan reproduksi dasar (R,) paling sensitif terhadap perubahan ;. Jika g,
meningkat maka R, juga akan meningkat dengan proporsi yang sama dan jika
B menurun maka R, juga akan menurun dengan proporsi yang sama.
Sedangkan u dan B, memiliki hubungan berbanding terbalik dengan R,
sehingga peningkatan salah satu dari u atau 8, akan menyebabkan penurunan
pada R,. Mengingat sensitivitas R, terhadap p;, maka perlu untuk
memfokuskan upaya pengurangan ;. Dengan kata lain, analisis sensitivitas ini
memberitahukan bahwa mencegah lebih baik daripada mengobati. Upaya
peningkatan pencegahan lebih efektif dalam mengendalikan dinamika
penyebaran kebiasaan minum alkohol dibandingkan dengan upaya peningkatan
jumlah individu yang mengakses pengobatan.

Berikut adalah indeks sensitivitas dari semua parameter model R, yang

disusun dari yang paling sensitif hingga yang paling tidak sensitif:
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Tabel 2. 2 Indeks Sensitivitas

Parameter Deskripsi Indeks Sensitivitas
By Laju kontak efektif +1
U Laju kematian alami —0.32
B Koefisien transmisi M pada H —0.68

2.45 Analisis Kestabilan Model

2.45.1 Analisis Kestabilan Lokal

Dalam menganalisis kestabilan titik kesetimbangan, digunakan

matriks Jacobian yang bertujuan untuk menghitung nilai eigen. Matriks

Jacobian diperoleh dari persamaan (2.32) yang dimisalkan sebagai berikut:

fi=b =B —uP

f2 :ﬁl%—(ﬁz +uwM

f3=0=pM-(u+a; +a,+6;)H

(2.42)

Kemudian sistem persamaan (2.42) diturunkan terhadap P,M, dan H

menggunakan matriks Jacobian, sehingga diperoleh

of
[P

9f
P

9fs
P

J(P,M,H) =

sehingga diperoleh sebagai berikut:

of
M

of
M

ofs
M

[SY) [SY)
EL;.,EL:.,
I___
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M P
—b1 N M —P1 N 0
JEMHE) =1 g2 BT~ (By+p) 0
0 B2 —(u+ay+a;+6;)
(2.43)
a. Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Bebas Peminum

Teorema 3. [Kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas peminum]
Titik kesetimbangan bebas peminum E| (2,0,0) dari sistem (2.1) stabil
asimtotik lokal jika R, < 1 dan tidak stabil apabila R, > 1 (Khajji dkKk,
2020b).
Bukti. Kestabilan lokal diperoleh dengan cara mensubstitusikan titik

kesetimbangan bebas peminum ke matriks (2.43), dimana titik

kesetimbangan bebas peminum telah diperoleh sebelumnya yaitu E, =

(E, 0,0), sehingga diperoleh

—u —B1 0
JED)=10 Bi—(B+w 0 (2.44)
0 B —(u+ay +a; +6;)

dimanaP =2=nN
u
Berdasarkan matriks Jacobian (2.44), maka dapat ditentukan
persamaan karakteristik yaitu sebagai berikut:
det(J(Ep) —AI) =0
—p —B1 0 1 0 0
det{ | 0O B1—(B+p 0 —A0 1 0]|=0
0 ﬁz _(ﬂ+a1+a2+61) 0 O 1
Untuk menentukan nilai determinan, digunakan metode Sarrus sebagai

berikut:



det(J (Eg) — AI) = |A]

ay;; 412 Aq13]417 Qg2
|A] = [A21 Q22 Q3| G21 Q22
az; Qaszz; Aazzldsz; dsp
—p—A —B1 0
|A| = 0 fr— (B +p)—2 0
O ’Bz _(H+a1+a2+51)_l
—n=12 1
0 fr— (B +u)—2
0 B2

=(u-DB—Be+w)—-Dp+ta+a;+6)-D -0
=(u-DB -G+ - D+ a+a;+6) -2
Nilai eigen yang diperoleh adalah sebagai berikut:
Ay =—p
Ay =P — B+ 1) =—(u+B)(A—Ry)

Agz_(ﬂ+a1+a2+61)
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Oleh karena itu, semua nilai eigen dari persamaan karakteristik

jelas real dan negatif ketika R, < 1. Dapat disimpulkan bahwa titik

kesetimbangan bebas peminum stabil asimtotik lokal ketika Ry < 1 dan

tidak stabil ketika Ry > 1.

b. Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Endemik

Teorema 4. [Kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik] Titik

kesetimbangan endemik E* stabil asimtotik lokal jika R, > 1, dan

sebaliknya (Khajji dkk, 2020b).
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Bukti. Kestabilan lokal diperolen dengan mensubstitusikan titik
kesetimbangan endemik ke matriks (2.43), dimana titik kesetimbangan

endemk telah diperoleh sebelumnya yaitu

E* = ((B2+”)N bB1—PaN—p*N B2(bB1—BuN—p?N) )
B’ Bo+w)B1  ’ BilayfrtajutasBrtaru+fy81+Lu+8 u+u2))’

sehingga diperoleh

J(E™) =
bB1-B>
I[ ( (ﬁziIl)MN)N_M ~(Batu) 0 ]I
'[ (2 (f;i’z)“ N Bt~ Bet ) 0 J'
B —(u+a;+ay+6;)

Berdasarkan matriks Jacobian tersebut, dapat ditentukan persamaan
karakteristik sebagai berikut:

det(J(Ep) — AI) = 0

bb’1 B2N—u*N
([-Cofmini_y —rw 0 ]
det) | (PLoBitN)L (g ) — (B + ) 0 -
\[ 0 B —(pu+a,+a,+ 61)J

0 1 of|=0
00 1

100 \
Dalam menentukan nilai determinan, digunakan metode Sarrus sebagai

berikut:

det(J, — AI) = |A]

aij; 412 Qq13]4117 Qg2
|A| = [A21 Q22 Gz3|a21 Ap2
az1 dzz dsz3z|d3; A3z
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|A| =
P — j— 2 ~(B + 1) 0

bB1—BauN—p?

P Bt =Bt -2 0

0 B —(utay+a,+6;)—4

—bB1+BaUN+u?*N o _

Bot N A (B2 + 1)

bB1—BauN—p?*N

W Br+u)—(Br+u)—42

0 B>

4] = [(FRLLLIN = 2) (B2 + 1) = (B + 1) = D=+ ; +

@y +6) = )| = (=8 + ) (LB (—(ut ay + a +

5) - 1)

_ _ 2 bB1—BuN—u*N
Al = (=(u+ a; + a; + 6,) ’1)[’1 +( (Bo+1)N +,u)/1+

(bﬁ1—321<]iN—#2N)]

Nilai eigen yang diperoleh adalah sebagai berikut:
M=—(u+a,+a,+8;)

AP +ar+a;=0 (2.45)
dengan A, dan A; memenuhi persamaan karakteristik (2.45), dimana

_ bB1=BuN-p*N

a1 =" N +u=pM +u>0

_ _p2
ao — bﬁl ﬁZICN u°N — ﬁfP*M* > 0
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan endemik
stabil asimtotik lokal jika a; >0 dan ay > 0. Oleh karena itu titik

kesetimbangan endemik stabil asimtotik lokal ketika R, > 1.
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2.4.5.2 Analisis Kestabilan Global
Untuk menunjukkan sistem persamaan (2.32) stabil asimtotik
global, digunakan fungsi Lyapunov untuk titik kesetimbangan bebas
peminum dan titik kesetimbangan endemik.
a.  Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan Bebas Minum
Teorema 5. [Kestabilan global titik kesetimbangan bebas
peminum] Titik kestimbangan bebas peminum E, stabil asimtotik global
jika Ry, < 1, dan sebaliknya (Khajji dkk, 2020b).
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa titik kestimbangan bebas peminum
stabil asimtotik global. Titik kesetimbangan bebas peminum dapat
dikatakan stabil asimtotik global jika R, < 1.
Didefinisikan
V:TcR°->R
V(P,M,H,C,Q) =M (2.46)
Fungsi V dapat dikatakan sebagai fungsi Lyapunov karena memenuhi
syarat-syarat berikut (Sundari & Apriliani, 2017):
1. Fungsi V kontinu dan turunan parsial pertama kontinu pada .

2. Turunan pertama dari fungsi V terhadap waktu diperoleh

av _ dMm

dt dt
= (BL-Gu+p)m

_ BiP_
= (u+B) [—(#+ o 1|m

= (u+B)(Ry — DM

Ketika R, < 1, mengakibatkan
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= (u+ )Ry~ 1M <0

Oleh karena itu diperoleh ‘;—‘: < 0 asalkan R, < 1.
dv :
3. S={Mer|f=0}es=Mer|M, =M}, himpunan S

hanya memuat titik kesetimbangan E,,.

av _ aM
dt ~ dt

= (Bt-+p))m

_ BiP_
= (u+B) [—WZ)N 1|m

= (1 + B2)(Ry — 1)(0)
=0
Berdasarkan prinsip invariant La Salle (Salle, 1976), titik

kesetimbangan bebas peminum stabil asimtotik global.

b.  Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan Endemik

Teorema 6. [Kestabilan global titik kestimbangan endemik] Titik
kesetimbangan endemik E™* stabil asimtotik global jika Ry, > 1 (Khajji
dkk, 2020b).
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa titik kesetimbangan endemik stabil
asimtotik global. Titik kesetimbangan endemik dapat dikatakan stabil
asimtotik global jika Ry > 1.
Didefinisikan

VTcR>->R

V*(P,M) = c, [P — P*In (Pi)] +c, [M — M*In (Mﬂ)] (2.47)
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dimana ¢, dan c, adalah konstanta positif dan I' = {(P,M) €T /P >
0,M > 0}. Fungsi V* dapat dikatakan sebagai fungsi Lyapunov karena
memenuhi syarat-syarat berikut (Sundari & Apriliani, 2017):

1. Fungsi V* kontinu dan turunan parsial pertama kontinu pada T..

2. Turunan pertama dari fungsi VV* terhadap waktu diperoleh

I”U%M)=c4P—I”M(£ﬂ+%bp%—M*m(;ﬂ

av'(pM) _ dv dp , dv dm
dt  dP dt dM dt

L [ e R [
[P — BoM — ] (2.48)
Berdasarkan sistem persamaan (2.37) dan (2.38), diperoleh

— _ﬁlP*M*_ *
0=0b v upP

N P
LBy, (2.49)
dan
0=0E2 _ g M — um
ﬂ111’\:M* _ BZM* = uM’
BB =u (2:50)

Kemudian persamaan (2.49) dan (2.50) disubstitusikan ke turunan

parsial (2.48), sehingga diperoleh

o [1-5] -2 (-] i

ol 5 e = (5= 5 ) ]
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- o= e~ B e 1

M]
N
R R R
+c, [ﬁ1PM __ BaPM*  BiP’M 4 ﬁlP*M*]
N N N N

—PP*+P*24+p2_pp* L1PM BiP*M BiPM* B1P*M*
== C1 _b - + -

" +
PP N N N N

o, [BPM _ BiPM* _ B1P™M +
2 N

ﬁlP*M*:l
N N N

= ¢, [—b [P—P:]2 _ BiPM | BiP'M | fiPMT BlP*M*] + e, [ﬁlPM _
PP N N N N N
BiPM™  B1P'M n ﬁlP*M*]
N N N

[P—P*]?
PP*

= —bc, + %(Cz —c)[P = P*][M — M"]

Untuk ¢; = ¢, = 1, diperoleh

av-(p.m) _ _b [P—P*]?

dt PP <0.

dv*(PM)

3 S={P,Mer| N

0} & § ={P €T|P = P*}, himpunan

S hanya memuat titik kesetimbangan E*.
Berdasarkan prinsip invariant La Salle (Salle, 1976), titik

kesetimbangan endemik stabil asimtotik global.

2.4.6 Simulasi Numerik

Pada bagian ini akan diilustrasikan beberapa solusi numerik dari model
(2.21) dengan nilai parameter yang berbeda-beda, sehingga diperoleh
gambaran yang jelas mengenai model dinamika peminum alkohol tanpa

kontrol. Berikut adalah beberapa parameter yang digunakan pada penelitian ini:
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b = 65,N = 1000,8, = 0.002,u = 0.065,5, = 0.14,a;, = 0.02, a, =
0.001, 6, = 0.002, ty = 300 hari, dan y = 0.001 (Khajji, Koudere, Balatif, &
Rachik, 2020b). Diberikan nilai g; = 0.2 ketika R, < 1 dan diberikan nilai
B, = 0.3 ketika R, > 1. kemudian, diberikan nilai awal yaitu P(0) =
500,M(0) = 300, H(0) = 100,C(0) = 30,Q(0) = 70. Berikut adalah grafik

dari hasil simulasi menggunakan software Matlab metode ODE45:

1000

S—P(t)
M|
= H(t)
“C(t) | ]
—Qlt)

900

800

700 1

600

500

400

Ukuran Populasi

300 ¢

200

100

0 50 100 150 200 250 300
Waktu t (hari)

Gambar 2. 2 Model Tanpa Kontrol ketika Ry < 1

Gambar 2.2 merupakan grafik yang menggambarkan model dinamika
peminum alkohol tanpa kontrol dengan nilai R, < 1. Bilangan reproduksi

dasar diperoleh dari substitusi nilai parameter yaitu sebagai berikut:

B 0.2 _
Ry = (u+B) ~ (0.065+0.14) 0.976 < 1.

Gambar 2.2 menunjukkan bahwa populasi peminum potensial akan
meningkat dan mendekati total populasi. Grafik tersebut menggambarkan
adanya perbedaan yang cukup signifikan pada banyaknya populasi peminum

potensial dengan populasi lainnya. Peningkatan populasi peminum potensial
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disebabkan karena adanya penurunan populasi peminum sedang, peminum
berat, peminum berat dengan komplikasi penyakit hati, dan peminum yang
sembuh serta berhenti minum. Jumlah populasi peminum sedang, peminum
berat dengan komplikasi penyakit hati, dan peminum yang sembuh serta
berhenti minum menurun hingga nol. Sedangkan populasi peminum berat
awalnya mengalami peningkatan kemudian menurun hingga nol.

Berdasarkan grafik 2.2, dapat disimpulkan bahwa kurva solusi
cenderung menuju ke titik kesetimbangan bebas peminum E, ketika R, < 1.
Oleh karena itu, sistem persamaan (2.21) stabil asimtotik global di E,. Selain
itu, kondisi Ry <1 menunjukkan bahwa tidak adanya penyebaran perilaku
minum sehingga jumlah populasi peminum potensial merupakan jumlah total
populasi. Sedangkan populasi peminum sedang, peminum berat, peminum
berat dengan komplikasi penyakit hati, dan peminum yang sembuh serta
berhenti minum memiliki nilai nol. Populasi peminum alkohol memiliki nilai

seperti titik kesetimbangan bebas peminum yaitu (1000,0,0,0,0).

800

— P(t)
700 | M(t)
= H(t)

C(t)
600 — O(t) | T

500

Ukuran Populasi
=
Q
(=}

100

100 150 200 250 300
Waktu t (hari)

Gambar 2. 3 Model Tanpa Kontrol ketika Ry > 1
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Gambar 2.3 merupakan grafik yang menggambarkan model dinamika
peminum alkohol tanpa kontrol dengan nilai R, > 1. Bilangan reproduksi

dasar diperoleh dari substitusi nilai parameter yaitu sebagai berikut:

__ B __03 _
Ro = Goegn = Gorpny ~ 146> 1

Gambar 2.3 menunjukkan bahwa populasi peminum potensial
mengalami suatu peningkatan karena semakin banyak penerimaan orang-orang
yang belum pernah minum alkohol yang berpotensi untuk minum alkohol pada
populasi terbesar dan populasi tersebut mengalami penurunan karena terdapat
laju kontak efektif populasi peminum potensial dengan peminum sedang dan
terdapat kematian alami pada populasi tersebut. Populasi peminum potensial
tersebut akan mengalami kestabilan secara asimtotik dengan populasi mencapai

nilai P*, yaitu:

p* = (B2+1)N _ (0.14+0.065)1000

3 03 683

Populasi peminum potensial yang menjadi peminum sedang mengalami
suatu penurunan karena terdapat laju peminum sedang menjadi peminum berat
dan terdapat kematian alami pada populasi tersebut. Populasi peminum sedang
akan mengalami kestabilan secara asimtotik dengan populasi mencapai nilai
M, yaitu:

+ _ bB1=B2uN-p’N
M= (Bat+1)B1

__ 65-0.3—-0.14-0.065 *1000—0.065%-1000

=~ 100
(0.1440.065)0.3

Populasi peminum berat mengalami suatu peningkatan karena terdapat
laju peminum sedang menjadi peminum berat. Kemudian populasi peminum

berat menurun karena terdapat laju peminum berat menjadi penderita
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komplikasi penyakit hati, sembuh dan berhenti minum, kematian disebabkan
oleh kecanduan alkohol, dan kematian alami. Populasi peminum berat akan
mengalami kestabilan secara asimtotik dengan populasi mencapai nilai H*,
yaitu:

H* = B2(bB1—BouN—u?N)
B1(ptag+ay+81)(Ba+u)

_ 0.14(65:0.3—0.14:0.065-1000—0.0652-1000)
~ 0.3(0.065+0.02+0.001+0.002)(0.14+0.065)

160

Populasi penderita komplikasi penyakit hati mengalami sedikit
kenaikan karena terdapat laju peminum berat menjadi penderita komplikasi
penyakit hati. Kemudian populasi tersebut mengalami sedikit penurunan
karena terdapat peminum yang sembuh dan berhenti minum, laju kematian
disebabkan oleh komplikasi penyakit hati, dan terdapat kematian alami.
Populasi peminum berat dengan komplikasi penyakit hati akan mengalami

kestabilan secara asimtotik dengan populasi mencapai nilai C*, yaitu:

.« aH* 0.02:160 ~ 47
(u+y+6,)  (0.06540.00140.002)

Populasi yang sembuh dan berhenti minum mengalami suatu penurunan
karena terdapat kematian alami. Populasi yang sembuh dan berhenti minum
akan mengalami kestabilan secara asimtotik dengan populasi mencapai nilai

Q*, yaitu:

apH+yC _ 0.001:160+0001:47 _ 4
U 0.065

Q" =

Berdasarkan gambar 2.3, dapat disimpulkan bahwa kurva solusi
cenderung menuju ke titik kesetimbangan E* ketika R, > 1. Oleh karena itu,
sistem persamaan (2.21) stabil asimtotik global di E*. Kondisi E* menunjukkan

adanya penyebaran perilaku minum.
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2.5 Kajian tentang Hukum Khamr dalam Islam

Khamr dikenal dengan sebutan minuman yang memabukkan, karena
khamr diperoleh dari perasan anggur yang menghasilkan senyawa alkohol atau
ethanol. Senyawa ethanol merupakan bahan psiko aktif yang dapat mengakibatkan
konsumen mengalami penurunan kesadaran atau mabuk. Minuman beralkohol
memiliki zat adiktif yang membuat konsumennya merasa ingin terus
mengonsumsinya dan akhirnya merasa bergantung pada minuman beralkohol.
Selain itu, minuman beralkohol juga mempengaruhi kerja otak karena alkohol
menghambat masuknya oksigen, sehingga hal tersebut menyebabkan pengguna
alkohol merasa pusing (Rori, 2015).

Syariat Islam telah mengharamkan khamr sejak empat belas abad yang
lalu. Pengharaman khamr dapat dilihat dari beberapa ayat dan hadist yang
menjelaskan dampak negatif dari khamr. Dalam Al-Qur’an, terdapat empat
tahapan yang dilalui sampai terbentuknya label haram. Empat tahapan tersebut
dapat diketahui melalui kajian dari Asbab An-Nuzul ayat-ayat yang berkaitan
dengan khamr. Tahap pertama yaitu terdapat pada surat (An-Nahl/16:67), dimana
ayat tersebut secara tidak langsung mulai menganjurkan menghindari khamr
dengan menunjukkan bahwa terdapat unsur memabukkan. Pada ayat tersebut,
Allah SWT sama sekali tidak menyinggung tentang dosa dan juga keharaman bagi
peminum khamr, sehingga turun tahap kedua yaitu terdapat pada surat (Al-
Bagarah/2:219). Menurut Munib Thahan, tahap kedua tersebut menumbuhkan
kesadaran bahwa meninggalkan khamr itu lebih baik. Selain itu, ayat ini lebih
fokus pada bahaya dan manfaat dari khamr. Kemudian, ketika masyarakat muslim

siap dengan dosis berikutnya, maka turun tahap ketiga yaitu pembatasan yang
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lebih besar. Tahap ketiga mengenai pembatasan konsumsi khamr terdapat pada
surat (An-Nisa/4:43). Menurut Imam Al-Qurtubi dalam tafsirnya menyebutkan
bahwa ayat tersebut dilatar belakangi oleh suatu kejadian dimana ada seorang
laki-laki yang meminum khamr, kemudian maju untuk mengimami shalat. Karena
khamr menyebabkan ia mabuk, maka bacaan yang dibaca ketika shalat menjadi
keliru, sehingga Allah SWT menurunkan ayat tersebut untuk membatasi
penggunaan khamr. Dari ketiga tahapan tersebut, masih belum ada larangan tegas
tentang keharaman meminum khamr, sehingga turunlah tahap akhir dari larangan
ini yaitu terdapat pada surat (Al-Maidah/5:90-91). Pada ayat tersebut
menyebutkan bahwa meminum khamr merupakan salah satu perbuatan setan yang
harus dijauhi, sehingga setelah ayat tersebut turun maka khamr menjadi haram.

Bagi mayoritas ulama, apapun yang diminum atau digunakan dalam kadar
normal oleh seseorang yang normal kemudian memabukkan, ia adalah khamr dan
ketika itu hukumnya haram, baik diminum dalam takaran sedikit ataupun banyak.
Hal ini berdasarkan sabda Rasulullah SAW (Akmaludin, 2013):

“Setiap yang memabukkan itu khamr, dan setiap khamr itu haram.”(HR. Muslim no.
2003 dari hadits Ibnu Umar, Bab Bayanu anna kulla muskirin khomr wa anna kulla
khomr harom, Abu Daud, no. 3679).

Hadits di atas menjelaskan bahwa setiap yang memabukkan adalah khamr
dan keharaman khamr dikarenakan dapat memabukkan. Selain itu, khamr juga
dianggap sebagai induk dari hal-hal yang buruk. Sebagaimana yang telah
dijelaskan dalam hadits nabi, bahwa rasulullah bersabda (Akmaludin, 2013):

“Nabi saw. bersabda, “Minuman keras merupakan induk dari hal-hal yang buruk,
barang siapa yang meminumnya maka shalatnya tidak akan diterima selama empat puluh
hari, jika ia meninggal sedangkan minuman keras berada di dalam perutnya, maka ia
akan meninggal dunia dalam keadaan jahiliyyah.” (HR. Imam Ath-Thabarani dari
Abdullah bin Amr bin ‘Ash r.a.).”
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Hadits di atas menjelaskan bahwa minuman keras merupakan induk dari
hal-hal yang buruk. Seorang muslim yang meminum khamr tidak akan diterima
ibadahnya selama empat puluh hari dan akan meninggal dunia dalam keadaan
jahiliyyah. Seseorang dalam pengaruh khamr juga mampu melakukan tindakan-
tindakan yang tidak diinginkan seperti menyakiti orang lain ataupun melakukan
tindakan-tindakan yang melanggar hukum (Sarwono, 2011). Selain itu, dampak
yang ditimbulkan akibat konsumsi minuman beralkohol adalah kerusakan fisik.
Kerusakan fisik yang ditimbulkan diantaranya yaitu gangguan fungsi hati dimana
hati merupakan organ tubuh yang dapat memperbaiki dan meregenerasi sel baru
ketika mengalami kerusakan. Kemampuan hati dalam melakukan regenerasi sel
yang baru akan terganggu, sehingga menimbulkan kerusakan hati yang cukup
parah. Gangguan-gangguan hati yang ditimbulkan seperti penumpukan lemak di
hati, sirosis hati, penyakit hati alkoholik, hingga kanker hati (Darmawan, 2010).

Berdasarkan penjelasan tentang larangan meminum khamr baik dari ayat
Al-Qur’an maupun hadist, maka dapat dikatakan bahwa motif dari keharaman
khamr dikarenakan beberapa sebab, yaitu khamr merupakan perbuatan dosa (Al-
Bagarah/2:219), khamr dapat merusak nalar (An-Nisa/4:43), khamr merupakan
perbuatan setan (Al-Maidah/5:90-91), khamr merupakan minuman yang haram
zatnya baik sedikit maupun banyak tetap haram, dan khamr merupakan induk dari
hal-hal yang buruk. Aturan dalam syariat Islam pasti akan memberikan manfaat
yang baik. Keharaman khamr adalah semata-mata untuk kebaikan manusia, yakni
menjaga akal yang telah diberikan oleh Allah SWT. Selain itu, dengan

menghindari khamr/minuman yang memabukkan, manusia akan terhindar dari
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berbagai macam bahaya baik mengancam fisik, materi, non materi, maupun

kehidupan sosial.



BAB Il1

PEMBAHASAN

Pada bagian ini membahas mengenai model dinamika peminum alkohol
dengan kontrol beserta penyelesaiannya menggunakan prinsip maksimum
Potryagin. Kemudian, model tersebut disimulasikan menggunakan metode
numerik untuk mengetahui pengaruh adanya kontrol terhadap jumlah populasi
peminum berat, penderita komplikasi penyakit hati, serta peminum yang sembuh

dan berhenti minum.

3.1  Model Matematika Dinamika Peminum Alkohol dengan Kontrol

Pada model (2.21) dikembangkan dengan menentukan strategi untuk
meminimalkan jumlah peminum berat H(t) dan penderita komplikasi penyakit
hati C(t), memaksimalkan jumlah peminum yang sembuh dan berhenti minum
Q(t) selama interval waktu [to; t¢], serta meminimalkan biaya yang dikeluarkan
pada program kesadaran dan pengobatan. Pada model (2.21) disertakan tiga
kontrol sebagai berikut:

1. wu, adalah upaya program kesadaran (pendidikan, program media, dll) yang
diterapkan pada peminum potensial untuk melindungi mereka dari minum
alkohol.

2. u, adalah upaya pengobatan yang diterapkan pada peminum berat. Fungsi
kontrol eu, mewakili pecahan dari peminum berat yang akan dirawat dan
kembali menjadi peminum sedang dan pecahan (1 — e)u, mewakili

peminum berat yang akan dirawat dan berhenti  minum.

43
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3. uy adalah upaya pengobatan yang diberikan pada penderita komplikasi
penyakit hati.

Sistem matematika terkontrol diberikan oleh sistem persamaan diferensial

berikut:

dpr(t) P(O)M(t)

EE=b—p o — uP(t) — w (P (L)
amM@® _ , POM®

10 = 5, MO _ (B, + WMD) + euy (DH(D)

PO = BM(6) — (u+ @y + @y + 8)H(E) — up(DH(E) (3.1)

ac(t) _

——=aH@®) — (u+y+8)C) —us(DC(L)

d?i_if) = a,H(®) +yC () — pQ(®) + uy (OP(®) + (1 — u(DH + uz(D)C (L)

dimana P(0) > 0,M(0) = 0,H(0) = 0,€(0) = 0,Q(0) = 0.

Tabel 3. 1 Deskripsi Variabel

Notasi Variabel Deskripsi Variabel
dP(t) Laju perubahan populasi peminum potensial terhadap waktu
dt
t.
dM(t) Laju perubahan populasi peminum sedangl terhadap waktu
dt
t.
dH(t) Laju perubahan populasi peminum beratl terhadap waktu t.
dt
dC(t) Laju perubahan populasi peminum berat dengan komplikasi
dt
penyakit hati terhadap waktu t.
dQ(t) Laju perubahan populasi peminum yang sembuh atau
dt
berhenti minum terhadap waktu t.
P(t) Populasi peminum potensial terhadap waktu t.
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M(t) Populasi peminum sedang terhadap waktu t.
H(t) Populasi peminum berat terhadap waktu t.
C(t) Populasi peminum berat dengan komplikasi penyakit hati
terhadap waktu t.
Q(t) Populasi peminum sembuh atau berhenti minum terhadap
waktu t.
uq(t) Kontrol upaya program kesadaran terhadap waktu t.
u,(t) Kontrol upaya pengobatan peminum berat terhadap waktu t.
us(t) Kontrol upaya pengobatan peminum berat dengan
komplikasi penyakit hati terhadap waktu t.
Tabel 3. 2 Deskripsi Parameter
Parameter Deskripsi Parameter
b Laju rekrutmen.
N Total populasi.
&1 Laju kematian disebabkan oleh kecanduan alcohol.
U Laju kematian alami.
B Laju kontak efektif dengan peminum sedang.
B2 Laju peminum sedang menjadi peminum berat.
aq Laju peminum berat menjadi peminum berat dengan
komplikasi penyakit hati.
a, Laju peminum berat menjadi sembuh dan berhenti

minum.
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6, Laju kematian disebabkan oleh komplikasi penyakit
hati.
Y Laju individu yang berhenti minum dan sembuh dari

komplikasi penyakit hati.

€U, Peminum berat yang akan dirawat dan kembali menjadi

peminum sedang.

(1-e)u, Peminum berat yang akan dirawat dan berhenti minum.
A Bobot biaya untuk kontrol program kesadaran
A, Bobot biaya untuk kontrol pengobatan pada peminum
berat
As Bobot biaya untuk kontrol pengobatan pada peminum

berat dengan komplikasi penyakit hati

Jika uq (t) = u,(t) = uz(t) = 1, maka pemberian ketiga kontrol tersebut
efektif. Sebaliknya apabila u, (t) = u,(t) = u;(t) = 0, maka pemberian kontrol
sama sekali tidak efektif dalam mengurangi jumlah populasi peminum berat dan
penderita komplikasi penyakit hati dan pemberian kontrol sama sekali tidak
efektif dalam memaksimalkan jumlah populasi yang sembuh serta berhenti
minum. Jadi, penelitian ini akan ditentukan bentuk dari u,(t), u,(t), dan us(t)
yang optimal yaitu uj(t),u;(t), dan u3(t), sehingga upaya pemberian kontrol
yang dilakukan dapat semaksimal mungkin dengan biaya yang minimum.

Berdasarkan tujuan pada masalah kontrol optimal, dimodelkan suatu
fungsi tujuan yang menyatakan banyaknya populasi peminum berat (H(t)),

populasi penderita komplikasi penyakit hati (C(t)), dan populasi sembuh dan



47

berhenti minum (Q(t)), serta biaya untuk program kesadaran, pengobatan untuk
peminum berat dan penderita komplikasi penyakit hati. Kemudian hubungan
antara biaya yang akan dikeluarkan untuk variabel kontrol (ui(t)) dengan

banyaknya peminum berat, penderita komplikasi penyakit hati, dan sembuh serta

berhenti minum adalah hubungan yang tidak linear, sehingga fungsi biaya
dibentuk ke dalam model nonlinear dan fungsi kuadratik (uiz(t)).

Berdasarkan uraian sebelumnya, dapat diformulasikan fungsi biaya yaitu
Aqui(t), Aus(t), dan A;u3(t) dimana A;, A,, dan A; merupakan bobot biaya
untuk variabel-variabel kontrol. Fungsi tujuan yang diperoleh adalah sebagai

berikut:
J (g, uz,us) = Hy, + Cey = Qe + [, (H(®) + C(0) = Q) + Fud(0) +
203 (t) + 2k () ) dt (3.2)
Fungsi tersebut merupakan fungsi tujuan bentuk Bolza. Fungsi Bolza

merupakan kombinasi linear dari bentuk Mayer dan Lagrange. Fungsi Mayer pada

fungsi tujuan tersebut, yaitu He, + Cep = Q- Fungsi Mayer merupakan fungsi

untuk mengoptimalkan waktu akhir, sehingga penurunan dari populasinya hanya

dilihat pada waktu akhir. Sedangkan fungsi lainnya membentuk fungsi Lagrange,

yaitu fttof (H(t) +C@) -0 + %u%(t) + AZ—Zuﬁ(t) + Az—3u§(t)) dt.  Fungsi
Lagrange bertujuan untuk memaksimalkan jumlah peminum yang sembuh dan
berhenti minum dan meminimalkan jumlah peminum berat dan penderita

komplikasi penyakit hati dengan biaya kontrol seminimal mungkin pada interval

waktu [to,tf]. Selanjutnya, nilai % pada fungsi Lagrange menunjukkan bahwa
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bobot yang menyatakan kepentingan dari biaya-biaya yang bersangkutan adalah
sama.

Selanjutnya akan ditentukan kontrol optimal u,,u,, dan u; sedemikian
sehingga

](ui, u;: u;) = min 3 ](ull uZJ u3)
(ug,uz,u3)€lz,

dimana U, adalah himpunan kontrol yang didefinisikan oleh:
Uga = {u;():0 <u; < 1,untuki = 1,2,3dant € [to; tf]} (3.3)
Masalah kontrol optimal diselesaikan dengan memenuhi kondisi pada prinsip

maksimum Pontryagin.

3.2  Tahapan Penyelesaian Model dengan Kontrol

Solusi optimal dari masalah kontrol optimal dapat diperoleh dengan
menentukan Hamiltonian untuk masalah tersebut. Dengan menggunakan Prinsip
Maksimum Pontryagin, dapat dibentuk Hamiltonian dan mendapatkan sistem

optimalitas berikut:
H= f+ leczl Ak Ik

A =H®)+C(0) - Q) +Fud®) + Zud(©) + Fu3(0)

+2, {b = 5 ZE — P (6) — uy ()P (1))

+2 {8 X2 — (B, + ML) + euy (DH(D)]

+A3{BM(t) — (u+ oy + ay + 5)H(t) —u (DH(E)}
+ A {aH(t) — (u+y + 8,)C() —uz(0)C(6)}
+As{aH(t) +yC(t) — pQ(t) + u; (OP(t) + (1 — e)uy () H(t)

+uz()C(6)}
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dimana 44,4,,45,4,, dan A5 merupakan fungsi adjoint yang terkait dengan
persamaan untuk keadaan P, M, H, C, dan Q masing-masing.

Berdasarkan Hamiltonian yang telah diperoleh, dapat ditentukan
persamaan state dan co-state. Persamaan state dari Hamiltonian tersebut adalah

sebagai berikut:

=b-p P (t)M(t) — uP(t) = u, ()P (L) (3.4)
oM P(t)M(t)

o =B~ B+ M) + ey (DH(D) (3.)
S_Z = BoM(t) — (u+ ay + ap + 8)H(t) — up (DH(L) (3.6)
;TC =aqH{t)— (u+y+ 86,)C(t) —uz(t)C(t) 3.7)

:_Z = a,H(t) + yC(t) — pQ(t) + u; (OP(t) + (1 — e)u, (O)H(t)

+us(£)C (1) (3.8)
Kemudian diperoleh persamaan co-state sebagai berikut:

_0H M (t)

A= ~p = = (A — A)B1 —+ (A4 — 2wy (t) + pAy (3.9)
ho === (2 - 108 22 + By (A — 25) + (3.10)
13 = ZZ =—1+{2; — (1 —e)Ads — eA}u, (1) — a1 Ay — apds

+(u+a; +a, +y1)13 (3.11)
Ja= =G0 = —1H Lty +8) + (e = Aus(0) s (3.12)
ds = —2—’;— 1+ pds (3.13)

dengan kondisi transversal pada waktu ty,

M(tr) = 22(t7) = 0,25(tr) = 1, 2,(t5) = 1, dan 25(tf) = —1.
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Kontrol optimal uj(t),u5(t), dan uz(t) dapat diselesaikan dari kondisi
optimal sebagai berikut:

oA ] 0 _

_ o OH _

T 0, e 0, dan s 0 (3.14)
0H
P Aju (t) + (A4, —A5)P(t) =0

1
ui(t) = %) (A1 — 2s5). (3.15)
% = Auy(t) +{A3 — €A, — (1 —€)As}H(t) =0
w3 () = 52 (s — €2, = (1 = )2s) (3.16)
0H
P Asuz(t) + (A, — A5)C(t) =0

3
w3 =<2, — 25) (3.17)

a5
Untuk kontrol pertama, batas nilai u; adalah 0 < u,; <1, sehingga terdapat
beberapa kemungkinan yaitu:
v, jikad<v<1
uij(t) =40, jikav<0
1, jikav=>1

dengan,

v =280 - 2.

T oA
Untuk kontrol kedua, batas nilai u, adalah 0 <wu, <1, sehingga terdapat
beberapa kemungkinan yaitu:
w, jikad<w<1
us(t) =40, jikaw<0

1, jikaw=>1

dengan,

w = %){Ag —ely — (1— €)Ag).
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Untuk kontrol ketiga, batas nilai u; adalah 0 <wu; <1, sehingga terdapat

beberapa kemungkinan yaitu:

z, jika0d<z<1
uz(t) =40, jikaz<0

1, jikaz>1
dengan,
C(t)
z= A—3(/14 — As)

Kontrol optimal dari uj(t),u5(t), dan uz(t) dapat dinyatakan sebagai

berikut:
Wi (t) = min (1, max (oA—ll (A — AS)P(t))) (3.18)
u3(t) = min (1, max (o,:—z{ag — el — (1 )A5IH(®))) (319)

u3(t) = min (1, max 0, A—13 (A4 = 25)C(D))) (3.20)

3.3 Hasil Simulasi Numerik Model dengan Kontrol

3.2.1 Algoritma Sweep Maju Mundur

Permasalahan kontrol optimal akan diselesaikan secara numerik
menggunakan algoritma sweep maju mundur pada MATLAB dengan
mendefinisikan pada M-File menggunakan parameter yang telah diberikan.
Pada simulasi ini, model dinamika peminum alkohol dengan menggunakan tiga
kontrol yang memeiliki variabel-variabel yaitu
P,M,H,C,Q, A, A5, A3, A4, A5, uq,u,, dan uz yang dinyatakan dalam notasi
berikut:

P(l)! M(l), H(l), C(l), Q (l)' Al (l)r AZ (l), 13 (l), 14- (l), /15 (l), ul (l), uZ (L)) u3 (l)
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dengan i =0,1,2,.... Langkah-langkah dari algoritma sweep maju mundur
adalah sebagai berikut (Zulaikha dkk, 2017):

Langkah 1

Menentukan nilai awal yaitu P(0), M(0), H(0),C(0),Q(0),A;(n) = A,(n) =
0 dan A3(n) = A,(n) = As(n) = 0 serta galat toleransi. Pada langkah ini
diberikan nilai awal dari parameter model dinamika peminum alkohol
P(0),M(0),H(0),C(0),Q(0). Selain itu, pada langkah ini juga ditentukan
ukuran langkah, yaitu h = 0.1.

Tabel 3. 3 Nilai Awal Simulasi Numerik

P(0) M(0) H(0) ¢(0) Q(0)
500 300 100 30 70
Langkah 2

Membuat tebakan awal u,, u,, dan us.

Langkah 3

Menghitung nilai P(i+1),M(i+1),H(i+1),C(i+ 1),Q(i + 1) dengan
nilai awal pada langkah 1. Perhitungan ini menggunakan metode Runge Kutta
orde 4 langkah maju. Perhitungan manual untuk persamaan state dapat dilihat
pada Lampiran 2.

Langkah 4

Menghitung  nilai A4, (p — 1), 4,(p — 1), A3(p — D, 14(p — 1), A5(p — 1)
dengan kondisi transversal, perhitungan ini menggunakan metode Runge Kutta
orde empat langkah mundur. Perhitungan manual untuk persamaan co-state

yang dapat dilihat pada lampiran 3.
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Langkah 5

Menghitung nilai kontrol
u;(n) = min (1, maks (O, A—11 (A1 (n) — As (n))P(n)))
U, (n) = min (1,maks (O,Ai{/13(n) —el,(n) — (1 - e)ﬂs(n)}H(n)))

u;(n) = min (1, maks (O,A—l3 (A(n) — 2s (n))C(n)))

Langkah 6

Menghitung nilai galat dari variabel P,M,H, C,Q, A1, ,, A3, A4, A5, U4, U,, dan
u3 berdasarkan nilai iterasi pada saat ini dan sebelumnya. Jika nilai galat lebih
besar dari toleransi, maka kembali ke langkah 3.

Langkah 7

Print P* = P,M* = M,H* = H,C* = C, Q" = Q,u} = uy, u} = Uy, u} = us.

3.2.2  Simulasi Numerik Model dengan Kontrol

Simulasi numerik ini akan diselesaikan menggunakan software Matlab
dengan metode Runge Kutta orde empat. Nilai awal dan parameter berdasarkan
pada simulasi sebelumnya. Simulasi numerik ini dilakukan untuk mengetahui
jumlah populasi peminum berat, penderita komplikasi penyakit hati, dan
peminum yang sembuh atau berhenti minum sebelum dan sesudah diberikan
kontrol. Kontrol program kesadaran berfungsi untuk mengontrol jumlah
populasi peminum potensial, sehingga tidak akan berminat untuk memulai
meminum alkohol. Kontrol pengobatan diberikan pada peminum berat untuk
mengurangi jumlah populasinya. Akibatnya, jumlah peminum yang berhenti

minum akan meningkat dan peminum berat dapat menjadi peminum sedang
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sehingga meningkatkan jumlah populasi peminum sedang. Kontrol pengobatan
juga diberikan pada penderita komplikasi penyakit hati untuk mengurangi
jumlah populasinya dan meningkatkan jumlah populasi yang sembuh dan

berhenti minum. Nilai parameter yang digunakan yaitu sebagai berikut (Khajji

dkk, 2020b):
Tabel 3. 4 Nilai Parameter
Parameter Nilai Satuan
b 65 Orang Per hari
N 1000 Orang
o 0.002 Orang Per hari
u 0.065 Orang Per hari
b1 0.3 Orang Per hari
Bo 0.14 Orang Per hari
a, 0.02 Orang Per hari
a, 0.001 Orang Per hari
o) 0.002 Orang Per hari
Y 0.001 Orang Per hari
€ 0.5 Orang Per hari
A, 0.2
A, 0.3
Ag 0.5

Pada simulasi dengan kondisi tanpa kontrol ini berarti tidak ada

pemberian tiga kontrol pada setiap populasi, sehingga ditandai dengan
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u, (t) = u,(t) = uz(t) = 0. Sedangkan kondisi dengan variabel kontrol yaitu
uy (t) # uy,(t) # ug(t) = 0 berarti terdapat pemberian tiga kontrol. Berikut
merupakan simulasi mengenai populasi peminum berat tanpa kontrol dan

dengan kontrol.

Populasi Peminum Berat

250

n
== H Tanpa Kontrol
' ‘ mm= H dengan Kontrol u
200 \
[ \
o T = mm mm mm mm o= Em = om
150 I \ st
S
100
50
0 ! ; Y } i
0 50 100 150 200 250 300

Waktu (Hari)

Gambar 3. 1 Dinamika Populasi Peminum Berat

Gambar 3.1 merupakan hasil simulasi numerik yang menunjukkan
peminum berat dengan dan tanpa kontrol. Berdasarkan hasil simulasi,
peminum berat tanpa kontrol dengan kondisi awal populasi yaitu H(0) = 100
pada awalnya mengalami peningkatan secara signifikan hingga hari ke-11,
kemudian mengalami penurunan secara drastis pada hari ke-53. Peningkatan
kembali terjadi hingga hari ke-107 kemudian stabil dengan populasi sebesar
160. Perubahan yang tidak stabil ini menandakan adanya beberapa sebab yang
mempengaruhi. Peningkatan terjadi karena terdapat laju peminum sedang
menjadi peminum berat. Penurunan terjadi karena terdapat laju peminum berat

menjadi penderita komplikasi penyakit hati, sembuh dan berhenti minum,
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kematian disebabkan oleh kecanduan alkohol, dan kematian alami. Kemudian,
setelah diberikan kontrol, jumlah populasi peminum berat mengalami
penurunan secara terus menerus. Jika pada grafik tanpa kontrol pada hari ke-53
jumlah populasi sebesar 147, maka populasi peminum berat setelah diberikan
kontrol pada hari ke-53 hampir mencapai nol. Hal ini menunjukkan adanya
selisih yang sangat besar, sehingga kontrol yang diberikan dapat
meminimalkan populasi peminum berat. Selanjutnya perbandingan dari
dinamika populasi penderita komplikasi penyakit hati sebelum dan sesudah

diberikan kontrol.

Populasi Penderita Komplikasi Penyakit Hati
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Gambar 3. 2 Dinamika Populasi Penderita Komplikasi Penyakit Hati

Gambar 3.2 merupakan hasil simulasi numerik yang menunjukkan
penderita komplikasi hati sebelum dan sesudah diberikan kontrol. Berdasarkan
hasil simulasi, penderita komplikasi hati sebelum diberikan kontrol dengan

kondisi awal populasi yaitu € (0) = 30 pada awalnya mengalami peningkatan
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hingga hari ke-25. Kemudian mengalami penurunan hingga hari ke-72
kemudian stabil dengan populasi sebesar 47. Perubahan yang tidak stabil ini
menandakan adanya beberapa sebab yang mempengaruhi. Peningkatan terjadi
karena terdapat laju peminum berat menjadi penderita komplikasi penyakit
hati. Sedangkan penurunan terjadi karena terdapat peminum yang sembuh dan
berhenti minum, laju kematian disebabkan oleh komplikasi penyakit hati, dan
terdapat kematian alami. Setelah diberikan kontrol, jumlah populasi penderita
komplikasi penyakit hati mengalami penurunan secara terus-menerus. Jika
pada grafik tanpa kontrol pada hari ke-72 jumlah populasi sebesar 45, maka
populasi peminum berat dengan komplikasi hati setelah diberikan kontrol pada
hari ke-73 hampir mencapai nol. Hal ini menunjukkan adanya selisih yang
sangat besar, sehingga kontrol yang diberikan dapat meminimalkan populasi
penderita komplikasi penyakit hati. Selanjutnya perbandingan dari dinamika
populasi peminum yang sembuh dan berhenti minum sebelum dan sesudah

diberikan kontrol.
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Populasi Peminum yang Sembuh atau Berhenti Minum
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Gambar 3. 3 Dinamika Populasi Peminum yang Sembuh dan Berhenti Minum

Gambar 3.3 merupakan hasil simulasi numerik yang menunjukkan
peminum yang sembuh atau berhenti minum dengan dan tanpa kontrol.
Berdasarkan hasil simulasi, peminum yang sembuh atau berhenti minum
sebelum diberikan kontrol dengan kondisi awal populasi yaitu Q(0) = 70
mengalami penurunan dari hari ke-1 dan stabil dengan jumlah populasi sebesar
3. Setelah diberikan kontrol, jumlah populasi peminum yang sembuh atau
berhenti minum mengalami peningkatan secara signifikan dan stabil dengan
populasi sebesar 939 pada hari ke-95. Populasi peminum yang sembuh atau
berhenti minum ini merupakan hasil dari penambahan populasi peminum
potensial, peminum sedang, peminum berat, dan penderita komplikasi penyakit
hati. Hal ini menunjukkan bahwa pemberian tiga kontrol memengaruhi

banyaknya populasi peminum yang sembuh atau berhenti minum.
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Untuk hasil simulasi numerik dari kontrol program kesadaran (u,),
pengobatan peminum berat (u,), dan pengobatan penderita komplikasi

penyakit hati (u3) adalah sebagai berikut:

Kontrol Pengobatan Peminum Berat dengan Komplikasi Hati

s Kontrol u1
w— Kontrol u2
s Kontrol u3

09 1

0.8
0.7}
06

% ost

= b

04r

0.3}

02}

01r

0 50 100 150 200 250 300
Waktu (Hari)

Gambar 3. 4 Simulasi Kontrol uy, u,, us

Gambar 3.4 merupakan hasil simulasi numerik dari kontrol program
kesadaran, pengobatan peminum berat, dan pengobatan penderita penyakit hati.
Berdasarkan hasil simulasi numerik tersebut, kurva kontrol program kesadaran
(u1) menunjukkan nilai maksimum yaitu 1 di hari pertama hingga hari terakhir
yang artinya diberikan kontrol program kesadaran yang maksimum agar
seseorang yang berpotensial mengetahui bahaya dari minuman beralkohol
sehingga terhindar dari minuman beralkohol. Sedangkan kurva pengobatan
peminum berat (u,) dan penderita penyakit hati (u3) menunjukkan nilai
maksimum yaitu 1 di tahun-tahun pertama karena pada kondisi tersebut,
jumlah populasi peminum berat dan penderita komplikasi penyakit hati masih

sangat tinggi sehingga harus diberikan kontrol yang maksimum. Kemudian laju
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kurva tersebut akan mengalami penurunan menuju nilai minimumnya yaitu 0 di
saat laju dinamika peminum alkohol serta jumlah populasi peminum berat dan
penderita komplikasi penyakit hati juga sudah mulai menurun, karena
pemberian kontrol mengikuti kondisi dari dinamika peminum alkohol.
Berdasarkan uraian hasil yang telah diperoleh sebelumnya, dapat
dinyatakan bahwa bentuk kontrol upaya program kesadaran, pengobatan
peminum berat, dan pengobatan penderita komplikasi penyakit hati mampu
mengurangi populasi peminum berat dan penderita komplikasi penyakit hati
serta memaksimalkan populasi peminum yang sembuh dan berhenti minum.
Keefektifan tiga kontrol ini selain dapat meminimumkan jumlah populasi
peminum berat dan penderita komplikasi penyakit hati dan dapat
memaksimalkan populasi peminum yang sembuh dan berhenti minum, tetapi

juga dapat meminimumkan biaya dalam pemberian kontrol tersebut.

3.4  Upaya Pencegahan dan Pengobatan dalam Perspektif Islam
Berdasarkan QS. Al-Bagarah ayat 195, Allah SWT memerintahkan agar
umatnya menghindari kebiasaan yang dapat merusak diri sendiri. Kebiasaan yang
dapat merusak diri sendiri salah satunya yaitu kebiasaan mengonsumsi minuman
beralkohol atau khamr. Larangan untuk mendekati khamr telah dijelaskan dalam
QS. Al-Maidah ayat 90 dimana Allah SWT telah berfirman dalam memerintahkan
umatnya untuk menjauhi khamr dikarenakan meminum khamr merupakan salah
satu perbuatan keji dan termasuk perbuatan setan. Selain itu, khamr juga dapat
menyebabkan seseorang tidak khusyu’ dalam beribadah dan dapat menimbulkan

beberapa penyakit berbahaya seperti kanker lambung, kanker mulut, kanker
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tenggorokan, dan sirosis hati (Darmawan, 2010). Namun, ketika seseorang sudah
kecanduan alkohol ataupun terkena penyakit akibat alkohol, maka seseorang
tersebut dapat sembuh melalui pengobatan. Hal ini berdasarkan hadits shahih yang
diriwayatkan oleh Imam Bukhari dimana Rasulullah SAW bersabda bahwa Allah
SWT menurunkan suatu penyakit juga disertai dengan penawarnya yang berarti
bahwa apabila manusia ingin mencari pengobatan, pasti akan menemukan. Hal
tersebut sama halnya dengan kasus yang ditulis pada penelitian ini yang
menggunakan model matematika dinamika peminum alkohol dengan diberikan
strategi kontrol berupa upaya program kesadaran atau pencegahan dan pengobatan
guna untuk meminimalkan jumlah populasi pecandu alkohol dan penderita
komplikasi penyakit hati, serta memaksimalkan jumlah populasi peminum alkohol

yang sembuh dan berhenti minum.



BAB IV

PENUTUP

4.1  Kesimpulan
Berdasarkan uraian pembahasan sebelumnya, diperoleh kesimpulan yaitu
sebagai berikut:
1. Model dinamika peminum alkohol dengan tiga strategi kontrol yakni
program kesadaran (u,), pengobatan peminum berat (u,), dan pengobatan

penderita komplikasi penyakit hati (u3) diperoleh sebagai berikut:

dP(t P(t)M(t
PO — p— g, ZO P (1) — u, (DP(2)

dn(;lit) — B, P(t)IiIW(t) — (B, + ML) + euy(DH(E)
B = BM(8) — (u+ a3 + €z + 6)H(E) — uz(DH()
dct) _

= =aH() = (u+y +8,)C0) —us(OC()

%ﬁt) = ayH(t) +yC(t) —pQ(t) + u (OP() + (1 — u(OH +

usz(£)C ()
2. Bentuk kontrol yang paling optimal untuk setiap strategi dengan

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin diperoleh sebagai berikut:
ui(t) = min (1, max (O,Ai 1, - AS)P(t)))
u;(t) = min (1, max (O,Ai{/13 —el, — (1 - e)/15}H(t)))
2

u3(t) = min (1, max (O, A—13 (A4 — AS)C(t)))
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3. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa program kesadaran (u,),
pengobatan peminum berat (u,), dan pengobatan penderita komplikasi
penyakit hati (u;) dapat meminimalkan jumlah populasi peminum berat
dan penderita komplikasi penyakit hati, serta dapat memaksimalkan

populasi peminum yang sembuh dan berhenti minum.

42  Saran

Pada penelitian selanjutnya dapat dikembangkan dengan menggunakan
parameter yang berbeda pada laju kematian alami dan kematian akibat kecanduan
alkohol. Model ini diharapkan agar bisa disimulasikan menggunakan data-data
empiris yang ada di suatu lokasi riil sehingga hasilnya efektif untuk menurunkan

jumlah peminum alkohol di suatu lokasi tertentu.
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LAMPIRAN

Lampiran 1 Script Code MATLAB Simulasi Model Dinamika Peminum
Alkohol dengan Kontrol

$Persamaan State

function
dy=State(y,ul,u2,u3,b,betal,beta?2,miu,alphal,alpha2,del
tal,delta2,gamma, N, epsilon)

% (1)=b-((betal*y(1)*y(2))/N)-miu*y(1)-ul*y(1l);
x(2)=((betal*y (1) *y(2))/N)~
(beta2+miu) *y (2) +tepsilon*u2*y (3) ;

X (3)=beta2*y (2) - (miutalphal+alpha2+deltal) *y (3) -
uz2*y(3);

X (4)=alphal*y (3) - (miutgamma+delta2) *y (4)-u3*y (4) ;
X (5)=alpha2*y (3)+gamma*y (4) -miu*y (5)+ul*y (1)+ ((1-
epsilon) *u2) *y (3) +u3*y(4) ;

%$Persamaan Co-State

function

dk=Costate (y,ul,u2,u3,P,M,betal, miu,beta2,N,epsilon,alp
hal,alpha2,gamma,deltal,delta?)

kl=y(1); k2=y(2); k3=y(3); kd=y(4); kd5=y(5);
%$lambdal=dl, lambda?2=d2, lambda3=d3, lambda4=d4, lambdab=d5b
x(1)=(kl-k2)* ((betal*M) /N)+ (k1-k5)*ul+miu*kl;

x(2)=(kl-k2)* ((betal*P) /N)+beta2* (k2-k3)+miu*k2;

X (3)=-1+(k3-(1l-epsilon) *k5-(epsilon*k2)) *u2-alphal*k4d-

alpha2*k5+ (miut+alphal+alpha2+deltal) *k3;
X (4)=-1+k4* (miutgamma+delta?) + (k4-k5) *u3-gamma*k5;

x(5)=1+miu*k5;
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end
clc;
clear all;

close all;

$Jumlah individu pada subpopulasi awal t=0

P0=500;
M0=300;
HO=100;
C0=30;

Q0=70;
$Parameter-parameter
b=65;
betal=0.3;
beta2=0.14;
miu=0.065;
alphal=0.02;
alpha2=0.001;
deltal=0.002;
deltaz2=0.002;
gamma=0.001;
N=1000;

epsilon=0.5;

Al=0.2;
A2=0.3;
A3=0.5;

ulmax=1;
uZmax=1;

uldmax=1;

h=0.1; %$h=1/N misal:

h=1/10=0.1
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t=0:h:300; %dari 0 sampai 100 dipartisi dengan Jjarak
h=0.1

Z=length (t); Sbanyaknya t
gmembentuk matrik baris isinya nol dengan z baris, 1
kolom

ul=zeros(z,1);
ulold=zeros(Z,1);
u2=zeros(z,1);
u2o0ld=zeros(zZ,1);
u3=zeros(zZ,1);
u3old=zeros(Z,1);

P=zeros (Z,1);

M=zeros (Z,1);

H=zeros (Z,1);
C=zeros(Z,1);
Q=zeros(z,1);

Pold=zeros (Z,1);
Mold=zeros (Z,1);
Hold=zeros (Z,1);
Cold=zeros (Z,1);
Qold=zeros(Z,1);

$pl adalah lambda 1 dsb
kl=zeros(zZ,1);

k2=zeros (Z,1);

k3=zeros (Z,1);

kd=zeros (Z,1);

kb=zeros (Z,1);
klold=zeros(Z,1);
k2o0ld=zeros (Z,1);
k3old=zeros (Z,1);
k4dold=zeros(Z,1);
kbold=zeros (Z,1);
skontrol ada 2 pada u 1 dan u lold
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tes=1;
it=0;
while tes >le-3
ulold=ul;
u2o0ld=u2;
u3old=u3;
Pold=P; Mold=M; Hold=H; Cold=C; Qold=0Q;
klold=kl; k20ld=k2; k30ld=k3; kd4old=k4; k50ld=k5;
P(1)=P0; M(1)=MO; H(1)=HO; C(1)=C0; Q(1)=Q0;
J(1t+1)=0;

for i=1:72-1
J(it+1)=J(1t+1)+h* (H(1)+C (1) -
Q(1)+0.5*A1*ulold (i) "2+0.5*A2*u201ld (i) *2+0.5*A3*u3o0ld (1
) "2+H(2) +C(2) -Q(Z)) ;

$RungeKutta
pl=h*State(y,ulold(i),u20ld(i),u3o0ld(i),b,betal,beta2,m
iu,alphal,alpha?2,deltal,delta?2,gamma,N,epsilon);
p2=h*State(y+0.5*pl,ulold(i),u20ld(i),u3ocld(i),b,betal,
beta2,miu,alphal,alpha2?2,deltal,delta?2,gamma,N,epsilon);
p3=h*State (y+0.5*p2,ulold (i) ,u20ld(i),u3cld(i),b,betal,
beta2,miu,alphal,alpha2?2,deltal,delta?2,gamma,N,epsilon);
pé4=h*State (y+p3,ulold(i),u20ld (i) ,u3o0ld(i),b,betal,beta
2,miu,alphal,alpha2,deltal,delta?2,gamma,N,epsilon);
y=y+(1/6) * (pl+2*p2+2*p3+p4) ;

P(i+l)=y(1);
M(i+1)=y(2);
H(i+1)=y (3);
C(i+1l)=y(4);
Q(i+1)=y (5);
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end

J(it+1)=J(it+1)+h* (H(Z)+C(Z) -
Q(Z)+0.5*Al*ulold(Z)*2+0.5*A2*u201d (Z) *2+0.5*A3*u30ld (Z
) "2+H(Z)+C(2)-Q(2)) ;

$Plot populasi tanpa kontrol
if it == 0

figure (1)
plot(t,P,'--"', '"LineWidth',3);
legend ('Tanpa Kontrol');
hold on;

figure (2)
plot(t,M, '--"', "LineWidth', 3);
hold on;

figure (3)
plot(t,H, '--'", "LineWidth', 3);
hold on;

figure (4)
plot(t,C,"'--"', "LineWidth', 3);
hold on;

figure (5)
plot(t,Q,"'--"', '"LinewWidth', 3);
hold on;
end

k1(z)=0; k2(Z2)=0; k3(z)=0; k4(2)=0; k5(z2)=0;

for i=1:72-1

Jje=72-1i;

y=[k1l (je+l) k2(je+l) k3 (je+l) k4 (je+l) k5(je+l)];
pl=h*Costate(y,ulold(je+l),u2o0ld(je+l),u3old(je+l),P(Jje
+1) ,M(je+l) ,betal,miu,beta2,N,epsilon,alphal,alpha2, gam
ma,deltal,delta?);
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p2=h*Costate (y+0.5*pl,ulold(je+l) ,u20ld(je+l) ,u3o0ld(je+
1) ,P(je+l) ,M(je+l),betal,miu,beta?2,N,epsilon,alphal,alp
ha2,gamma,deltal,delta?);
p3=h*Costate (y+0.5*p2,ulold(je+l) ,u20ld(je+l) ,u3old(je+
1),P(je+l) ,M(je+l),betal,miu,beta?2,N,epsilon,alphal,alp
ha2,gamma,deltal,delta?);
p4=h*Costate (y+p3,ulold(je+l),u20ld(je+l),ul3old(je+l),P
(je+l),M(je+l) ,betal,miu, beta2,N,epsilon,alphal,alpha?2,
gamma, deltal,delta?);
y=y-(1/6) * (p1+2*p2+2*p3+p4) ;
kl(je)=y(1);
k2 (je)=y(2);
k3(Jje)=y(3);
kd (je)=y(4);
k5(je)=y(5);
temp2=min ([ ( (k1 (je)-k5(je)) *P(je)) /Al ulmax]);
ul (je)=max ([temp2 01]);
tempd=min ([ ((k3(je)-epsilon*k2 (je)-(1-
epsilon) *k5 (je)) *H(je)) /A2 u2max]) ;
u2 (je)=max ([temp4d 0]);
temp6=min ([ ( (k4 (je)-k5(je)) *C(je)) /A3 u3max]);
u3 (je)=max ([temp6 0]);

end

eP=sum(abs (P-Pold)) ;
eM=sum (abs (M-Mold) ) ;
eH=sum (abs (H-Hold)) ;
eC=sum(abs (C-Cold)) ;
eQ=sum (abs (Q-0o01d) ) ;
ekl=sum (abs (kl-klold));
ek2=sum (abs (k2-k201d) ) ;
ek3=sum (abs (k3-k301ld)) ;
ekd=sum (abs (k4-k4o0ld));



ekb=sum (abs (k5-kbold) ) ;
eul=sum (abs (ul-ulold));
euz2=sum (abs (u2-u20ld)) ;
eu3=sum(abs (u3-u3old)) ;

%error = sum dari error yang lama dengan yang baru

tes=eP+eM+eH+eC+eQ+tekl+ek2+ek3+ekd+ekb+eul+eu2+eul;
it=1t+1;

ul=(0.5*ul+0.5*ulold) ;

u2=(0.5*u2+0.5*u201d) ;

u3=(0.5*u3+0.5*u301d) ;

end

% Langkah 8

%$Plot populasi dengan kontrol

figure (1)

plot(t,P,'r.-', '"LineWidth', 3);

xlabel ("Waktu (Hari)');

ylabel ('P(t) ")

grid on;

legend ('P Tanpa Kontrol', 'P dengan Kontrol u');
title('Populasi Peminum Potensial');

hold on;

figure (2)

plot(t, M, 'r.-', 'LineWidth',3);

xlabel ("Waktu (Hari)');

ylabel ("M (t) ")

grid on;

legend ('M Tanpa Kontrol', 'M dengan Kontrol u');
title('Populasi Peminum Sedang');

hold on;

figure (3)

plot(t,H, 'r.-', '"LineWidth', 3);

72



73

xlabel ('Waktu (Hari)');

ylabel ("H(t) ") ;

grid on;

legend ('H Tanpa Kontrol', 'H dengan Kontrol u');
title('Populasi Peminum Berat');

hold on;

figure (4)

plot(t,C, 'r.-', '"LineWidth', 3);

xlabel ('"Waktu (Hari)');

ylabel ('C(t) ")

grid on;

legend ('C Tanpa Kontrol','C dengan Kontrol u');
title('Populasi Penderita Komplikasi Penyakit Hati');
hold on;

figure (5)

plot(t,Q,'r.-', '"LineWidth', 3);

xlabel ("Waktu (Hari)'");

ylabel ("O(t) ")

grid on;

legend ('Q Tanpa Kontrol', 'O dengan Kontrol u');
title('Populasi Peminum vyang Sembuh atau Berhenti
Minum') ;

hold on;

figure (6)

plot(t,ul, 'r.-", 'LineWidth"', 3);

xlabel ("Waktu (Hari)');

ylabel ("u 1(t)");

grid on;

title('Kontrol Program Kesadaran');

hold on;

figure (6)
plot(t,u2, 'b.-", 'LineWidth', 3);
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xlabel ("Waktu (Hari)');

ylabel ("u 2(t)");

grid on;

title ('Kontrol Pengobatan Peminum Berat');

hold on;

figure (6)

plot(t,u3, 'g.-', 'LineWidth', 3);

xlabel ('"Waktu (Hari)');

ylabel ("u 3(t)"');

grid on;

legend ('Kontrol ul', 'Kontrol u2', "Kontrol u3');
title('Kontrol Pengobatan Peminum Berat dengan
Komplikasi Hati');

hold off;
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Lampiran 2 Proses Perhitungan Manual Persamaan State

P(t)M(t)

6,11 =b—p pP(t) —u  (H)P(t)

P(t)M(t)

ar, = P — (B, + WM(L) + euy (DH(L)
f =B,M(t) — (u+a, +a, +5)H() — uy (HH(L)

ac

or. = @l @) — (u+y + 8)CE) —us(OC()

;—i = aH(t) +yC() — pQ(0) + uy (OP() + (1 — up (DH(E) + uz(t)C (1)
Hasil diskritisasi menggunakan Runge Kutta langkah maju orde  empat

sebagai berikut:

Ppy1=h + % (P1p + 2p2p + 2P3p + Dap)
Mpy1 =My + % (Pim + 202 + 2030 + Day)
Hpy1 = Hp + % (Piw + 2024 + 2D3 + Dau)
Cns1 = Cp + g (P1c + 2p2c + 2P3c + Pac)

h
Qn+1 =0n + P (P1,Q + 2p0 +2p30 + P4,Q)
dengan

P1p = f(tnr B, My, Hy, Cp, Qp, Uq Uz 0o u3,n)

P(t)M(t) PZ(t)
p1p =b— P — uP(t) — A (Al,n - As,n)
Pim = g(tn' Py, My, Hy, Gy, Qp, Uy, U, u3,n)

P(t)M(t) — By + WMD) + {A3n — €dyp — (1 — )25}

eHZ(t)

Pim = pr———

Py = j(tn' By, My, Hy, Cp, Qs U1, Uz ns u3,n)

HA(t
Piin = BM(©) = (4 + @+ @ + SDH(E) =20 (4, = edyp = (1= s}
Pic = k(tn' By, My, Hy, Gy, Qs U1, Uz ns u3,n)

2
Prc = aH©®) = (1 +y +8)C(0 =B (2, — 25,,)

P10 = l(th By, My, Hy, Cy, Qn, U1 Uz ns u3,n)

2 2
Pio = aH(©) +YC(O) = hQ(®) + 52 (hin = A5n) + (1 - 51



Ca(t
{Aan — €lpm — (1 = A5} + ;;(3 2 (Aan — A52)

+
u1 n+1» u2n + u2 n+1» u3n + u3 n+1 )
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pop=b—p (P () + p“’) (M (t) + M (P ) + 131__13) (Pn(t)+”1_P)
2,P 1 ), . ™

(Al,n - AS,n)
pz,M=g<t t3 P+“—"M +p1MH +p“’c +p16 PlQ 1(1n

Uins+1 Uzn T Uppner, Usy + u3,n+1)>

1
Do = B (P(6) +B2) (M (0) + B) = — (B, + pr) (M, (6) +2224) +
Hn(t)+p1H
(—2){,13n €dgn — (1 — €)Asp}
Ui+ Uz T Uz, Uz T+ u3’n+1)>
Hy (6)+2L8
Pon = By (Ma(®) + 222 — Gt ay + ay + 67) (Ho(0) + 228 - ( i )
2
{/13,11 - E/12,n - (1 - 6)15’,1}
Ui nt1 Uzn T Uzner, Usn + u3,n+1)>
Pic
= Bu) _ pic) _ (059"

e = (14 22) Gy 45 (0 +22) - 2

(/14,n - /15,71)

n 29 P1, Py, Pa, Puo 1
g = (e P 50 S, 5, 52,0, 42y 4

Ui+ Uzn T U ps1, Uz T+ u3,n+1))



P20 =
@y (Hn(®) +B2) +y (Cu(0) + €)= (Qu(0) +22) +
Pp()+2LE Hy (6) +22H
Q (/1171_/1511) + (1 - )%
(n(> ”“)
{/13,n - 6/12,n - (1 - 6)/15,11} - (/14—n /15,n)
p3’P:f(t + 3 B+ B2 M, + P2 4 B P2 g 4 P2C Sy, 4

Ui nt+1, Uzn T Uz, Uz T+ u3,n+1))

(0+E2E)°

o = b= By (Pa +222) (Ma©) +222) 2 — (o) +22) -
(Al,n - /15,n)

p3,M=g<t + Py + B2 M, + B B2 P2 P20 (4

Aq

Uins1 Upn T Uz py1, Uz py + u3,n+1)>

paw = B (Ba(®) +22) (M (6) +222) L — (B, + ) (M (1) +224) +

Hn(t)'i'pz—H
( 4, ) {/13,71 — €Ay — 1- 6)/15,71}
p31—1—](t _|_ P_l_pZ_PM _I_pzMH _I_sz pzc , 00 PZQ 1(u1n+
ul,n+1; uZ,n + u2,n+1: u3,n + u3’n+1)>
Ha(6)+222
Psu = B2 (Mn(t) + pzTM) —(u+a+a,+6,) (Hn(t) + pZT”) (A+)
2

{/13,n —€dypn — (1- E)As,n}

h p2,p p2,M P2,H Pac P20 1
DP3c = k<tn +E;Pn +ZT;Mn +ZT,Hn +ZT;Cn +%:Qn +T;E(u1,n +

Uin+1 Uz T U py1, Uz T+ u3,n+1))

C(0)+22€)°

= (0 250 Gy 50 (60 +22) -

(/14,11 - /15,71)

Az
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P3g = l(t + 2B+ 22 My + B g, 4 B P28 0, 1 B2 Sy

ul,n+1J uz,n + u2,n+1r u3,n + u3,n+1)>
P30 =

D2,

@y (Hn() +22) +y (Cu(0) + 22€) — (Qu(0) + 222) +

Pn(t)+p2P Hn(t)'*'pz—H

Q (/1171 _ASn) + (1 - )Q
Pap =
f(tn + h, B, + p3p, My + D30, Hy + 035, G + P30, Qn +

P30 U1 n+1 U2 n+1s u3,n+1)

1 Py ()43 p)’

Par = b= Bu(Pa®) + Ps.p)(Ma(0) + Pa) 2 = u(Pu(0) + s p) - L2222l

(An = As)

Pam =

g(tn + R By + D3,p, My + D3y, Hy + D3y, Co + D3, Qn +
P30 U1,n+1 U2 n+1, u3,n+1)

Pay = 1 (Pu(®) + p3p) (Mu(O) + p3) % — (Ba + W(Mp(®) + pay) +

2
W {an — €dgn — (1 = )25}

Pag =

j(tn + h, B, + p3p, My + D30, Hy + D35, G + P30, Qn +

P30 U1,n+1 U2 n+1, u3,n+1)

Pan = Bo(Mn(t) + p3y) — (u+ a1 + oy + 8:)(H (O + p3p) — W
{Aan — €dpn — (1 — )25}
Pac =
k(tn + h, Py + D3, My + 3, Hy + D31 Cr + D30, Qn +
P30 U1,n+1 U2 n+1) u3,n+1)
(Ca(®)+p3c)”

Pac = 0‘1(Hn(t) + P3,H) —(u+y+ 52)(Cn(t) + P3,C) -

(/14,11 - As,n)

Az
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Pao =

[(tn + h, Py + D3, My + 3t Hy + D3 Cr + D30, Qn +
P30 U1,n+1 U2 n+1, u3,n+1)

Pao =

a; (Hn(t) + P3,H) + V(Cn(t) + P3,c) — H(Qn(t) + Ps,Q) +

Pn(O)+p3p)’ Hn () +D31)°
% (,11‘” _/15,n) + (1 _ 6)%

(cn®+"59)

{13,11 —€lyn — (1- 6)/15,11} + A (14,11 - AS,n)
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Lampiran 3 Proses Perhitungan Manual Persamaan Co-State

ol M(t)

Ay = ——5 = (1 = )B =~ + (A1 = A)uy (8) + pdy

Ay = —% =4 —12)31?"‘ B2(Az — A3) + ul,

As = —g =—1+{13 — (1 - €)ds — eAx}u, (t) — 144 — @245
tuta+az+y)is

o= =L = 14 A+ +8,) + (s — As)ug(t) — vas

As = —g =14+ uls

80

Hasil diskritisasi menggunakan metode Runge Kutta orde empat adalah

sebagai berikut:

Mn-1=Mn— % (Pl,)tl + 2,2, T 2032, + P4,/11)

Aon-1=Ayn — %(Puz + 2,2, T 2p32, + P4,2)

A3n—1=A3n— %(Pug, + 2p,0, T 2032, T P4,/13)

Aan-1=Aan — %(PLA4 + 2,2, T 2032, T p4,/14)

Asno1 = Asp — %(Pus + 2p,2, T 2032, + P4,/15)

dengan

P, =f (th M Az A3 Aany As s By My, Hy, G, Qny U, Ug ) u3,n)

Pia, = (A — A2n)B1 MnT(t) + (A0 = A5 )usn(®) + pldy

P1a, = g(tn' M Az A3 Aans As n By My, Hy, G, Qny Uy, U ) u3,n)

D1y = (Min = Aon)Br 22+ By (g = Azm) + Mo

P1a; = j(tm M Ao A3 Aany As y By My, Hy, G, Qn, Uy )y Ug ) u3,n)

P1a, = 1+ {A3n — (1= )Asn — €dgpJup n(t) — 1Ay — @25y
+p+ag +a; +v1)3,

P1a, = k(tm M Ao A3 Aany As s Py My, Hy, G, Qi U, Us s u3,n)

Pra, = ~1+ Aty +8) + (A3n = Asn)usn(0) = vAs,n

pl,/ls = l(tn' /11,71' /12,nr /13,11' /14,n' /15,n' Pn: Mn' Hnr Cnf Qn' ul,n: uZ,n' u3,n)



pl,ls = 1 + MAS,n

h
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

_ pl,ll pl,lz pl,l3 pl,l4
pz,/ll—f<tn_§»)‘1,n_ »/1211_ »1311_ :/1411_ :As,n—

plﬂ.s 1

(P + Py, My + My_y,Hy + Hy 1, Cp 4+ Cp_q, Uy +

Uip-1,Uzp T U1, U3 T+ u3,n—1)>

Py = ((Aan = 222) = (A = 222) ) By 2 (Ma (0 + M(©)0) 24

((an= 22) = (lon = 229)) 2 (w0 ® + 02 (®) 11 (a0 -

pl,ﬂ.l)
2

h

_ pl,ﬂ.l pl,ﬂ.z pl,ﬂ.g p1,14_
pz,ﬂz - g (tn - E;/ll,n - ) 22 n-_ rAS,Tl - 12'4,7'1 - ) ﬂ'5,‘/1 -

2 ’ 2 2 2

P1 ﬂ.s 1

(P + Py, My + My_y, Hy + Hyy_q, Cp 4+ Cpq, Uy +

Uin-1,Uzn T Uz p—1, U3 T+ u3,n—1)>

pose = ((ln = 222) = (on - 222) ) B 2 (RO + PO 1) 2+

fo((len= 25) = (hon="5)) + 0 (R = 5)

h

_ pl,ll pl,lz pl,l3 pl,ﬂ.4
p2,213_](tn_5;ﬂ'1,n_ 2 112,7’1_ 1137’1_ lA4Tl_ rAS,Tl_

2 ’ 2 ’ 2

plﬂ.s 1

(P + Py, My + My_y,Hy + Hy_1,Cp 4+ Cp_q, Uy +

Uip-1,Uzp T U1, U3 T+ u3,n—1)>

D22, = —1+ {(13,71 o AS) (1-e) (ASn p1,15) (Az,n - pmz)}

2

1 P12 P1a
E (uz,n(t) + uZ,n—l(t)) - (24,71 - 12 ) — (4%) (As,n - 12 5)

D1,
+(u+a; +a; +v1) (/13,n - 12/13)

_ h pl,ll pl,lz p1,13 p1,14
pz,/14—k<tn__')‘1n_ ;/1271_ JASn_ 1/1411_ rls,n_

2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

P35 1 (P, + Py, My + My, Hy + o, G+ Gy, g +

Uip—1,Uppn T U1, U3y T+ u3,n—1)>

2

Poay = =1+ (Ran = 22) Gt 7 +8) + (2 = 222) = (g — 22

)
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%(u&n ) + ug,n_1(t)) -y (As,n - pus)

2

h pl,ll pl,/‘{z p1,2.3 pl,ﬂ.4
P22, = l<tn - Elll,n - 'Az,n -, 1/13,n -, '/14,n -, 'AS,n -

plﬂ.s 1

(P + Py, My + My_y,Hy + Hy 1, Cp 4+ Cp_q, Uy +

Uip-1,Uzp T U1, U3 T+ u3,n—1)>

P2as =1+ 1 (/15,n - plz'ls)

h

_ pZ,ll pZ,lz p2,13 p2,14
b3, = f(tn _E;/ll,n T ;Az,n D ;/13,11 T ,/14-,11 T ,/15,11 -

p2).5 1

(P + Py, My + My_y, Hy + Hy_y, Cp 4 Cp_q, Uy +

Uip-1,Uzn T U p—1, U3 T+ u3,n—1)>

oy = ((Rn = 22) = (o — 222) ) By 2 (M, () + M@D) 2

D21 D21 1
((/11,11 - 2 1) (/15 n - 5)) E (ul,n(t) + ul,n—l(t)) + 2 (/11,n -
pZ,/‘ll)
2
h P22 P2, P2, P2,
p3,/'12 =g (tn - E;/ll,n - le /12,n - 721/13,71 - Tg;/LL,n - 74; As,n -
pzﬂs 1

(P + Py, My +My_y,Hy + Hy 1, Cp 4+ Cpqug  +

Ui p-1,Uzn T U1, U3 T+ u3,n—1))

Pase = ((Man = 2222) = (A = 222) ) B 2 (Bu(®) + P(Dn) 5+

D2, D23 D22,
B ((Az,n - 5 ) - (/13,n - )) +u (Az,n -
_ h pZ,ll pZ,lz p2,13 p2,14
bP3a; = (tn - 51/11,71 T, '/12,n T, '/13,n T '14-,11 T /15,n -
P2 15 1

(P + Py, My + My g, Hy + Hy 1, Cp+ Cpqug  +

Uip-1,Upn T U1, U3y T+ u3,n—1))

P3a, = —1+ {(/13,71 p2/‘13) —(1-¢e) (ASn pZZ'AS) —€ ()lz,n _ Py, Az)} _

2
ay (/14,n - 1922,/14) —ay (/15,71 Pzas) +u+a+a;+y,) ( -~ 13)




h pZ,ll pz,lz p2,13 p2,14
p3,/14, = k (tn - E’Al’n - 2 /12,71 - 2 113,71 - 2 114,71 - 2 IAS,TI -

pZ,As l
2 2

(Py+ Py_y, My, + My_y, Hy + Hy 1, Cp 4 Cr_q, Uy +

Uip—1,Upn U1, U3y + u3,n—1)>

pss, = —1+ (/14,,1 - pzz'“) (W+y+6,)+ ((13,,1 - p%) -~ (/15,n —~ pzf))

THRCTONIS WA

h 192,/11 p2,/12 pz,ﬂ.g p2,3.4,
P3a; = l<tn - Elll,n -, 'Az,n -, vAB,n -, '/14,n -, rAS,n -

pZ,ﬂ.S l
2 2

(B, + Pp_y, My + My_y, Hy + Hy_q, G 4 Crmg, Uy g +

Uip—1,Uzp T U1, U3 T+ u3,n—1)>

P3as = 1+u (/15,11 - pzz'ls)

Par, = f(tn —hAin — P32, A2 — P32, A3 — P32 Aan — P3ayAsn —
P3¢ Pn-1, Mn—1, Hp1, Cp—q, Qne1, Ut n—1, Uz n—1, u3,n—1)

Paar, = ((/11,n - P3,/‘11) — (/12,71 - P3,/12)) B1 Mn_Tl(t) + ((/11,11 - P3,/11) -

(/15,n - P3,/15)) Uy -1 (E) + #(M,n - P3,/‘11)

Par, = 9 (tn —hAn — P30 d2n — P3a, Azn — D325 Aan — P3a, Asn —
P3¢ Pn-1, My—1, Hy1, Cp—q, Qne1, Ut n—1, Uz n—1, u3,n—1)

P, = ((/11,n —p32,) — (Agn — p3,,12)) B Pn_Tl(t) + B2 ((Az,n —D34,) —

(/13,n - P3,/13)) + ﬂ(lz,n - P3,/12)

Paz; = Jj(tn = h A — P32, A2n — P32, A3n — P32y Aan — P32 Asn —
P3.2g Pn-1, Mn—1, Hp1, Cp—q, Qn—1, U1 n—1, Uz n—1, u3,n—1)

Par, = —1+ {(A3n — P3,/‘13) —1-e)(Aspn— P3,,15) —e(Ayn — P3,)12)}
Uy n-1(6) — ay(Agn — P3,,14) — ay(As, — P3,,15) +U+ata+
V1)(A3,n - P3,A3)

Par, = k(tn —hAin — D32, Aon — D32, 430 — P3agAan — P32, Asn —
P3¢ Pn-1, My—1, Hy1, Cp—q, Qn1, Ut n—1, Uz n—1, u3,n—1)

Doy = —1+ (M = 032,) @ +7 +62) + (s = p32,) — (Asin = 132,) )
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U -1 (L) — )/(/15,n - P3,/‘Ls)
Pars = l(tn —hAn — P30 d2n — P34, Az — D325 Aan — D3, Asn —
P35 Pne1, M1, Hp_1, G, Q-1 Un-1, Uz n—1, u3,n—1)

Paa, =1+ u(Asn —1p32.)
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