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ABSTRAK 

Nisa, Khoirotun. 2021, Model Epidemi Suspected Exposed Infected Recovered 

(SEIR) Pada Penyebaran COVID-19 Orde-Fraksional. Skripsi. Program 

Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si 

(2) Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si.  

 

Kata Kunci: Penyebaran COVID-19, Orde-Fraksional, Metode Perturbasi     

Homotopi, Parameter Tambahan.  

 

Penelitian ini difokuskan pada analisis matematika penyebaran penyakit 

COVID-19 di Indonesia. Model matematika SEIR penyebaran COVID-19 di 

Indonesia disajikan dalam sistem persamaan diferensial biasa nonlinear yang 

merujuk pada Annas, (2020). Dalam hal ini, variabel-variabel model adalah 

populasi Suspected (𝑆), Exposed (𝐸), Infected (𝐼), dan Recovered (𝑅). Tujuan 
penelitian ini untuk mengetahui model orde-fraksional SEIR penyebaran COVID-

19 di Indonesia beserta analisis plot grafik setiap variabel dengan menggunakan 

Metode Perturbasi Homotopi (MPH), yaitu mengalikan setiap persamaan dengan 

parameter embedding (parameter tambahan). Simulasi dilakukan dalam dua hal 

yaitu, (1) Perbandingan metode MPH dengan 𝛼 = 1 terhadap metode Runge-Kutta 

orde 4. (2) Simulasi kombinasi 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, dan 𝛼4 yang bernilai antara 0 sampai 1 

pada persamaan 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅. Hasil simulasi pertama adalah perbandingan metode 
MPH terhadap metode Runge-Kutta orde 4 menunjukkan bahwa error yang 

diperoleh pada beberapa selang waktu sangat kecil, sehingga metode MPH dapat 

digunakan untuk menyelesaikan pada penyebaran COVID-19. Pada simulasi kedua, 

ketika 𝛼1 ≠ 1 maka mempengaruhi nilai populasi Suspected, Exposed, dan 

Recovered jika dibandingkan saat 𝛼1 = 1, ketika 𝛼2 ≠ 1 maka mempengaruhi nilai 

populasi Exposed jika dibandingkan saat 𝛼2 = 1, ketika 𝛼3 ≠ 1 maka 

mempengaruhi nilai populasi Infected, jika dibandingkan saat 𝛼3 = 1, ketika 𝛼4 ≠
1 maka mempengaruhi nilai populasi Recovered jika dibandingkan saat 𝛼4 = 1. 

Penelitian berikutnya dapat diarahkan kepada eksplorasi nilai 𝛼𝑖  ≠ 1, dimana 𝑖 =
1,2,3,4 dengan menggunakan data real setiap parameter pada model matematika 
orde-fraksional SEIR penyebaran COVID-19 di Indonesia. 
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ABSTRACT 

Nisa,  Khoirotun. 2021, Epidemic Model Suspected Exposed Infected 

Recovered (SEIR) on Fractional-Order COVID-19 Spread. Thesis. 

Mathematics Department, Science and Technology Faculty, State Islamic 

University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur 

Rahman, M.Si (2) Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si.   

Keywords : Spread COVID-19, Fractional Order, Homotopy Pertubation Method, 

Additional Parameters.  

This research is focused on the mathematical analysis of the spread of the 
COVID-19 disease in Indonesia. The SEIR mathematical model of the spread of 

COVID-19 in Indonesia is presented in a system of nonlinear ordinary differential 

equations that refers to Annas, (2020). In this case, the model variables are the 

population Suspected (𝑆), Exposed (𝐸), Infected (𝐼), and Recovered (𝑅). The 
purpose of this study was to determine the SEIR-fractional-order model of the 

spread of COVID-19 in Indonesia along with graph plot analysis of each variable 

from the model using the Homotopy Perturbation Method (MPH), which is 

multiplying each equation by the embedding parameter (additional parameters). 

The simulation is carried out in two ways, namely, (1) Comparison of the MPH 

method with 𝛼 = 1 against the Runge-Kutta method of order 4. (2) Simulation of 

the combination of 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, and 𝛼4 which has a value between 0 to 1 in each 
equation S, E, I, and R. The results of the first simulation are comparisons of the 

MPH method with the Runge-Kutta method of order 4, showing that the error 

obtained at several time intervals is very small, so the MPH method can be used to 

solve the spread of COVID-19. In the second simulation, when 𝛼1 ≠ 1 it affects the 

Suspected, Exposed, and Recovered population values when compared to 𝛼1 = 1, 

when 𝛼2 ≠ 1 then affects the Exposed population value, when compared to 𝛼2 =
1, when 𝛼3 ≠ 1 then affects Infected population value, when compared when 𝛼3 =
1, when 𝛼4 ≠ 1 then affects the Recovered population value when compared to 

𝛼4 = 1. The next research can be directed to the exploration of the value of 𝛼𝑖 = 1, 

where 𝑖 = 1,2,3,4 by using real data for each parameter in the SEIR fractional-order 
mathematical model of the spread of COVID-19 in Indonesia. 
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 ملخص

- ثوفرد  نتشار على (SEIR)  لمصاب تعافرهَ  في  لمُشتبهَ   لوبائي نموذج ، ٠٢٠٢ .خراة ، نساء
جامعةَ . لجزئي  لتاترب ذي ٢١ و لتكنولوجراَ، ثَلرةَ لعلومَ قسمَ لاياضرات،  لبحثَ لعلميَ.

( فىَماللانجَ. لمشافَ: مرةَ مالكَ با هرمَ لْسلامرةَ لحكوَ  ، لدثتور  لاحمن خراَ(مولْناَ
 . لماجسترا ، ثوسوماستوتي آري () لماجسترا

 Homotopy)َ لمتماثل  لتهجرن طايقة،َتاتربثَساي ،٢١ -ثوفرد  نتشار : المفتاحية الكلمات

Perturbation ،) معلماتَإضافرة.َ

فيَإندونرسرا.َيتمَتقديم91ََ-ثوفردياثزَهذ َ لبحثَعلىَ لتحلرلَ لاياضيَلْنتشارَماضََ
فيَإندونرسراَفيَنظامَ لمعادلْتَ لتفاضلرةَ لعاديةَغرا91ََ-ثوفرد  لاياضيَلْنتشارَ SEIRنموذج

فيَهذهَ لحالة،َفإنَمتغرا تَ لنموذجَهيَ لسكانَ لمشتبهَ َ (2020). ،أنس  لخطرةَ لتيَتشراَإلى
ثانَ لغاضَمنَهذهَ لدر سةَهوَتحديدَ (R).و لمستادون (I) و لمصابون (E) و لمعاضون (S) بهم

فيَإندونرسراَجنب اَإلىَجنبَمعَتحلرلَ لاسم91ََ-ثوفردَلْنتشار SEIR نموذجَ لتاتربَ لجزئي
َطايقة َباستخد م َ لنموذج َمن َمتغرا َلكل َو لتيَ Homotopy Perturbation (MPH) لبراني ،

َ(٢)هماَجا ءَ لمحاثاةَبطايقترن،َوَإتضاعفثَلَمعادلةَفيَمعلمةَ لتضمرنَ)معلماتَإضافرة(.َيتمَ
َطايقة 𝛼معََ MPHمقارنة = َ للأما Runge-Kutta معَطايقة1َ َمجموعةَمنََ(٠). محاثاة

𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4ََفيثَلَمعادلة9َإلى0ََ لتيَلهاَقرمةَبرن S. و E و I و. R َنتائجَ لمحاثاةَ لأولى
،َمماَيدلَعلىَأنَ لخطأَتم4ََمنَ لتاتربَ  Runge-Kutta معَطايقة MPH هيَمقارناتَلطايقة

َ،َلذلكَيمكنَ ستخد مَطايقة لحلَ MPH  لحصولَعلرهَ َعلىَفتا تَزمنرةَمتعددةَصغراَجد  
𝛼1 فيَ لمحاثاةَ ليانرة،َعندماَتؤثاََ.91-ثوفرد  نتشار ≠ ةَضو لمعاََبهاَ لمشتبهَ َ لسكانَقرمَعلى1

َب  َمقارنتها َعند 𝛼1و لمستاد ة = َتؤثا 1 َعندما ،𝛼2 ≠ َبهاَ لمشتبهَ َ لسكانَقرمَعلىَعندئذَ َ 1
𝛼2َب َمقارنتهاَعندَ،َو لمعاضة = 𝛼3تؤثاَعندماَ،1 ≠ َ لمشتبهَ َ لمجموعةَقرمةَعلىَذلكَبعدَ 1

𝛼3َعندماَمقارنتهاَعندَ،َ لمكشوفةَ،َبها = 𝛼4تؤثاَعندماَ،1َ ≠ وعةَ لمستادةَ لمجمَقرمةَعلىَ 1
َ َب  𝛼4عندَمقارنتها = َ لبحث1َ 𝛼𝑖  لتاليَلْستكشافَقرمة.َيمكنَتوجرهَ  = = 𝑖 ،َحرث1َ

َ لاياضي 1,2,3,4  َ لنموذج َفي َمعلمة َلكل َحقرقرة َبرانات -SEIR Fractionalباستخد م

Orderفيَإندونرسرا 91-ثوفرد لْنتشار.
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

COVID-19 adalah penyakit menular yang disebabkan oleh jenis virus SARS-

COV-2 yang baru ditemukan pada akhir 2019, yaitu di Kota Wuhan, Cina. Gejala 

yang ditimbulkan dari COVID-19 adalah suatu infeksi saluran pernapasan baik 

dalam ruang lingkup yang berat atau ringan. Virus yang lebih luas baik penyebaran 

maupun penularannya dibandingkan SARS ini, cukup membahayakan bagi seluruh 

manusia baik lansia, dewasa, atau bahkan anak-anak. Namun virus corona 

penyebab COVID-19 merupakan jenis virus yang tidak mampu bertahan hidup 

lama jika berada di luar inang (makhluk hidup). Hingga pada tanggal 30 Juni 2020, 

Kementerian Kesehatan Republik Indonesia melaporkan 56.385 kasus konfirmasi 

COVID-19 dengan 2.875 kasus meninggal (case fatality rate 5,1%) yang tersebar 

di 34 provinsi. Sebanyak 51,5% kasus terjadi pada laki-laki. Dengan angka 

kematian tertinggi ditemukan pada pasien dengan usia 55-64 tahun (Mustika, 

2020).  

Allah SWT. telah menyatakan dalam firman dengan artinya: 

“Maka tidakkah mereka menghayati (mendalami) Al-Qur’an? Sekiranya (Al-

Qur’an) itu bukan dari Allah, pastilah mereka menemukan banyak hal yang 

bertentangan di dalamnya.”(An-Nisa’ [4]:82). 

 

Ayat di atas mengajak manusia untuk berfikir secara ilmiah dan saintis akan 

informasi-informasi yang terkandung dalam ayat-ayat Al-Qur’an. Tantangan dari 

Allah SWT, berlaku kepada semua generasi di berbagai tempat. Jika Al-Qur’an 

bukan wahyu tuhan, maka informasi Al-Qur’an akan bertentangan dengan 
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kebenaran saintis, yang selalu berubah dari waktu ke waktu. Karena itulah Allah 

SWT mengajak manusia berpikir, merenung, menganalisis, dan mencari korelasi 

antara informasi wahyu Al-Qur’an dan penemuan ilmiah. Allah SWT sendiri yakin 

bahwa Al-Qur’an tidak akan pernah bertentangan dengan kebenaran ilmiah saintis. 

Tetapi, hal demikian hanya bisa dibuktikan oleh orang-orang yang berpikir 

(Rahman, 1992). 

Pandemi ini telah memperkenalkan ledakan penelitian yang terbukti ke dalam 

pemodelan biofisik maupun matematis dari model perluasan infeksi. Upaya utama 

yang telah dikaitkan dengan identifikasi beberapa faktor, yaitu dalam membantu 

meramalkan perkembangan pandemik yang menjadi perhatian dalam suasana 

kecemasan dan keterbatasan sosial. Di antara berbagai jenis model perluasan infeksi 

diantaranya adalah model SEIR, dimana populasi yang terinfeksi tidak dapat 

dibedakan dari yang sakit dengan yang tidak sakit (tidak menunjukkan suatu 

gejala). Di satu sisi, model tersebut secara fisiologis lebih sesuai dengan kasus 

COVID-19 pada kekebalan untuk pulih, tidak sama seperti tipe model SIS (rentan-

infeksi-rentan) yang merupakan salah satu model paling sederhana.  

Beberapa penelitian mengenai penyakit COVID-19 telah dilakukan dalam 

berbagai bidang keilmuan, termasuk bidang matematika yaitu dengan 

menggunakan suatu model persamaan. Dinamika penyebaran penyakit COVID-19 

dapat diketahui dan digunakan untuk memprediksi penyebarannya melalui simulasi 

numerik model matematika tersebut. Penelitian mengenai penyakit COVID-19 

salah satunya dilakukan oleh Annas, dkk (2020). Model yang dikembangkan 

merupakan model matematika Suspected Exposed Infected Recovered (SEIR). 

Dalam model tersebut menjelaskan tentang suatu proses terjadinya populasi 
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manusia yang rentan terinfeksi, terinfeksi tanpa gejala, dan terinfeksi disertai gejala 

hingga pada masa sembuh atau bahkan masa kematian. Penelitian yang dilakukan 

Annas, dkk (2020) membahas analisis kestabilan dan simulasi numerik pada model 

SEIR penyebaran COVID-19. Model tersebut mempertimbangkan faktor vaksinasi 

dan isolasi sebagai parameter. Analisis model tersebut menghasilkan kestabilan 

asimtotik secara global dan prediksi dari angka penyebaran COVID-19 dengan 

menggunakan faktor vaksinasi dan isolasi yang dapat memperlambat penyebaran 

COVID-19.  

Model matematika penyebaran COVID-19 yang telah dikembangkan oleh 

Annas, dkk (2020) berbentuk Sistem Persamaan Diferensial Biasa (SPDB) 

nonlinier. SPDB nonlinear umumnya sulit dicari solusinya secara analitik, maka 

terdapat pemodelan matematika yang lain sehingga solusinya dapat diselesaikan 

secara analitik yaitu menggunakan Sistem Persamaan Diferensial Fraksional 

(SPDF). Hal ini telah dilakukan oleh Das dan Gupta (2011) yaitu dengan mengubah 

SPDB nonlinier ke dalam SPDF pada model matematika persamaan Lotka-

Volterra, kemudian diselesaikan menggunakan Metode Perturbasi Homotopi 

(MPH). Salah satu metode yang digunakan yaitu dengan mengganti turunan 

pertama dari SPDB nonlinier terhadap turunan fraksional orde 𝛼 dengan 0 < 𝛼 ≤

1. Jika 𝛼 = 1, sehingga bentuk SPDF akan sama dengan bentuk SPDB nonlinier, 

maka SPDF dapat dipandang sebagai perumuman dari SPDB nonlinier (Das dan 

Gupta, 2011). 

Sebagaimana yang telah dilakukan Das dan Gupta (2011), metode yang 

digunakan untuk menyelesaikan SPDF yaitu menggunakan Metode Perturbasi 

Homotopi (MPH), yaitu dengan mengalikan setiap persamaan pada model 
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matematika dengan menggunakan parameter tambahan (embedding). Hasil 

penyelesaiannya berbentuk deret tak hingga yang selanjutnya diselesaikan secara 

numerik (Hemeda, 2012). Simulasi numerik model matematika penyebaran 

COVID-19 akan menggunakan model matematika yang dikembangkan oleh Annas 

(2020) dan nilai-nilai parameter berdasarkan data kumulatif kasus COVID-19 di 

Jawa Timur pada tahun 2020. 

Berdasarkan uraian diatas, penulis tertarik untuk mengubah model SEIR pada 

penyebaran COVID-19 di Indonesia (Annas. dkk, 2020) yang merupakan Sistem 

Persamaan Diferensial non linier menjadi suatu model Sistem Persamaan 

Diferensial Fraksional (SPDF) serta menyelesaikannya dengan menggunakan 

Metode Perturbasi Homotopi (MPH). Sehingga penulis akan menuliskannya dalam 

bentuk skripsi dengan judul “Model Epidemi Suspected Exposed Infected 

Recovered (SEIR) penyebaran COVID-19 Orde-Fraksional”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah di atas, rumusan masalah pada penelitian 

ini yaitu:  

1. Bagaimana solusi dari model matematika SEIR penyebaran COVID-19 orde-

fraksional dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) ? 

2. Bagaimana simulasi dari model matematika SEIR penyebaran COVID-19 

orde-fraksional dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) ? 
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1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan dari penelitian ini  

adalah : 

1. Menemukan solusi dari model matematika SEIR penyebaran COVID-19 

orde-fraksional dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH). 

2. Mendapatkan simulasi dari model matematika SEIR penyebaran COVID-19 

orde-fraksional dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH).  

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang dapat diperoleh pada penelitian ini yaitu:  

1. Dengan mengetahui solusi dari Metode Perturbasi Homotopi (MPH) pada 

model matematika SEIR penyebaran COVID-19 orde-fraksional dapat 

dilakukan percobaan dengan berbagai macam perubahan parameter.  

2. Dengan plot yang sudah dilakukan pada model SEIR berdasarkan solusi 

penyelesaian dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) dapat diketahui 

perkembangan kasus penyebaran COVID-19 pada setiap variabel dengan 

masing-masing orde 𝛼.  

1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini yaitu : 

1. Model merujuk pada Annas, dkk (2020), yakni: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇𝑁 − (𝛼𝐼 +  𝜇 + 𝑣)𝑆  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼𝑆 − (𝛽 + 𝜇)𝐸 
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𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛿𝐼 + 𝑣𝑆 − 𝜇𝑅 

2. Orde fraksional 𝛼 yang akan digunakan terletak pada interval 0 sampai 1 

3. Parameter-parameter yang digunakan berdasarkan data kumulatif kasus 

COVID-19 di Jawa Timur bulan Maret hingga Desember tahun 2020. 

1.6 Metode Penelitian 

Untuk melaksanakan penelitian ini, dilakukan langkah-langkah sebagai 

berikut: 

1. Menerapkan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) dalam model matematika 

SEIR penyebaran COVID-19 orde-fraksional untuk mencari solusi analitik. 

Dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

a. Menentukan kondisi awal pada masing-masing persamaan. 

b. Mensubstitusikan parameter tambahan (embedding) pada sistem 

persamaan diferensial orde-fraksional. 

c. Mengasumsikan solusi merupakan deret pangkat pada 𝑞, dimana 𝑞 ∈

[0,1] merupakan parameter tambahan (embedding) dalam Metode 

Perturbasi Homotopi (MPH). 

d. Mensubstitusikan rangkaian deret pangkat di 𝑞 ke masing-masing 

sistem persamaan diferensial yang dihasilkan pada langkah 

sebelumnya.  

e. Mencari nilai dalam parameter model persamaan SEIR menggunakan 

turunan Fraksional Caputo. 
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f. Menggunakan definisi Integral Fraksional Riemann-Liouville sebagai 

pengoperasian dengan setiap hasil pada langkah d terhadap kedua ruas, 

maka koefisien dari suku-suku pada deret yang dihasilkan pada langkah 

c akan didapatkan. 

g. Mensubstitusikan koefisien terhadap suku-suku yang telah didapatkan 

pada deret yang sudah diperoleh di langkah c maka ditemukan solusi 

sistem persamaan diferensial pada langkah b. 

h. Mensubstitusikan nilai 𝑞 = 1 pada deret langkah g maka didapatkan 

solusi sistem persamaan diferensial orde-fraksional dengan 

menggunakan Metode Perturbasi Homotopi (MPH).   

2. Melakukan simulasi numerik dari model matematika SEIR penyebaran 

COVID-19 orde-fraksional dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) 

berdasarkan data kumulatif kasus COVID-19 di Jawa Timur tahun 2020.  

1.7 Sistematika Penulisan  

Sistematika penulisan dari penelitian ini terdiri dari empat bab antara lain: 

BAB I   PENDAHULUAN  

Bab pendahuluan berisi tentang latar belakang, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan 

masalah, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 

BAB II   KAJIAN PUSTAKA  

Kajian pustaka berisi tentang teori-teori pendukung untuk 

bab pembahasan. Teori-teori tersebut berisi tentang dasar-

dasar teori sebagai rujukan dalam penulisan penelitian ini. 
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Teori yang mendukung dalam pembahasan analisis model 

matematika SEIR penyebaran COVID-19 orde-fraksional 

yaitu meliputi, Model Matematika SEIR, Variabel dan 

Parameter model matematika yang akan digunakan dalam 

penelitian ini, Sistem persamaan diferensial fraksional 

model matematika SEIR pada penyebaran COVID-19, 

Metode Perturbasi Homotopi atau MPH, dan Kajian 

keagamaan. 

BAB III   HASIL DAN PEMBAHASAN  

Bab ini meliputi hasil dari penelitian model SEIR 

penyebaran COVID-19 orde-fraksional dengan rinci. 

Pembahasan tersebut antara lain meliputi, Sistem Persamaan 

Diferensial Fraksional atau SPDF pada model matematika 

SEIR penyebaran COVID-19, penyelesaian model SEIR 

orde-fraksional dengan metode MPH, dan simulasi numerik 

tentang solusi matematika penyebaran COVID-19 dengan 

menggunakan Metode Perturbasi Homotopi (MPH).  

BAB IV   PENUTUP  

Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil 

pembahasan serta saran untuk penelitian selanjutnya.
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BAB II  

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Model Matematika SEIR penyebaran COVID-19  

Model yang  dikembangkan Annas, dkk (2020) pada penyebaran COVID-19 

dengan model persamaan SEIR yang merupakan suatu Sistem Persamaan 

Diferensial Biasa (SPDB) nonlinier pada jurnalnya yang berjudul “Stability 

analysis and numerical simulation of SEIR model for pandemic COVID-19 spread 

in Indonesia”. Model penyebaran ini terdiri dari empat variabel diantaranya 

Suspectible (𝑆) yaitu variabel yang menunjukkan jumlah populasi manusia yang 

rentan dapat terinfeksi atau tertular, Exposed (𝐸) yaitu variabel yang menunjukkan 

jumlah populasi manusia yang terinfeksi, dengan adanya riwayat kontak antar 

manusia baik secara langsung atau tidak langsung dalam rentang 7 hari terakhir dan 

tidak menunjukkan gejala, Infected (𝐼) yaitu variabel yang menunjukkan populasi 

manusia terinfeksi akibat tidak adanya pengobatan secara langsung dari individu 

yang terpapar disertakan adanya gejala, dan Recovered (𝑅) yaitu variabel yang 

menunjukkan populasi manusia yang sembuh dari penyakit karena adanya 

pengobatan yang sukses, dengan 𝑁 menunjukkan banyaknya populasi manusia 

keseluruhan.  
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Diagram dari model matematika SEIR penyebaran COVID-19 dapat 

digambarkan sebagai berikut :  

 

 

 

  

 

Gambar 2.1 Model Matematika penyebaran COVID-19 (Annas dkk, 2020) 

 

Keterangan :  

:  Menambah jumlah populasi yang dituju, dan mengurangi 

populasi asal. 

: Menunjukkan adanya interaksi antara kedua populasi namun 

tidak mengurangi ataupun menambah jumlah kedua populasi. 

Pada model matematika SEIR penyebaran COVID-19 terdapat beberapa 

variabel dan parameter yang dapat dijelaskan sebagai berikut: 

1. 𝑁 : Populasi manusia. 

2. S  : Populasi manusia yang rentan. 

3. 𝐸 : Populasi manusia yang terinfeksi tanpa gejala. 

4. 𝐼  : Populasi manusia yang terinfeksi. 

5. 𝑅 : Populasi manusia yang sembuh atau bebas dari virus. 

6. 𝜇  : Laju kelahiran / Laju kematian. 

7. 𝛼 : Laju kemungkinan perubahan dari 𝑆 ke 𝐸. 

𝑆 𝐸 𝐼 𝑅 
𝜇𝑁 

𝑣 

𝛼𝐼 𝛽 𝛿 

𝜇 𝜇 𝜇 𝜇𝑖  𝜇 
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8. 𝛽 : Laju kemungkinan perubahan dari 𝐸 ke 𝐼. 

9. 𝜇𝑖 : Laju kematian karena terinfeksi COVID-19.  

10. 𝛿  : Laju kemungkinan perubahan dari 𝐼 ke 𝑅 

11. 𝑣  : Laju vaksin untuk populasi 𝑆. 

Berdasarkan diagram transmisi penyebaran COVID-19, model matematika 

SEIR di Indonesia dapat dinyatakan dalam persamaan diferensial sebagai berikut :  

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇𝑁 − (𝛼𝐼 + 𝜇 + 𝑣) 𝑆      (2.1) 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼𝑆 − (𝛽 + 𝜇)𝐸       (2.2) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝐸 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼      (2.3) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑆𝐼 + 𝑣𝑆 − 𝜇𝑅       (2.4) 

Persamaan (2.1) menunjukkan bahwa laju perubahan populasi manusia rentan 

meningkat karena adanya laju kelahiran dari populasi manusia (𝑁) dan berkurang 

karena adanya kematian alami, adanya populasi manusia yang sembuh karena laju 

vaksin terhadap 𝑅, dan adanya sejumlah populasi rentan yang terinfeksi COVID-

19. Persamaan (2.2) menunjukkan bahwa laju perubahan populasi manusia 

terinfeksi tanpa menunjukkan gejala meningkat karena adanya sejumlah populasi 

rentan yang terinfeksi COVID-19 tanpa menunjukkan gejala dan berkurang karena 

adanya populasi manusia yang terinfeksi dengan menunjukkan gejala dan adanya 

laju kematian.  

Persamaan (2.3) menunjukkan bahwa laju perubahan populasi manusia 

terinfeksi COVID-19 dengan menunjukkan suatu gejala meningkat, karena adanya 
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sejumlah populasi yang tidak menunjukkan gejala berubah dalam populasi 

terinfeksi yang menunjukkan gejala, dan berkurang karena adanya sejumlah 

manusia terinfeksi yang sembuh dari COVID-19, adanya kematian alami dan 

kematian akibat terinfeksi COVID-19. Persamaan (2.4) menunjukkan bahwa laju 

perubahan populasi manusia sembuh bertambah karena adanya sejumlah manusia 

terinfeksi yang sembuh dari COVID-19 dan laju vaksin dari populasi manusia yang 

rentan, dan berkurang karena adanya kematian alami.       

Karena 𝑁, 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅 menyatakan banyaknya populasi manusia dapat 

dikatakan sebagai : 

𝑁, 𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑅 ≥ 0        (2.5) 

Sedemikian untuk 𝜇𝑁, 𝜇, 𝑣, 𝛼𝐼, 𝛽, 𝛿 dan 𝜇𝑖 laju-laju yang mempengaruhi 

dapat diasumsikan sebagai berikut:  

𝜇𝑁, 𝜇, 𝛼𝐼, 𝛽, 𝛿, 𝑣, 𝜇𝑖  ≥ 0      (2.6) 

2.2 Sistem Persamaan Diferensial Fraksional Model SEIR dalam 

Penyebaran COVID-19 

Persamaan diferensial secara umum dibedakan menjadi dua bagian, yaitu 

persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Persamaan 

diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan fungsi yang terdiri dari 

satu atau variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas. Pada umumnya 

persamaan diferensial berorde bilangan asli, namun persamaan diferensial tersebut 

dapat berkembang menjadi bentuk orde pecahan yang kemudian disebut dengan 

persamaan diferensial fraksional. 
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Model SEIR dalam penyebaran COVID-19 menggunakan sistem persamaan 

diferensial nonlinier. Sehingga untuk mengubah menjadi suatu sistem persamaan 

diferensial fraksional memerlukan beberapa langkah, yaitu mengganti turunan 

pertama dari sistem persamaan yang nonlinier dengan turunan fraksional orde 𝛼 

dimana 0 < 𝛼𝑖  ≤ 1, 𝑖 = 1,2,3,4.  

𝑑𝛼1𝑆

𝑑𝑡𝛼1
= 𝜇𝑁 − (𝛼𝐼 +  𝜇 + 𝑣)𝑆        (2.7) 

𝑑𝛼2𝐸

𝑑𝑡𝛼2
= 𝛼𝐼𝑆 − (𝛽 + 𝜇)𝐸       (2.8) 

𝑑𝛼3𝐼

𝑑𝑡𝛼3
= 𝛽𝐸 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼       (2.9) 

𝑑𝛼4𝑅

𝑑𝑡𝛼4
= 𝛿𝐼 + 𝑣𝑆 − 𝜇𝑅        (2.10) 

Dalam menyelesaikan sistem persamaan diferensial fraksional memerlukan 

beberapa definisi. Definisi yang dimaksud meliputi definisi tentang integral 

fraksional, turunan fraksional, dan fungsi gamma.   

Definisi 2.1 Fungsi Gamma untuk 𝛼 > 0 dapat didefinisikan sebagai berikut : 

Γ(𝛼) =  ∫ 𝑡𝛼−1 𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

Dan salah satu sifat fungsi gamma adalah Γ (𝛼 + 1) = 𝛼Γ (𝛼) (Zill, 2009). 

Definisi 2.2 Integral fraksional Riemann-Liouville 𝐼𝛼 (𝛼 ≥ 0) dengan fungsi 𝑓(𝑡) 

dapat didefinisikan sebagai berikut:  

𝐼𝛼𝑓(𝑡) = {

1

Γ (α)
 ∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,   𝛼 > 0

𝑡

0

𝑓(𝑡),     𝛼 = 0 
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Dengan Γ (𝛼) adalah suatu fungsi Gamma (Hemeda, 2012).  

Definisi 2.3 Turunan Fraksional Caputo 
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼 dengan 𝛼 > 0, 𝑡 > 0 dan 𝑛 ∈  ℕ untuk 

fungsi 𝑓(𝑡) dapat didefinisikan sebagai berikut : 

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
 𝑓(𝑡) =    {

1

Γ(n − α)
 ∫

𝑓𝑛 (𝑠)𝑑𝑠

(𝑡 − 𝑠)[𝛼−𝑛+1] , 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛
𝑡

0

𝑓𝑛 (𝑡),           𝛼 = 𝑛

 

Sedemikian turunan fraksional caputo memiliki salah satu sifat yaitu: 

(𝐼𝛼
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
 )  𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑ 𝑓𝑘 (0)

𝑡𝑘

𝑘!
 

𝑛−1

𝑘=0
 

Maka untuk 𝑛 = 1 berlaku : 

(𝐼𝛼
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
 )  𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(0)(0) 

Dimana untuk turunan fraksional caputo 
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼 merupakan suatu operasi linear 

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
 (𝛽 𝑓(𝑥)) = 𝛽

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
 𝑓(𝑥) + 𝜇

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
 𝑔(𝑥) 

dengan 𝛽 dan 𝜇 nya adalah konstan (Sweilam, 2012). 

Definisi 2.4 Integral Riemann-Liouville 𝐼𝛼(𝛼 ≥ 0) untuk suatu fungsi 𝑓(𝑡) dapat 

didefinisikan sebagai berikut (Hemeda, 2012) : 

𝐼𝛼𝑓(𝑡)𝑞 =
Γ (𝑞 + 1)

Γ (𝛼 + 𝑞 + 1)
 𝑓(𝑡)𝛼+𝑞 

2.3 Metode Perturbasi Homotopi (MPH) 

Untuk menyelesaikan suatu masalah Sistem Persamaan Diferensial 

Fraksional (SPDF) secara analitik, salah satunya yaitu dengan menggunakan 
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Metode Perturbasi Homotopi atau MPH, yang akan menunjukkan hasil dengan 

bentuk deret tak hingga. Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan sistem 

persamaan diferensial fraksional pada model SEIR penyebaran COVID-19 di 

Indonesia dengan menggunakan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) adalah 

sebagai berikut: 

a. Menjadikan Sistem Persamaan Diferensial Fraksional Homotopi (SPDFH) 

dengan mengalikan ruas kanan pada masing-masing persamaan yang sudah 

diketahui dengan parameter tambahan yaitu 𝑞 dengan 𝑞 ∈ [0,1] merupakan 

suatu parameter untuk mencari nilai 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅. Sedemikian hingga 

persamaan (2.7) – (2.10) menjadi: 

𝑑𝛼1𝑆

𝑑𝑡𝛼1
= 𝑞[𝜇𝑁 − (𝛼𝐼 +  𝜇 + 𝑣)𝑆]       (2.11) 

𝑑𝛼2𝐸

𝑑𝑡𝛼2
= 𝑞 [𝛼𝐼𝑆 − (𝛽 + 𝜇)𝐸]          (2.12) 

𝑑𝛼3𝐼

𝑑𝑡𝛼3
= 𝑞 [𝛽𝐸 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼]      (2.13) 

𝑑𝛼4𝑅

𝑑𝑡𝛼4
= 𝑞 [𝛿𝐼 + 𝑣𝑆 − 𝜇𝑅]       (2.14) 

b. Mengasumsikan bahwa hasil dari persamaan (2.11) – (2.14) merupakan 

suatu deret pangkat dari 𝑞, sedemikian hingga menjadi:  

𝑆(𝑡) = 𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2 + 𝑞3𝑆3 + ⋯     (2.15) 

𝐸(𝑡) = 𝐸0 + 𝑞𝐸1 + 𝑞2𝐸2 + 𝑞3𝐸3 + ⋯      (2.16) 

𝐼(𝑡) = 𝐼0 + 𝑞𝐼1 + 𝑞2𝐼2 + 𝑞3𝐼3 + ⋯      (2.17)  

𝑅(𝑡) = 𝑅0 + 𝑞𝑅1 + 𝑞2𝑅2 + 𝑞3𝑅3 + ⋯     (2.18)  
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c. Mensubstitusi persamaan (2.15) – (2.18) pada persamaan (2.11) – (2.14) dan 

menyamakan koefisien 𝑞𝑚 dengan 𝑚 = 0,1,2,3, … , 𝑛 sehingga diperoleh 

nilai untuk 𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑅0, 𝑆1, 𝐸1, 𝐼1, 𝑅1, 𝑆2, 𝐸2, 𝐼2, 𝑅2, 𝑆3, 𝐸3, 𝐼3, 𝑅3. 

d. Mencari nilai 𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, dan 𝑅0 dengan menggunakan definisi Turunan 

Fraksional Caputo yaitu definisi 2.3. 

e. Hasil dari langkah c dioperasikan dengan operator Integral Fraksional 

Riemann-Liouville 𝐼𝛼1 , 𝐼𝛼2, 𝐼𝛼3, dan 𝐼𝛼4 merupakan invers dari turunan 

Caputo pada kedua ruas sehingga didapatkan koefisien dari suku-suku deret 

yang dihasilkan pada langkah b. 

f. Mensubstitusikan koefisien dari suku-suku yang diperoleh ke dalam deret 

pada langkah kedua sehingga didapatkan suatu solusi SPDH.  

2.4 Kajian Keagamaan    

Kehidupan di dunia hanyalah perantara jalan kita untuk menuju akhirat. 

Semua pilihan ada di tangan hambanya yang selalu berusaha dan berdoa untuk 

kebaikan dalam kehidupannya masing-masing. Allah selalu punya cara untuk 

mengingatkan kita, agar tidak lalai pada kenikmatan dunia, bahwa dunia hanya 

sementara dan fana. Kehidupan itu sendiri adalah sesuatu yang selalu berubah-

ubah, silih berganti, atau bahkan saling bertentangan. Ada tiga alur kehidupan 

manusia yang terpenting di dunia diantaranya, sehat, sakit dan mati. Keadaan-

keadaan inilah yang menjadi rotasi siklus kehidupan manusia yang terkadang jauh 

dari segala harapan.  

Islam mengenal satu konsep yang dinamik tentang kesehatan dan di dalamnya 

tercakup pengertian tentang “Shihah” yaitu dengan keadaan jasmani yang 

mengharuskan seluruh anggota tubuh berfungsi dengan baik. Selain pengertian 
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shihah masih ada pengertian tentang “aafiyah” ialah suatu keadaan yang lebih 

afdhal yang dampaknya menjangkau kebahagiaan manusia di dunia dan akhirat. 

Menurut Imam Ibnul-Qayyim Al-Jauzy, upaya yang dilakukan islam dalam 

mewujudkan kesehatan terdiri dari tiga macam kegiatan yaitu memelihara 

kesehatan, menjaga diri agar penyakit tidak semakin parah dna menghilangkan hal-

hal yang apabila dibiarkan akan menyebabkan sakit (Boesri, 1995).   

Allah berfirman: 

َ نَْرشۡفَْيكَوكإْذك َمكاضْۡتَُف كهُوك  

“Dan apabila Aku sakit, dialah yang menyembuhkan aku,” (QS. Asy-

Syu’ara:80). 

 

Ayat diatas menerangkan bahwa semua penyakit itu datangnya dari Allah 

SWT, maka Allah juga yang akan menyembuhkannya. Dalam Tafsir Al-Misbah 

menyatakan bahwa kata “waidza maridltu” berbeda dengan redaksi lainnya. 

Redaksinya menyatakan “apabila aku sakit” bukan “apabila Allah menjadikan aku 

sakit”. Sedangkan dalam hal penyembuhan beliau secara tegas menyatakan bahwa 

yang melakukannya adalah Allah (Shihab, 2002). Dengan demikian terlihat jelas 

bahwa segala sesuatu yang buruk seperti penyakit tidaklah pantas disandarkan 

kepada Allah. Sedangkan penyembuhan penyakit adalah hal yang terpuji sehingga 

pantas untuk disandarkan kepada Allah. Namun perlu digaris bawahi bukan berarti 

upaya penyembuhan itu sudah tidak diperlukan lagi seperti pada sabda Nabi yang 

artinya: 

“diriwayatkan dari Jabir r.a, dari Rasulullah SAW: beliau bersabda, 

setiap penyakit itu ada obatnya. Apabila obat suatu penyakit setelah tepat, 

sembuhlah ia dengan izin Allah”(H.R. Muslim).  
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Dapat ditarik kesimpulan, bahwa kita sebagai manusia harus ikhtiar dan 

terus berdoa untuk dijauhkan dari segala penyakit. Harapan manusia sebagai 

makhluk hidup adalah agar lekas sembuh dari wabah COVID-19 ini. 
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BAB III 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Pembahasan kali ini mengenai sistem persamaan diferensial fraksional pada 

model SEIR penyebaran COVID-19 yang didapatkan dari sistem persamaan 

diferensial biasa nonlinear penyebaran COVID-19 yang dikembangkan oleh Annas, 

dkk (2020). Sistem persamaan diferensial fraksional penyebaran COVID-19 

diselesaikan dengan menggunakan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) dan 

selanjutnya dilakukan simulasi numerik dengan menggunakan nilai-nilai parameter 

berdasarkan data kumulatif kasus penyebaran COVID-19. 

 

3.1 Solusi Model Matematika SEIR Penyebaran COVID-19 Orde-

Fraksional dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) 

Berdasarkan pada Subbab 2.2 model SEIR penyebaran COVID-19 orde-

fraksional dapat dilihat pada persamaan (2.7) – (2.10) dengan kondisi awal sebagai 

berikut: 

𝑆(0) = 𝜔         (3.1a) 

𝐸(0) = 𝜏        (3.1b) 

𝐼(0) = 𝜋         (3.1c)  

𝑅(0) =  𝜗        (3.1d)  

dimana 𝜔, 𝜏, 𝜋, 𝜗 > 0 
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Persamaan yang diperoleh merupakan sistem persamaan diferensial 

fraksional pada model SEIR penyebaran COVID-19. Sehingga untuk mencari 

solusi dari sistem persamaan tersebut, akan digunakan salah satu metode yaitu 

dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH). Dengan langkah sebagai berikut: 

1. Memasukkan parameter tambahan 𝑞 pada ruas kanan pada masing-masing 

persamaan, sehingga menjadi:  

𝑑𝛼1𝑆

𝑑𝑡𝛼1
= 𝑞 [𝜇𝑁 − (𝛼𝐼 +  𝜇 + 𝑣)𝑆]       (3.2a) 

𝑑𝛼2𝐸

𝑑𝑡𝛼2
= 𝑞 [𝛼𝐼𝑆 − (𝛽 + 𝜇)𝐸]          (3.2b) 

𝑑𝛼3𝐼

𝑑𝑡𝛼3
= 𝑞 [𝛽𝐸 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼]      (3.2c) 

𝑑𝛼4𝑅

𝑑𝑡𝛼4
= 𝑞 [𝛿𝐼 + 𝑣𝑆 − 𝜇𝑅]       (3.2d) 

Dengan 𝑞 ∈ [0,1] adalah parameter embedding atau parameter tambahan. 

2. Mengasumsikan bahwa solusi dari persamaan (3.2a) – (3.2d) berupa suatu 

deret pangkat dalam 𝑞 yaitu sebagai berikut: 

𝑆(𝑡) = 𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2 + 𝑞3𝑆3 + ⋯      (3.3a) 

𝐸(𝑡) = 𝐸0 + 𝑞𝐸1 + 𝑞2𝐸2 + 𝑞3𝐸3 + ⋯      (3.3b) 

𝐼(𝑡) = 𝐼0 + 𝑞𝐼1 + 𝑞2𝐼2 + 𝑞3𝐼3 + ⋯      (3.3c)  

𝑅(𝑡) = 𝑅0 + 𝑞𝑅1 + 𝑞2𝑅2 + 𝑞3𝑅3 + ⋯     (3.3d)  
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3. Menentukan persamaan diferensial fraksional untuk 𝑆0, 𝐸0, 𝐼0,

𝑅0, 𝑆1, 𝐸1, 𝐼1, 𝑅1, 𝑆2, 𝐸2, 𝐼2, 𝑅2  dengan mensubstitusikan persamaan (3.3a) – 

(3.3d) ke persamaan (3.2a) – (3.2d) dan menyamakan koefisien 𝑞𝑚, 𝑚 =

0,1,2,3, … , 𝑛.  

Untuk mencari nilai 𝑆0 yaitu mensubstitusikan persamaan (3.3a) dan 

(3.3c) ke dalam persamaan (3.2a) diperoleh: 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
(𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2 + 𝑞3𝑆3 + ⋯ )

= 𝑞{𝜇𝑁

− 𝛼[𝐼0 + 𝑞𝐼1 + 𝑞2𝐼2 + 𝑞3𝐼3 + ⋯ ][𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2 + 𝑞3𝑆3

+ ⋯ ] − 𝜇[𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2 + 𝑞3𝑆3 + ⋯ ]

− 𝑣[𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2 + 𝑞3𝑆3 + ⋯ ]} 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 𝑆0 + 𝑞 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 𝑆1 + 𝑞2  

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 𝑆2 + 𝑞3  

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 𝑆3 + ⋯

=   𝑞(𝜇𝑁 − 𝛼𝐼0𝑆0 − 𝜇𝑆0 − 𝑣𝑆0)

+ 𝑞2(−𝛼𝐼1𝑆0 − 𝛼𝐼0𝑆1 − 𝜇𝑆1 − 𝑣𝑆1)

+  𝑞3 (− 𝛼𝐼0𝑆2 − 𝛼𝐼1𝑆1 − 𝛼𝐼2𝑆0 − 𝜇𝑆2 − 𝑣𝑆2) + ⋯ 

Dengan demikian diperoleh persamaan diferensial fraksional sebagai 

berikut :  

𝑞0 ∶  
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 𝑆0 =  0,        (3.4a) 

𝑞1 ∶  
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
  𝑆1 =  𝜇𝑁 − 𝛼𝐼0𝑆0 − 𝜇𝑆0 − 𝑣𝑆0,    (3.4b) 

𝑞2 ∶  
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
  𝑆2 =   −𝛼𝐼1𝑆0 − 𝛼𝐼0𝑆1 − 𝜇𝑆1 − 𝑣𝑆1,   (3.4c) 
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𝑞3 ∶  
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
  𝑆3 =   − 𝛼𝐼0𝑆2 − 𝛼𝐼1𝑆1 − 𝛼𝐼2𝑆0 − 𝜇𝑆2 − 𝑣𝑆2,  (3.4d) 

⋮  

𝑞𝑛 :  
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
  𝑆𝑛 =  −𝛼 ∑ 𝐼𝑖𝑆𝑛−1−𝑖 − 𝜇𝑆𝑛−1 − 𝑣𝑆𝑛−1 𝑛−1

𝑖=0 ; 𝑛 ≥ 2   (3.4e) 

Dengan menggunakan cara yang sama, yaitu mensubstitusikan 

persamaan (3.3a), (3.3b), dan (3.3c) ke persamaan (3.2b) sehingga diperoleh 

persamaan differensial fraksional sebagai berikut: 

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
(𝐸0 + 𝑞𝐸1 + 𝑞2𝐸2 + 𝑞3𝐸3 + ⋯  )

= 𝑞{[𝛼(𝐼0 + 𝑞𝐼1 + 𝑞2𝐼2 + 𝑞3𝐼3 + ⋯ )(𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2

+ 𝑞3𝑆3 + ⋯ ) −  (𝛽 + 𝜇)𝐸0 + 𝑞𝐸1 + 𝑞2𝐸2 + 𝑞3𝐸3 + ⋯ ] }  

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
 𝐸0 + 𝑞 

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼 2
 𝐸1 + 𝑞2  

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
 𝐸2 + 𝑞3  

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
 𝐸3 + ⋯

=   𝑞 (𝛼𝐼0𝑆0 − (𝛽 + 𝜇)𝐸0)

+ 𝑞2 (𝛼𝐼1𝑆0 + 𝛼𝐼0𝑆1 − (𝛽 + 𝜇)𝐸1)

+ 𝑞3 (𝛼𝐼0𝑆2 + 𝛼𝐼1𝑆1 + 𝛼𝐼2𝑆0 − (𝛽 + 𝜇)𝐸2) + ⋯  

Dengan demikian diperoleh persamaan diferensial fraksional sebagai 

berikut:  

𝑞0 ∶  
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
 𝐸0 =  0,        (3.5a) 

𝑞1 ∶  
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
  𝐸1 =  𝛼𝐼0𝑆0 − (𝛽 + 𝜇)𝐸0,     (3.5b) 

𝑞2 ∶  
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
  𝐸2 =   𝛼𝐼1𝑆0 + 𝛼𝐼0𝑆1 − (𝛽 + 𝜇)𝐸1,    (3.5c) 
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𝑞3 ∶  
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
  𝐸3 =   𝛼𝐼0𝑆2 + 𝛼𝐼1𝑆1 + 𝛼𝐼2𝑆0 − (𝛽 + 𝜇)𝐸2,  (3.5d) 

⋮  

 𝑞𝑛 : 
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
  𝐸𝑛 =  𝛼 ∑ 𝐼𝑖𝑆𝑛−1−𝑖 − (𝛽 + 𝜇)𝐸𝑛−1 𝑛−1

𝑖=0 ; 𝑛 ≥ 1  (3.5e) 

Dengan menggunakan cara yang sama, yaitu mensubstitusikan 

persamaan (3.3c) dan (3.3d) ke persamaan (3.2c) sehingga diperoleh 

persamaan diferensial fraksional sebagai berikut: 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
(𝐼0 + 𝑞𝐼1 + 𝑞2𝐼2 + 𝑞3𝐼3 + ⋯   )

= 𝑞{[𝛽(𝐸0 + 𝑞𝐸1 + 𝑞2𝐸2 + 𝑞3𝐸3 + ⋯ ) −  (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)(𝐼0

+ 𝑞𝐼1 + 𝑞2𝐼2 + 𝑞3𝐼3 + ⋯ )] } 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
 𝐼0 + 𝑞 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
 𝐼1 + 𝑞2  

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
 𝐼2 + 𝑞3  

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
 𝐼3 + ⋯

=   𝑞 (𝛽𝐸0 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼0) + 𝑞2 (𝛽𝐸1 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼1)

+ 𝑞3 (𝛽𝐸2 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼2) + ⋯  

Dengan demikian diperoleh persamaan diferensial fraksional sebagai 

berikut :  

𝑞0 ∶  
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝜃3
 𝐼0 =  0,        (3.6a) 

𝑞1 ∶  
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼1 =  𝛽𝐸0 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼0,    (3.6b) 

𝑞2 ∶  
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼2 =  𝛽𝐸1 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼1,    (3.6c) 
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𝑞3 ∶  
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼3 =   𝛽𝐸2 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼2,    (3.6d) 

⋮  

𝑞𝑛 : 
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼𝑛 = 𝛽𝐸𝑛−1 −  (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼𝑛−1 ; 𝑛 ≥ 1   (3.6e) 

Dengan menggunakan cara yang sama, yaitu mensubstitusikan 

persamaan (3.3a), (3.3c), dan (3.3d) ke persamaan (3.4d) sehingga diperoleh 

persamaan diferensial fraksional sebagai berikut: 

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
(𝑅0 + 𝑞𝑅1 + 𝑞2𝑅2 + 𝑞3𝑅3 + ⋯ )

= 𝑞[𝛿(𝐼0 + 𝑞𝐼1 + 𝑞2𝐼2 + 𝑞3𝐼3 + ⋯  ) + 𝑣(𝑆0 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2

+ 𝑞3𝑆3 + ⋯ ) − (𝜇)(𝑅0 + 𝑞𝑅1 + 𝑞2𝑅2 + 𝑞3𝑅3 + ⋯ )]  

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
 𝑅0 + 𝑞 

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
 𝑅1 + 𝑞2  

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
 𝑅2 + 𝑞3  

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
 𝑅3 + ⋯

=   𝑞(𝛿𝐼0 + 𝑣𝑆0 − 𝜇𝑅0) + 𝑞2 (𝛿𝐼1 + 𝑣𝑆1 − 𝜇𝑅1)

+ 𝑞3 (𝛿𝐼2 + 𝑣𝑆2 − 𝜇𝑅2) + ⋯  

Dengan demikian diperoleh persamaan diferensial fraksional sebagai 

berikut :  

𝑞0 ∶  
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
 𝑅0 =  0,        (3.7a) 

𝑞1 ∶  
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
  𝑅1 =  𝛿𝐼0 + 𝑣𝑆0 − 𝜇𝑅0,     (3.7b) 

𝑞2 ∶  
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
  𝑅2 = 𝛿𝐼1 + 𝑣𝑆1 − 𝜇𝑅1,     (3.7c) 
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𝑞3 ∶  
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
  𝑅3 =  𝛿𝐼2 + 𝑣𝑆2 − 𝜇𝑅2,     (3.7d) 

⋮  

𝑞𝑛 : 
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
  𝑅𝑛 = 𝛿𝐼𝑛−1 + 𝑣𝑆𝑛 − 𝜇𝑅𝑛 ; 𝑛 ≥ 1    (3.7e)  

4. Menentukan nilai dari 𝑆0(𝑡), 𝐸0(𝑡), 𝐼0(𝑡), dan 𝑅0(𝑡) dengan menggunakan 

Definisi 2.3 berdasarkan persamaan (3.4a), sehingga diperoleh:  

1

Γ(1 − 𝛼)
 ∫(𝑡 − 𝑠)−𝛼𝑆0

(1)
 (𝑠) 𝑑𝑠 = 0 

𝑡

0

 

Karena 0 < 𝛼 < 1, maka 
1

Γ(1−𝛼)
 ada. Oleh karena itu (𝑡 −

𝑠)−𝛼𝑆0
(1)

 (𝑠) = 0 sehingga 𝑆0
(1)

 (𝑠) = 0. Maka 𝑆0 (𝑡) = 𝑐, untuk setiap 𝑡 >

0 dengan 𝑐 adalah konstan.  

Berdasarkan persamaan (3.1a) dan (3.3a) diperoleh : 

𝑆(0) =  𝑆0(0) + 𝑞𝑆1(0) + 𝑞2𝑆2(0) + 𝑞3𝑆3(0) + ⋯  

𝜔 =  𝑐 + 𝑞𝑆1 + 𝑞2𝑆2 + 𝑞3𝑆3 + ⋯      (3.8) 

Karena persamaan (3.8) berlaku untuk setiap 𝑞 ∈ [0,1], sehingga  

𝑆𝑖(0) = 0 dan 𝑆0(𝑡) =  𝜔, dengan 𝑖 = 1,2,3, …    (3.9a) 

Dengan cara yang sama pula, dapat diperoleh:  

𝐸𝑖(0) = 0 dan 𝐸0(𝑡) = 𝜏, dengan 𝑖 = 1,2,3, …    (3.9b) 

𝐼𝑖(0) = 0 dan 𝐼0(𝑡) = 𝜋, dengan 𝑖 = 1,2,3, …     (3.9c) 

𝑅𝑖(0) = 0 dan 𝑅0(𝑡) = 𝜗, dengan 𝑖 = 1,2,3, …    (3.9d) 
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5. Menentukan nilai dari 𝑆𝑛(𝑡), 𝐸𝑛(𝑡), 𝐼𝑛(𝑡), dan 𝑅𝑛(𝑡) dengan 𝑛 = 1,2,3 

menurut langkah 3 dengan mengoperasikan kedua ruas dengan definisi 2.4. 

Mencari nilai 𝑺𝟏(𝒕), 𝑬𝟏(𝒕), 𝑰𝟏(𝒕)dan 𝑹𝟏(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9a) dan (3.9d) pada persamaan (3.4e) 

dengan nilai 𝑛 = 1, sehingga diperoleh:  

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
  𝑆1 =  𝑀1 dengan 𝑀1 =  𝜇𝑁 − 𝛼𝐼0𝜔 − 𝜇𝜔 − 𝑣𝜔 

Berdasarkan Definisi Integral Fraksional Riemann-Liouville dan Sifat 

Turunan Fraksional Caputo ketika 𝑛 = 1, maka diperoleh:  

(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 ) 𝑆1(𝑡) =  𝐼𝛼1 𝑀1 𝑡0   

(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 ) 𝑆1(𝑡) =  𝑀1 𝐼𝛼1  𝑡0   

(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 ) 𝑆1(𝑡) =  𝑀1

Γ(0+1)

Γ(𝛼1+0+1)
 𝑡𝛼1    

(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 ) 𝑆1(𝑡) =  

𝑀1

Γ(𝛼1+1)
 𝑡𝛼1  

𝑆1(𝑡) =  
𝑀1

Γ(𝛼1+1)
 𝑡𝛼1        (3.10a) 

Dengan cara yang sama pula, dapat diperoleh:  

𝐸1(𝑡) =  
𝑀2

Γ(𝛼2+1)
 𝑡𝛼2,        (3.10b) 

dengan 𝑀2 =  𝛼𝜋𝜔 − (𝛽 + 𝜇)𝜏 

𝐼1(𝑡) =  
𝑀3

Γ(𝛼3+1)
 𝑡𝛼3,        (3.10c) 

dengan 𝑀3 =  𝛽𝜏 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝜋  

𝑅1(𝑡) =  
𝑀4

Γ(𝛼4+1)
 𝑡𝛼4,        (3.10d) 

dengan 𝑀4 =  𝛿𝜋 + 𝑣𝜔 − 𝜇𝜗 
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Mencari nilai 𝑺𝟐(𝒕), 𝑬𝟐(𝒕), 𝑰𝟐(𝒕) dan 𝑹𝟐(𝒕) 

a. Nilai 𝑺𝟐(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9a), (3.9c), (3.10a), dan (3.10c) 

pada persamaan (3.4e) dengan nilai 𝑛 = 2, sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 𝑆2 =  −𝛼𝐼1𝑆0 − 𝛼𝐼0𝑆1 − 𝜇𝑆1 − 𝑣𝑆1 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
 𝑆2 =  −

𝛼𝑀3𝜔

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 −

𝑀1𝛼𝜋

Γ(𝛼1 + 1)
𝑡𝛼1 −

𝑀1𝜇

Γ(𝛼1 + 1)
𝑡𝛼1

−  
𝑀1𝑣

Γ(𝛼1 + 1)
𝑡𝛼1 

Berdasarkan Definisi Integral Fraksional Riemann-Liouville dan 

Sifat Turunan Fraksional Caputo maka diperoleh: 

(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
) 𝑆2 = 𝐼𝛼1 (−

𝛼𝑀3𝜔

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 −

𝑀1𝛼𝜋

Γ(𝛼1 + 1)
𝑡𝛼1

−
𝑀1𝜇

Γ(𝛼1 + 1)
𝑡𝛼1 − 

𝑀1𝑣

Γ(𝛼1 + 1)
𝑡𝛼1) 

(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
) 𝑆2 = −

𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)

Γ(𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3

−  
𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

−
𝜇𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

−
𝑣𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1   

𝑆2(𝑡) =  − 
𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3 − 

𝛼𝜋𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

−   
𝜇𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1 −

𝑣𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1   

(3.11a)  
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b. Nilai 𝑬𝟐(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9a), (3.9c), (3.10a), (3.10b) dan 

(3.10c) pada persamaan (3.5e) dengan nilai 𝑛 = 2, sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
𝐸2 =   𝛼𝐼1𝑆0 + 𝛼𝐼0𝑆1 − 𝛽𝐸1 − 𝜇𝐸1  

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
𝐸2 =   

𝛼𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3𝜔 +

𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1 −

𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼2

− 𝜇
𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼2   

Kemudian dengan menggunakan Definisi Integral Fraksional 

Riemann-Liouville dan Sifat Turunan Fraksional Caputo, 

diperoleh: 

(𝐼𝛼2
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
) 𝐸2 = 𝐼𝛼2 (

𝛼𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3𝜔 +

𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1

−
𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼2 − 𝜇

𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼2  )  

(𝐼𝛼2
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
) 𝐸2 =

𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3

+  
𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)
 

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼2

−
𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 1)

Γ(2𝛼2 + 1)
𝑡2𝛼2   

−
𝜇𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 1)

Γ(2𝛼2 + 1)
𝑡2𝛼2  
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𝐸2(𝑡) =  
𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3 + 

𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2

−
𝛽𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2   −

𝜇𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2 

          (3.11b) 

c. Nilai 𝑰𝟐(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10b) dan (3.10c) pada 

persamaan (3.6e) dengan nilai 𝑛 = 2, sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼2 =  𝛽𝐸1 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼1 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼2 =  𝛽

𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼2 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)

𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼2 =  

𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼2 −

𝜇𝑖𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 −

𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3

−  
𝜇𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 

Kemudian dengan menggunakan Definisi Integral Fraksional 

Riemann-Liouville dan Sifat Turunan Fraksional Caputo, 

diperoleh: 

(𝐼𝛼3
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
) 𝐼2 = 𝐼𝛼3 (

𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼2 −

𝜇𝑖𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3

−
𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 −  

𝜇𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3) 
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(𝐼𝛼3
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
) 𝐼2 =

𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 1)

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
𝑡𝛼2+𝛼3

−
𝜇𝑖𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)

Γ(𝛼3 + 1)

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

−
𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼3 + 1)

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

−  
𝜇𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)

Γ(𝛼3 + 1)

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3 

𝐼2(𝑡) =  
𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 −

𝜇𝑖𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

−
𝛿𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
 𝑡2𝛼3 −  

𝜇𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
 𝑡2𝛼3 

 (3.11c) 

d. Nilai 𝑹𝟐(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.10a), (3.10c) dan (3.10d) pada 

persamaan (3.7e) dengan nilai 𝑛 = 2, sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
𝑅2 =   𝛿𝐼1 + 𝑣𝑆1 − 𝜇𝑅1  

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
𝑅2 =   𝛿

𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 + 𝑣

𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1 − 𝜇

𝑀4

Γ(𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼4   

Kemudian dengan menggunakan Definisi Integral Fraksional 

Riemann-Liouville dan Sifat Turunan Fraksional Caputo, 

diperoleh: 

(𝐼𝛼4
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
) 𝑅2 = 𝐼𝛼4 (𝛿

𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼3 + 𝑣

𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1

− 𝜇
𝑀4

Γ(𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼4  )  
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(𝐼𝛼4
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
) 𝑅2 = 𝛿

𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼3 + 1)

Γ(𝛼3 + 𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼3+𝛼4

+ 𝑣
𝑀1

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(𝛼1 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼4

− 𝜇
𝑀4

Γ(𝛼4 + 1)

Γ(𝛼4 + 1)

Γ(2𝛼4 + 1)
 2𝑡𝛼4   

𝑅2(𝑡) =
𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 𝛼4 + 1)
  𝑡𝛼3+𝛼4 +

𝑣𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼4

−
𝜇𝑀4

Γ(2𝛼4 + 1)
 2𝑡𝛼4 

(3.11d) 

Mencari nilai 𝑺𝟑(𝒕), 𝑬𝟑(𝒕), 𝑰𝟑(𝒕) dan 𝑹𝟑(𝒕) 

a. Nilai 𝑺𝟑(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9a), (3.9c), (3.10a), (3.10c), 

(3.11a), dan (3.11c) pada persamaan (3.4e) dengan nilai 𝑛 = 3, 

sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
  𝑆3 =   − 𝛼𝐼0𝑆2 − 𝛼𝐼1𝑆1 − 𝛼𝐼2𝑆0 − 𝜇𝑆2 − 𝑣𝑆2 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
  𝑆3 =   

𝛼2𝜋𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3 +

𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

−
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼3

−  
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 +

(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

+
𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3 +  

𝜇(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

+  
𝑣(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1 
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Kemudian dengan menggunakan Definisi Integral Fraksional 

Riemann-Liouville dan Sifat Turunan Fraksional Caputo, 

diperoleh: 

(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
) 𝑆3 =  𝐼𝛼1 ( 

𝛼2𝜋𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3

+
𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

−
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼3

−  
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 +

(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

+
𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3 +  

𝜇(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1) 
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(𝐼𝛼1
𝑑𝛼1

𝑑𝑡𝛼1
) 𝑆3 =  

𝛼2𝜋𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼1+𝛼3

+
𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
 
Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(3𝛼1 + 1)
𝑡3𝛼1

− 
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼1 + 𝛼3 + 1)
 𝑡2𝛼1+𝛼3

−  
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1) 
  𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3  

+
(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
 

Γ(2𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 2𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+ 2𝛼3  

+
𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼1 + 𝛼3 + 1) 
𝑡2𝛼1+𝛼3

+ 
𝜇(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(3𝛼1 + 1)
𝑡3𝛼1  

+ 
𝑣(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(3𝛼1 + 1)
𝑡3𝛼1 

𝑆3(𝑡) =  
𝛼2𝜋𝜔𝑀3

Γ(2𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼1+𝛼3  +

𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(3𝛼1 + 1)
 𝑡3𝛼1  

−  
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼1 + 𝛼3 + 1)
 𝑡2𝛼1+𝛼3  

−   
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3  

+
(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ(𝛼1 + 2𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼1+ 2𝛼3  

+  
𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(2𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼1+𝛼3  +  

𝜇(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(3𝛼1 + 1)
𝑡3𝛼1

+
𝑣(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(3𝛼1 + 1)
𝑡3𝛼1  

        (3.12a) 
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b. Nilai 𝑬𝟑(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9a), (3.9c), (3.10a), (3.10c), 

(3.11a), (3.11c), dan (3.11d) pada persamaan (3.5e) dengan nilai 𝑛 = 3, 

sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
  𝐸3 =   𝛼𝐼0𝑆2 + 𝛼𝐼1𝑆1 + 𝛼𝐼2𝑆0 − (𝛽 + 𝜇)𝐸2  

𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
  𝐸3 =  − 

𝜋𝛼2𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3 −

𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

+  
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼3

+  
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 −  

(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

−  
𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3 −  

𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2

+
𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2 − 

𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3

−  
𝜇𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2 +

𝜇(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2 
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Kemudian dengan menggunakan Definisi Integral Fraksional 

Riemann-Liouville dan Sifat Turunan Fraksional Caputo, 

diperoleh: 

(𝐼𝛼2
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
) 𝐸3 =  𝐼𝛼2 ( − 

𝜋𝛼2𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3

−
𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

+  
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼3

+  
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 −  

(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

−  
𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3 −  

𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2

+
𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2 − 

𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3

−  
𝜇𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2 +

𝜇(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2)  
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(𝐼𝛼2
𝑑𝛼2

𝑑𝑡𝛼2
) 𝐸3

=  − 
𝜋𝛼2𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3

−
𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼1+𝛼2

+  
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 

Γ(𝛼1+ 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3

+  
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼2+ 𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼2+𝛼3

−  
(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
𝑡𝛼2+2𝛼3

−  
𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼2+ 𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼2+𝛼3

−  
𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 

Γ(𝛼1+ 𝛼2 + 1)

Γ(𝛼1 + 2𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+2𝛼2

+
𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)

Γ(2𝛼2 + 1)

Γ(3𝛼2 + 1)
 𝑡3𝛼2

−  
𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2+ 𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼2+𝛼3

−  
𝜇𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 

Γ(𝛼1+ 𝛼2 + 1)

Γ(𝛼1 + 2𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+2𝛼2

+
𝜇(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 
Γ(2𝛼2 + 1)

Γ(3𝛼2 + 1)
 𝑡3𝛼2 
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𝐸3(𝑡)

=  − 
𝜋𝛼2𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3 −

𝛼𝜋(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 𝛼2 + 1)
𝑡2𝛼1+𝛼2

+  
𝛼𝑀1𝑀3

Γ(𝛼3 + 1)Γ(𝛼1 + 1)
 

Γ(𝛼1+ 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3

+  
𝛼𝜔𝛽𝑀2

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡2𝛼2+𝛼3 − 

(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
𝑡𝛼2+2𝛼3

−  
𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡2𝛼2+𝛼3 − 

𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 2𝛼2 + 1)
  𝑡𝛼1+2𝛼2

+
𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(3𝛼2 + 1)
 𝑡3𝛼2 − 

𝜇𝛼𝜔𝑀3

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼2+𝛼3

−  
𝜇𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 2𝛼2 + 1)
  𝑡𝛼1+2𝛼2 +

𝜇(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(3𝛼2 + 1)
  𝑡3𝛼2 

       (3.12b) 

c. Nilai 𝑰𝟑(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.11b) dan (3.11c) pada 

persamaan (3.6e) dengan nilai 𝑛 = 3, sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼3 =   𝛽𝐸2 − (𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝐼2 

𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
  𝐼3 =  

𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3 +  

𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2

−  
𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2 −  

𝜇𝑖𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3

+  
𝜇𝑖(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3 −  

𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3

+  
𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3   −  

𝜇𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3

+  
𝜇(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3 
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Kemudian dengan menggunakan Definisi Integral Fraksional 

Riemann-Liouville dan Sifat Turunan Fraksional Caputo, 

diperoleh: 

(𝐼𝛼3
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
) 𝐼3 =  𝐼𝛼3 ( 

𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 𝛼3

+  
𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2 − 

𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 𝑡2𝛼2

−  
𝜇𝑖𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 +  

𝜇𝑖(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

−  
𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 +  

𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3   

−  
𝜇𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 +  

𝜇(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3)  
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(𝐼𝛼3
𝑑𝛼3

𝑑𝑡𝛼3
) 𝐼3 =  

𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3

−  
𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 1)
 

Γ(2𝛼2 + 1)

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼2+𝛼3

−  
𝜇𝑖𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝜇𝑖(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼3 + 1)

Γ(3𝛼3 + 1)
𝑡3𝛼3

−  
𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼3 + 1)

Γ(3𝛼3 + 1)
𝑡3𝛼3   

−  
𝜇𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝜇(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼3 + 1)

Γ(3𝛼3 + 1)
𝑡3𝛼3 
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𝐼3(𝑡) =  
𝛽𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝛽𝛼𝜋𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼2+𝛼3

−  
𝛽(𝛽 + 𝜇)𝑀2

Γ(2𝛼2 + 𝛼3 + 1)
 𝑡2𝛼2+𝛼3

−  
𝜇𝑖𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝜇𝑖(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ(3𝛼3 + 1)
𝑡3𝛼3

−  
𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ(3𝛼3 + 1)
𝑡3𝛼3   

−  
𝜇𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 2𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+ 2𝛼3

+  
𝜇(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ(3𝛼3 + 1)
𝑡3𝛼3  

     (3.12c) 

d. Nilai 𝑹𝟑(𝒕) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.11a), (3.11c), dan (3.11d) pada 

persamaan (3.7e) dengan nilai 𝑛 = 3, sehingga diperoleh: 

𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
  𝑅3 =  𝛿𝐼2 + 𝑣𝑆2 − 𝜇𝑅2 
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𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
  𝑅3 =  

𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3 −

𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3

−  
𝑣𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3 −  

𝑣(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1

−  
𝜇𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 𝛼4 + 1)
  𝑡𝛼3+𝛼4 −  

𝜇𝑣𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼4

+
𝜇2𝑀4

Γ(2𝛼4 + 1)
 2𝑡𝛼4 

Kemudian dengan menggunakan Definisi Integral Fraksional 

Riemann-Liouville dan Sifat Turunan Fraksional Caputo, 

diperoleh: 

(𝐼𝛼4
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
) 𝑅3 =  𝐼𝛼4 (

𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3

−
𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
𝑡2𝛼3 − 

𝑣𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3

−  
𝑣(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)
𝑡2𝛼1 −  

𝜇𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 𝛼4 + 1)
  𝑡𝛼3+𝛼4

−  
𝜇𝑣𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼1+𝛼4 +

𝜇2𝑀4

Γ(2𝛼4 + 1)
 2𝑡𝛼4) 
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(𝐼𝛼4
𝑑𝛼4

𝑑𝑡𝛼4
) 𝑅3 =  

𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 +  𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3+𝛼4

−
𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ( 2𝛼3 + 1)
 

Γ(2𝛼3 + 1)

Γ(2𝛼3 + 𝛼4 + 1)
𝑡2𝛼3+𝛼4  

−  
𝑣𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3+𝛼4  

−  
𝑣(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 1)

Γ(2𝛼1 + 𝛼4 + 1)
𝑡2𝛼1+𝛼4  

−  
𝜇𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 𝛼4 + 1)
 

Γ(𝛼3 + 𝛼4 + 1)

Γ(𝛼3 + 2𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼3+2𝛼4

−  
𝜇𝑣𝑀1

Γ(𝛼1 + 𝛼4 + 1)

Γ(𝛼1 + 𝛼4 + 1)

Γ(𝛼1 + 2𝛼4 + 1)
  𝑡𝛼1+2𝛼4

+
𝜇2𝑀4

Γ(2𝛼4 + 1)

Γ(2𝛼4 + 1)

Γ(3𝛼4 + 1)
 3𝑡𝛼4 

𝑅3(𝑡) =  
𝛿𝛽𝑀2

Γ(𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 1)
 𝑡𝛼2+𝛼3+𝛼4

−
𝛿(𝜇𝑖 + 𝛿 + 𝜇)𝑀3

Γ(2𝛼3 + 𝛼4 + 1)
 𝑡2𝛼3+𝛼4  

−  
𝑣𝛼𝜔𝑀3

Γ(𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 1)
𝑡𝛼1+𝛼3+𝛼4  

−  
𝑣(𝛼𝜋 + 𝜇 + 𝑣)𝑀1

Γ(2𝛼1 + 𝛼4 + 1)
𝑡2𝛼1+𝛼4  

−  
𝜇𝛿𝑀3

Γ(𝛼3 + 2𝛼4 + 1)
  𝑡𝛼3+2𝛼4

−  
𝜇𝑣𝑀1

Γ(𝛼1 + 2𝛼4 + 1)
  𝑡𝛼1+2𝛼4 +

𝜇2𝑀4

Γ(3𝛼4 + 1)
 3𝑡𝛼4 

        (3.12d) 

Pada langkah 2 diasumsikan bahwa solusi dari persamaan (3.2a)-

(3.2d) merupakan suatu deret pangkat pada 𝑞 yaitu persamaan (3.3a)- 
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(3.3d) dengan 𝑞 = 1, sehingga persamaan (2.7)-(2.10) sama dengan  

persamaan (3.2a)-(3.2d). maka dari itu, mengakibatkan bahwa solusi 

dari persamaan (2.7)-(2.10) adalah suatu deret tak hingga yang dapat 

diperoleh dari persamaan (3.3a)-(3.3d) dengan 𝑞 = 1. Sehingga dapat 

dikatakan bahwa, solusi dari persamaan (2.7)-(2.10) adalah sebagai 

berikut:  

𝑆(𝑡) = 𝑆0 + 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 + ⋯       (3.13a) 

𝐸(𝑡) = 𝐸0 + 𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸3 + ⋯      (3.13b) 

𝐼(𝑡) = 𝐼0 + 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + ⋯       (3.13c) 

𝑅(𝑡) = 𝑅0 + 𝑅1 + 𝑅2 + 𝑅3 + ⋯      (3.13d) 

 

3.2 Simulasi Model Matematika SEIR Penyebaran COVID-19 Orde-

fraksional dengan Metode Perturbasi Homotopi (MPH)  

Pada subbab ini akan dilakukan simulasi numerik dari sistem persamaan 

diferensial fraksional (SPDF) yaitu menggunakan solusi dari model matematika 

penyebaran COVID-19 orde-fraksional dengan menggunakan Metode Perturbasi 

Homotopi (MPH). Simulasi yang diberikan adalah simulasi penyebaran COVID-

19 untuk wilayah Jawa Timur, yang merujuk pada penelitian yang ditulis oleh 

Suwardi Annas tahun 2020. Untuk parameter yang akan digunakan dapat dilihat 

pada lampiran 1.  

Sebelum melakukan pendekatan simulasi numerik untuk kasus di Jawa 

Timur, akan dilakukan perbandingan simulasi numerik dari pendekatan solusi dari 
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sistem persamaan diferensial biasa (SPDB) nonlinear menggunakan ODE45 dan 

solusi dari sistem persamaan diferensial fraksional (SPDF) menggunakan MPH 

dengan 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 1. Hal ini bertujuan untuk membandingkan dan 

mengetahui dapat atau tidaknya solusi menggunakan MPH sebagai cara untuk 

mencari solusi dari SPDF dengan orde lain antara nol dan satu.  

Berikut merupakan gambar dari perbandingan simulasi numerik SPDB 

nonlinear dengan SPDF dalam nilai orde 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 1. 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

Gambar 3.1 Perbandingan Simulasi Numerik SPDB Nonlinear dengan SPDF pada 𝛼1 =
 𝛼2 =  𝛼3 =  𝛼4 = 1 

 

Adapun tabel yang menunjukkan perbandingan hasil penyelesaian dengan 

metode MPH dan hasil penyelesaian dengan metode Runge-Kutta orde 4 ketika 

𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 1 adalah sebagai berikut: 
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Tabel 3.1 Perbandingan MPH Pada (𝑆) dan Runge Kutta 

𝑡 𝑦𝑚𝑝ℎ 𝑦𝑟𝑘 [𝑦𝑚𝑝ℎ − 𝑦𝑟𝑘] 

0 0.084152000000000 0.084152000000000 0 

0.5 0.240611250944522 0.240611128518522 0.0000001 

1 0.393113076787176 0.393111220871935 0.0000019 

1.5 0.541761675810644 0.541752484198704 0.0000092 

2 0.686661246297606 0.686632588911452 0.0000294 

2.5 0.827915986530743 0.827846732900857 0.0000696 

3 0.965630094792736 0.965487704160952 0.0001484 

3.5 1.099907769366267 1.099645941819438 0.0002600 

4 1.230853208534017 1.230409595583580 0.0004436 

 

Tabel 3.2 Perbandingan MPH Pada (𝐸) dan Runge Kutta 

𝑡 𝑦𝑚𝑝ℎ 𝑦𝑟𝑘 [𝑦𝑚𝑝ℎ − 𝑦𝑟𝑘] 

0 0.046185000000000 0.046185000000000 0 

0.5 0.046177837097770 0.046177836277175 0.00000000082 

1 0.046188782604619 0.046188816379771 0.00000003377 

1.5 0.046217273475652 0.046217442804861 0.00000016932 

2 0.046262746665977 0.046263231048572 0.00000048438 

2.5 0.046324639130699 0.046325709268951 0.00000107013 

3 0.046402387824926 0.046404417957271 0.00000203013 

3.5 0.046495429703764 0.046498909617836 0.00000347997 

4 0.046603201722320 0.046608748456216 0.00000554673 

 

Tabel 3.3 Perbandingan MPH Pada (𝐼) dan Runge Kutta 

𝑡 𝑦𝑚𝑝ℎ 𝑦𝑟𝑘 [𝑦𝑚𝑝ℎ − 𝑦𝑟𝑘] 

0 0.037967000000000 0.037967000000000 0 

0.5 0.037937552760634 0.037937552759364 0.000000000001 

1 0.037908130549033 0.037908130528813 0.000000000020 

1.5 0.037878734417495 0.037878734315669 0.000000000101 

2 0.037849365418318 0.037849365098180 0.000000000320 

2.5 0.037820024603800 0.037820023826288 0.000000000775 

3 0.037790713026239 0.037790711422367 0.000000001603 

3.5 0.037761431737933 0.037761428781947 0.000000002955 

4 0.037732181791180 0.037732176774419 0.000000005016 

 

Tabel 3.4 Perbandingan MPH Pada (𝑅) dan Runge Kutta 

𝑡 𝑦𝑚𝑝ℎ 𝑦𝑟𝑘 [𝑦𝑚𝑝ℎ − 𝑦𝑟𝑘] 

0 0.072135000000000 0.072135000000000 0 

0.5 0.076176025593152 0.076177732228706 0.00000170663 

1 0.084075289139432 0.084079170561375 0.00000388142 

1.5 0.095729221005849 0.095739646423243 0.00001042541 

2 0.111034251559412 0.111062014973855 0.00002776341 

2.5 0.129886811167132 0.129951591239567 0.00006478007 
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3 0.152183330196019 0.152316087816199 0.00016724238 

3.5 0.177820239013082 0.178065554158213 0.00024531515 

4 0.206693967985332 0.207112317443880 0.00041834946 

 

Berdasarkan Tabel 3.1, Tabel 3.2, Tabel 3.3, dan Tabel 3.4 terlihat bahwa 

semakin besar 𝑡 pada 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅 maka error metode MPH terhadap metode 

Runge-Kutta semakin besar pula.   

Plot pada Gambar 3.1 menunjukkan bahwa populasi manusia yang rentan 

terinfeksi virus COVID-19 mengalami kenaikan dari waktu ke waktu begitupula 

dengan kenaikan populasi manusia yang terinfeksi virus tanpa menunjukkan gejala 

yang berbanding terbalik dengan penurunan populasi manusia yang terinfeksi 

dengan gejala serta populasi manusia yang sembuh dari COVID-19 mengalami 

peningkatan. Hal ini dikarenakan laju populasi manusia yang sembuh dari COVID-

19 lebih besar daripada laju populasi manusia yang terinfeksi virus sehingga 

menyebabkan populasi manusia yang terinfeksi mengalami penurunan. Selain itu, 

terlihat juga bahwa perbedaan pola pada simulasi numerik dari solusi SPDB 

nonlinear dengan solusi menggunakan MPH kecil, sehingga dapat disimpulkan 

bahwa SPDB nonlinear dapat diselesaikan dengan menggunakan metode MPH.  

Selanjutnya simulasi numerik yang digunakan adalah simulasi dari solusi 

dengan menggunakan MPH dan akan dilihat pengaruh dari 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, dan 𝛼4 

terhadap dinamika populasi manusia di Jawa Timur, Indonesia.  
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Untuk mengetahui pengaruh dari 𝛼1 maka akan dilakukan pendekatan 

simulasi numerik dengan nilai 𝛼1 = 1, 𝛼1 = 0.75, 𝛼1 = 0.5, 𝛼1 = 0.25 sementara 

nilai 𝛼2 =  𝛼3 = 𝛼4 =  𝛼5 = 1. Berikut hasil simulasi tersebut.  

 

 

  

 

  

 

  

 

 

 

 
Gambar 3.2 Pengaruh 𝛼1 Terhadap Dinamika Populasi Manusia 

Adapun tabel yang menunjukkan pengaruh nilai 𝛼1 terhadap 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅 

saat 𝑡 = 2.5 dapat dilihat pada lampiran 2 tabel 1, sehingga perubahan nilai 𝛼1 jika 

nilai 𝛼1 ≠ 1 cukup signifikan terhadap variabel 𝑆, 𝐸, dan 𝑅 seperti pada gambar.  

Dari gambar 3.2 dapat dilihat bahwa nilai 𝛼1 berpengaruh cukup besar 

terhadap populasi manusia yang rentan terinfeksi virus COVID-19, populasi 

manusia yang terinfeksi tanpa gejala, dan populasi manusia yang sembuh dari 

COVID-19. Semakin besar nilai 𝛼1 maka perubahan grafiknya semakin cepat. 

Sebaliknya semakin kecil nilai 𝛼1 maka perubahan grafiknya semakin lambat.  
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Untuk mengetahui pengaruh dari 𝛼2 maka akan dilakukan pendekatan 

simulasi numerik dengan nilai 𝛼2 = 1, 𝛼2 = 0.75, 𝛼2 = 0.5, 𝛼2 = 0.25 sementara 

nilai 𝛼1 =  𝛼3 =  𝛼4 = 1. Berikut hasil simulasi tersebut. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.3 Pengaruh 𝛼2 Terhadap Dinamika Populasi Manusia 

Adapun tabel yang menunjukkan pengaruh nilai 𝛼2 terhadap 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅 

saat 𝑡 = 2.5 dapat dilihat pada lampiran 2 tabel 2, sehingga perubahan nilai 𝛼2 jika 

nilai 𝛼2 ≠ 1 cukup signifikan terhadap variabel 𝐸 seperti pada gambar.  

Pada gambar 3.3 pengaruh 𝛼2 cukup terlihat pada populasi manusia yang 

terinfeksi virus COVID-19 tanpa gejala. Semakin besar nilai 𝛼2 maka perubahan 

grafiknya semakin cepat. Sebaliknya semakin kecil nilai 𝛼2 maka perubahan 

grafiknya semakin lambat.  
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Untuk mengetahui pengaruh dari 𝛼3 maka akan dilakukan pendekatan 

simulasi numerik dengan nilai 𝛼3 = 1, 𝛼3 = 0.75, 𝛼3 = 0.5, 𝛼3 = 0.25 sementara 

nilai 𝛼1 =  𝛼2 =  𝛼4 = 1. Berikut hasil simulasi tersebut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.4 Pengaruh 𝛼3 Terhadap Dinamika Populasi Manusia 

Adapun tabel yang menunjukkan pengaruh nilai 𝛼3 terhadap 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅 

saat 𝑡 = 2.5 dapat dilihat pada lampiran 2 tabel 3, sehingga perubahan nilai 𝛼3 jika 

nilai 𝛼3 ≠ 1 cukup signifikan terhadap variabel 𝐼 seperti pada gambar.  

Dapat dilihat dari gambar 3.4 bahwa pengaruh dari 𝛼3 cukup besar pada 

populasi manusia yang terinfeksi virus COVID-19 bergejala. Semakin besar nilai 

𝛼3 maka perubahan grafiknya semakin cepat. Sebaliknya semakin kecil nilai 𝛼3 

maka perubahan grafiknya semakin lambat.  
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Untuk mengetahui pengaruh dari 𝛼4 maka akan dilakukan pendekatan 

simulasi numerik dengan nilai 𝛼4 = 1, 𝛼4 = 0.75, 𝛼4 = 0.5, dan 𝛼4 = 0.25 

sementara nilai 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 1. Berikut hasil simulasi tersebut.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.5 Pengaruh 𝛼4Terhadap Dinamika Populasi Manusia 

Adapun tabel yang menunjukkan pengaruh nilai 𝛼4 terhadap 𝑆, 𝐸, 𝐼, dan 𝑅 

saat 𝑡 = 2.5 dapat dilihat pada lampiran 2 tabel 4, sehingga perubahan nilai 𝛼4 jika 

nilai 𝛼4 ≠ 1 cukup signifikan terhadap variabel 𝑅 seperti pada gambar. 

Dapat dilihat dari gambar 3.5 bahwa pengaruh 𝛼4 cukup besar pada populasi 

manusia yang sembuh dari COVID-19. Semakin besar nilai 𝛼4 maka perubahan 

grafiknya semakin cepat. Sebaliknya semakin kecil nilai 𝛼4 maka perubahan 

grafiknya semakin lambat.  

Dari hasil simulasi numerik pada gambar 3.2, gambar 3.3, gambar 3.4, dan 

gambar 3.5 dapat dilihat bahwa pengaruh dari 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 dan 𝛼4 berturut-turut 
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cukup besar pada 𝑆, 𝐸, 𝐼 dan 𝑅 yaitu populasi manusia  yang rentan terinfeksi virus 

COVID-19, populasi manusia yang terinfeksi virus tanpa gejala, populasi manusia 

yang terinfeksi virus bergejala, dan populasi manusia yang sembuh dari virus 

COVID-19. Seperti yang sudah dijelaskan sebelumnya bahwa, semakin besar nilai 

𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 dan 𝛼4 maka perubahan grafik dari 𝑆, 𝐸, 𝐼 dan 𝑅 semakin cepat, begitu 

pula jika semakin kecil nilai 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 dan 𝛼4 maka perubahan grafiknya semakin 

lambat. Hal ini menunjukkan bahwa nilai orde 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 dan 𝛼4 dapat dipilih 

sedemikian rupa sehingga pada nilai tertentu hasil dari kurva simulasi numeriknya 

semakin bagus. 

3.3 Kajian Integrasi Nilai Keagamaan  

Nikmat yang paling tinggi sesudah iman dan islam adalah nikmat sehat, yang 

harus disyukuri oleh segenap manusia dalam hidupnya. Tetapi nikmat itu hanya 

semata, tidak bersifat untuk selamanya. Sebab, jika manusia merasakan sehat 

sepanjang waktu, maka rasa nikmat itu tidak akan pernah ada. Manusia tidak 

merasakan sehat ketika mengalami suatu musibah yaitu penyakit. Seperti pada 

hadist yang artinya : 

”Tidaklah Allah SWT menurunkan suatu penyakit, kecuali Dia juga yang 

menurunkan penawarnya”(HR. Bukhari).  

 

Berdasarkan hadist tersebut dapat dikatakan bahwa setiap penyakit pasti ada 

penawarnya (obatnya), sehingga manusia akan merasakan nikmatnya sehat setelah 

sakit. Dalam surah Asy-Syua’ara ayat 80 dijelaskan hanya Allah lah yang mampu 

menyembuhkan segala penyakit. Dalam tafsir Al-Azhar ditegaskan bahwa manusia 

hanya berusaha mencari penawarnya (obat), tetapi Allah lah yang 

menyembuhkannya. Mengingat al-Qur’an adalah obat bagi orang yang beriman, 

maka ia dapat diterima, diyakini kebenarannya, dan mengandung keberkahan yang 
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diciptakan Allah di dalamnya. Al-Qur’an memenuhi kaidah-kaidah tentang 

pengobatan, seperti petunjuka untuk menjaga kesehatan, adanya keringanan dalam 

mengerjakan suatau amalan, dan di dalamnya juga terdapat informasi tentang 

pencegahan agar seseorang tidak terserang suatu penyakit (Amrullah, 1987).  

Hal ini salah satu wujud dalam pengembangan ilmu matematika untuk 

menemukan suatu solusi dalam persamaan diferensial. Maka setiap permasalahan 

pada suatu persamaan, pasti ada solusinya. Salah satu metode yang digunakan untuk 

menyelesaikan sistem persamaan diferensial adalah Metode Perturbasi Homotopi 

(MHP). Cara penyelesaiannya dengan membuat parameter tambahan, guna 

membantu proses pengerjaan sehingga ditemukan suatu solusi. Seperti model 

matematika SEIR penyebaran COVID-19, yang dapat diselesaikan dan ditemukan 

solusinya dengan menggunakan metode tersebut. Hal ini bertujuan untuk melihat 

dan memprediksi bagaimana perkembangan kasus COVID-19 di Indonesia. 

Sehingga, dapat ditemukan solusinya dalam meminimalisir kasus penyebaran 

COVID-19 sebagai ikhitiar dan usaha kepada Allah SWT untuk dijauhkan dari 

segala penyakit.   
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BAB IV  

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan  

Dari hasil pembahasan pada model epidemi SEIR untuk penyebaran penyakit 

COVID-19, maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Penyelesaian dari SPDF model matematika penyebaran penyakit COVID-19 

dengan menggunakan Metode Perturbasi Homotopi (MPH) adalah: 

𝑆(𝑡) = 𝑆0 + 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 + ⋯      

𝐸(𝑡) = 𝐸0 + 𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸3 + ⋯       

𝐼(𝑡) = 𝐼0 + 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + ⋯       

𝑅(𝑡) = 𝑅0 + 𝑅1 + 𝑅2 + 𝑅3 + ⋯       

Dengan nilai dari 𝑆𝑛(𝑡), 𝐸𝑛(𝑡), 𝐼𝑛(𝑡), dan 𝑅𝑛(𝑡) dimana 𝑛 = 0,1,2,3 

berdasarkan pada persamaan (3.9a) – (3.9d), (3.10a) – (3.10d), (3.11a) – 

(3.11d), dan (3.12a) – (3.12d).  

2. Berdasarkan hasil simulasi numerik menggunakan MATLAB terlihat bahwa 

pada simulasi pertama, perbandingan metode MPH terhadap metode Runge-

Kutta orde 4 menunjukkan error pada beberapa selang waktu sangat kecil, 

sehingga metode MPH dapat digunakan untuk menyelesaikan pada 

penyebaran COVID-19. Pada simulasi kedua, ketika 𝛼1 ≠ 1 maka 

mempengaruhi nilai populasi Suspected, Exposed, dan Recovered jika, ketika 

𝛼2 ≠ 1 maka mempengaruhi nilai populasi Exposed, ketika 𝛼3 ≠ 1 maka 

mempengaruhi nilai populasi Infected, ketika 𝛼4 ≠ 1 maka mempengaruhi 

nilai populasi Recovered. 
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4.2 Saran  

Solusi yang digunakan pada penelitian ini yaitu menggunakan Metode 

Perturbasi Homotopi (MPH) dalam penyelesaian SPDF model matematika SEIR 

penyebaran virus COVID-19. Solusi itu sendiri dapat dicari menggunakan metode 

selain metode MPH. Pada penelitian ini suku yang dicari adalah suku pertama 

sampai suku keempat, sehingga pada penelitian selanjutnya diharapkan dapat 

melanjutkan suku berikutnya atau dapat mencari solusi SPDF dengan menggunakan 

metode lain sehingga dapat dibandingkan hasilnya.  
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1. Nilai parameter model matematika berdasarkan kasus penyebaran 

COVID-19 di Jawa Timur. 

PARAMETER NILAI KETERANGAN SUMBER 

𝑆(0) 84.152 orang Jumlah populasi manusia 

rentan COVID-19 

Infocovid, 

2020 

𝐸(0) 46.185 orang Jumlah populasi manusia 

rentan COVID-19 tanpa 

gejala / sakit tidak dikatakan 

COVID-19 

Infocovid, 

2020 

𝐼(0) 37.967 orang Jumlah populasi manusia 

terkena COVID-19 (sudah 

melakukan test) 

Infocovid, 

2020 

𝑅(0) 72.135 orang Jumlah populasi manusia 

sembuh dari COVID-19 

Infocovid, 

2020 

𝐵 0.0079 Laju kelahiran manusia BPS Jawa 

Timur, 2020 

𝑁 40.665.696 

orang 

Jumlah penduduk Jawa 

Timur bulan Desember tahun 

2020 

BPS Jawa 

Timur, 2020 



 
 

  
 

𝜇 0.0010243 Laju kematian alami 

manusia 

BPS Jawa 

Timur, 2020 

𝜇𝑖 0.0000007344 Laju kematian manusia 

karena COVID-19 

Annas, 2020 

𝛼 0.0000000062 Kemungkinan perubahan 

dari 𝑆 ke 𝐸 

Annas, 2020 

𝛽 0.00115 Kemungkinan perubahan 

dari 𝐸 ke 𝐼 

Annas, 2020 

𝛿 0.0006667 Kemungkinan perubahan 

dari 𝐼 ke 𝑅 

Annas, 2020 

𝑣 0.05 Laju vaksin Annas, 2020 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

Lampiran 2. Pengaruh nilai 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 dan 𝛼4. 

Tabel 1 Pengaruh nilai 𝛼1 saat 𝑡 = 2.5 

 Nilai S Nilai E Nilai I Nilai R 

𝛼1 = 1 0.825800553681962  4.632463913069985 3.782002460380027 1.298868111671325 

𝛼1 = 0.75 0.721544247448342 4.632125901896233 3.782002636498703 1.290347977998092 

𝛼1 = 0.5 0.609067667480731 4.631234795365386 3.782002777297381 1.270575049720262 

𝛼1 = 0.25 0.494903149272690 4.629832585602820 3.782002871077650 1.240254519567337 

 

Tabel 2 Pengaruh nilai 𝛼2 saat 𝑡 = 2.5 

 Nilai S Nilai E Nilai I Nilai R 

𝛼2 = 1 0.825800553681962 4.632463913069985 3.782002460380027 1.298868111671325 

𝛼2 = 0.75 0.825800078200758  4.633266326927828 3.782002649778360 1.298868111666162 

𝛼2 = 0.5 0.825799746651598 4.633600800755257 3.782002834773786 1.298868111662034 

𝛼2 = 0.25 0.825799513256280 4.633395086862030 3.782003003597819 1.298868111659284 

 

 



 
 

  
 

 

Tabel 3 Pengaruh nilai 𝛼3 saat 𝑡 = 2.5 

 Nilai S Nilai E Nilai I Nilai R 

𝛼3 = 1 0.825800553681962 4.632463913069985 3.782002460380027 1.298868111671325 

𝛼3 = 0.75 0.825800903908118 4.632436255278616 3.783985127817201  1.298868128257411 

𝛼3 = 0.5 0.825801122729538 4.640185529744434 3.786214453995672 1.298868176637075 

𝛼3 = 0.25 0.825801133407701 4.632413307138729 3.788545663029741 1.298868256621223 

 

Tabel 4 Pengaruh nilai 𝛼4 saat 𝑡 = 2.5 

 Nilai S Nilai E Nilai I Nilai R 

𝛼4 = 1 0.825800553681962 4.632463913069985 3.782002460380027 1.298868111671325 

𝛼4 = 0.75 0.825800553681962 4.632463913069985 3.782002460380027 1.277628686421202 

𝛼4 = 0.5 0.825800553681962 4.632463913069985 3.782002460380027 1.277628686421202 

𝛼4 = 0.25 0.825800553681962 4.632463913069985 3.782002460380027 1.193091914229289 

 



 
 

  
 

 

 



 
 

 
 

Lampiran 3. Kode program perbandingan simulasi numerik SPDB nonlinear 

dengan SPDF pada 𝛼1 =  𝛼2 =  𝛼3 =  𝛼4 = 1. 

function [dy] = covid1(t,y) 
dy=zeros(4,1); 
global miu alfa beta miui delta v N B;  
dy(1)= (B*N)-(((alfa*y(3))+miu+v)*y(1)); 
dy(2)= (alfa*y(3)*y(1))-((beta+miu)*y(2)); 
dy(3)= (beta*y(2))-((miui + delta + miu)*y(3));  
dy(4)= (delta*y(3))+(v*y(1))-(miu*y(4));  
end 
 

global miu alfa beta miui delta v p q u w N B; 
miu = 0.0010243; %laju kematian manusia  
miui = 0.0000007344; %laju kematian karena covid 
B =  0.0079; %laju kelahiran manusia 
N = 40665696 ; %jumlah penduduk jawa timur Desember 2020 
alfa = 0.0000000062; %laju perubahan S ke E (sakit) 
beta = 0.000115 ; %laju perubahan E ke I (covid) 
delta = 0.0006667; %laju perubahan I ke R (sembuh) 
v = 0.05; %laju vaksin  
p=84152; %populasi manusia rentan 
q=46185; %populasi manusia sakit  
u=37967; %populasi manusia terinfeksi covid 
w=72135; %populasi manusia sembuh  

  
dt = 0.5; 
t =[0:dt:4]; 

  
a1=1; 
a2=1; 
a3=1; 
a4=1; 

  
s0=p; 
e0=q; 
i0=u; 
r0=w; 

  
m1=(B*N)-(alfa*i0*s0)-(miu*s0)-(v*s0); 
m2=(alfa*u*s0)-(beta+miu)*e0; 
m3=(beta*e0)-(miui+delta+miu)*i0; 
m4=(delta*i0)+(v*s0)-(miu*r0); 

  
s1=(m1*t.^(a1))/(gamma(a1+1)); 
e1=(m2*t.^(a2))/(gamma(a2+1)); 
i1=(m3*t.^(a3))/(gamma(a3+1)); 
r1=(m4*t.^(a4))/(gamma(a4+1)); 

  
d11=gamma(a1+a3+1); 
d12=gamma(2*a1+1); 
d22=gamma(a2+a3+1); 
d23=gamma(a1+a2+1); 
d24=gamma(2*a2+1); 
d33=gamma(a2+a3+1); 
d34=gamma(2*a3+1); 



 
 

  
 

d44=gamma(a3+a4+1); 
d45=gamma(a1+a4+1); 
d46=gamma(2*a4+1); 

  
s2=-((alfa*p*m3*t.^(a1+a3))/(d11))-((alfa*u*m1*t.^(2*a1))/(d12))-

((miu*m1*t.^(2*a1))/(d12))- ((v*m1*t.^(2*a1))/(d12)); 
e2=((alfa*p*m3*t.^(a2+a3))/(d22))+((alfa*u*m1*t.^(a1+a2))/(d23))-

((beta*m2*t.^(2*a2))/(v*d24))-((miu*m2*t.^(2*a2))/(d24)); 
i2=((beta*m2*t.^(a2+a3))/(d33))-((miui*m3*t.^(2*a3))/(d34)) - 

((delta*m3*t.^(2*a3))/(d34)) - ((miu*m3*t.^(2*a3))/(d34)); 
r2=((delta*m3*t.^(a3+a4))/(d44)) +((v*m1*t.^(a1+a4))/(d45)) - 

((miu*m4*2*t.^(a4))/(d46)) ; 

  
f1=gamma(2*a1+a3+1); 
f2=gamma(3*a1+1); 
f3=gamma(a3+1); 
f4=gamma(a1+1); 
f5=gamma(a1+a2+a3+1); 
f6=gamma(a1+2*a3+1); 
f7=gamma(2*a1+a2+1); 
f8=gamma(2*a2+a3+1); 
f9=gamma(a2+2*a3+1); 
f10=gamma(a1+2*a2+1); 
f11=gamma(3*a2+1); 
f12=gamma(3*a3+1); 
f13=gamma(a2+a3+a4+1); 
f14=gamma(2*a3+a4+1); 
f15=gamma(a1+a3+a4+1); 
f16=gamma(2*a1+a4+1); 
f17=gamma(a3+2*a4+1); 
f18=gamma(a1+2*a4+1); 
f19=gamma(3*a4+1); 

  
s3=(((alfa.^2)*u*p*m3*t.^(2*a1+a3))/(f1))+((alfa*u*((alfa*u)+miu+v

)*m1*t.^(3*a1))/(f2))-((alfa*m1*m3*f7*t.^(2*a1+a3))/(f3*f4*f1))-

((alfa*p*beta*m2*t.^(a1+a2+a3))/(f5))-

(((miui+delta+miu)*m3*t.^(a1+2*a3))/(f6))-

((miu*alfa*p*m3*t.^(2*a1+a3))/(f1))+((miu*((alfa*u)+miu+v)*m1*t.^(

3*a1))/(f2)) +((v*((alfa*u)+miu+v)*m1*t.^(3*a1))/(f2)); 

  
e3= -((u*(alfa.^2)*p*m3*t.^(a1+a2+a3))/(f5))-

((alfa*u*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*a1+a2))/(f7))+((alfa*m1*m3*f7*t.^

(a1+a2+a3))/(f3*f4*f5))+((alfa*p*beta*m2*t.^(2*a2+a3))/(f8))-

(((miui+delta+miu)*m3*t.^(a2+2*a3))/(f9))-

((beta*alfa*p*m3*t.^(2*a2+a3))/(f8))-

((beta*alfa*u*m1*t.^(a1+2*a2))/(f10))+((beta*(beta+miu)*m2*t.^(3*a

2))/(f11))-((miu*alfa*p*m3*t.^(2*a2+a3))/(f8))-

((miu*alfa*u*m1*t.^(a1+2*a2))/(f10)) + 

((miu*(beta+miu)*m2*t.^(3*a2))/(f11)); 

  
i3=((beta*alfa*p*m3*t.^(a2+2*a3))/(f9))+((beta*alfa*u*m1*t.^(a1+a2

+a3))/(f5))-((beta*(beta+miu)*m2*t.^(2*a2+a3))/(f8))-

((miui*beta*m2*t.^(a2+2*a3))/(f9))+((miui*(miui+delta+miu)*m3*t.^(

3*a3))/(f12))-

((delta*beta*m2*t.^(a2+2*a3))/(f9))+((delta*(miui+delta+miu)*m3*t.

^(3*a3))/(f12))-((miu*beta*m2*t.^(a2+2*a3))/(f9)) 

+((miu*(miui+delta+miu)*m3*t.^(3*a3))/(f12)); 

  



 
 

  
 

r3=((delta*beta*m2*t.^(a2+a3+a4))/(f13))+((delta*(miui+delta+miu)*

m3*t.^(2*a3+a4))/(f14))-((v*alfa*p*m3*t.^(a1+a3+a4))/(f15))-

((v*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*a1+a4))/(f16))-

((miu*delta*m3*t.^(a3+2*a4))/(f17))-

((miu*v*m1*t.^(a1+2*a4))/(f18))+((miu.^(2)*m4*3*t.^(a4))/(f19)); 

  
S=s0+s1+s2+s3; 
E=e0+e1+e2+e3; 
I=i0+i1+i2+i3; 
R=r0+r1+r2+r3; 

  
tint=[0:dt:4]; 
y0=[s0 e0 i0 r0]; 
[t,y]=ode45(@covid1,tint,y0); 

  
figure(1) 
plot(t,S(1,:),'.-b',t,y(:,1),'.-r')  
legend('MPH','ODE 45')  
xlabel('Waktu'); 
ylabel('Populasi Manusia Rentan covid'); 
title('Grafik perbandingan Suspected pada MPH dengan Runge Kutta 

Orde 4'); 

  
figure(2) 
plot(t,E(1,:),'.-b',t,y(:,2),'.-r')  
legend('MPH','ODE 45')  
xlabel('Waktu'); 
ylabel('Populasi Manusia terinfeksi tanpa gejala'); 
title('Grafik perbandingan Exposed pada MPH dengan Runge Kutta 

Orde 4'); 

  
figure(3) 
plot(t,I(1,:),'.-b',t,y(:,3),'.-r')  
legend('MPH','ODE 45')  
xlabel('Waktu'); 
ylabel('Populasi Manusia terinfeksi dengan gejala'); 
title('Grafik perbandingan infected pada MPH dengan Runge Kutta 

Orde 4'); 

  
figure(4) 
plot(t,R(1,:),'.-b',t,y(:,4),'.-r')  
legend('MPH','ODE 45')  
xlabel('Waktu'); 
ylabel('Populasi Manusia Sembuh'); 
title('Grafik perbandingan Recovered pada MPH dengan Runge Kutta 

Orde 4'); 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

  
 

Lampiran 4. Kode program pengaruh 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, dan 𝛼4 terhadap dinamika populasi 

manusia. 

clc; 
global miu alfa beta miui delta v p q u w N B; 
miu = 0.0010243; %laju kematian manusia  
miui = 0.0000007344; %laju kematian karena covid 
B = 0.0079; %laju kelahiran manusia 
N = 40665696 ; %jumlah penduduk jawa timur Desember 2020 
alfa = 0.0000000062; %laju perubahan S ke E (sakit) 
beta = 0.000115 ; %laju perubahan E ke I (covid) 
delta = 0.0006667; %laju perubahan I ke R (sembuh) 
v = 0.05; %laju vaksin  

  
dt = 0.5; 
t =[0:dt:4]; 

  
a1=1; 
a2=1; 
a3=1; 
a4=1; 

  
b1=1; 
b2=1; 
b3=1; 
b4=0.75; 

  
c1=1; 
c2=1; 
c3=1; 
c4=0.5; 

  
d1=1; 
d2=1; 
d3=1; 
d4=0.25; 

  
p=84152; %populasi manusia rentan 
q=46185; %populasi manusia sakit  
u=37967; %populasi manusia terinfeksi covid 
w=72135; %populasi manusia sembuh  

  
s0=p; 
e0=q; 
i0=u; 
r0=w; 

  
m1=(B*N)-(alfa*i0*s0)-(miu*s0)-(v*s0); 
m2=(alfa*u*s0)-(beta+miu)*e0; 
m3=(beta*e0)-(miui+delta+miu)*i0; 
m4=(delta*i0)+(v*s0)-(miu*r0); 

  
sa1=(m1*t.^(a1))/(gamma(a1+1)); 
sb1=(m1*t.^(b1))/(gamma(b1+1)); 
sc1=(m1*t.^(c1))/(gamma(c1+1)); 
sd1=(m1*t.^(d1))/(gamma(d1+1)); 



 
 

  
 

  
ea1=(m2*t.^(a2))/(gamma(a2+1)); 
eb1=(m2*t.^(b2))/(gamma(b2+1)); 
ec1=(m2*t.^(c2))/(gamma(c2+1)); 
ed1=(m2*t.^(d2))/(gamma(d2+1)); 

  
ia1=(m3*t.^(a3))/(gamma(a3+1)); 
ib1=(m3*t.^(b3))/(gamma(b3+1)); 
ic1=(m3*t.^(c3))/(gamma(c3+1)); 
id1=(m3*t.^(d3))/(gamma(d3+1)); 

  
ra1=(m4*t.^(a4))/(gamma(a4+1)); 
rb1=(m4*t.^(b4))/(gamma(b4+1)); 
rc1=(m4*t.^(c4))/(gamma(c4+1)); 
rd1=(m4*t.^(d4))/(gamma(d4+1)); 

  
da11=gamma(a1+a3+1); 
da12=gamma(2*a1+1); 
da22=gamma(a2+a3+1); 
da23=gamma(a1+a2+1); 
da24=gamma(2*a2+1); 
da33=gamma(a2+a3+1); 
da34=gamma(2*a3+1); 
da44=gamma(a3+a4+1); 
da45=gamma(a1+a4+1); 
da46=gamma(2*a4+1); 

  
db11=gamma(b1+b3+1); 
db12=gamma(2*b1+1); 
db22=gamma(b2+b3+1); 
db23=gamma(b1+b2+1); 
db24=gamma(2*b2+1); 
db33=gamma(b2+b3+1); 
db34=gamma(2*b3+1); 
db44=gamma(b3+b4+1); 
db45=gamma(b1+b4+1); 
db46=gamma(2*b4+1); 

  
dc11=gamma(c1+c3+1); 
dc12=gamma(2*c1+1); 
dc22=gamma(c2+c3+1); 
dc23=gamma(c1+c2+1); 
dc24=gamma(2*c2+1); 
dc33=gamma(c2+c3+1); 
dc34=gamma(2*c3+1); 
dc44=gamma(c3+c4+1); 
dc45=gamma(c1+c4+1); 
dc46=gamma(2*c4+1); 

  
dd11=gamma(d1+d3+1); 
dd12=gamma(2*d1+1); 
dd22=gamma(d2+d3+1); 
dd23=gamma(d1+d2+1); 
dd24=gamma(2*d2+1); 
dd33=gamma(d2+d3+1); 
dd34=gamma(2*d3+1); 
dd44=gamma(d3+d4+1); 



 
 

  
 

dd45=gamma(d1+d4+1); 
dd46=gamma(2*d4+1); 

  
sa2=-((alfa*p*m3*t.^(a1+a3))/(da11))-

((alfa*u*m1*t.^(2*a1))/(da12))-((miu*m1*t.^(2*a1))/(da12))- 

((v*m1*t.^(2*a1))/(da12)); 
sb2=-((alfa*p*m3*t.^(b1+b3))/(db11))-

((alfa*u*m1*t.^(2*b1))/(db12))-((miu*m1*t.^(2*b1))/(db12))- 

((v*m1*t.^(2*b1))/(db12)); 
sc2=-((alfa*p*m3*t.^(c1+c3))/(dc11))-

((alfa*u*m1*t.^(2*c1))/(dc12))-((miu*m1*t.^(2*c1))/(dc12))- 

((v*m1*t.^(2*c1))/(dc12)); 
sd2=-((alfa*p*m3*t.^(d1+d3))/(dd11))-

((alfa*u*m1*t.^(2*d1))/(dd12))-((miu*m1*t.^(2*d1))/(dd12))- 

((v*m1*t.^(2*d1))/(dd12)); 

  
ea2=((alfa*p*m3*t.^(a2+a3))/(da22))+((alfa*u*m1*t.^(a1+a2))/(da23)

)-((beta*m2*t.^(2*a2))/(v*da24))-((miu*m2*t.^(2*a2))/(da24)); 
eb2=((alfa*p*m3*t.^(b2+b3))/(db22))+((alfa*u*m1*t.^(b1+b2))/(db23)

)-((beta*m2*t.^(2*b2))/(v*db24))-((miu*m2*t.^(2*b2))/(db24)); 
ec2=((alfa*p*m3*t.^(c2+c3))/(dc22))+((alfa*u*m1*t.^(c1+c2))/(dc23)

)-((beta*m2*t.^(2*c2))/(v*dc24))-((miu*m2*t.^(2*c2))/(dc24)); 
ed2=((alfa*p*m3*t.^(d2+d3))/(dd22))+((alfa*u*m1*t.^(d1+d2))/(dd23)

)-((beta*m2*t.^(2*d2))/(v*dd24))-((miu*m2*t.^(2*d2))/(dd24)); 

  
ia2=((beta*m2*t.^(a2+a3))/(da33))-((miui*m3*t.^(2*a3))/(da34)) - 

((delta*m3*t.^(2*a3))/(da34)) - ((miu*m3*t.^(2*a3))/(da34)); 
ib2=((beta*m2*t.^(b2+b3))/(db33))-((miui*m3*t.^(2*b3))/(db34)) - 

((delta*m3*t.^(2*b3))/(db34)) - ((miu*m3*t.^(2*b3))/(db34)); 
ic2=((beta*m2*t.^(c2+c3))/(dc33))-((miui*m3*t.^(2*c3))/(dc34)) - 

((delta*m3*t.^(2*c3))/(dc34)) - ((miu*m3*t.^(2*c3))/(dc34)); 
id2=((beta*m2*t.^(d2+d3))/(dd33))-((miui*m3*t.^(2*d3))/(dd34)) - 

((delta*m3*t.^(2*d3))/(dd34)) - ((miu*m3*t.^(2*d3))/(dd34)); 

  
ra2=((delta*m3*t.^(a3+a4))/(da44)) +((v*m1*t.^(a1+a4))/(da45)) - 

((miu*m4*(2*t.^(a4)))/(da46)); 
rb2=((delta*m3*t.^(b3+b4))/(db44)) +((v*m1*t.^(b1+b4))/(db45)) - 

((miu*m4*(2*t.^(b4)))/(db46)); 
rc2=((delta*m3*t.^(c3+c4))/(dc44)) +((v*m1*t.^(c1+c4))/(dc45)) - 

((miu*m4*(2*t.^(c4)))/(dc46)); 
rd2=((delta*m3*t.^(d3+d4))/(dd44)) +((v*m1*t.^(d1+d4))/(dd45)) - 

((miu*m4*(2*t.^(d4)))/(dd46)); 

  
fa1=gamma(2*a1+a3+1); 
fa2=gamma(3*a1+1); 
fa3=gamma(a3+1); 
fa4=gamma(a1+1); 
fa5=gamma(a1+a2+a3+1); 
fa6=gamma(a1+2*a3+1); 
fa7=gamma(2*a1+a2+1); 
fa8=gamma(2*a2+a3+1); 
fa9=gamma(a2+2*a3+1); 
fa10=gamma(a1+2*a2+1); 
fa11=gamma(3*a2+1); 
fa12=gamma(3*a3+1); 
fa13=gamma(a2+a3+a4+1); 
fa14=gamma(2*a3+a4+1); 
fa15=gamma(a1+a3+a4+1); 



 
 

  
 

fa16=gamma(2*a1+a4+1); 
fa17=gamma(a3+2*a4+1); 
fa18=gamma(a1+2*a4+1); 
fa19=gamma(3*a4+1); 

  
fb1=gamma(2*b1+b3+1); 
fb2=gamma(3*b1+1); 
fb3=gamma(b3+1); 
fb4=gamma(b1+1); 
fb5=gamma(b1+b2+b3+1); 
fb6=gamma(b1+2*b3+1); 
fb7=gamma(2*b1+b2+1); 
fb8=gamma(2*b2+b3+1); 
fb9=gamma(b2+2*b3+1); 
fb10=gamma(b1+2*b2+1); 
fb11=gamma(3*b2+1); 
fb12=gamma(3*b3+1); 
fb13=gamma(b2+b3+b4+1); 
fb14=gamma(2*b3+b4+1); 
fb15=gamma(b1+b3+b4+1); 
fb16=gamma(2*b1+b4+1); 
fb17=gamma(b3+2*b4+1); 
fb18=gamma(b1+2*b4+1); 
fb19=gamma(3*b4+1); 

  
fc1=gamma(2*c1+c3+1); 
fc2=gamma(3*c1+1); 
fc3=gamma(c3+1); 
fc4=gamma(c1+1); 
fc5=gamma(c1+c2+c3+1); 
fc6=gamma(c1+2*c3+1); 
fc7=gamma(2*c1+c2+1); 
fc8=gamma(2*c2+c3+1); 
fc9=gamma(c2+2*c3+1); 
fc10=gamma(c1+2*c2+1); 
fc11=gamma(3*c2+1); 
fc12=gamma(3*c3+1); 
fc13=gamma(c2+c3+c4+1); 
fc14=gamma(2*c3+c4+1); 
fc15=gamma(c1+c3+c4+1); 
fc16=gamma(2*c1+c4+1); 
fc17=gamma(c3+2*c4+1); 
fc18=gamma(c1+2*c4+1); 
fc19=gamma(3*c4+1); 

  
fd1=gamma(2*d1+d3+1); 
fd2=gamma(3*d1+1); 
fd3=gamma(d3+1); 
fd4=gamma(d1+1); 
fd5=gamma(d1+d2+d3+1); 
fd6=gamma(d1+2*d3+1); 
fd7=gamma(2*d1+d2+1); 
fd8=gamma(2*d2+d3+1); 
fd9=gamma(d2+2*d3+1); 
fd10=gamma(d1+2*d2+1); 
fd11=gamma(3*d2+1); 
fd12=gamma(3*d3+1); 
fd13=gamma(d2+d3+d4+1); 



 
 

  
 

fd14=gamma(2*d3+d4+1); 
fd15=gamma(d1+d3+d4+1); 
fd16=gamma(2*d1+d4+1); 
fd17=gamma(d3+2*d4+1); 
fd18=gamma(d1+2*d4+1); 
fd19=gamma(3*d4+1); 

  
sa3=(((alfa.^2)*u*p*m3*t.^(2*a1+a3))/(fa1))+((alfa*u*((alfa*u)+miu

+v)*m1*t.^(3*a1))/(fa2))-

((alfa*m1*m3*fa7*t.^(2*a1+a3))/(fa3*fa4*fa1))-

((alfa*p*beta*m2*t.^(a1+a2+a3))/(fa5))-

(((miui+delta+miu)*m3*t.^(a1+2*a3))/(fa6))-

((miu*alfa*p*m3*t.^(2*a1+a3))/(fa1))+((miu*((alfa*u)+miu+v)*m1*t.^

(3*a1))/(fa2)); 
sb3=(((alfa.^2)*u*p*m3*t.^(2*b1+b3))/(fb1))+((alfa*u*((alfa*u)+miu

+v)*m1*t.^(3*b1))/(fb2))-

((alfa*m1*m3*fb7*t.^(2*b1+b3))/(fb3*fb4*fb1))-

((alfa*p*beta*m2*t.^(b1+b2+b3))/(fb5))-

(((miui+delta+miu)*m3*t.^(b1+2*b3))/(fb6))-

((miu*alfa*p*m3*t.^(2*b1+b3))/(fb1))+((miu*((alfa*u)+miu+v)*m1*t.^

(3*b1))/(fb2)); 
sc3=(((alfa.^2)*u*p*m3*t.^(2*c1+c3))/(fc1))+((alfa*u*((alfa*u)+miu

+v)*m1*t.^(3*c1))/(fc2))-

((alfa*m1*m3*fc7*t.^(2*c1+c3))/(fc3*fc4*fc1))-

((alfa*p*beta*m2*t.^(c1+c2+c3))/(fc5))-

(((miui+delta+miu)*m3*t.^(c1+2*c3))/(fc6))-

((miu*alfa*p*m3*t.^(2*c1+c3))/(fc1))+((miu*((alfa*u)+miu+v)*m1*t.^

(3*c1))/(fc2)); 
sd3=(((alfa.^2)*u*p*m3*t.^(2*d1+d3))/(fd1))+((alfa*u*((alfa*u)+miu

+v)*m1*t.^(3*d1))/(fd2))-

((alfa*m1*m3*fd7*t.^(2*d1+d3))/(fd3*fd4*fd1))-

((alfa*p*beta*m2*t.^(d1+d2+d3))/(fd5))-

(((miui+delta+miu)*m3*t.^(d1+2*d3))/(fd6))-

((miu*alfa*p*m3*t.^(2*d1+d3))/(fd1))+((miu*((alfa*u)+miu+v)*m1*t.^

(3*d1))/(fd2)); 

  
ea3= -((u*(alfa.^2)*p*m3*t.^(a1+a2+a3))/(fa5))-

((alfa*u*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*a1+a2))/(fa7))+((alfa*m1*m3*fa7*t

.^(a1+a2+a3))/(fa3*fa4*fa5))+((alfa*p*beta*m2*t.^(2*a2+a3))/(fa8))

-(((miui+delta+miu)*m3*t.^(a2+2*a3))/(fa9))-

((beta*alfa*p*m3*t.^(2*a2+a3))/(fa8))-

((beta*alfa*u*m1*t.^(a1+2*a2))/(fa10))+((beta*(beta+miu)*m2*t.^(3*

a2))/(fa11))-((miu*alfa*p*m3*t.^(2*a2+a3))/(fa8))-

((miu*alfa*u*m1*t.^(a1+2*a2))/(fa10)) + 

((miu*(beta+miu)*m2*t.^(3*a2))/(fa11)); 
eb3= -((u*(alfa.^2)*p*m3*t.^(b1+b2+b3))/(fb5))-

((alfa*u*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*b1+b2))/(fb7))+((alfa*m1*m3*fb7*t

.^(b1+b2+b3))/(fb3*fb4*fb5))+((alfa*p*beta*m2*t.^(2*b2+b3))/(fb8))

-(((miui+delta+miu)*m3*t.^(b2+2*b3))/(fb9))-

((beta*alfa*p*m3*t.^(2*b2+b3))/(fb8))-

((beta*alfa*u*m1*t.^(b1+2*b2))/(fb10))+((beta*(beta+miu)*m2*t.^(3*

b2))/(fb11))-((miu*alfa*p*m3*t.^(2*b2+b3))/(fb8))-

((miu*alfa*u*m1*t.^(b1+2*b2))/(fb10)) + 

((miu*(beta+miu)*m2*t.^(3*b2))/(fb11)); 
ec3= -((u*(alfa.^2)*p*m3*t.^(c1+c2+c3))/(fc5))-

((alfa*u*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*c1+c2))/(fc7))+((alfa*m1*m3*fc7*t

.^(c1+c2+c3))/(fc3*fc4*fc5))+((alfa*p*beta*m2*t.^(2*c2+c3))/(fc8))

-(((miui+delta+miu)*m3*t.^(c2+2*c3))/(fc9))-



 
 

  
 

((beta*alfa*p*m3*t.^(2*c2+c3))/(fc8))-

((beta*alfa*u*m1*t.^(c1+2*c2))/(fc10))+((beta*(beta+miu)*m2*t.^(3*

c2))/(fc11))-((miu*alfa*p*m3*t.^(2*c2+c3))/(fc8))-

((miu*alfa*u*m1*t.^(c1+2*c2))/(fc10)) + 

((miu*(beta+miu)*m2*t.^(3*c2))/(fc11)); 
ed3= -((u*(alfa.^2)*p*m3*t.^(d1+d2+d3))/(fd5))-

((alfa*u*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*d1+d2))/(fd7))+((alfa*m1*m3*fd7*t

.^(d1+d2+d3))/(fd3*fd4*fd5))+((alfa*p*beta*m2*t.^(2*d2+d3))/(fd8))

-(((miui+delta+miu)*m3*t.^(d2+2*d3))/(fd9))-

((beta*alfa*p*m3*t.^(2*d2+d3))/(fd8))-

((beta*alfa*u*m1*t.^(d1+2*d2))/(fd10))+((beta*(beta+miu)*m2*t.^(3*

d2))/(fd11))-((miu*alfa*p*m3*t.^(2*d2+d3))/(fd8))-

((miu*alfa*u*m1*t.^(d1+2*d2))/(fd10)) + 

((miu*(beta+miu)*m2*t.^(3*d2))/(fd11)); 

  
ia3=((beta*alfa*p*m3*t.^(a2+2*a3))/(fa9))+((beta*alfa*u*m1*t.^(a1+

a2+a3))/(fa5))-((beta*(beta+miu)*m2*t.^(2*a2+a3))/(fa8))-

((miui*beta*m2*t.^(a2+2*a3))/(fa9))+((miui*(miui+delta+miu)*m3*t.^

(3*a3))/(fa12))-

((delta*beta*m2*t.^(a2+2*a3))/(fa9))+((delta*(miui+delta+miu)*m3*t

.^(3*a3))/(fa12))-((miu*beta*m2*t.^(a2+2*a3))/(fa9)) 

+((miu*(miui+delta+miu)*m3*t.^(3*a3))/(fa12)); 
ib3=((beta*alfa*p*m3*t.^(b2+2*b3))/(fb9))+((beta*alfa*u*m1*t.^(b1+

b2+b3))/(fb5))-((beta*(beta+miu)*m2*t.^(2*b2+b3))/(fb8))-

((miui*beta*m2*t.^(b2+2*b3))/(fb9))+((miui*(miui+delta+miu)*m3*t.^

(3*b3))/(fb12))-

((delta*beta*m2*t.^(b2+2*b3))/(fb9))+((delta*(miui+delta+miu)*m3*t

.^(3*b3))/(fb12))-((miu*beta*m2*t.^(b2+2*b3))/(fb9)) 

+((miu*(miui+delta+miu)*m3*t.^(3*b3))/(fb12)); 
ic3=((beta*alfa*p*m3*t.^(c2+2*c3))/(fc9))+((beta*alfa*u*m1*t.^(c1+

c2+c3))/(fc5))-((beta*(beta+miu)*m2*t.^(2*c2+c3))/(fc8))-

((miui*beta*m2*t.^(c2+2*c3))/(fc9))+((miui*(miui+delta+miu)*m3*t.^

(3*c3))/(fc12))-

((delta*beta*m2*t.^(c2+2*c3))/(fc9))+((delta*(miui+delta+miu)*m3*t

.^(3*c3))/(fc12))-((miu*beta*m2*t.^(c2+2*c3))/(fc9)) 

+((miu*(miui+delta+miu)*m3*t.^(3*c3))/(fc12)); 
id3=((beta*alfa*p*m3*t.^(d2+2*d3))/(fd9))+((beta*alfa*u*m1*t.^(d1+

d2+d3))/(fd5))-((beta*(beta+miu)*m2*t.^(2*d2+d3))/(fd8))-

((miui*beta*m2*t.^(d2+2*d3))/(fd9))+((miui*(miui+delta+miu)*m3*t.^

(3*d3))/(fd12))-

((delta*beta*m2*t.^(d2+2*d3))/(fd9))+((delta*(miui+delta+miu)*m3*t

.^(3*d3))/(fd12))-((miu*beta*m2*t.^(d2+2*d3))/(fd9)) 

+((miu*(miui+delta+miu)*m3*t.^(3*d3))/(fd12)); 

  
ra3=((delta*beta*m2*t.^(a2+a3+a4))/(fa13))+((delta*(miui+delta+miu

)*m3*t.^(2*a3+a4))/(fa14))-((v*alfa*p*m3*t.^(a1+a3+a4))/(fa15))-

((v*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*a1+a4))/(fa16))-

((miu*delta*m3*t.^(a3+2*a4))/(fa17))-

((miu*v*m1*t.^(a1+2*a4))/(fa18))+((miu.^(2)*m4*3*t.^(a4))/(fa19)); 
rb3=((delta*beta*m2*t.^(b2+b3+b4))/(fb13))+((delta*(miui+delta+miu

)*m3*t.^(2*b3+b4))/(fb14))-((v*alfa*p*m3*t.^(b1+b3+b4))/(fb15))-

((v*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*b1+b4))/(fb16))-

((miu*delta*m3*t.^(b3+2*b4))/(fb17))-

((miu*v*m1*t.^(b1+2*b4))/(fb18))+((miu.^(2)*m4*3*t.^(b4))/(fb19)); 
rc3=((delta*beta*m2*t.^(c2+c3+c4))/(fc13))+((delta*(miui+delta+miu

)*m3*t.^(2*c3+c4))/(fc14))-((v*alfa*p*m3*t.^(c1+c3+c4))/(fc15))-

((v*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*c1+c4))/(fc16))-



 
 

  
 

((miu*delta*m3*t.^(c3+2*c4))/(fc17))-

((miu*v*m1*t.^(c1+2*c4))/(fc18))+((miu.^(2)*m4*3*t.^(c4))/(fc19)); 
rd3=((delta*beta*m2*t.^(d2+d3+d4))/(fd13))+((delta*(miui+delta+miu

)*m3*t.^(2*d3+d4))/(fd14))-((v*alfa*p*m3*t.^(d1+d3+d4))/(fd15))-

((v*(alfa*u+miu+v)*m1*t.^(2*d1+d4))/(fd16))-

((miu*delta*m3*t.^(d3+2*d4))/(fd17))-

((miu*v*m1*t.^(d1+2*d4))/(fd18))+((miu.^(2)*m4*3*t.^(d4))/(fd19)); 

  
Sa=s0+sa1+sa2+sa3; 
Sb=s0+sb1+sb2+sb3; 
Sc=s0+sc1+sc2+sc3; 
Sd=s0+sd1+sd2+sd3; 

  
Ea=e0+ea1+ea2+ea3; 
Eb=e0+eb1+eb2+eb3; 
Ec=e0+ec1+ec2+ec3; 
Ed=e0+ed1+ed2+ed3; 

  
Ia=i0+ia1+ia2+ia3; 
Ib=i0+ib1+ib2+ib3; 
Ic=i0+ic1+ic2+ic3; 
Id=i0+id1+id2+id3; 

  
Ra=r0+ra1+ra2+ra3; 
Rb=r0+rb1+rb2+rb3; 
Rc=r0+rc1+rc2+rc3; 
Rd=r0+rd1+rd2+rd3; 

  
figure(1) 
plot(t,Sa(1,:),'.-b',t,Sb(1,:),'.-r',t,Sc(1,:),'.-m',t,Sd(1,:),'.-

g')  
legend('a1=1,a2=1,a3=1,a4=1','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.75','a1=1,a2=1,a

3=1,a4=0.5','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.25')  
xlabel('Waktu (BULAN)'); 
ylabel('Populasi Manusia Rentan COVID-19'); 
title('Pengaruh pada Suspected'); 

  
figure(2) 
plot(t,Ea(1,:),'.-b',t,Eb(1,:),'.-r',t,Ec(1,:),'.-m',t,Ed(1,:),'.-

g')  
legend('a1=1,a2=1,a3=1,a4=1','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.75','a1=1,a2=1,a

3=1,a4=0.5','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.25')  
xlabel('Waktu (BULAN)'); 
ylabel('Populasi Manusia terinfeksi tanpa gejala'); 
title('Pengaruh pada Exposed'); 

  
figure(3) 
plot(t,Ia(1,:),'.-b',t,Ib(1,:),'.-r',t,Ic(1,:),'.-m',t,Id(1,:),'.-

g')  
legend('a1=1,a2=1,a3=1,a4=1','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.75','a1=1,a2=1,a

3=1,a4=0.5','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.25')  
xlabel('Waktu (BULAN)'); 
ylabel('Populasi Manusia terinfeksi dengan gejala'); 
title('Pengaruh pada Infected'); 

  
figure(4) 



 
 

  
 

plot(t,Ra(1,:),'.-b',t,Rb(1,:),'.-r',t,Rc(1,:),'.-m',t,Rd(1,:),'.-

g')  
legend('a1=1,a2=1,a3=1,a4=1','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.75','a1=1,a2=1,a

3=1,a4=0.5','a1=1,a2=1,a3=1,a4=0.25')  
xlabel('Waktu (BULAN)'); 
ylabel('Populasi Manusia Sembuh'); 
title('Pengaruh pada Recovered'); 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

  
 

RIWAYAT HIDUP 

Khoirotun Nisa’, lahir di Jakarta 24 November 2000, tinggal di 

Jl. Cakung Drain No. 152, Kecamatan Cakung, Jakarta Timur. 

Anak ke-4 dari tujuh bersaudara, putri pasangan Bapak H. 

Abdul Wasi’ dan Ibu Hj. Suliha. Pendidikan taman kanak-

kanak ditempuh di TK. Jamiyatul Khoirot, kemudian 

melanjutkan pendidikan dasar di MI Umdaturrashikien Jakarta dan lulus pada tahun 

2012. Selanjutnya melanjutkan pendidikan sekolah menengah pertama di MTsN. 

Bangkalan dan lulus pada tahun 2015. Kemudian melanjutkan pendidikan sekolah 

menengah atas bidang Akselerasi di MAN Bangkalan dan lulus pada tahun 2017. 

Dan pada tahun 2017 melanjutkan pendidikan perguruan tinggi di Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang mengambil program studi Matematika 

Fakultas Sains dan Teknologi. Penulis dapat dihubungi melalui email: 

khoirotun241120.@gmail.com 
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