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ABSTRAK

Damayanti, Atik. 2021. Metode Backward Time Central Space dalam
Penyelesaian Model Matematika Vibrasi Dawai pada Alat Musik Petik.
Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I)
Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si. (Il) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Vibrasi Dawai Alat Musik Petik, Model Matematika, Simpangan
Dawai, Metode Implisit, Backward Time Central Space, Solusi
u(x,t)

Penelitian ini dilakukan untuk memperoleh solusi numerik model
matematika vibrasi dawai pada alat musik petik. Model matematika ini merupakan
representasi dari fenomena alat musik petik yang dikenai simpangan.model tersebut
dikonstruksi olen Kusumastuti, dkk (2017) dan berbentuk persamaan diferensial
parsial orde dua. Metode yang digunakan dalam menyelesaikan penelitian ini
adalah metode BTCS (Backward Time Central Space). Solusi numerik diperoleh
dengan langkah-langkah sebagai berikut, 1). Melakukan diskritisasi model
matematika kemudian mendiskritisasi kondisi awal dan kondisi batas. 2).
Melakukan analisis kestabilan solusi numerik untuk mengetahui solusi yang
diperoleh stabil dan analisis konsistensi sebagai syarat dari kekonvergenan solusi
numerik yang diperoleh. 3). Mensimulasikan solusi numerik dan melakukan
interpretasi grafik. Hasil penelitian menunjukkan bahwa solusi numeric model
matematika vibrasi dawai pada alat musik petik stabil tanpa syarat dan memiliki
error (Ax?, At?).
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ABSTRACT

Damayanti, Atik. 2021. On The Backward Time Central Space Method in
Solving the Mathematical Model of String Vibration on Stringed
Instruments. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and
Technology, Maulana Malik lbrahim State Islamic University Malang.
Supervisor: (1) Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si. (I1) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: String Vibration Stringed Instrument, Mathematical Model, String
Deviation, Implicit Method, Backward Time Central Space, u(x,t)
Solution

This study discusses the numerical solution of the mathematical model of
string vibration given the deviation on a stringed instrument. This mathematical
model is a representation of the phenomenon of stringed instruments that are subject
to deviations in the form of partial differential equations. The model used in this
study is a model that has been constructed by Kusumastuti, et al (2017). The method
used in solving the model is the BTCS (Backward Time Central Space) method.
The numerical solution is obtained by the following steps, 1). Discretize the
mathematical model and then discretize the initial conditions and boundary
conditions. 2). Determine the stability analysis of the numerical solution to find out
the solution obtained is stable and the consistency analysis as a condition for the
convergence of the obtained numerical solution. 3). Simulate the numerical
solutions and perform graph interpretations. The results obtained are declared
unconditionally stable. The Backward Time Central Space implicit method in
solving the mathematical model of string vibration on this stringed instrument has
a cutting error of the first order (Ax?, At3).
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang
Allah berfirman dalam surat Al-Jumuah ayat 10 yang artinya:

“Apabila sholat telah dilaksanakan, maka bertebaranlah kamu di bumi, carilah
karunia Allah dan ingatlah Allah banyak-banyak agar kamu beruntung.”

Pada surat tersebut, kata “fantasyiru” dimaknai “maka bertebaranlah kalian”.
Perintah “fantasyiru” di ayat ini merupakan jawaban atas potongan kalimat
sebelumnya yang mengatakan “idza qudiyatis shalah”. Artinya, Al-Quran
memberikan seruan bagi orang-orang untuk bertebarlah atau meyebarlah ke bisnis
masing-masing, baik menyebarkan dagangannya bagi seorang pedagang maupun
menyebarkan agamanya atau dakwah. Dari  Abdullah ibn  Amr:
Bahwa Nabi bersabda:

“sampaikan dariku sekalipun satu ayat dan ceritakanlah (apa yang kalian dengar)
dari bani Israil itu tidak apa (dosa) Dan barangsiapa yang berdusta atas hamaku dengan
sengaja maka bersiap-siaplah menempati tempat duduknya di neraka ”.

Hadis di atas menjelaskan tentang kewajiban dakwah untuk semua orang
walaupun hanya satu ayat. Namun jangan sampai melampaui batasan
menyampaikan ayat atau kebaikan tentang sesuatu yang tidak diketahuinya. Ada
banyak cara dalam melakukan penyebaran agama, salah satunya yaitu melalui
musik. Ditinjau dari keilmuan komunikasi, musik adalah media yang sangat ampuh
dan cepat dalam proses penyampaian pesan secara massal.

Berdasarkan pada ayat di atas, fokus penelitian ini adalah melakukan
interpretasi model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik pada penelitian
Kusumastuti tahun 2017. Interpretasi model bertujuan untuk melihat seberapa
realistis model matematika yang telah dikonstruksi terhadap kondisi riil nya. Salah

satu cara adalah dengan menggunakan interpretasi dari plot grafik numerik model



2
matematika vibrasi dawai pada alat musik petik yang dimaksud. Simulasi numerik
dilakukan dengan menampilkan grafik model dengan analisis kestabilan. Solusi
numerik pada penelitian ini menggunakan metode Backward Time Central Space
(BTCS), dengan hampiran deret Taylor menggunakan hampiran beda mundur
untuk u(x, t) di sekitar titik t + At dan beda pusat untuk u(x + Ax, t + At) dan
u(x — Ax, t + At) di sekitar titik x.

Penelitian sebelumnya telah dilakukan oleh Agus Purwanto pada tahun
2006, yaitu analisis sinyal suara yang dihasilkan oleh alat musik gitar semi-akustik.
Dalam penelitian ini, untuk mendapatkan komponen-komponen penyusun sinyal
suara seperti amplitudo, rasio amplitudo, frekuensi fundamental dan frekuensi
harmonik, serta memperoleh spektrum sinyal suara digunakan program SOUND
FORGE sebagai alat perekam suara yang dihasilkan dawai gitar yang dipetik,
seperti yang dilakukan Gulla, kemudian menerapkan FFT untuk menganalisis data
suara hasil rekaman tersebut. Setelah menambahkan faktor peredam pada model
sinyal suara yang telah dikonstruksi berdasarkan komponen-komponen yang telah
didapatkan, dan hasil suara yang diperoleh adalah hampir sama dengan suara asli
dari gitar yang dipetik.

Penelitian sebelumnya juga pernah dilakukan oleh Kusumastuti, dkk pada
tahun 2017 yaitu melakukan konstruksi model matematika vibrasi dawai pada alat
musik tradisional Sasando. Proses dalam konstruksi model matematika vibrasi
dawai Sasando ini memanfaatkan persamaan Lagrange. Kemudian penelitian ini
dilanjutkan oleh Kusumastuti, dkk pada tahun 2019 dengan mencari solusi numerik

untuk model vibrasi dawai pada alat musik Sasando yang telah diperoleh dengan
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metode Central Time Central Space (CTCS) dihasilkan bahwa solusi stabil tetapi
dengan syarat At < 0,1.

Berdasarkan permasalahan tersebut, penelitian ini dimaksudkan untuk
melakukan analisis numerik menggunakan metode Backward Time Central Space
(BTCS) untuk memperbaiki performa Central Time Central Space (CTCS) dari
penelitian sebelumnya. Manfaat dari penelitian ini yaitu untuk memprediksi besar
simpangan maksimal yang diberikan pada dawai alat musik petik sehingga
diperoleh nada tanpa noise akibat vibrasi tanpa osilasi yang besar.

Dari pemaparan latar belakang tersebut, maka penulis bermaksud untuk
menyusun skripsi dengan judul “Metode Backward Time Central Space dalam

Penyelesaian Model Matematika Vibrasi Dawai pada Alat Musik Petik”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan pemaparan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah
dalam penelitian ini yaitu:
1.  Bagaimana solusi numerik model matematika vibrasi dawai pada alat musik
petik dengan metode Backward Time Central Space (BTCS)?
2.  Bagaimana analisis keabsahan solusi metode Backward Time Central Space
(BTCS) melalui analisis kestabilan dan orde error model matematika

vibrasi dawai pada alat musik petik?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan dari penelitian ini
adalah:

1.  Untuk mengetahui solusi numerik model matematika vibrasi dawai pada
alat musik petik menggunakan metode Backward Time Central Space
(BTCS).

2. Untuk mengetahui analisis keabsahan solusi metode Backward Time
Central Space (BTCS) melalui analisis kestabilan dan orde error model

matematika vibrasi dawai pada alat musik petik.

1.4  Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini yaitu solusi yang dihasilkan dapat menambah
wawasan keilmuan, khususnya dalam penerapan metode beda hingga implisit
kedalam model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik, sehingga dapat
dijadikan sebagai bahan literatur yang bersangkutan dengan model matematika

vibrasi dawai pada alat musik senar lainnya.

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah yang digunakan dalam penelitian ini yaitu:
1.  Model yang digunakan dalam penelitian yaitu model matematika untuk
masalah vibrasi dawai pada alat musik petik dengan persamaannya sebagai

berikut (Kusumastuti, 2017):

0%u 1 2+262 62u+k au_o
oz \2°€ 1 )oxz T % T



Dengan kondisi awal untuk u sebagai berikut:

u(x,0) = f(x)
0
au(x, 0)=0

Dimana fungsi f(x) dinyatakan sebagai:

2hx 1
fe) = 2hx 1
Zh—T, §l<XSl

Dan kondisi batas untuk u
u(0,t) =0, untuk setiap t>0
u(l,t) =0, untuk setiap t>0
2. Dawai yang digunakan dalam penelitian ini adalah dawai yang sering
digunakan pada alat musik petik lainnya yaitu dawai berbahan dasar nilon.
3. Model matematika untuk masalah vibrasi dawai pada alat musik petik

dihitung dengan metode Backward Time Central Space (BTCS).

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan menggunakan metode kepustakaan. Peneliti
melakukan eksplorasi terhadap artikel jurnal, buku, serta referensi lain yang
berhubungan dengan analisis numerik model matematika vibrasi dawai yang berupa
persamaan diferensial parsial hiperbolik dan simulasi grafik dengan bantuan
software OCTAVE. Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini
adalah sebagai berikut:
1.  Analisis model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik

menggunakan metode Backward Time Central Space (BTCS)
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a) Melakukan diskritisasi model matematika vibrasi dawai pada alat musik
petik dengan metode Backward Time Central Space (BTCS).

b) Mengkonstruksi bentuk stensil hitung model matematika vibrasi dawai
pada alat musik petik dari metode Backward Time Central Space (BTCS).

c) Melakukan diskritisasi kondisi awal serta kondisi batas dengan metode
Backward Time Central Space (BTCS).

2. Analisis kestabilan dan analisis orde error metode Backward Time Central
Space (BTCS) dari model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik

a) Menganalisis kestabilan dari metode Backward Time Central Space
(BTCS) untuk gerak dawai pada alat musik petik menggunakan metode von
Neumann.

b) Menentukan analisis orde error dari metode Backward Time Central Space
(BTCS) dengan menentukan nilai limit dari metode Backward Time
Central Space (BTCS) ketika At — 0.

c) Verifikasi kestabilan metode Backward Time Central Space (BTCS)

menggunakan At dan Ax dari poin 2b).

1.7  Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan yang digunakan dalam skripsi ini terdapat empat bab.
Masing-masing bab terdiri dari beberapa sub bab, yaitu:
Bab I Pendahuluan
Pendahuluan adalah bab yang memuat latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian,

dan sistematika penulisan.



Bab 11 Kajian Pustaka
Kajian pustaka menyajikan tentang gambaran umum dari teori yang
mendasari pembahasan. Seperti teori gelombang, metode beda hingga, dan
skema implisit Backward Time Central Space (BTCS).

Bab 111 Pembahasan
Bab ini menguraikan tentang pembahasan metode Backward Time Central
Space (BTCS) dalam penyelesaian model matematika vibrasi dawai pada
alat musik petik.

Bab 1V Penutup
Bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan penelitian yang dilakukan dan

saran yang berkaitan dengan penelitian.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1  Model Matematika Vibrasi Dawai pada Alat Musik Petik

Dawai yang digunakan dalam penelitian ini yaitu dawai yang berbahan dasar
nilon. Dawai ini sering digunakan pada alat musik petik lainnya. Kedua ujung dawai
pada alat musik petik terikat pada dua pengait dawai. Massa jenis dawai (p)

didefinisikan sebagai

_m
PV
dengan
p : Massa Jenis
m : Massa
|4 : Volume

Volume dawai sebanding dengan panjang dawai, hal ini dikarenakan luas
penampang dawai (A4) yang digunakan sangat kecil. Sehingga massa jenis dawai

dapat ditulis sebagai massa (m) per satuan panjang dawai (1). Kemudian dawai

dipetik pada posisi %l dari panjang dawai. Dapat dilihat pada Gambar 2.1 berikut

yaitu partisi dawai ketika dipetik pada posisi %l dari panjang dawai

Gambar 2. 1 Partisi Dawai ketika Dipetik%l



9

Berdasarkan Gambar 2.1 maka dapat ditarik asumsi untuk masalah vibrasi

dawai pada alat musik petik sebagai berikut:

1.

Dawai alat musik petik berada pada posisi setimbang di sepanjang sumbu x
dan dawai alat musik petik adalah dawai yang lentur.

Dawai alat musik petik yang diberi simpangan akan mengalami gerak osilasi
atau gerak bolak-balik menuju titik setimbang dan dawai akan berhenti pada
waktu t tertentu.

Terdapat gaya peredam yang bekerja pada dawai.

Terbentuknya simpangan yang bergantung pada x dan t pada dawai ketika
dawai alat musik petik bervibrasi. Simpangan ini didefinisikan sebagai u.
Simpangan yang terjadi sangatlah kecil, hal ini menyebabkan kemiringan di
sepanjang dawai juga sangat kecil.

Ketika dawai berada pada posisi setimbang, berlaku hukum | Newton dan
ketika dawai bervibrasi maka berlaku hukum Il Newton.

Adanya gaya gesek antara dawai dengan fluida (udara) disekitar dawai
selama dawai berosilasi.

Volume dawai sebanding dengan panjang dawai, karena luas penampang

dawai sangat kecil.

2.1.1 Besar Peregangan Dawai akibat Petikan

Dawai pada alat musik petik ketika diberi simpangan pada posisi %l dari

panjang dawai [ akan menimbulkan adanya peregangan dawai (e). Peregangan

tersebut dapat dilihat pada Gambar 2.2 berikut:
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Xgiri = — E"- Xkanan = E[

Gambar 2. 2 Peregangan pada Dawai ketika Diberi Simpangan

Berdasarkan Gambar 2.2, terlihat bahwa dawai di sisi Kiri terjadi

peregangan yang menyebabkan pertambahan panjang dawai yang mula-mula
Xpiri = —%l menjadi x, dan dawai di sisi kanan juga terjadi peregangan yang
menyebabkan panjang dawai yang mula-mula xyqn0n = %l menjadi x;. Selain

terjadi peregangan juga terbentuk simpangan sebesar u yang bergantung pada x
dan t. Perhitungan besar simpangan u yaitu:

jika ditinjau dari sisi Kiri dawai adalah
1
U = Xyipitan g = —Eltane (2.1)
dan jika ditinjau dari sisi kanan dawai adalah
1
U = Xpgnan tan = Eltan 0 (2.2)

tan @ didefinisikan sebagai Z—Z yang merupakan nilai kemiringan. Sehingga

ditinjau dari sisi kiri dawai dapat ditentukan besar simpangan u yaitu,

u= —%l(g—z) (2.3)

dan besar simpangan u dari sisi kanan dawai yaitu,

= %l (Z—Z) (2.4)



11
Selanjutnya yaitu menentukan panjang peregangan x, dan x;. Panjang

x, dapat dihitung sebagai berikut:

Xy = U2 + (epp)? = j(-%z (g—;‘))z + (—%z)2 =21 (Z—z)z +1 (2.5)

Panjang x;, dapat dihitung sebagai berikut:

9 2 2 u\ 2
Xp = \/uz + (xkanan)z = \/(%l (i)) + (% l) = %l (ﬁ) +1 (2.6)
Pertambahan panjang dari sisi Kiri dawai dapat ditentukan dari panjang x,
yang diperoleh, yaitu selisih antara x, dengan x;;,;. Besar pertambahan panjang
ini dapat disimbolkan dengan x~ yaitu:

X = Xq — Xkiri

2O - (-2 = (2 w1 27
2 \ox 27) 2 x (27)

Dengan cara yang sama, pertambahan panjang dari sisi kanan dawai dapat
ditentukan dari panjang x;, yang diperoleh, yaitu selisih antara x;, dengan xjsnan-

Besar pertambahan panjang ini dapat disimbolkan dengan x™ yaitu

+

X' = Xp — Xkanan
1 ou\2 1 1 ou\2
1 () +1—(51)=51</(a) +1-1) 28)
Besar peregangan (e) yang terjadi pada dawai dapat juga ditentukan dari
nilai x~ dan x* yang diperoleh pada persamaan (2.7) dan (2.8). Besar

peregangan (e) didefinisikan berdasarkan konsep elastisitas, yaitu:

Al

€=K

(2.9)
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dengan

Al : Pertambahan panjang dawai (1m)

lo  :Panjang mula-mula (m)

e : Regangan.

Pertambahan panjang dawai dalam penelitian ini yaitu pertambahan
panjang dawai di sisi kiri (x ™) dan pertambahan panjang dawai di sisi kanan (x*).
Panjang dawai sebelum mengalami peregangan didefinisikan dengan [,. Dalam
penelitian ini panjang dawai sebelum mengalami peregangan terbagi menjadi dua,
yaitu di sisi kiri dawai (x;-) dan di sisi kanan dawai (xgnqen). Sehingga besar
peregangan dawai di sisi kiri (e ™) dapat diperoleh sebagai berikut:

1 au?
- ,;_ _ ;z(@“) = _ <m+ 1) (2.10)

Dan diperoleh besar peregangan (e™) di sisi kanan dawai yaitu sebagai

berikut
2
Xt El< (E) +1—1> ou 2
e+:E:T: /(a) +1-1 (2.11)

2.1.2 Hukum-Hukum Fisika yang Terlibat

Konstruksi model matematika gerak dawai terbentuk dari pemanfaatan
hukum fisika, seperti hukum Newton | sampai Ill, hukum Hooke, dan hukum
Stokes. Dari hukum-hukum tersebut dapat diidentifikasi gaya-gaya yang terlibat
dari masalah vibrasi dawai yang diberikan simpangan. Contohnya yaitu adanya
gerak osilasi atau gerak bolak-balik hingga dawai kembali pada posisi setimbang

atau berhenti ketika simpangan dawai dilepas (Kusumastuti, dkk: 2017).
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Selain itu, disekitar dawai juga terjadi gaya gesek antara dawai dengan

fluida (udara). Selain terjadi gaya gesek antara dawai dengan fluida di sekitar
dawai ketika dawai dipetik, juga terjadi energi potensial (Ep) yang memiliki
satuan Joule. Energi potensial ini timbul ketika dawai pada alat musik petik diberi
simpangan yang menyebabkan adanya partikel penyusun dawai yang bereaksi
melawan gaya tarikan. Berikut adalah beberapa gaya dan energi potensial yang

terjadi pada dawai alat musik petik ketika diberi simpangan, yaitu:

1. Gaya Pegas dan Energi Potensial Pegas (Eppegas)
EDpegas dalam penelitian ini terjadi di beberapa point yaitu,

a. Eppegas terjadi karena adanya gaya pegas (Fpegqs) Pada dawai alat musik
petik ketika diberi simpangan.

b. Eppegqes terjadi ketika dawai pada alat musik petik mengalami
pertambahan panjang akibat dawai diberi simpangan.

c. Pertambahan panjang terjadi di sisi kanan dan di sisi Kiri. Sehingga dalam
menentukan Epp.4,s Melibatkan besar pertambahan panjang dawai di sisi
kanan dan di sisi Kiri.

d. Pertambahan panjang dawai sebelum dawai alat musik petik diberi
simpangan adalah nol, hal ini dikarenakan dawai belum terjadi
pertambahan panjang baik di sisi kanan maupun di sisi Kiri.

Langkah selanjutnya yaitu menentukan Epp.4qs pada dawai dengan
memperhatikan beberapa point yang telah diperoleh. Sehingga dapat ditentukan

besar perubahan potensial pegas di sisi Kiri (AEppegas kiri), Yaitu



14

Xsetelah petikan

AEpPegas kiri = — FPegas(x_) d(x™)

xsetimbang

b [(57020)

2
AEpPegas kiri = _f
0

{37

1 2
EpPegas kiri — EpPegas kiri setimbang = [E kp (x_)z]
0

[ 1
EpPegas kiri — (0) = %ki /%l (a—u>2 +1+1 \ — (O)ZI
\ )

0x
|

1 1 GIN \
EpPegas kiri = Ekp \El (a) +1+1 / (2.12)

Sedangkan perubahan potensial pegas di sisi kanan (AEppegas kanan), Yaitu

x+ ;
setelah petikan

AEpPegas kanan = — . FPegas(x_) d(x7)
xsetimbang

AEpPegas kanan = —

b Ji37)

1 2
— -\2
EpPegas kanan — EpPegas kanan setimbang — [E kp (x ) ]
0

1 1 ou\> ,
EpPegas kanan — (0) = Ekp El (a) +1-1 —(0)

EpPegas kanan = Ekp El _> +1-1 (2.13)
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Dengan demikian, Eppegqas torq: @dalah penjumlahan dari persamaan (2.12) dan
(2.13), yaitu:

EpPegas = EpPegas kiri T EpPegas kanan

2 2
1 1 u 2 1 1 ou 2
EPregas =3k zl< &) +1+1> T2k ;l( (%) +1—1)

2

EPpegas = 5 kp l< 6“ +1+1> )2 1_1>

Eppegas=;kp< %lz<(z—2)2+1+2m+1) + ;zz((g_;)z
1-2)(2) +1+1)

Eppegas=gkpzz<((g_;)2+2J(g_;)ﬁ+z)+((g_;)2_z (2 41+
2

1 ou\?
Eppegas = 3 kpl? (2 () + 4)

1 au\? 1
Eppegas = 3 kpl? (52) + 3 kpl?

ad
EPpegas = 2k 12( (ﬁ) +1) (2.14)



2. Gaya Tegang dan Energi Potensial Tegangan (Epregangan)
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Terdapat beberapa point penting yang menyebabkan adanya energi

potensial tegangan (Epregangan) dawai pada alat musik petik ketika diberi

simpangan, diantaranya:

a. Ketika dawai pada alat musik petik diberi simpangan, maka akan ada gaya

tegangan (Fregangan), hal ini menyebabkan timbulnya energi potensial

tegangan (Epregangan)

b. Epregangan dawai pada alat musik petik ketika diberi simpangan terjadi

selama dawai mengalami peregangan. Sehingga Epregangan dapat

ditentukan dengan melibatkan besar peregangan dawai yang terjadi di sisi

kanan maupun di sisi Kiri dawai.

c. Besar peregangan dawai sebelum diberi simpangan adalah nol. Hal ini

disebabkan ketika dawai sebelum diberi simpangan tidak terjadi

peregangan dawai baik di sisi kanan maupun di sisi Kiri.

Langkah selanjutnya yaitu menentukan Epregangan Pada dawai yang

dilakukan dengan menerapkan point-point yang telah diperoleh tersebut.

Sehingga dapat ditentukan besar perubahan potensial tegangan di sisi kiri

(AEptegangan kiri)1 yaitU:

e.STetelah petikan
AEpTegangan kiri = — FTegangan kiri(e )d(e )
eSetimbang

2
%) 11

AEpTegangan kiri = _f —Ee”d(e™)
0

/ 0w\ 14
= [%E(e‘)z]o(ax)

EpTegangan kiri — EpTegangan kiri setimbang
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2
2

1 Ju
EpTegangan kiri — (0) = EE (a) +1+1 -0
2
1 ou\>
EpTegangan kiri = EE (a_x) +1+1 (2.15)

Dan besar perubahan potensial tegangan di sisi  kanan

(AEptegangan kanan)1 yaitU:

+
€setelah petikan

AEpTegangan kanan = — FTegangan kiri(e_) d(e_)
egetimbang
(g—g)zﬂ-l
AEpTegangan kanan = — j- —Ee” d(e+)
0
(@)
EpTegangan kanan — EpTegangan kanan setimbang = [EE(B-I-)Z 0
2
1 ou\>
EpTegangan kanan — (0) = EE (a) +1-1 -0
2
1 ou\>
EpTegangan kanan = EE (a) +1-1 (2.16)

Dengan nilai  Epregangankiri Pada persamaan  (2.15) dan
EDregangankanan Pada persamaan (2.16), dapat ditentukan Epregangan total
yaitu:

EpTegangan = EpTegangan kiri + EpTegangan kanan

EPregangan = %E ((W + 1>2> + %E << (Z_Z)Z +1-— 1)2)
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2
/a [Touy?
EpTegangan:_ ( - +1+1> +< (i) +1_1>>
lmnwwm=%E<<w +1+zJau-+r+Q+( +1-

u\2
2/(5) +1+1>
EpTegangan=%E <a_u +2/8u +1+2) < —
/“ +1+2>

1
EpTegangan =5 ( + 4)
u
EpTegangan =E (a) + 2E
1 /0u\>
EpTegangan = 2F <E (a) + 1) (2.17)

3. Gaya Gesek dan Energi Potensial Gesek (Epgesek)
Terdapat beberapa point untuk menganalisis energi potensi gesek
(Epgeser ), diantaranya:
a. Ketika dawai pada alat musik petik diberi simpangan maka terjadi gaya

gesek (Fgeserr), hal ini menyebabkan timbulnya energi potensial gesek

(EpGesek)-
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b. Epceser terjadi ketika dawai mengalami gerak osilasi dan membentuk
simpangan akibat petikan. Epg.ser dapat ditentukan dengan melibatkan
besar simpangan yang terbentuk baik ketika posisi setimbang maupun
setelah petikan.

c. Sebelum dawai pada alat musik petik diberi simpangan, maka belum
terjadi osilasi pada dawai. Sehingga besar energi potensial gesek yang
terjadi ketika dawai sebelum diberi simpangan adalah sebesar nol.
Langkah selanjutnya yaitu menentukan Epg;.s.r dawai yaitu dengan

menerapkan point-point yang telah diperoleh tersebut. Sehingga dapat

ditentukan besar perubahan potensial gesek (AEpgeser ), Yaitu:

Usetelah petikan
DEpgeser = - | Faw) d(w)
USetimbang
u ou
AEpGeser = _f kpn (E) d(u)
0

ou
EPgesex — EDgesek setimbang — —kpn (E) [u]g

d
Epgeser — (0) = —kpn (6_1Z> [u—0]

ou
Epgesei = kol (5 u (2.18)

Dari persamaan (2.14), (2.17), dan (2.18) dapat dihasilkan keseluruhan
energi potensial atau energi potensial total Ep,:4; Sebagai berikut:

EPModel = EPPegas + EPTegangan + EPGesek
—1k12 1(au)2+1 + 2E 1(E)u>2+1 +< k <au> )
— 27" (2\ox 2 \ox ATy A
~ G+ 28) (32 4 1)+ (ko (Z)a) a0
2" 2 \ox AT (2.19)
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Selain energi potensial, juga terdapat energi kinetik (E'k) yaitu energi yang
terjadi pada suatu benda yang mengalami pergerakan. Semakin cepat benda
bergerak maka energi kinetik juga semakin besar, berbeda ketika benda diam
maka energi kinetiknya nol. Hal ini juga terjadi ketika dawai alat musik dipetik
dan terjadi gerak bolak-balik pada dawai. Energi kinetik pada dawai alat musik

petik didefinisikan sebagai berikut:

1 du\>
Ekmoaer = 5Pl (5) (2.20)
2.1.3 Persamaan Lagrange dan Penurunan Persamaan Lagrange

Langkah berikutnya yaitu menentukan persamaan Lagrange, yaitu selisih
antara energi Kinetik dan energi potensial. sehingga didapatkan persamaan

Lagrange sebagai berikut:

L = Ekyoger — EPmoder
1 l<6u)2 (1 2+ ZE) 1 <6u>2 1)+ ( I (6u> )

Lo (2Y - G+ 28) (32 1)+ o (2Y) 221
—27\G) T\ 2 \6x vT\5e) ™ (2:21)

Berdasarkan formula Lagrange yang telah diperoleh pada persamaan
(2.21), model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik merujuk pada

persamaan Euler-Lagrange yaitu:

o[ oL o aL \ aL
"\ T ea) o
t X
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Langkah pertama, persamaan (2.21) diturunkan terhadap variabel u untuk
memperoleh bentuk yang memenuhi persamaan (2.22), adapun penurunannya

yaitu sebagai berikut:

aL_ ad (1 l(au)z (1klz+2E> 1<6u>2+1 +k <6u>
ou  ou\2" \at 2P 2 \ox b\ ¢ ) ¥

u
=kt (&)

Langkah selanjutnya, persamaan (2.21) diturunkan terhadap variabel (Z—Z)
sebagai berikut:
..~ 0 1 l(éu)z (1k l2+2E> 1(6u>2+1 Ttk <6u>
a(a_u)_a(c’)_u) 2P \at 277 2 \ox ATV
dx ox
= <1k 12+25)(au)
RV ox
Sehingga diperoleh,

d dL _ d (1 2 4 ZE) (au)
ox\ 5 ((’)_u)  ox 2P 0x

0x

— <1k 12+25)azu
RV 0x2
Selanjutnya menurunkan persamaan (2.21) terhadap variabel (%) sebagai

berikut:

oL B 0 1 l<au)2 (1k12+2E) 1(6u>2+1 +k (6u>
a(au)_ (a_u) 2P \oe 2" 2 \0x v \Ge )™
ot

i 0

ou
= pl (E) + kpnu
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Sehingga,

0 oL B ) ( l(au>+k >
at a(a_u) ~ac\P ) T
ot

Dari pemaparan tersebut, diperoleh persamaan (2.21) yang memenuhi persamaan

(2.22) adalah:

o oL \ o oL \_at
ot ou ax o |~ du
o (%) o (5%)
(2 (Ou) (1k 12 + 28 Uy (au>
Pigz T\ ) — 2% axz  oT\5;
A (6”) (1k 2+ 2E)62u k (a") =0
Pz T\ ) —\2 % oxz  oM\5c) T
2 <1k 12+25)62u—0
Pz —\2™ oxZ
lazu lk 2 0%u 2E62u — o
Ptz T 2"t Gx2 oxZ

0%u  1k,l*0%u E 9%u

- — — 22— =
ot?2 2 pl 0x? pl 0x? 0

Dimana

S =

Sehingga



dengan
c : Cepat rambat gelombang (m/s)
E  :Modulus elastisitas (N/m?)
p : Massa jenis linier dawai (m/V)

Dan persamaan tersebut dapat ditulis menjadi:

23

Kemudian parameter k,, yang menyatakan ukuran kekakuan dari dawai

yang didefinisikan sebagai

E
kp=7

maka perkalian antara kekakuan dawai (k,) dengan panjang dawai (I) adalah

Modulus elastisitas (E'). Sehingga dapat dituliskan:

(2.23)

Vibrasi dawai pada alat musik petik yang diberi simpangan diasumsikan

bahwa tidak akan berlangsung selama-lamanya, dengan artian pada waktu tertentu

vibrasi dawai akan berhenti. Maka dalam persamaan (2.23) akan ditambahkan

faktor peredam dan mendapatkan persamaan model matematika gerak dawai pada

alat musik petik. Gaya peredam dalam kasus dawai alat musik petik yang kedua

ujungnya terikat didefinisikan sebagai F; = kdg—l: dengan k,; adalah faktor
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peredam. Model tersebut berbentuk persamaan diferensial parsial orde dua seperti

yang terdapat pada persamaan berikut, yaitu:

0u (Lo a )0 2 2.24
oz \2¢ 1 )oxz TG T (2.24)

Berdasarkan persamaan (2.24) nilai parameter ¢ dan k; akan selalu
bernilai positif. Sehingga nilai dari B* —4AC > 0 dan persamaan (2.24)
dikategorikan ke dalam PDP hiperbolik.

Tidak hanya pada persamaan panas, solusi yang memenuhi syarat awal dan
syarat batas akan dicoba dicari dalam persamaan gelombang, dimana posisi dawai
ditentukan pada waktu t = 0. Maka persamaan (2.24) perlu dilakukan analisis

syarat awal dan syarat batasnya. Bentuk dawai yang diberi simpangan sebesar h
dari posisi kesetimbangan pada posisi %l dapat dilihat pada Gambar 2.3 berikut

(Kusumastuti, dkk: 2017):

0 121 E

Gambar 2. 3 Kondisi Awal Dawai ketika Dipetik

Dawai yang mula-mula diam tidak mempunyai kecepatan akan didefinisikan
sebagai fungsi f(x) ketika dawai tersebut dipetik. Sehingga syarat awalnya adalah

sebagai berikut:

u(x,0) = f(x)

0
%u(x, 0)=0
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Dimana fungsi f(x) dinyatakan sebagai berikut:

2hx 1

B OSxSEZ
flx) = 2hx 1

Zh—T, EZ<XSI

Dawai alat musik petik memiliki panjang berhingga yaitu dari x = 0 hingga
x = [ seperti pada Gambar 2.4 berikut (Kusumastuti, dkk: 2017):

U
F

Fw
w
»

Gambar 2. 4 Kondisi Dawai Alat Musik Setelah Dipetik

Pada Gambar 2.4 bisa diketahui bahwa kedua ujung dawai adalah terikat,
sehingga tidak ada simpangan yang terjadi pada kedua ujung dawai atau bernilai
nol. Maka bisa didefinisikan bahwa dawai tersebut memiliki dua syarat batas yaitu
sebagai berikut:

u(0,t) =0, untuk setiap t>0
u(l,t) =0, untuk setiap t>0

Dalam penelitian juga dijelaskan bahwa terjadi gerak bolak-balik menuju
titik setimbang dawai atau biasa disebut gerak osilasi. Hal ini menyebabkan
dengan adanya gerak osilasi maka sesuai dengan keadaan vibrasi dawai pada alat
musik petik dalam dunia nyata. Sehingga dapat disimpulkan bahwa model
matematika hasil konstruksi untuk masalah vibrasi dawai pada alat musik petik

bersifat reliable.
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2.2  Metode Beda Hingga Implisit
Metode beda hingga adalah metode numerik yang seringkali digunakan
untuk menyelesaikan persoalan teknis dan masalah matematis dari suatu gejala
fisis. Prinsip dari metode beda hingga yaitu mendiskritisasi beda hingga
berdasarkan deret Taylor untuk mengganti turunan yang ada pada persamaan
diferensial. Deret Taylor dalam matematika dapat didefinisikan sebagai suatu
besaran tinjauan yang bergantung pada suatu ruang (x) dan waktu (t) tertentu, yang
dapat dihitung dari besaran itu sendiri pada ruang dan waktu tertentu yang
mempunyai perbedaan yang kecil dengan ruang dan waktu tinjauan (Strauss, 2017).

Secara matematis, ekspansi deret Taylor di sekitar (x, t) yaitu:

u(x + Ax, t) = ulx, t) + u, (x,t)Ax + %uxx(x, t)Ax? + %uxxx(x, t)Ax3 +

(2.25)
u(x — Ax, t) = ulx, t) — u, (x,t)Ax + %uxx(x, t)Ax? — %uxxx(x, t)Ax3 —

(2.26)
u(x, t + At) = uCx, t) + e (x, AL + 211, (6 AL + 21, (6, AL +

(2.27)
u(x,t — At) = ulx, ) — u,(x, AL + 211, (6, AL = 21, (x, )AL —

(2.28)

Jika titik diskrit pada x dinyatakan dengan menggunakan indeks subskrip j dan titik
diskrit pada t dinyatakan dengan menggunakan superskrip n, maka dari ekspansi
deret Taylor tersebut, didapat beberapa persamaan yaitu:

Persamaan beda maju pada ruang

n n
ou Ui T

ox At (229
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Persamaan beda mundur pada ruang

ou U —uL
~J T71 (2.30)

ox At
Persamaan beda pusat pada ruang

n n

™ A (2.31)

Persamaan beda maju pada waktu

n+l _ . n
ou Y U;

— = 2.32
0x At (2:32)

Persamaan beda mundur pada waktu

n_ . n-1
du N u] uj

=~ (2.33)

Persamaan beda pusat pada waktu

a_u o U; — U
0x 2At

(2.34)
Penyelesaian dengan menggunakan metode beda hingga implisit lebih sulit
dibandingkan dengan metode beda hingga eksplisit. Tetapi kelebihan dari metode
beda hingga implisit yaitu stabil tanpa syarat, sehingga dapat diambil sembarang
langkah waktu At yang tidak menimbulkan ketidakstabilan. Pembatasan At dalam
metode ini yaitu untuk menjaga kesalahan pemotongan. Salah satu aproksimasi
dalam metode beda hingga implisit yaitu menggunakan skema beda mundur pada
waktu dan skema beda pusat terhadap ruang, atau biasa disebut dengan skema
Backward Time Central Space (BTCS).
Sebagai contoh penerapan metode beda hingga implisit diterapkan pada persamaan

berikut:

0°u 1 ,0%u
w—zc ﬁ=0 (235)
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Diskritisasi persamaan (2.35) dengan menggunakan metode Backward Time
Central Space (BTCS) adalah sebagai berikut:

0*u  uft - Zu]’-*‘1 + u}l‘z
32 = A2 (2.36)

0°u  why —2uf +uty 237
axz Ax? (2:37)

Substitusi persamaan (2.36) dan (2.37) ke dalam persamaan (2.35), maka

-1, n-2

J
At2 2 Ax?

n_ouh noo_2ult+um
uj—2uji” +u 1 o U —2ujHui,

=0

Geser time level 1 tingkat diatasnya, sehingga

n+1

ul n-1 n+1_2u}1+1+ n+1

—2ult+uT 1 ,ul uty
Y12y -1 _

At2 2 Ax?

1 c®\ n+1 2 n 1 n-1 c? n+1 c? n+1
(A—tznxz)“f T tEY —(mz)”fﬂ ‘(Zsz)“f—l =

Ax%+c2At? T‘+1_iufl+LuTl‘1_ c? n+1l _ c? un+1 _
Ax2At2 J At2 T A2 T 20x2 TtL opx2 U1

Diu dengan (Azﬁ)

1_ A2 pyr A2 pgg

Ax2+c2At2\ 41 n 1 no
( 2Ax2 )u] - u] + Eu] - 4Ax2 uj+1 4Ax2 j—l - 0
AxP+c2At2Y  pgq | 1op-1 €A% pyq AL pgg n
( 2Ax2 )uj oW Tz Wl T e Y1 T Y (2.38)
J-1in+1 jn+1 jrin+1

O O

Gambar 2. 5 Skema Stensil Metode Implisit
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Gambar 2.5 menunjukkan skema stensil dari skema implisit. Dari gambar tersebut,

terlihat bahwa nilai u* bergantung pada tiga nilai pada time level n + 1.

2.3  Syarat Kestabilan Skema Numerik

Zauderer pada tahun 2009 mengatakan bahwa stabil dan tidak stabil adalah
konsep dari permasalahan persamaan diferensial parsial. Kestabilan dan
ketidakstabilan sering diterapkan dalam metode beda hingga. Akibat dari skema
beda hingga yang tidak stabil yaitu solusi numerik yang dihasilkan kurang
mendekati solusi eksak, hal ini disebabkan kesalahan dalam proses pendekatan
untuk mendapatkan solusi numerik terhadap solusi nilai sebenarnya dari masalah
yang diberikan.

Salah satu metode yang dapat digunakan untuk menganalisis kestabilan
metode beda hingga yaitu stabilitas von Neumann atau biasa dikenal dengan
stabilitas Fourier. Penerapan stabilitas Fourier pada persamaan beda yaitu dengan

mensubstitusikan w;* = Atet*h ke dalam persamaan beda hingga.

Dimana:
n : menunjukkan waktu
i : menunjukkan posisi
Ji : menunjukkan vektor
kh : menunjukkan interval [0,27]

Syarat cukup dan syarat perlu stabilitas von Neumann vyaitu |A] <1

(Zauderer, 2009).
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Sebagai contoh penerapan analisis kestabilan skema numerik dapat diterapkan
pada persamaan 2.18 yaitu sebagai berikut:

(Ax2+CZAtZ)An+1eikjh 4 Lan-1gikjh _ A ania ik _ A antd Lik(-Dh
2

2Ax? 4Ax? 4Ax?

Aneikin
Persamaan tersebut dibagi dengan 1"e*/", diperoleh

1,_ c2At? .
JA+3A7 =2 qeikn —
2 4Ax?

c2At?

(sz-l-CzAtZ ){,e_ikh -1
4Ax2

2Ax?

Karena e**" = cos kh + i sin kh dan e =" = cos kh — i sin kh, sehingga

, . 2x.2 2742

(BE5) 2+ 227 =SS Acoskh + isinkh — S 2 cos kh — isinkh = 1
2Ax2 2 4Ax? 4Ax?
2 2002 2742

(M)A_Fl,rl — 2 2 coskh =1
2Ax2 2 4Ax?

Dikalikan dengan A4, diperoleh

24 ~2742 2A¢2
(M) 241 A 502 oskh = A

2Ax? 2 4Ax2

2Ax?2 4Ax?

Ax?+c?At? 2c2At? coskh 1
(o) ()
2Ax? 4Ax? 2

(2Ax2+2c2At2—202At2coskh
4Ax2

<(“2“2“2) — <5 cos kh) 2+l=2

JA2=2+2=0 (2.39)

Sehingga akar-akar persamaan dari persamaan tersebut adalah

—b + Vb2 — 4ac
11,2 == Za S

14iJ]2__4(2Ax2+2c2At2—252At2coskh)(l)

- 4Ax?2 2

<

2(2Ax2+2c2At2—2c2At2 cos kh) =1 (240)
4Ax2

Karena persamaan (2.40) memuat cos kh, maka diambil titik diskritnya yaitu

cos kh = —1, cos kh = 0, cos kh = 1, sehingga bisa dicari nilai dari lambda nya.
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2.4 Analisis Orde Error

Operasi dan besaran matematika yang pasti sering dinyatakan dengan
penggunaan aproksimasi, hal ini biasanya dapat menimbulkan kesalahan numerik.
(Chapra dan Canale, 1998:56). Terdapat tiga macam dalam kesalahan, yaitu:

1. round-off error atau kesalahan pembulatan
2.  truncation error atau kesalahan pemotongan
3. kesalahan bawaan

Menurut Triatmodjo pada tahun 2002, perhitungan yang tidak sesuai dengan
prosedur matematika yang benar akan menyebabkan kesalahan pemotongan
(truncation error). Contohnya semua suku yang tidak berhingga adalah suatu
proses yang sulit diperhitungkan, sehingga penggantian suku yang tidak berhingga
tersebut menjadi dengan suku berhingga akan menyebabkan kesalahan
pemotongan. Akibatnya hasil dari perhitungan ini akan berbeda dengan solusi
eksak. Kesalahan pemotongan dalam penelitian ini terjadi saat pemotongan orde
pada deret Taylor.

Hal lain terjadi karena beberapa angka terakhir dari suatu bilangan tidak
diperhitungkan yang menyebabkan kesalahan pembulatan (round-off error).
Misalnya dalam menggunakan bilangan perkiraan untuk menggantikan bilangan
eksak. Solusi dari skema yang digunakan dikatakan konsisten jika selisih antara
persamaan yang diperoleh dengan persamaan diferensial parsialnya menuju nol
atau dalam kata lain kriteria konsistensi akan terpenuhi jika Ax — 0 dan At — 0.

Nilai hampiran memiliki tanda-tanda positif maupun negatif. Nilai galatnya
bernilai positif jika nilai hampiran (aproksimasi) lebih kecil daripada nilai sejati.

Sedangkan galatnya bernilai negatif jika nilai hampiran (aproksimasi) lebih besar
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daripada nilai sejati atau memiliki penyebut yang mungkin nilainya negatif juga
akan membuat galatnya negatif. Pada saat melakukan perhitungan, seringkali lebih
tertarik terhadap nilai mutlaknya lebih kecil daripada suatu toleransi &, yang telah
ditetapkan sebelumnya. Hal ini menyebabkan tanda galat tidak dipedulikan, oleh

karena itu dibutuhkan penerapan nilai mutlak untuk persamaan ini.

2.5 Kajian Vibrasi Dawai dalam Islam

Getaran merupakan gerak osilasi atau gerak bolak-balik yang berulang
dalam lintasan dan selang waktu yang sama di sekitar titik kesetimbangan. Benda
dikatakan setimbang jika benda tetap diam atau benda bergerak dengan kecepatan
konstan. Jadi benda tidak akan mengalami getaran jika benda tersebut tidak dikenai
gaya atau simpangan. Gerak osilasi atau getaran ini sering dijumpai dalam
kehidupan, misalnya roda keseimbangan arloji, massa yang diikatkan pada pegas,
atau dawai pada alat musik petik seperti gitar, sasando, biola dan lain sebagainya.
Allah berfirman:

“Dan sungguh, Kami telah memberikan kepadamu tujuh (ayat) yang (dibaca)
berulang-ulang dan Alguran yang agung.” —QS. Al-Hijr[15]: 87

Ali, Umar, Ibnu Mas'ud, dan Ibnu Abbas berpendapat bahwa yang dimaksud
dengan as-sab 'ul masani ialah surat Al-Fatihah atau surat yang terdiri dari tujuh
ayat. Qatadah mengatakan, telah diceritakan kepada kami bahwa yang dimaksud
dengan sab 'ul masani ialah fatihatul kitab, dan bahwa surat Al-Fatihah ini dibaca
berulang-ulang pada setiap rakaat salat fardu maupun salat sunah.

Dari surat Al-Hijr ayat 87 tersebut merupakan pernyataan Allah SWT
tentang kandungan Alquran yang mengingatkan Kkita dengan berbagai

perumpamaan secara berulang-ulang. Apabila kita perluas makna ayat tersebut
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dengan peristiwa atau gejala fisis bahwa Allah SWT menciptakan alam semesta
dengan wujudnya atau materinya selalu berulang-ulang dan seimbang. Dalam ayat
lain juga dijelaskan bahwa semua yang Allah ciptakan itu seimbang. Hal ini
dijelaskan dalam surat al-Mulk ayat 3 yang artinya,

“vang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Karena sekali-kali tidak
melihat pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka
lihatlah berulang-ulang, Adakah kamu Lihat sesuatu yang tidak seimbang?”’

Berdasarkan surat al-Mulk ayat 3, kita tahu bahwa Allah menciptakan langit
tampak berlapis-lapis dan juga astronomi telah menjelaskan secara terperinci
mengenai gerakan benda-benda langit. Pada tahun 2009, Ali mengatakan bahwa
susunan benda langit dalam keindahan angkasa yang begitu luas berjalan sesuai
dengan hukum gerak dalam ruang yang sangat besar. Cobalah pikirkan, apakah ada
sesuatu yang tidak seimbang dalam setiap ciptaan Allah. Tetapi jika dilihat dari
fenomena gempa bumi, bumi yang mulanya pada posisi seimbang, bumi juga akan
bergetar dengan kehendak Allah SWT. Hal ini merupakan bukti kebesaran dan

kekuasaan Allah SWT.
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3.1  Diskritisasi Model Matematika dengan Skema BTCS

Langkah-langkah untuk mencari solusi numerik model matematika vibrasi
dawai pada alat musik petik menggunakan metode Backward Time Central Space
(BTCS) akan dijelaskan dalam subbab ini. Model matematika vibrasi dawai yang

digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

0%u 1, c?\ 0%u ou
ot2

— 2 [ —_—= 1
2C + 7 0x2+kd0t 0 (3.1

Dengan kondisi awal sebagai berikut:

u(x,0) = f(x) untuk setiap 0<x<l

Z—lt‘(x, 0)=0 untuk setiap 0<x<l

Dan kondisi batas sebagai berikut:

u(0,t) =0 untuk setiap t>0

u(l,t) =0 untuk setiap t>0

Diskritisasi persamaan (3.1) menggunakan metode BTCS sebagai berikut:

0%u  ul —2ut +uf?

atz At? (32)
0°u  why —2uf +uty
ox2 Ax? 3:3)
ou ut—utt

=2 J (3.4)

At
Substitusi persamaan (3.2), (3.3), dan (3.4) ke dalam persamaan (3.1), maka

—1+un—2 n n n-1

1 e\ ut  —2ul+u™ ult—u”
J 2 J+1 J J—1 J J
—(5c2+29) k =0
(z t2 Ax? Ry

n_ouh
uj ZuJ
At?

34
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Geser time level 1 tingkat di atasnya, sehingga

n+1 n n—-1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
At2 2 1 Ax? d At '
1 ¢ | 4c? | kd). n+1 2  ka\.n, 1  n-1 c? 2c?\  n+1
—+—+—+—)u- —(—+—)u-+—u- —(—+ )u- —
(At2 Ax2 | 1Ax2 0 At) T Atz At) T A2 20x2  1Ax2) Tt
c? 2¢?\  n+1
+ —) Wt =0 3.6
(2Ax2 1Ax2) T1 (3.6)

Sehingga menjadi

IAX2+c2IAt?+4c? At +kglAx? At 2+kgAt 1 - c?l+4c?
( d )uTH'l — (_d) un + _un 1_ (—) uﬂ++11 —
IAx2At? J At? J At? 21Ax?2 J
2 2
c“l+4c n+1
——)ui; =0 3.7
(S ) i (3.7)
S 1Ax2At? -
Persamaan (3.7) dikalikan dengan menjadi
IAX24+C2IAt2+4c2At2 +kglAx2 At
L ( 21Ax% +kqlAx2At )u’-" ( 1Ax2 )un‘l _
J IAx2+c2IAt2 +4c2At2+kglax2At) T IAX2+c21At2 +4c2At2 +kglax2At) T
( c2lAt? +4c?At? ) n+1 _ ( c2IAt? +4c?At? ) n+l _
21Ax2+2¢21At2+8c2At2 +2kglAx2At) “TH1 21Ax2+2¢2IAt2+8c2At24+2kglAx2At) T
Sehingga diperoleh
uMH = ( 21Ax2 +kglAx2At )un _ ( 1Ax? )u’-‘"l n
J IAX2+Cc2IAt2+4c2At2 +kglAx2At) T IAX2+Cc2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At) T
( c2IAt? +4c?At? )u’-“'l n
21Ax2+2¢2IAt2+8c2At2+2kglAx2At) T T1
( c2IAt? +4c?At? )unﬂ (3.8)
21Ax2+2¢21At2+8c2At2 +2kglAx2At) “T—1 '

Kelompokkan waktu n + 1 di ruas Kiri sedangkan waktu n dann — 1 di ruas

kanan, sehingga menjadi

yH ( c?lAt? +4c?At? ) n+i

7 21Ax2+2¢21At2+8c2At2+2kglAx2At) T+

( c2IAt? +4c?At? ) n+1 ( 21Ax2% +kglAx2 At )un
21Ax2+2¢21At2+8c2At2+2kglAx2At) T™1 T \1Ax2+c2IAt2+4c2At2+kglAx2At) )

( 1Ax? ) n-1
u.
IAX2+c2IAt2+4c2At2 +kglAx2At) T
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Misalkan

( c?1At? +4c?At? ) —a
21Ax2+2¢2IAt2+8c2At2+2kglAx2At)

( 21Ax?+kglAx2 At ) —b
IAX2+Cc2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At)

( IAx? ) _

IAx2+C2IAt2+4c2At2 +kglAx2At) ¢

Sehingga persamaan tersebut menjadi

u* — (@ul! - (@Qut = ) — (uf! (3.9)
Stensil bentuk diskrit dari persamaan (3.9) dengan metode BTCS adalah sebagai

berikut:

n+1
- n+1
Wy J Uiy

Gambar 3. 1 Bentuk Stensil BTCS

Dengan diskritisasi kondisi awal
1. u(x0) =f(x)= u]‘-)

Dimana fungsi f(x) dinyatakan sebagai berikut:

2hx 1

B OSxSEZ
f@) = 2hx 1

Zh—T, §l<XSl
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0 -1
ou(x,0) Uj—u;
2. — = - =
ot 0 At O
0_ -1 _
U — U 0
u! = u;t

dan kondisi batasnya
3. u(0,t) =0~=ug
4. u(l,t) =0 = ulpg,

Nilai yang sudah diketahui sebelumnya digunakan untuk mencari nilai yang
belum diketahui. Kemudian substitusi kondisi awal dan kondisi batas untuk mencari
nilai u yang belum diketahui. Karena suku dengan indeks terkecil adalah u}‘_*ll
maka V,=0,2,3,..,N, —1 serta V;= 1,3,...,N, — 1. Hal ini disebabkan jika
dimulai dari 0 maka suku terkecil tersebut akan menjadi u"*!. Hal ini akan
memunculkan nilai di luar domain. Oleh karena itu, dilakukan iterasi dari n = 0
danj =1,2,3,..., N, — 1, sehingga diperoleh nilai-nilai parameter sebagai berikut:
Untuk j = 1 diperoleh:

W = (@uii — (@uitt = B — (@Qui™!
ui — (@uz — (@ug = B)uf — (Dug?
Namun terdapat masalah baru yaitu nilai (a)u} merupakan nilai yang sudah
diketahui pada batas kiri, dan (b)u?, (c)ujy! juga merupakan nilai yang sudah
diketahui pada kondisi awal, maka hasil iterasi pada persamaan tersebut menjadi:
ut — (@uz = (Duf — (ui* + (A)ug

ui — (@uz = (b -l + (Dug



Untuk j = 2 diperoleh:
u; — (@u; — (@ui = (b)ug — (uy*
u; — (@uz — (@ui = (b—Jup
Untuk j = 3 diperoleh:
uz — (@uz — (@uz = (b)u3 — (uz*
ud — (@uz — (@ = (b —)u3
Untuk j = 4 diperoleh:
ui — (@us — (@uz = (b)uf — (Jug*
uj — (@ug — (@ui = (b —)ug
Untuk j = 5 diperoleh:
ud — (@ug — (@ui = (b)ug — (Jus*
ul — (@ug — (@)uj = (b - )us
Untuk j = N, diperoleh:
upst — (@uifi — (@ufiily = (uy, — (©uf?
upyt = (@uyti — (@uiily = (b - ouf,
Persamaan-persamaan tersebut diubah ke dalam bentuk perkalian matriks,

sehingga menjadi:

AX =B
1 —-a 0 0 0]
-a 1 -a 0

38
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(b — )uf + (a)ug)]
(b — c)ug
(b —c)ug

B = (b —c)ul

(b —cug

(b - o,
Kedua ruas matriks tersebut dikalikan dengan A~1, sehingga menjadi
(A"1A)X =A4"'B
Karena A=14 = 1, maka nilai matrik X dapat dicari dengan menggunakan
persamaan berikut ini:
X=A4"'B
Dalam menyelesaikan persamaan tersebut, maka digunakan bantuan software
OCTAVE untuk memudahkan perhitungannya.
Selanjutnya untuk iterasi darin = 1 dan j = 1,2,3, ..., N, — 1, sehingga diperoleh
nilai-nilai parameter sebagai berikut:
Untuk j = 1 diperoleh:
™ = (@urfi — (@uil = Bui — @Qui™
uf — (@uf — (@uf = (Duf — (w}
Namun terdapat masalah baru yaitu nilai (a)u3 merupakan nilai yang sudah
diketahui pada batas kiri, dan —(c)u? juga merupakan nilai yang sudah diketahui

pada kondisi awal, maka hasil iterasi pada persamaan tersebut menjadi:



uf — (@ug = (i — (Ou? + (@)uf
Untuk j = 2 diperoleh:

u; — (@uf — (@uf = Dz — (Dup
Untuk j = 3 diperoleh:

uf — (@uf — (@uf = (Duz — (Ju3
Untuk j = 4 diperoleh:

uj — (@ug — (@uf = (Dug — ()u}
Untuk j = 5 diperoleh:

ug — (Aug — (@uf = (Dus — (ug
Untuk j = N, diperoleh:

uptt — (@uili — (@ufily = Duy, — (©uf?

Persamaan-persamaan tersebut diubah ke dalam bentuk perkalian matriks,

sehingga menjadi:

AX =B
1 -a 0 0 0 0]
-a 1 -a o0 0
-a 1 -a o0

40
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[(b)ui — (O)uf + (@)uf]
(Duz = (u
(Dus — (c)us

B = (Duz — (Ju

(b)us — (us

b, — (uf?

Kedua ruas matriks tersebut dikalikan dengan A~1, sehingga menjadi
(A"1A)Xx=A4"1B
Karena A~14 = 1, maka nilai matrik X dapat dicari dengan menggunakan
persamaan berikut ini:
X=A"1B

Dalam menyelesaikan persamaan tersebut, maka digunakan bantuan software
OCTAVE untuk memudahkan perhitungannya.

Simulasi grafik untuk solusi numerik pada persamaan (3.9) dilakukan
dengan menggunakan software OCTAVE. Diambil At = 0.1, sehingga

menghasilkan output grafik yaitu:

Grafik Vibrasi dengan Metode BTCS

Gambar 3. 2 Grafik Vibrasi dengan Metode BTCS

Gambar 3.2 menunjukan hasil simulasi untuk solusi u(x, t) yang menggambarkan

pergerakan simpangan dawai pada alat musik petik yang berubah terhadap nilai x
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dan waktu t pada interval x = {x|0 < x < 0.64}dant = {t|0 < t < 0.7}. Terlihat
semakin lama, pergerakan solusi u(x, t) menuju posisi setimbang (0,0). Tampilan

grafik selanjutnya sebagai berikut

0 0.1 02 03 04 05 06
X

Gambar 3. 3 Grafik Simpangan Dawai u(x, t)

Gambar 3.3 menunjukan hasil simulasi untuk solusi u(x,t) yang
menggambarkan pergerakan simpangan dawai alat musik petik yang berubah
terhadap nilai x pada interval x = {x|0 < x < 0.64}. Terlihat terjadi gerak bolak
balik atau gerak osilasi yang disertai dengan perubahan pergerakan simpangan
dawai u(x, t) yang semakin kecil menuju titik kesetimbangan (0,0).

Dari kedua hasil simulasi ini, dapat kita simpulkan perilaku gerak dawai
pada alat musik petik semakin lama bergerak kembali ke keadaan semula yakni
pada posisi setimbang dawai. Hal ini sesuai dengan keadaan riil untuk gerak dawai
pada alat musik petik dalam dunia nyata yakni gerak dawai tidak berlangsung
selama-lamanya artinya dapat berhenti pada suatu waktu tertentu. Sehingga dapat

dikatakan metode BTCS dalam penyelesaian model matematika vibrasi dawai pada
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alat musik petik yang diperoleh sudah bersifat reliable dan model yang telah

dikonstruksi pada penelitian sebelumnya sudah valid.

3.2 Analisis Keabsahan Solusi Metode Implisit
3.2.1 Analisis Kestabilan Metode BTCS
Setelah persamaan (3.1) didiskritkan sehingga diperoleh persamaan (3.8)
langkah selanjutnya yaitu menganalisis kestabilan. Hal ini bertujuan untuk
mengetahui metode BTCS stabil atau tidak stabil. Dalam penelitian ini akan

dilakukan analisis kestabilan von Neumann dengan cara mensubstitusikan u;* =

Amettih i = /-1 pada persamaan beda (3.8), sehingga diperoleh

An+1€ikjh =( 21Ax% +kglAx?At ) Tleikjh _
IAx2+ C2IAt2+4c2At2+kglAx2At

( lAx? )An—leikjh n
IAX2+Cc2IAt2+4c2At2+kglAx2 At

( c2lAt?+4c?At? ) n+1,ik(j+Dh
2LAX2%+2c2IAt2+8C2At2+2kglAx2 At

( CZIAt2+4c2AtL? ) An+1eik(j_1)h
21AX2+2c2IAt2+8¢2At2+2kglAxZ At

Agar lebih sederhana, persamaan tersebut dibagi dengan A™e'*/% sehingga

diperoleh

1= ( 21Ax2 +kglAx?At ) ( 1Ax? ) -1
T \IAx2+C2IAt2 +4C2At2 +kglAx2 AL IAX24+C21At2+4c2At2 +kglAx2 At

( c21At?+4c2At? ) e”‘h+( c2iAt?+4c2At? ) o—ikh
21AX2+2c2IAt2+8¢2At2+2kglAx2 At 21Ax2+2C2IAt2+8C2At2+2k gl1Ax2 At

Karena e’*" = cos kh + i sin kh dan e " = cos kh — i sin kh, maka
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1= ( 21Ax% +kglAxZ At ) ( 1Ax? )/1_1 +
T \IAX2+¢21At2+4c2At2 +k glAX2 AL IAXx2+C2IAt2+4c2At2+kglAx2 At

( c2lAt? +4c?At?
21Ax2+2c21At2+8c2At2+2kglAx2 At

)2 (coskh + i sin kh) +

c?lAt? +4c?At? ..
( ) A (coskh —isinkh)
21Ax2+2c21At2+8Cc2At2+2k 1Ax2% At
1= ( 21Ax% +kglAxXZ At ) ( 1Ax? ) 1y
T \IAX2+¢21At2+4c2At2 +k glAX2 AL IAXx2+C2IAt2+4c2At2+kglAx2 At

( LA +acTAL” ) (Acos kh + 2 i sin kh + 2.cos kh — A i sin kh)
21AX2+2c2IAt2+8¢2At2+2kglAxZ At
Sehingga
1= ( 21Ax2+kglAx? At ) ( 1Ax? )/1_1 n
T \lAx2+c21At2+402At2 +kglAx2 AL IAX2+C21At2+4c2At2+kglAx2 At

( c2lAt?+4c?At?
2LAX2%+2Cc2IAt2+8c2At2+2kglAx2 At

) 2Acoskh

Dikalikan dengan A, diperoleh

12 = ( 21Ax2% +k glAX2 At ) ( 1Ax? )
T \IAx2+c2IAt2 +4C2At2 +kglAx2 AL IAX24+C21IAt2+4c2At2+kglAx2 At

( 2c2IAt? cos kh+8c2At? cos kh ) 2
21AX2+2c2IAt2+8c2At2+2kglAx2 At

Atau

2 2¢21At? cos kh+8c2At? coskh 2 21Ax% +kglAx2 At
P = +
21AX2+2C2IAt2+8C2At2+2kglAx2 At IAX24+C2IAt2+4c2At2+kglAx2 At

( 1Ax? ) —0
1Ax2+c21At2 +4c2At2+kglAx2At)

((zzAx2+2c21At2+8c2At2+2kd1Ax2At)—(2c21At2 cos kh+8c2At? cos kh)) 22
21AX2%+2C2IAt2+8C2At2+2k glAX2 At

( 21Ax% +kqlAx?At ))1 n ( 1Ax? ) —0

IAX2+Cc2IAt2+4Cc2At2+kglAX2 AL IAXZ+C2IAt2+4c2At2+kglAx2 At

(21Ax2+2€2lAI:Z+8c2At2+2kdle2A1_“—ZczlAt2 cos kh—8c2At? cos kh) 22
21AX2+2C2IAt2+8C2At2+2k glAx2 At

( 21Ax2 +kglAx2 At )/,1 n ( 1Ax? ) -0 (3.10)

IAX2+Cc2IAt2+4Cc2At2+kglAX2 AL IAXZ+C2IAt2+4Cc2At2+kglAx2 At
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Agar lebih sederhana, persamaan (3.10) dikalikan dengan (IAx? + c?IAt? +

4c?At? + kylAx%At), sehingga menjadi

(21Ax2+2c21At2+862At2+2kdle2At—ZczlAt2 cos kh—8c?At? coskh
2

)22 - (218x2 +

k lAx*At)A + (1Ax?) =0

atau

(IAx? + c?lAt? + 4c?At? + kylAx?At — c?lAt? cos kh — 4c?At? cos kh)A% —
(21Ax? + kylAx2At)A + (1Ax?) =0

Sehingga akar-akar persamaan dari persamaan tersebut adalah

1 —b + Vb? — 4ac
L2 2a B
(218x% +k4lAx2At)

Ay = +
12 7 2(1Ax2+c2IAt2+4c2At2 +k ylAx2At—Cc2IALZ cos kh+4c2At2 cos kh) —

V@IAx2 +kglAx2At)2—4(1Ax2 +c2IAt2+4c2At2 +kglAx2At—c?1At? cos kh—4cZAt2 cos kh) (1Ax2) <
2(1Ax2+Cc21At2+4c2 At +kglAx2 At—c?lAt? cos kh+4c?At? cos kh) -

1 (3.11D)
Terlihat bahwa persamaan (3.11) mengandung cos kh, selanjutnya diambil titik
diskritnya yaitu cos kh = —1, cos kh = 0, cos kh = 1, hal ini dikarenakan nilai
maksimum dari cos adalah 1, sedangkan nilai minimum dari cos adalah —1,
sehingga dapat diuraikan sebagai berikut:

Untuk cos kh = —1 disubstitusikan ke dalam persamaan (3.11) maka diperoleh

|/11| =

2
\/(ZleZ+kdle2At)2+(\/(2le2+kdle2At)2—4-(le2+c2 IAt2+4c2At2+kglAxZAt+c? lAt2+4czAt2)(le2)) <

2
(21AX2+Cc2IAt2 +4c2AL2 +hglAx2At+c2IAt2 +4c2At2))

2
(2zAx2+kdzAx2At)2+(¢(zzAx2 +hqlAx2A0)2—4(1Ax2 +2c2 1AL 2 +8c2 A2 +kglAx?At) (1Ax7) )
- 2(1Ax2+2c21At2+8c2At2 +kglAx2At)2 =

12
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2
(21Ax2+kd1Ax2At)2+(J(21Ax2 +kdle2At)2—4(le2+262lAtZ+862At2+kdle2At)(le2))

<
(21AX2+4C2IAt2+16C2At2+2Kk gl1AX2AL)? -
1
_ (218x2 +hqlax?at) +(210x% +kqlax?At) —4(10x2 +2c21At2+8c2At2+kdzAx2At)(le2) <1
- (21Ax2+4Cc21At2+16C2At2 +2kglAx2AL)?2
_ 2(218x? +kqlAx2At)® —4(1Ax2+2c zAtZ+8c2At2+kdzAx2At)(1Ax2) <1
- (21Ax2+4c2IAt2+16¢2At2+2k glAx2AL)2
2(21Ax2 +kglAx2At)* —(410x2 +8¢ lAt2+3262At2+4kdle2At)(le2)
= <1 (3.12)
(21Ax2+4c2IAt2+16C2At2+2k4lAx2 At)?
Dan |A,| diperoleh
[2,] =
(21AX2 +kglAx2At)2— (J(zzAx2+kdle2At)2 4(1Ax2 +c2zAr2+4c2At2+kdle2At+c2lAt2+4c2At2)(le2)) <1
(2(10x2 +C2IAL2 +4C2 At2 +kgIAX2At+C2 IAL2+4C2At2))° -
2
2
(zzAx2+kdzAx2At)2—(J(zzAx2+kdzAx2At)2—4(1Ax2+2c21At2+sc2At2+kdzAx2At)(zAx2))
- 2(1Ax2+2c21At2+8c2At2 +kglAx2AL)? =
12
2
(21Ax2+kdle2At)2—(J(ZZAxZ+kdle2At)2—4(le2+2c2mt2+8c2At2+kdzAx2At)(zAx2)) <
- (2102 +4Cc21At2 +16C2At2 +2k glAxX2AL)? =
1
_ (218x? +hqlAx?At) —(210x2 +kgqlAx?At) —4(1Ax% +2¢ lAt2+862At2+kdle2At)(le2) <1

(21AX2+4Cc2IAt2+16C2At2 42k glAx2 AL)?

_ —4(1Ax2+2c21At2 +8c2 At +kglAx? At) (1Ax2)
T (21AX2+4c2IAt2+16c2At2 + 2k glAX2 AL)?

<1

(41ax%+8c21At% +32c2At? +4kglAx?At)(1Ax?)

<1
(21AX2+4Cc2IAt2+16Cc2At2+2k4lAx2 At)?

(4lax?+8c21At% +32¢2At? +4k glAx2At)(1Ax?)
(21AX2+4C2IAt2+16C2At2 42k glAX2At) (21AX2 +4C2IAtZ+16C2At2+2kglAX2AL) —

2(1ax?)
(2IAX%2+4Cc2IAt2+16C2At2+2kglAX2AL) —
d
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__ 21Ax” <1 (3.13)

21AX2+4C2IAt2+16Cc2At2+2kglAx2At

Agar lebih sederhana, persamaan (3.13) dibagi dengan 21Ax? sehingga menjadi

=— - <1 (3.14)

21AX2+4Cc2IAt2+16Cc2At2+2kglAx2At

Untuk cos kh = 0 disubstitusikan ke dalam persamaan (3.11), maka diperoleh

|/11| =

2
(218x2 +kqlAx2At)2 +( (210X +hgIAx2AE)2 —4(IBx2 +CZIALZ+4c2 At +hqLAxZAL) (1Ax2))

(2(10%2 +C2IAL2 +4c2At2 +kglAx2AL) )

2
(21Ax2 +kdle2At)2+(J(21Ax2 +kglAx2At)2—4(1Ax2+c21At2 +4c2At2+kdle2At)(le2))
(21Ax2+2C21At2+8c2At2+kylAx2 At)?

12

2
(218x +kq10x?At)” +(/ RUAX T+ gIAx2AE)2—4(IAx2 +CP A2 +4C2AL2 + kg LAXZAT) (1x7))
- (21Ax2+2¢21At2 +8c2At2 +kglAx2At)?

1

_ (218x2 +hqlax?at) +(210x% +kqlax?At) —4(10x? +czlAt2+4c2At2+kdle2At)(le2) <1

- (21Ax2+2c21At2 +8¢2At2 +k g IAx2At)?

_ 2(20Ax? +kglAx?AL) - 4(1AxP +c lAt2+4c2At2+kdle2At)(le2) <1

- (21Ax2+2c21At2+8c2At2 +kglAx2 At)2

_ 2(218x? +hqlax?At) —(410x% +4c lAt2+16c2At2+4-kdle2At)(le2) <1

a (21Ax2+2C21At2 +8c2At2 +k glAx2 At)2

_ 2(21ax? +hglAx?At)’ —(410x% +4Cc2IAL2 +16c2At2 +4kdle2At)(le2) <1 (3.15)

(21Ax2+2C21At2+8C2At2 +kglAx2At)?

Dan |A,| diperoleh
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|/12| =

2
(21Ax2+kdle2At)2—(J(ZleZ+kdle2At)2—4(1Ax2+c2mtz+4c2At2+kd1Ax2At)(mx2)) <1

(2(10%2 +C2IAL2 +4c2At2 +kglAx2AL) )

2
(2182 +keg1Ax? At)2 (| (21Bx2 + kg1 Ax? M) —4(IAx? + C2IAt2 +4c? At2 +hegIAx2AL) (1Ax?) )
(21AX2+2C21At2+8Cc2At2+k lAx2At)?

12

2
(zzAxZ+kd1Ax2At)2—(J(ZZsz+kdle2At)2—4(le2+c2lAcZ+4c2At2+kd1Ax2At)(le2)) <
- (21Ax2+2C21At2 +8c2At2 +kglAx2 At)2 =

1

 (20Ax2 +kg1Ax2AE)” —(2UAX2 +k glAX?AL)” ~4(1Ax% +C2IAL2 +4c2 At % +K g LAx? AL ) (10x2) <
- (2102 +2C21At2 +8c2At2 +kglAx2 At)? =

1

—4(1Ax? +c2 1At +4c2 At % +kglAx2 AL)(1Ax2)
= <1
(21AX2+2C2IAt2+8C2At2+kglAx2 At)?
(4lAx% +4c?1At? +16c%At? + 4k glAx2 At)(1Ax?) B
(21AX2+2C2IAt2+8C2At2+kglAx2At) (2IAXZ +2¢2IAt2 +8C2At2 + kglAx2At) —

2(1ax?) <
(21Ax2+2C2IAt2+8C2At2+kglAx2At) —

2
= 2lox <1 (3.16)

21Ax2+2c2IAt2+8Cc2At2 +kglAx2At —

Agar lebih sederhana, persamaan (3.16) dibagi dengan 21Ax? sehingga menjadi

= L <1 (3.17)

T 201Ax2+2c21At2+8c2At2 +kglAX2At

Untuk cos kh = 1 disubstitusikan ke dalam persamaan (3.11), maka diperoleh

|/11| =

2
(zmx2+kdmx2m)2+(J(21Ax2+kdmx2At)2—4(zAx2+c2zAt2+4c2At2+kdmx2At—c21At2—4c2At2)(zAx2)) <

<1

2
(2(1Ax2+c21At2 +4c2 At2 +kglAx2 At—c2IAt2—4c2At?))

2
(218x2+kq1Ax2At)2 + (| (21AxZ +iegIAx2AE)2 —4(IBx2 + g Ax? AL) (1Ax?) ) <12
- (21Ax2+2kglAx2At2)2 =
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2
(21Ax2+kd1Ax2At)2+(J(21Ax2 +hglAx2At)2—4(1Ax? +kdle2At)(le2))

<1
(21Ax2+2kglAx2At2)2 -

_ (218x2 +hqlax?at) +(210x% +kqlax?At) —4(10x2 +kdle2At)(lez) <1
- (21Ax2+2k glAx2At2)?2

2(21Ax2 +kglAx2At)” - 4(10x? +kdle2At)(le2)
= <1

(21Ax2+2kglAx2At2)2

2(21Ax% +kglAx? At 41Ax% +4kglAx2At)(1Ax2

— ( X datix ) ( X dathix )( x) <1 (318)

(21AX2 +2k 41Ax2At2)2
Dan |4,| diperoleh

|/12| =

(21Ax2+kglAx2At)2— (\/(2leZ+kdlezAt')2—4(leZ+c2 IAt2+4c2At2+kglAx2At—c? lAt2—4c2At2)(le2))

(2(1Ax2+c21At2 +4c2 At2 +kglAx2 At—c2IAE2— 4c2Ar2))

2
(218x2+kqlAx2At)2 - ([ (21AxZ +iegIAx2AE)2 —4(IBx2 + gl Ax? AE) (1Ax?) )
(21Ax2+2kglAx2At2)2

<12

2
201Ax2 +k glAx2At)* - (2IAX2 +k 4lAx2At)2 —4(1AX2 4+ k 41Ax2 At) (1Ax2)
d d d
- (21Ax2+2k g 1Ax2 At2)?2

21Ax? +kdle2At —(21Ax? +kdle2At —4(1Ax?+k41Ax% At) (1Ax2
= <1
(21Ax2+2kglAx2At2)2

_ —4(1Ax2+kqlAx?At) (10x2)

<1
(21Ax2 +2kglAx2At2)?

(4l8x? +4kglax?At)(1ax2)
= — <1
(21Ax2+2kglAx2At2)2

(418x% +4k glax?At)(1Ax?)
(21Ax2+2kglAx2At2)(21Ax2 +2kglAx2At2)

<1

_ 2(1ax2) <1
T (21Ax2+2kglAx2At2) T

2
— _ 2lAx <1 (3_19)

21Ax%2+2kglAx2At?

Agar lebih sederhana, persamaan (3.19) dibagi dengan 21Ax? sehingga menjadi

1
= — <1 3.20
2l1Ax? + 2k 1Ax?At? — ( )
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Setelah melakukan perhitungan pada saat cos kh = —1, cos kh = 0 dan cos kh =
1 diperoleh |4, ]

Saat cos kh = —1, diperoleh

| = 2(21Ax2 +kglAx2At)* —(410x2 +8c2IAL2 +32¢2 At + 4k glAx2At) (1Ax2) <1
1= (21AX2+4c21At2+16C2At2+2k glAx2At)? =

Saat cos kh = 0, diperoleh

| = 2(21Ax2 +kglAx?At)” —(41AX2 +4c?IAL2 +16c2At2 +4k glAx2AL) (1Ax?) <1
= (21Ax2+2¢21At2 +8c2At2 +kglAx2At)2 =

Saat cos kh = 1, diperoleh

2(21Ax2 +kglAx?At)* —(410x2 +akq1Ax2At) (10x2) <

A = 1
4] (21Ax2+2kgl1Ax2At2)?2 =

Dan setelah melakukan perhitungan pada saat coskh = —1,coskh = 0 dan
cos kh = 1 diperoleh |4, |

Saat cos kh = —1, diperoleh

2] = |- 1 | <1

21AX2+4Cc2IAt2+16C2At2+2kglAX2 At

Saat cos kh = 0, diperoleh

2] = |- ; | <1

21Ax2+2¢2IAt2+8c2At2+kglAx2 At

Saat cos kh = 1, diperoleh

1
21Ax2+2kqlAx2At2| =

|2;] = |—

Berdasarkan penguraian analisis kestabilan tersebut, jelas bahwa
pembilang pada persamaan baik saat cos kh = —1, coskh = 0 dan coskh =1
lebih kecil daripada penyebutnya, sehingga kesimpulan yang dapat diambil yaitu
|4,] dan [1,| < 1 selalu stabil tanpa syarat. Artinya skema BTCS akan tetap stabil
tanpa syarat apapun untuk sembarang nilai jika dimasukkan parameter-

parameternya pada model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik ini.
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3.2.2 Analisis Konsistensi

Analisis konsistensi metode BTCS dapat dicari dengan menerapkan
ekspansi deret Taylor yang disubstitusikan ke dalam persamaan beda (3.8).
Penerapan ekspansi deret Taylor pada persamaan beda (3.8) adalah sebagai

berikut:

1 1
u}1+1 = u}l + At ut |1} + EAtZ utt |1} +gAt3 uttt |7 +

n-1_ ,n _ n, 1,2 n_1,.3 n_
u =y Atut|j+2Atutt|j 6Atuttt|j

1 1
ultt = ut + Axu, |;l + At u, |’J1 + EAxZ Uy |7 + AxAt uy, |;‘ + EAtZ Uge |;‘ +

14,3 n, 3a.2 n,3 2 n_, 1,3 n
gAx Ux j+gAx Atuxxt|j +gAxAt Uyte j+gAt Uggt | -

1 1
u ™ = ul — Axu, |;‘ + At u, |7 + 2 Ax? Uy, |7 — AxAt uy, |’]1 + - A% gy |’]1 -

1 n, 3 2 n 3 2 n, 1,.3 n
~Ax3u '+ S Ax?Atu |.——AxAt u | A3 up, |
P xxx | + c xxt |j T g xtt | + . ttt | j

Perhitungan dilakukan pada persamaan (3.8) dengan cara menyederhanakan u}Tf

dan u/* terlebih dahulu, yaitu:

1
THARE S TR (u]" + Ax u, |7 + At u, |7 + 2 Ax? Uy, |7 + AxAt uy, |’]1 +

EAt utt|j+gAx Uyxx

"+ 2 AXPAL Uy |7 + 2 AxAL? 1y, |7 +

%At3 Uper |;l ) + (u]" — Ax u,

n n, 1 2 n
; Atu|. ~Ax“u |.—
]+ t1+2 xx | j

n_

1 1 3
AxAt Uy, |’} + EAtZ Upe |’} — gAx3 Unxx ’} + gAxZAt Ut |

3 1
gAxAtz uxtt |;l + gAt3 uttt |7 ...)
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n+l 4 o on+l
Uiy T U

=u' +ul + Ax uy ;.’—Axux ;.’+Atut|;.l+Atut|;.l+

%sz Usx |’; + %sz Usx |;’ + AxAt Uy |7 — AxAt Uy ’]1 + %At2 Uge |’]1 +

1 2 n 1 3 n 1 3 n 3 2 n
EAt utt|j +gAx uxxx|j —gAx Uyxx j+gAx At Uy j+

ZszAt Upxe |§l + ZAxAt2 Uer |7 — ZAxAt2 Uer |§l + %At3 Upee |§l +

100

ult +ut = 2ul + 20t u, |;l + Ax? Uy, |7 + At? uy, |;‘ + AXZAL Uy |;‘ +
108

Kemudian persamaan yang didapat disubstitusikan ke dalam persamaan (3.8),

sehingga

1 1
(u]n + At ut |1} + EAtZ utt |;l + gAt3 uttt |1} + ) =

( 21Ax2% +kglAx? At )u” ( 1Ax? )(u"
IAx2+c2IAt2+4c2At2+kglAx2At) T IAXx2+C21At2 +4c2At2 +kglAx2 At J

1 1
At ut |;l + EAtzutt |;l - EAt3uttt |7 - ) +

( C2IAt% +4c?At?

2un 2Atu|ﬂ Ax?u
21Ax2+2621At2+8c2At2+2kdle2At)( j el; ¥ xx

T A U [T

AxZAt Uyxt

1,.3
T+ SAC u [])

1 1
(u}‘ + At u, |7 + EAtZ Uge |7 + gAt3 Upee |7 + ) —

( 21Ax2% +kglAx2 At )un n ( lAx? ) (u”
IAX2+c2IAt2 +4c2At2+kglax2At) T IAX2+c2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At J

n, 1,,2 n 1,.3 n
Atut|]+EAt uttlj—gAt uttt j_"’ -
C2IAt2 +4c2AtL? ) ( n n n
2u’-1+2Atu|.+Ax2u '+ At?u |.+
(2[Ax2+202lAt2+8c2At2+2kdle2At ] t]j XX | j te |

AX2 At Uyyy

1
7+§At3 uttt |7+ "') = O
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Menjadi
U — ( 21AX2 +kglAx2 At )un ( 1Ax? )u?"‘ _
J IAX2+Cc2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At) T IAx2+c2IAt2+4c2At2+kglAx2At) 7T

c2lAt? +4c?At? ) 2ul 4+ u ( 1Ax? )u
21Ax2+2c2IAt2 +8¢2At2 +2kglAx2At) =T t IAx2+c2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At) ¢

c?lAt? +4c?At?
21Ax2+2c21At2+8Cc2At2 42k 1Ax2 At

)Zut |;.‘At + g +

1Ax? 1
SUtt —
1AX2+C2IAt2+4Cc2At2+kglAx2At) 2

(
(
(
R
(@
(
(
(

21AX2+2Cc2IAt2+8C2At2+2kglAxZ At

c?lAt? +4c?At? )u |nAx
21Ax2+2c21At24+8c2At2 42k glAx2At) XX | j

c2lAt?+4c?At?
2LAX2%+2Cc2IAt2+8c2At2+2kglAx2 At

1
) uxxt |7Ax2At + guttt -

1Ax? ) 1 U
IAX2+c2IAt2+4c2At2+kglAx2At) 6ttt
c?IAt? +4c?At?
21AX2%2+2c2IAt2+8C2At2+2kylAx2At) 3

)3 Ueee [1 L3 = 0

U ( 21AX?% +kglAx2 At ) U ( lAx? ) um
J IAX2+Cc2IAt2+4c2At2 +kglAx2At) T IAx2+c2IAt2 +4c2At2 +kglax2At) 7T
2c?1At%+8c?At? ) U 4+ u ( 1Ax? ) U
21Ax2+2c2IAt2+8¢2At2+2kglAx2At) ) t IAX2+C2IAt2 +4c2At2 +kglAx2At) b

2c?1At?+8c2At?
21AX2+2c2IAt2+8¢2At2+2kglAxZ At

)ut |7At+%utt +

1Ax? 1
IAXZ+C2IAtZ+4Cc2At2+kglAx2At) 2

c2IAt2 +4c2 At? ) |n At2
21Ax2+2c2IAt2+8c2At2 +2kglAx2At) Lt

c?IAt? +4c?At? )u |nAx
21Ax2+2c2IAt2+8c2At2 +2kglAx2At) XX |

c?lAt? +4c?At?
21AX2%+2Cc2IAt2+8¢2At2+2kglAx2 At

(
(
(
(
(
(

1
) uxxt |7Ax2At + guttt -
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( 1Ax? ) 1 u
IAX2+c2IAt2+4c2At2+kglax2At) 6 Lttt

( c2lAt? +4c?At? )
21Ax2+2c21At2+8c2At2+2kglAx2 At

- |;?At3 =0 (3.21)

Agar lebih sederhana, persamaan (3.21) dikalikan dengan 2[Ax? + 2¢2IAt? +
8c2At? + 2k,1Ax? At sehingga menjadi:

(21AX? + 2¢2IAE? + 8c2AL? + 2k glAX2AL)UY — (41Ax2 + 2k glAX2 ALY +
QIAx*)ult — (2c1At? + 8c?At?)uf + (21Ax* + 2c*1At? + 8c*At? +

2k IAX?AL)u, — (2LAX?)u, — (2¢2IAL? + 8c2At?)u, |’]?At + (21Ax? +
2c2IAL? + 8c2AL? + 2kqlAx2AL) Jug, + (21Ax?) Suy, — (IAL? +

42 At?)ug, |?At2 — (C?IAt? + 4c2At?)uy, |’}Ax2 — (c%lAt? +

AC2AL?) Uy |’J?Ax2At + (21A%7 + 2c2IAL? + BC2AL? + 2keglAX?AL) e, —

(218%%) Supey — (CPLAL? + 42 At?) Tuge, [MALP = 0

(21Ax? + 2¢?1At? + 8c2At? + 2k lAx2 At)u, — (21Ax*)u, — (2c?1AL? +

8c2At)u, |7At + (21A%2 + 2c21AL? + BCPAL? + 2keglAX?AL) S, +
(218x%) Suee — (PLAL + 4c? APy, |;?At2 — (c?IAt? +

4c?At?)u,,

" Ax? = (CPIAL? + 4CPAL) Uy |’}Ax2At + (21Ax? + 2c2IAL? +
8c2AL? + 2kqlAXAL) <uee — (2LAX?) 21y, — (c2IAL? +

4C2AL?) gy |;?At3 =0 (3.22)
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Error pemotongan yang telah ditemukan persamaan (3.22) memiliki orde

(Ax?, At®) dan error pemotongan pertama dari persamaan (3.22) yaitu:
(CPLAL? + 4CPAL2) Up | Ax?At + (2UAx? + 2¢2IAL + Bc?At? +

2k gLAX?AL) Uy — (R1AX?) Sty — (AL + 4C2AL?) Tutee, | ALS = 0
Dikatakan konsisten jika persamaan tersebut memenuhi kondisi:

lim  (c?lAt? + 4¢?At?) Uy, | Ax2At + (21Ax?% + 2¢%1At? + 8c?At? +
(At,Ax)—0 J

2k glAX2AL) gy — (RLAX2) Zuugee — (CPIAL? + 4c2At2) upee [T ALY = 0

Jumlah limit dari persamaan tersebut akan semakin kecil jika Ax? dan At3
memiliki nilai sangat kecil, karena berapapun u;;; dan u,,; jika dikalikan dengan
nilai Ax? dan At3 yang sangat kecil, maka nilainya pun juga kecil, sehingga error
pemotongan akan semakin mendekati nol. Untuk memperjelas keterangan

tersebut, dapat dilihat pada tabel berikut ini

Tabel 3. 1 Nilai Error untuk u(x, t) pada t € [0,7] dan x € [0,0.64] dengan Ax — 0

dan At = 0,1
Waktu (t)
Ax
5.5 5.7 5.9 6.1 6.3 6.5
0.01 0.0059 0.0039 0.0075 | 0.00096 | 0.0060 0.0044
0.05 0.0293 0.0194 0.0372 | 0.00478 | 0.0300 0.0219
0.1 0.0568 0.0377 0.0722 0.0093 0.0582 0.0424

Perhitungan error ini dikerjakan dengan formula |u}* — w/'~*|, dimana nilai
u;' adalah nilai u(x,t) yang ditampilkan pada iterasi metode Backward Time

Central Space (BTCS) untuk suatu Ax dan u}l‘l adalah nilai yang ditampilkan oleh
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OCTAVE untuk suatu Ax. Selisih nilai [u} —u~"| ditampilkan di setiap titik

diskrit x pada interval waktu t € [0,7]. Selanjutnya untuk Ax € [0.01, 0.1] maka

dapat dihitung bahwa nilai (2222:

2 2
) = 0.04 ekuivalen dengan (%) , hal ini

menunjukkan bahwa prosedur iterasi dengan metode Backward Time Central Space
(BTCS) memenuhi kriteria Ax?2.
Selanjutnya untuk analisis orde error pada suatu At pada t € [0,7] merujuk

pada tabel berikut:

Tabel 3. 2 Nilai Error untuk u(x, t) pada t € [0,7] dan x € [0,0.64] dengan At — 0

dan Ax = 0.05
Spasial (x)
At
5.5 5.7 5.9 6.1 6.3 6.5
0.05 0.0047 0.0035 0.0013 0.0035 0.0012 0.0020
0.1 0.0091 0.0069 0.0026 0.0068 0.0022 0.0037
0.2 0.0157 0.0118 0.0044 0.0117 0.0040 0.0063

Perhitungan error ini dikerjakan dengan formula |u/* —u}~"|, dimana
nilai uj* adalah nilai u(x,t) yang ditampilkan pada iterasi skema BTCS untuk
suatu At dan u}“l adalah nilai yang ditampilkan oleh OCTAVE untuk suatu At.
Selanjutnya selisih nilai |u]" — u]’-‘_1| ditampilkan di setiap titik diskrit x pada
interval waktu t € [0.7]. Selanjutnya untuk At € [0.05, 0.2] maka dapat dihitung

0.0047\3

- . 0.05\3 - .
bahwa nilai (0 0091) = 0.125 ekuivalen dengan (W) hal ini menunjukkan

bahwa prosedur iterasi dengan skema BTCS memenuhi kriteria At3.
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3.3  Prinsip Mencari Solusi dalam Al-Quran

Allah telah menciptakan segala sesuatu sesuai dengan ukuran. (Abdussakir,
2007:79) menyatakan bahwa bentuk-bentuk dan konsep matematika banyak
termuat pada alam semesta, meskipun matematika itu ada setelah alam semesta
tercipta. Segala isi dari alam semesta ini tercipta dengan ukuran-ukuran yang
cermat, perhitungan-perhitungan yang tepat, dan rumus-rumus yang seimbang.

Penelitian ini membahas tentang vibrasi dawai, persamaan yang digunakan
dalam penelitian ini yaitu persamaan gelombang. Permasalahan yang terjadi dalam
bidang matematika yaitu suatu sistem persamaan diferensial parsial nonlinier
umumnya sangat sulit untuk mencari solusi eksak atau solusi analitiknya. Salah satu
contoh kejadian yang mencerminkan kehidupan manusia dalam dunia nyata yaitu
menemukan solusi. Dalam kehidupan manusia, pasti memiliki permasalahan yang
berbeda-beda. Selagi kita berusaha, pasti akan ada solusi disetiap permasalahan
yang datang. Ketika seorang manusia sedang ditimpa masalah, Al-Quran dapat
dijadikan motivasi untuk menyelesaikan atau mencari solusi dari permasalahan,
khususnya surat Al-Insyirah ayat 5 yang artinya:

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan ada dua kemudahan.”

Tafsir dari ayat ini menurut Syeikh Muhyiddin ad-Darwisy, Imam al-
Ma’iny, Imam al-Baghawi dan menyimpulkan dari struktur gaya bahasa ayat
tersebut yaitu dengan sebuah kaidah kebahasaan, “Jika isim makrifat (khusus)
disebut dua kali maka yang kedua sama dengan yang pertama, tetapi jika isim
nakirah (umum) disebut dua kali maka yang kedua tidaklah sama dengan yang
pertama”. Kesimpulan yang bisa diambil dari kaidah tafsir tersebut yaitu bahwa

terdapat dua kemudahan dalam setiap satu kesulitan. Kemudahan tersebut bisa
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berupa solusi terbaik dari permasalahan, atau pahala kebaikan. Oleh karena itu,
selalu ada kemudahan yang menyertai dibalik permasalahan yang dirasa sangat
sulit. Perlu juga diketahui oleh setiap manusia, bahwa Allah SWT tidak akan
membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. Hal ini sesuai
dalam surat al-Qomar ayat 49 yang artinya:

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”

Setiap permasalahan akan selalu ada kemudahan bagi manusia. Manusia
diwajibkan untuk bersabar dan terus berusaha dengan semangat dari permasalahan
yang datang dan meyakini bahwa permasalahan pasti ada jalan keluar, serta
senantiasa belajar untuk menjadi manusia yang lebih baik lagi. Begitu juga
permasalahan dalam penelitian-penelitian sebelumnya dan penelitian ini, munculah
metode pendekatan untuk mencari solusi yang mendekati solusi sebenarnya.
Pendekatan ini yaitu pendekatan numerik. Terdapat berbagai macam metode dalam
pendekatan numerik yang dapat digunakan, yaitu metode beda hingga eksplisit dan
metode beda hingga implisit. Penelitian ini menggunakan metode beda hingga

skema implisit.



BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik kesimpulan yaitu
sebagai berikut:

1. Solusi numerik model matematika vibrasi dawai pada alat musik petik
diselesaikan dengan metode Backward Time Central Space (BTCS),
diperoleh bahwa perilaku gerak dawai pada alat musik petik semakin lama
bergerak kembali ke keadaan semula yakni pada posisi setimbang dawai.
Hal ini sesuai dengan keadaan riil untuk gerak dawai pada alat musik petik
dalam dunia nyata yakni gerak dawai tidak berlangsung selama-lamanya
artinya dapat berhenti pada suatu waktu tertentu. Sehingga dapat dikatakan
metode BTCS dalam penyelesaian model matematika vibrasi dawai pada
alat musik petik yang diperoleh sudah bersifat reliable.

2. Analisis keabsahan solusi metode Backward Time Central Space (BTCS)
melalui analisis kestabilan yaitu dinyatakan stabil tanpa syarat, serta untuk
error pemotongan pertama dari model matematika vibrasi dawai pada alat
musik petik dengan metode Backward Time Central Space (BTCS) yang

dihasilkan yaitu:
(cZIAt? + 4C2At?) Uy ’}AxZAt + (21Ax? + 2c?1At? + 8c2At? +

delezAt)%uttt - (ZIAXZ)%uttt - (CzlAtZ + 4‘C2At2)%uttt 7At3 = O
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4.2  Saran
Pada penelitian selanjutnya, diharapkan untuk mengkonstruksi model
matematika pada alat musik lainnya dan mencari solusi analitik ataupun mencari
solusi numerik dari model yang telah diperoleh menggunakan metode yang

berbeda.
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LAMPIRAN

Lampiran 1: Simulasi OCTAVE untuk u(x, t)

clc,clear all; close all;

disp (‘Metode BTCS pada Vibrasi Dawai Alat Musik Petik’);
dx=0.01;

dt=0.1;

x=0:dx:0.64;
t=0:dt:7;

M=0.64/dx;
N=7/dt;

px=length (x);
pt=length(t);

c=1;
kd=1.5;
1=0.64;
h=1;

aa=((c”2)*1* (dt"2) +4* (c"2) * (dt"2) ) /(2% (172) * (dx"2) +2* (c”2) *1* (dt"2
) +8* (¢”2) * (dt"2) +2*kd*1* (dx"2) *dt) ;

bb=( (2*1* (dx"2) +kd*1* (dx"2) *dt) / (1* (dx"2) +2* (c*2) *1* (dt"2) +4* (c"2)
*(dtr2) +kd*1* (dx"2) *dt) ) ;

cc=(1*(dx"2))/ (1* (dx"2)+(c"2) *1* (dt"2) +4* (c2) * (dt"2) +kd*1* (dx"2) *
dt);

%Nilai Awal
for j=l:px
if x(3)<=0.5*1 && x(J)>=0;
u(j,l)=2*h*x(3)/1;
else
u(j,1)=2*h-2*h*x(j)/1;
end

end



$Nilai Batas

for n=2:pt
u(l,n)=0;
u (px,n)=0;

end

$Skema Implisit
xx (1:M-2)=-aa;
yy (1:M-1)=1;

zz (1:M-2)=-aa;

A=diag(yy,0)+diag(xx,-1)+diag(zz,1);

for n=3:N+1
B=bb*u(2:M,n-1)-cc*u(2:M,n-2) ;
u(2:M,n)=inv (A) *B;

end

for j=1:N+1
figure (1)
plot (x,u(:,3))

xlabel ('x")
ylabel ('u')
hold on
end
disp (' t X ")
for n=1:N
for j=1:M
fprintf ('$12.10f %12.10f %$12.10f \n',x(j) ,t(n) ,u(j,n))
end
end
figure (2)

surf (x,t,u')

title('grafik 3D solusi numerik u(x,t)

x dan waktu t')

xlabel ('x")
ylabel ('t")
zlabel ('u')

yang berubah terhadap nilai

title('Grafik Vibrasi dengan Metode Implisit BTCS')
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