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MOTTO 

 

“Tiada hal  yang tidak berlaluh, maka bertahanlah saat melaluinya!!” 

Kesabaran adalah kekuatanmu 

Bekerja keras adalah usahamu 
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ABSTRAK 
 

Rizqi A., Aynin.2021. Analisis Numerik Metode Beda Hingga Skema Eksplisit 

untuk Model Matematika Angiogenesis pada Masalah Penyakit 

Tumor. Skripsi. Program Studi Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi. 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.  

Pembimbing : (I) Dr. Usman Pagalay, M,Si. (II) Dr. H. Imam Sujarwo, 

M.Pd. 

 

Kata kunci : model matematika angiogenesis pada tumor, persamaan diferensial 

parsial non linier kartesian dua dimensi, metode beda hingga eksplisit, 

simulasi numerik dua dimensi. 

 

Model matematika angiogenesis pada tumor membentuk sistem persamaan 

difernsial parsial non linier dua dimensi spasial. Model tersebut terdiri dari 

persamaan pertumbuhan kepadatan sel endotel, fibronektin, dan TAF. Tahap 

dikritisasi model menggunakan metode beda hingga eksplisit serta dilakukan 

simulasi numerik untuk beberapa variasi waktu. 

Hasil menunjukkan adanya peningkatan dan penurunan pada pertumbuhan 

sel endotel, fibronectin, dan TAF pada setiap waktu dan iterasi yang ditentukan. 

Peningkatan pertumbuhan sel tumor dipengaruhi oleh proses chemotaxis dan 

haptotaxis yang terjadi pada pertumbuhan sel endotel. Pada pertumbuhan 

fibronektin terjadi penurunan karena kondisi awal tinggi mengalami kerusakan 

oleh pertumbuhan fibronektin itu sendiri. Saat waktu yang diberikan semakin 

besar pada proses angiogenesis membuat pertumbuhan sel tumor tumbuh semakin 

cepat. 
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ABSTRACT 

 

Rizqi A., Aynin. 2021. Numerical Analysis of Explicit Finite Difference 

Methods for Mathematical Models of Angiogenesis in Tumor 

Diseases. Faculty of Science and Technology. Maulana Malik Ibrahim 

State Islamic University of Malang. 

Promotor : (I) Dr. Usman Pagalay, M,Si. (II) Dr. H. Imam Sujarwo, M.Pd. 

 

Keywords: mathematical model of angiogenesis in tumors, two-dimensional 

Cartesian non-linear partial differential equation, explicit finite difference 

method, two-dimensional numerical simulation.  

 

The mathematical model of angiogenesis in tumors forms a two-

dimensional Cartesian non-linear partial differential equation system. The model 

consists of growth equations of endothelial cell density spatial, fibronektin, and 

TAF. The discretization stage of the model uses an explicit finite difference 

method and numerical simulations are carried out using different times.  

The results showed an increase and decrease in endothelial cell growth, fibronektin 

and TAF at each specified time and iteration. The increase in tumor cell growth is 

influenced by chemotaxis and haptotaxis processes that occur in endothelial cell growth. 

The growth of fibronektin decreased because the initial high conditions were damaged by 

the growth of fibronektin itself. The increase in TAF growth is influenced by thesystem 

uptake. The greater the time given to the angiogenesis process, the growth of tumor cells 

grows faster.  
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 الملخص 
 

أعين   للنماذج   .٢٠٢١أ،  .رزقي،  الصريحة  المحدودة  الفروق  لطرق  العددي  تحليل 
. البحث العلميالرياضية لتكوين الأوعية الدموية في مشاكل أمراض الورم.  

إبراهيم  مالك  مولانا  جامعة  والتكنولوجيا.  العلوم  في كلية  الرياضيات.   قسم 
 الإسلامية الحكومية مالانج. 

 ( إمام سوجروو الماجستير. ٢اجستير, والمثرف الشاني. ) ( الد كتور عثمان بكلي الم ١المشرف الأول: ) 
 

الكلمات المفتاحية: نموذج رياضي لتكوين الأوعية في الأورام ، معادلة تفاضلية جزئية غير خطية 
 ثنائية الأبعاد ، طريقة الفروق المحدودة الصريحة ، محاكاة عددية ثنائية الأبعاد. 

 
يشكل النموذج الرياضي لتكوين الأوعية في الأورام نظام معادلة تفاضلية جزئية غير خطية    .

ثنائية الأبعاد. يتكون النموذج من معادلات النمو لكثافة الخلايا البطانية ، والفيبرونيكتين ، و 
TAF  إجراء ويتم  الصريحة  المحدودة  الفروق  طريقة  النموذج  في  الحرجية  مرحلة  تستخدم   .

 ات المحاكاة العددية للعديد من الاختلافات الزمنية. عملي
في كل وقت    TAFأظهرت النتائج زيادة وانخفاض في نمو الخلايا البطانية والفيبرونيكتين و  

وتكرار محدد. تتأثر الزيادة في نمو الخلايا السرطانية بعمليات الانجذاب الكيميائي والتركيز العدسي  
طانية. انخفض نمو الفبرونيكتين بسبب تضرر الظروف المرتفعة الأولية  التي تحدث في نمو الخلايا الب 

نمو   ينمو   ، الأوعية  تكوين  عملية  المعطى في  الوقت  يزداد  عندما  نفسه.  الفبرونيكتين  نمو  بسبب 
 الخلايا السرطانية بشكل أسرع. 

. 
  



 

1 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Kesehatan merupakan hal yang penting bagi semua orang dalam 

menjalannya kegiatan sehari-harinya. Tubuh sehat berawal dari menjaga pola 

hidup yang sehat. Makanan yang dipilih bergizi sangat berpengaruh dalam 

menjaga kesehatan tubuh tetap terjaga. Seperti halnya ayat yang menjelaskan 

pentingnya memilih makan dan minum yang baik bagi kesehatan.  

ضم حٰلٰٓلاُ  ٰرأ يٰ ُّهٰا ٱلنَّاسُ كُلُواْ مِمَّا فيم ٱلأأ طٰٓنمِۚ إمنَّهُۥ لٰكُمأ عٰدُوَّ خُطُوٰٓ   تٰ تَّبمعُواْ   وٰلٰا   طيٰ مباُ   يَأٰٓ  ( ١٦٨)    مُّبمينن  تم ٱلشَّيأ
 Artinya : “Wahai manusia! Makanlah dari (makanan) yang halal dan baik yang 

terdapat di bumi dan janganlah kamu mengikuti langkah-langkah setan. Sungguh, setan 

itu musuh yang nyata bagimu” (QS. Al Baqarah:168). 

Pada ayat tersebut dijelaskan pada tafsir ibn Kathir bahwa Allah 

memperbolehkan memakan  makanan semua apa yang ada di bumi, yaitu yang 

dihalalkan bagi mereka lagi baik dan tidak membahayakan tubuh serta akal 

mereka, sebagai karunia dari Allah Swt. Al-Misbah juga menafsirkan bahwa 

seruan kehalalan makanan pada ayat ini ditunjukkan kepada seluruh manusia, 

apakah beriman kepada Allah Swt. atau tidak. Namun demikian, tidak semua 

makanan dan minuman yang halal otomatis baik, dan tidak semua makanan dan 

minuman halal sesuai dengan kondisi masing-masing. Ada yang halal dan baik 

untuk seseorang yang memiliki kondisi kesehatan tertentu, dan ada juga yang 

kurang baik untuknya, walaupun baik untuk yang lain. Ada makanan yang baik 

tetapi tidak bergizi, dan ada juga makanan yang bergizi namun dapat memicu 

kondisi kesehatannya menurun. 
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Seperti halnya makanan yang dapat meningkatkan pertumbuhan pembuluh 

darah yang terdapat pada penyakit tumor. Pembuluh darah yang diproduksi oleh 

proses angiogenesis sangat berpengaruh pada pertumbuhan sel tumor. Kecepatan 

reproduksi pembuluh darah pada proses angiogenesis yang tumbuh dari kapiler-

kapiler kecil disekitarnya dapat mempengaruhi pertumbuhan sel tumor. 

Peningkatan dan penghambatan proses angiogenesis berasal dari faktor- faktor 

yang berasal dari zat makanan yang dikonsumsi. Faktor-faktor yang berpengaruh 

pada proses angiogenesis yaitu pertumbuhan sel endotel, fibronektin, TAF.  

Skripsi ini, peneliti merujuk pada penelitian sebelumnnya pada tahun 

1998, penelitian Anderson dan Chaplain merumuskan model persamaan 

matematika angiogenesis pada tumor dengan bentuk persamaan diferensial parsial 

non linier cartesius dua dimensi yang melibatkan pertumbuhan sel endotel 

𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), fibronektin 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), dan TAF 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) dengan menggunakan turnan 𝑥 

dan 𝑦 pada ruang dan turunan 𝑡 terhadap waktu.  Anderson dan Chaplain (1998) 

menganalisis reaksi angiogenesis pada sel tumor dengan cara melihat simulasi 

dari persamaan diskrit matematika angiogenesis pada tumor menggunakan metode 

beda hingga skema euler. 

Pada penelitian tersebut menunjukkan bahwa jika ada gradien TAF dan 

tidak ada gradien fibronektin, maka chemotaxis akan mendominasi. Sedangkan 

jika hanya ada gradien fibronektin dan tidak ada gradien TAF, maka haptotaxis 

yang mendominasi. Ketika kedua gradien ada, interaksi kompleks antara 

chemotaxis dan haptotaxis akan membiaskan sesuai koefisien.  Pergerakan sel 

individu pada ujung kapiler-kapiler diatur oleh interaksinya dengan faktor 
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angiogenik dan matriks makromolekul di sekitarnya. (Anderson & Chaplain, 

1998). 

Pada skripsi ini, peneliti ingin menganalisis persamaan yang telah telah 

dirumuskan oleh Anderson dan Chaplain (1998) dengan metode numerik yang 

lebih akurat. Metode yang akan dilakukan dalam penyelesaian numerik dalam 

persamaan angiogenesis pada tumor menggunakan metode skema beda hingga 

eksplisit. Penelitian ini dilakukan dengan melakukan diskritisasi dengan 

menggunakan metode beda hingga eksplisit. Mereduksi dan menyederhanakan 

data menggunakan metode diskritisasi dapat menghasilkan solusi yang lebih cepat 

dan akurat.  Selanjutnya dilakukan perbandingkan perilaku setiap faktor-faktor 

yang terlibat dalam bentuk simulasi numerik model matematika proses 

angiogenesis pada sel tumor dengan waktu yang berbeda. Oleh karena itu peneliti 

menentukan judul “Analisis Numerik Metode Beda Hingga Skema Eksplisit 

untuk Model Matematika Angiogenesis pada Masalah Penyakit Tumor”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Masalah yang didapatkan dalam penelitihan ini adalah 

1. Bagaimana transformasi model matematika angiogenesis pada tumor kebentuk 

diskritisasi dengan metode beda hingga eksplisit? 

2. Bagaimana simulasi numerik model diskrit angiogenesis pada tumor dengan 

Langkah waktu (∆𝑡) yang bervariasi? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitihan ini adalah 

1. Untuk mendapatkan transformasi model matematika angiogenesis pada tumor 

kebentuk diskritisasi dengan metode beda hingga eksplisit. 

2. Untuk mengetahui hasil simulasi numerik model diskrit angiogenesis pada 

tumor dengan Langkah waktu (∆𝑡) yang bervariasi. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Batasan masalah yang diberikan pada penelitian ini adalah  

1. Model matematika yang dipakai pada penelitian kali ini menggunakan model 

matematika yang dirumuskan oleh Anderson dan Chaplain (1998) 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷∇2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) − ∇ ∙ (

𝜒

1 + 𝛼𝑘0
(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)))

− ∇ ∙ (𝜌(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) (1.4.1) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝛽𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝛾(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) (1.4.2) 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
=  −𝜂(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) (1.4.3) 

2. Peneliti mengambil parameter pada peneliti sebelumnnya dengan 𝐷 =

0,00035, 𝜒 = 0,38, 𝜌 = 0,34, 𝜂 = 0.1, 𝛽 = 0,05, 𝑒1 = 0,45, 𝑒2 = 0,45, 

𝑒3 = 0,001, 𝑘 = 0,75, dan 𝛾 = 0,1 (Anderson & Chaplain,1998). 

3. Kondisi awal yang digunakan untuk persamaan 

𝑛(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑛𝑖,𝑗
1 = ℯ

−
𝑥2

𝜖3 sin2(6𝜋𝑦) 

𝑐(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑐𝑖,𝑗
1 = ℯ

−
(1−𝑥)2

𝜖1  
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𝑓(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑓𝑖,𝑗
1 =  𝑘ℯ

−
𝑥2

𝜖2  

4. Batasan yang dipakai pada simulasi adalah 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, dan 

0 ≤ 𝑡 ≤ 0,5 dengan nilai langkah diskritisasi yang bervariasi saat  ∆𝑥 =

∆𝑦 = 0,01, dan ∆𝑡 = 0,25. 

 

1.5 Metode Penelitian 

Pada pembahasan mengenai diskritasi model matematika tumor dengan 

menggunakan metode beda hingga eksplisit, peneliti menerapkan beberapa 

langkah berikut : 

1. Metode penelitian yang dilakukan pertama dengan menjabarkan operator 

Grad (∇) pada model matematika angiogenesis pada tumor.  Selanjutnya 

dilakukan diskritisasi model matematika angiogenesis pada tumor 

menggunakan metode beda hingga eksplisit. 

2. Membandingkan dan menganalisa pola perkembangan hasil simulasi dengan 

menggunakan langkah diskritisasi yang bervariasi. 

 

1.6 Manfaat penelitian  

Sesuai dengan tujuan penelitian, maka manfaat penelitian ini dibedakan 

berdasarkan kepentingan beberapa pihak yaitu : 

1. Bagi pembaca, penelitian ini dapat menjadi wawasan atau literatur untuk 

mengetahui penerapan metode beda hingga eksplisit dalam model matematika 

angiogenesis pada tumor, serta sebagai bahan pengembangan dalam bidang 

matematika terapan 
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2. Manfaat kedua bertujuan untuk manjadi wawasan pada bidang simulasi, 

khususnya pada simulasi numerik metode beda hingga eksplisit pada model 

matematika angiogenesis pada tumor menggunakan waktu dan iterasi yang 

berbeda. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami 

intisari dari skripsi ini yang terbagi menjadi empat bagian, yaitu : 

Bab I Pendahuluan 

Pada bab ini akan diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah, 

tujuan penelitian, batasan masalah, metode penelitian, manfaat penelitian, 

dan sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab ini menjelaskan tentang gambaran umum dari teori yang 

mendasari pembahasan antaranya pengertian induksi angiogenesis pada 

tumor, operator grad (∇), persamaan differensial parsial, deret taylor, 

metode beda hingga skema eksplisit, dan kajian terkait penyakit tumor pada 

pandangan islam. 

Bab III Pembahasan 

Pada bab ini merupakan penjabaran peneliti tentang hasil atau gambaran 

objek dari penelitian. 

Bab IV Penutup 

Pada bab ini menjelaskan tentang kesimpulan yang didapat oleh peneliti 

dari hasil penelitian yang telah dijabarkan dalam bab pembahasan dan 
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dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan dengan panelitian ini atau 

penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

  

2.1 Induksi Angiogenesis pada Tumor 

Angiogenesis merupakan pembentukan pembuluh darah baru dari 

pembuluh darah yang sudah ada sebelumnya, yaitu proses dimana kapiler-kapiler 

dibentuk sebagai respons terhadap rangsangan kimia yang disuplai secara 

eksternal. Angiogenesis terjadi selama embryogenesis, penyembuhan luka, radang 

sendi dan selama pertumbuhan sel tumor (Anderson & Chaplain.1998).. 

Peristiwa pertama angiogenesis yang menginduksi tumor melibatkan sel-

sel kanker dari sel tumor yang mengeluarkan sejumlah bahan kimia, secara 

kolektif dikenal sebagai faktor-faktor angiogenik tumor. Respon awal sel endotel 

terhadap faktor-faktor angiogenik ini disebut chemotaxic. Proses chemotactic ini 

berlangsung ketika migrasi sel endotel menuju tumor. Ketika pergerakan sel 

endotel menuju tumor hingga di ujung kapiler, sel endotel mulai berkembang biak 

dari dinding kapiler. Sel dinding kapiler tersebut membentuk untaian sel endotel 

di antara matriks ekstraseluler. Dan terus berjalan melalui matriks estraseluler 

yang terdiri dari jaringan interstital serat-serat kolagen dan fibronektin serta 

komponen lainnya (Anderson & Chaplain.1998). 

Selain respon chemotactic, pada sel endotel juga terdapat respon 

haptotaxis. Haptotaxis merupakan interaksi sel endotel terhadap gradien 

fibronektin yang ada dalam matriks ekstraseluler. Sel-sel endotel yang dikultur 

diketahui mensintesis dan mengeluarkan fibronektin. Fibronektin yang diproduksi 

dan disekresikan oleh sel endotel tidak berdifusi, tetapi tetap terikat pada matriks 
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ekstraseluler. Hasil ini menunjukkan bahwa fibronektin meningkatkan migrasi sel 

hingga gradien (Anderson & Chaplain.1998). 

Anderson dan Chaplain (1998) mengasumsikan bahwa pergerakan sel 

endotel dipengaruhi oleh tiga faktor : pergerakan acak (seperti difusi molekul). 

chemotaxis dalam menanggapi gradian TAF, dan haptotaxis sebagai respon 

terhadap gradian fibronektin. Untuk menurunkan persamaan diferensial parsial 

yang mengatur pergerakan sel endotel, pertama-tama kan pertimbangan total fluks 

sel yang dilambangksn dengan 𝒥𝑛 dan kemudian menggunakan persamaan 

konservasi untuk kepadatan sel. Tiga konstribusi terhadap fluks sel endotel, 

diberikan oleh : 

𝒥𝑛 = 𝒥𝑎𝑐𝑎𝑘 + 𝒥𝑐ℎ𝑒𝑚𝑜 + 𝒥ℎ𝑎𝑝𝑡𝑜 

𝒥𝑛 = −𝐷𝑛∇𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇c(x, y, t))

+ 𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

untuk menggambarkan pergerakan acak sel endotel pada kapliler, diasumsikan 

fluks dari bentuk 𝒥𝑎𝑐𝑎𝑘 = −𝐷𝑛∇𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), dimana 𝐷𝑛 adalah konstanta positif, 

koefisien pergerakan acak sel. Anderson & Chaplain (1998) menganggap fluks 

chemotactic menjadi 𝒥𝑐ℎ𝑒𝑚𝑜 = 𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇c(x, y, t)), dimana 

𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) adalah suatu fungsi chemotactic. Pada model tumor yang diinduksi 

angiogenesis sebelumnya, 𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) diasumsikan konstan, artinya sel-sel 

endotel selalu menanggapi rangsangan chemosensory (misalnya TAF) dengan 

cara yang sama, tanpa memandang konsentrasi rangsangan. Anderson & Chaplain 

(1998) memilih suatu hukum reseptor-kinetik dalam bentuk 

𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 𝜒0
𝑘1

𝑘1 + 𝑘0
 (2.1.1) 
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Mencerminkan asumsi yang lebih realitis bahwa sensitivitas chemotactic 

berkurang dengan meningkatnya konsentrasi TAF, dimana 𝜒0 adalah koefisien 

chemotactic, dan 𝑘1 adalah konstanta positif. Pengaruh fibronektin terhadap sel-

sel endotel yaitu dimodelkan dengan fluks haptotactic, 𝒥ℎ𝑎𝑝𝑡𝑜 = 𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) dimana 𝜌0 > 0 adalah koefisien haptotactic yang konstan (Anderson 

& Chaplain, 1998). 

Anderson dan Chaplain (1998) memfokuskan perhatian pada sel-sel 

endotel di ujung kapiler dan mengingat bahwa sel endotel memiliki paruh waktu 

yang Panjang. Anderson dan Chaplain menghilangkan semua istilah kelahiran dan 

kematian yang terkait dengan sel endotel. Sehingga sel endotel dapat dimodelkan, 

dimana sel-sel diiradiasi untuk menghentikan proliferasi, tetapi jaringan terbentuk 

sampai batas tertentu. 

Oleh karena itu, Anderson dan Chaplain (1998) memberikan bentuk 

persamaan konservasi untuk kepadatan sel endotel 𝑛 sebagai berikut : 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ 𝒥𝑛 = 0 

(2.1.2) 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
                                                                                                     

 

+∇ ∙ (−𝐷𝑛∇𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇c(x, y, t))

+ 𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) = 0 (2.1.3) 

dimana 𝒥𝑛 adalah total fluks sel dan ∇ merupakan operator gradien oleh karena itu 

persamaan diferensial parsial yang mengatur pergerakan sel endotel dengan tidak 

adanya proliferasi sel yaitu : 
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𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
                                                                                                          

 

+∇ ∙ (−𝐷𝑛∇𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇c(x, y, t))

+ 𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) = 0 

 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (−𝐷𝑛∇𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡))                                                         

+ ∇ ∙ (𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇c(x, y, t)))               

+ ∇ ∙ (𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) = 0 

 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
− Dn  (∇ ∙ (∇𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)))                                                         

+ ∇ ∙ (𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇c(x, y, t)))                

+ ∇ ∙ (𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) = 0 

 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑛∇

2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)                                                                         

− ∇ ∙ (𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)))                 

− ∇ ∙ (𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) (2.1.4) 

Untuk menurukan persamaan TAF, Anderson dan Chaplain (1998) 

mempertimbangkan kondisi awal dari tumor yang menginduksi angiogenesis yang 

merupakan sekresi TAF oleh sel-sel tumor. Setelah disekresi, TAF berfungsi ke 

dalam jaringan kornea sekitarnya dan matriks ekstraseluler dan mengatur gradien 

konsentrasi antara tumor dan setiap pembuluh darah yang sudah ada sebelumnya 

seperti pembuluh limbal. Selama tahap awal ini, dimana TAF berdifusi ke dalam 

jaringan sekitarnya (dengan beberapa karusakan yang alami), Anderson dan 
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Chaplain (1998) mengasumsikan bahwa konsentrasi TAF (𝑐) memenuhi  

persamaan sebagai berikut : 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑐∇

2𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝜃𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) (2.1.5) 

dimana 𝐷𝑐 adalah koefisien difusi TAF dan 𝜃 merupakan tingkat kerusakaan yang 

dialami TAF. Anderson dan Chaplain (1998) mengasumsikan bahwa keadaan 

stabil dari persamaan ini menetepkan gradien TAF diantara tumor dengan 

pembuluh yang didekatnya dan memberikan suatu kondisi suatu kondisi awal 

untuk konsentrasi TAF. ketika sel-sel endotel yang bermigrasi melalui matriks 

ekstraseluler dalam merespon keadaan stabil ini, terdapat penyerapan dan 

peningkatan TAF yang dipengaruhi oleh sel-sel. Anderson dan Chaplain (1998) 

memodelkan proses ini dengan fungsi penyerapan yang sederhana, persamaan 

untuk konsentrasi TAF mengikuti bentuk persamaan berikut : 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜆(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) (2.1.6) 

dimana 𝜆 adalah konstanta positif, dan kondisi awal konsentrasi TAF diperoleh 

dari keadaan stabil persamaan (2.2.5) (Anderson & Chaplain,1998). 

 Anderson dan Chaplain (1998) menyatakan bahwa fibronektin terdapat 

disebagian besar jaringan mamalia dan telah diidentifikasi sebagai komponen dari 

jaringan kornea. Selain fibronektin yang sudah ada sebelumnya, diketahui bahwa 

sel-sel endotel sendiri memproduksi dan mensekresi fibronektin yang kemudian 

terikat pada matriks ekstraseluler dan tidak berdifusi. Oleh karena itu, persamaan 

untuk fibronektin tidak mengandung istilah difusi. Terdapat pula penyerapan dan 

pengingkatan fibronektin oleh sel-sel endotel karena mereka bermigrasi ke arah 
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tumor. Proses produksi dan penyerapan ini dimodelkan dengan persamaan 

berikut: 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜔𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝜇(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) (2.1.7) 

dimana 𝜔 dan 𝜇 adalah konstanta positif. 

 Oleh karena itu, Anderson dan Chaplain (1998) menyatakan bahwa sistem 

lengkap persamaan yang menggunakan interaksi sel-sel endotel (𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)), TAF 

(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) dan fibronektin (𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) seperti yang dijelakan di atas, yaitu : 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡

=
𝐷𝑛∇

2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)⏟        

𝑅𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑀𝑜𝑡𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦

−∇ ∙ (
𝜒0𝑘1
𝑘1 + 𝑘0

(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇c(x, y, t)))
⏟                        

𝐶ℎ𝑒𝑚𝑜𝑡𝑎𝑥𝑖𝑠 

 

 −∇ ∙ (𝜌0(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))⏟                    

𝐻𝑎𝑝𝑡𝑜𝑡𝑎𝑥𝑖𝑠
 

(2.1.8) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜔𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)⏟      

𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛
 
−𝜇(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))⏟              

𝑈𝑝𝑡𝑎𝑘𝑒
 

(2.1.9) 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
=
−𝜆(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡))⏟              

𝑈𝑝𝑡𝑎𝑘𝑒
 

(2.1.10) 

 . 

2.2 Operator Grad (𝛁) 

 Soedojo (1995) menyatakan bahwa grad adalah singkatan daripada 

gradien yang dimaksudnya laju variasi terhadap tempat atau koordinat. Sedangkan 

∇ adalah notasi singkat bagi grad dan dinamakan operator diferensial nabla 

Laplace, yang di dalam system koordinat Cartesian adalah 

∇=
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘 (2.2.1) 
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Menurut Speigel dan Wospakrik (1999), operator diferensial vektor del, 

dituliskan ∇, didefinisikan oleh 

∇=
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

 𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘 = 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑧
 (2.2.2) 

Operator vektor ini memiliki sifat-sifat yang analog dengan vektor-vektor biasa. 

Operator ini bermanfaat untuk mendefiniskan tiga buah besaran berikut yang 

muncul dalam pemakaian praktis yang dikenal sebagai gradien, divergensi,dan 

curl. 

 Spiegel dan Wospakrik (1999) memisalkan ∅(𝑥, 𝑦, 𝑧) terdefinisikan dan 

diferensiabel pada tiap-tiap titik (𝑥, 𝑦, 𝑧) terdefinisikan dan diferensiabel pada 

tiap-tiap titik (𝑥, 𝑦, 𝑧) dalam suatu daerah tertentu dari ruang (yakni ∅ 

mendefinisikan sebuah medan scalar diferensial). Gradien ∅, dituliskan ∇∅ atau 

grad ∅, didefinisikan oleh : 

∇∅ = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘)∅ = 𝑖

𝜕∅

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕∅

𝜕𝑦
+ 𝑘

𝜕∅

𝜕𝑧
 (2.2.3) 

perhatiakan bahwa ∇∅ mendefinisikan sebuah medan vector.  

Komponen dari ∇∅ dalam arah sebuah verktor satuan 𝛼 diberikan oleh 

∇∅ ∙ 𝛼 dan disebut turunan arah dari ∅ pada arah 𝛼. Secara fisis, ini adalah laju 

perubahan  ∅ pada (𝑥, 𝑦, 𝑧) dalam arah 𝛼 (Spiegel dan Wospakrik, 1999). 

 Menurut Spiegel dan Wospakrik (1999), misalkan 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑉1𝑖 +

𝑉2𝑗 + 𝑉3𝑘 terdifinisikan dan diferensiabel dalam suatu daerah tertentu dari ruang 

(yakni, V mendefinisikan sebuah medan vector). Maka divergensi dari 𝑉, 

dituliskan ∇ ∙ 𝑉 atau div 𝑉, didefinisikan oleh : 

∇ ∙ 𝑉 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘) ∙ (𝑉1𝑖 + 𝑉2𝑗 + 𝑉3𝑘) 
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∇ ∙ 𝑉 = (
𝜕𝑉1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑉2
𝜕𝑦

+
𝜕𝑉3
𝜕𝑧
) (2.2.4) 

perhatikan analoginya dengan 𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐴1𝐵1 + 𝐴2𝐵2 + 𝐴3𝐵3. Juga perhatikan 

bahwa ∇ ∙ 𝑉 ≠ 𝑉 ∙ ∇. 

 Munurut Spiegel dan Wospakrik (1999), jika 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) adalah sebuah 

medan vektor diferensiabel maka curl atau rotasi dari 𝑉, dituliskan curl 𝑉, 

didefinisikan oleh : 

∇𝑥𝑉 = (
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘) 𝑥(𝑉1𝑖 + 𝑉2𝑗 + 𝑉3𝑘) 

= ||

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑉1 𝑉2 𝑉3

|| 

= |

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑉2 𝑉3

| 𝑖 − |
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑧
𝑉1 𝑉3

| 𝑗 + |

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
𝑉1 𝑉2

| 𝑘 

= (
𝜕𝑉3
𝜕𝑦

−
𝜕𝑉2
𝜕𝑧
) 𝑖 + (

𝜕𝑉1
𝜕𝑧

−
𝜕𝑉3
𝜕𝑥
) 𝑗 + (

𝜕𝑉2
𝜕𝑥

−
𝜕𝑉1
𝜕𝑦
)𝑘 

(2.2.5) 

perhatikan bahwa dalam penguraian determinan, operator 
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
 haruslah 

mendahului 𝑉1, 𝑉2, dan 𝑉3. 

 Kreyszig (2011) menjelaskan ∇2𝑓 juga dilambangkan dengan ∆𝑓disebut 

operator Laplace. Operator diferensial : 

∇2= ∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
= 0 (2.2.6) 

 

2.3 Persamaan Diferensial Parsial 

 Menurut Ault dan Ayres (1992) tingkatan persamaan parsial adalah tingkat 

turunan tertinggi pada suatu persamaan. Seperti persamaan model persamaan 
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angiogenesis pada tumor yang telah ditumuskan oleh Andershon dan Chaplain 

(1998) mengandung lebih dari dua variable bebas. Persamaan-persamaan yang 

mengandung satu atau lebih turunan-turunan parsial. Turunan-turunan pada 

persamaan diferensial parsial pada angiogenesis terdapat variable 𝑥 dan 𝑦. 

 Persamaan diferensial parsial orde dua dengan dua variable dengan 

persamaan umum : 

𝐴𝑓𝑥𝑥 + 𝐵𝑓𝑥𝑦 + 𝐶𝑓𝑦𝑦 + 𝐷𝑓𝑥 + 𝐸𝑓𝑦 + 𝐸𝑓 = 𝐺 (2.3.1) 

dimana 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 dan 𝐹 adalah fungsi dari 𝑥 dan 𝑦. Didefinisikan turunan 

parsial sebagai berikut : 

𝑓𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 

𝑓𝑦 =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

𝑓𝑥𝑦 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑦
 

𝑓𝑥𝑥 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
 

𝑓𝑦𝑦 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
 

Seperti pada persamaan diferensial biasa, di sini perlu diketahui syarat batas. 

Tetapi karena ada dua varibel bebas, syarat batasnya diberikan pada suatu 

lengkungan dalam bidang 𝑥 − 𝑦 (Djojodiharjo,2000). 

 

2.4 Deret Taylor 

 Diferensial numerik digunakan untuk memperkirakan bentuk diferensial 

kontinu menjadi bentuk diskrit. Derensial numerik ini banyak digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial. Bentuk tersebut dapat diturunkan 

berdasarkan deret Taylor (Triatmodjo, 2002). 
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Menurut Triatmodjo (2002) deret Taylor merupakan dasar untuk 

menyelesaikan masalah dalam metode numerik, terutama persamaan diferensial 

parsial. Turunan suatu fungsi yang mengandung lebih dari satu variable bebas, 

seperti 𝑓(𝑥, 𝑦), maka bentuk deret Taylor menjadi : 

𝑓(𝑥𝑖+1. 𝑦𝑗+1) = 𝑓(𝑥𝑖. 𝑦𝑗) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥

∆𝑥

1!
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

∆𝑦

1!
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
∆𝑥2

2!
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
∆𝑦2

2!

+ ⋯ (2.4.1) 

dengan cara yang sama seperti telah dijelaskan di atas, turunan pertama terhadap 

variable 𝑥 dan 𝑦 berturut-turut dapat ditulis dalam bentuk (diferensial maju) : 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
≈
𝑓(𝑥𝑖+1. 𝑦𝑗) − 𝑓(𝑥𝑖 . 𝑦𝑗)

∆𝑥
 (2.4.2) 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
≈
𝑓(𝑥𝑖. 𝑦𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖 . 𝑦𝑗)

∆𝑦
 (2.4.3) 

untuk menyederhanakan penulisan, selanjutnya bentuk 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ditulis menjadi 𝑓𝑖.𝑗 

dengan subskrip 𝑖 dan 𝑗 menunjukkan komponen dalam arah sumbu 𝑥 dan sumbu 

𝑦. Apabila fungsi berada dalam system tiga dimensi (system koordinat 𝑥, 𝑦, 𝑧), 

maka 𝑓(𝑥𝑖 . 𝑦𝑗 . 𝑧𝑘) ditulis menjadi 𝑓𝑖.𝑗.𝑘. dengan cara seperti itu maka persamaan 

(2.4.2) dan (2.4.3) dapat ditulis menjadi : 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
≈
𝑓𝑖+1.𝑗 + 𝑓𝑖.𝑗

∆𝑥
 (2.4.4) 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
≈
𝑓𝑖.𝑗+1 + 𝑓𝑖.𝑗

∆𝑦
 (2.4.5) 

untuk diferensial terpusat bentuk di atas menjadi : 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
≈
𝑓𝑖+1.𝑗 − 𝑓𝑖−1.𝑗

2∆𝑥
 (2.4.6) 
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𝜕𝑓

𝜕𝑦
≈
𝑓𝑖.𝑗+1 − 𝑓𝑖.𝑗−1

2∆𝑦
 (2.4.7) 

dengan cara yang sama, turunan kedua terhadap 𝑥 dan 𝑦 dapat ditulis menjadi : 

𝜕𝑓2

𝜕𝑥2
≈
𝑓𝑖−1.𝑗 − 2𝑓𝑖.𝑗 + 𝑓𝑖+1.𝑗

∆𝑥2
 (2.4.8) 

𝜕𝑓2

𝜕𝑦2
≈
𝑓𝑖.𝑗−1 − 2𝑓𝑖.𝑗 + 𝑓𝑖.𝑗+1

∆𝑦2
 (2.4.9) 

 Gambar 2.1 menunjukkan jaringan titik hitungan untuk fungsi yang berada 

dalam system koordinat 𝑥 dan 𝑦 (dua dimensi). 

 

Gambar 2. 1 Jaringan titik hitung dalam sistem dua dimensi (x-y) 

(Triatmodjo, 2002). 

 

2.5 Metode Beda Hingga Skema Eksplisit  

 Perkiraan turunan (diferensial) dengan bentuk beda hingga telah dipelajari 

pada subbab diatas. Gambar 2.2 adalah jaringan titik hitungan pada bidang 𝑥 − 𝑦 

yang dapat dibagi menjadi sejumlah pias segi empat dengan sisi ∆𝑥 dan ∆𝑦. 

Panjang pias dalam arah 𝑥 adalah ∆𝑥 dan dalam arah 𝑦 adalah ∆𝑦. Dengan 

menggunakan jaringan titik hitungan dalam Gambar 2.4, semua diferensial ditulis 

pada titik hitungan (𝑖, 𝑗). Bentuk turunan pertama dan kedua didekati oleh : 
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Gambar 2. 2 Jaringan titik hitung dalam bidang x-y 

𝜕𝜑

𝜕𝑥
≈
𝜑𝑖+1.𝑗 − 𝜑𝑖.𝑗

∆𝑥
 (2.5.1) 

𝜕𝜑

𝜕𝑥
≈
𝜑𝑖.𝑗 − 𝜑𝑖−1.𝑗

∆𝑥
 (2.5.2) 

𝜕𝜑

𝜕𝑥
≈
𝜑𝑖+1.𝑗 − 𝜑𝑖−1.𝑗

2∆𝑥
 (2.5.3) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
≈
𝜑𝑖−1.𝑗 − 2𝜑𝑖.𝑗 + 𝜑𝑖+1.𝑗

∆𝑥2
 (2.5.4) 

(Triatmodjo, 2002).  

Bentuk persamaan (2.5.1), (2.5.2), dan (2.5.3) disebut dengan diferensial 

maju, mundur dan terpusat. Diferensial terhadap 𝑦 juga dapat ditulis dalam bentuk 

seperti di atas, yaitu : 

𝜕𝜑

𝜕𝑦
≈
𝜑𝑖+1.𝑗 − 𝜑𝑖.𝑗

∆𝑦
 (2.5.5) 

𝜕𝜑

𝜕𝑦
≈
𝜑𝑖.𝑗 − 𝜑𝑖−1.𝑗

∆𝑦
 (2.5.6) 

𝜕𝜑

𝜕𝑦
≈
𝜑𝑖+1.𝑗 − 𝜑𝑖−1.𝑗

2∆𝑦
 (2.5.7) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
≈
𝜑𝑖−1.𝑗 − 2𝜑𝑖.𝑗 + 𝜑𝑖+1.𝑗

∆𝑦2
 (2.5.8) 

 



20 

 
 

Bentuk diferensial melintang dapat didekati dengan  

𝜕2𝜑

𝜕𝑥𝜕𝑦
≈
𝜑𝑖+1.𝑗+1 − 𝜑𝑖−1.𝑗+1 − 𝜑𝑖+1.𝑗−1 + 𝜑𝑖−1.𝑗−1

4∆𝑥∆𝑦
 (2.5.9) 

 Untuk persamaan yang mengandung variable 𝑥 dan 𝑡, perkiraan beda 

hingga dilakukan dengan membuat jaringan titik hitungan pada bidang 𝑥 − 𝑡 

(Gambar 2.3), yang dibagi dalam sejumlah pias dengan interval ruang, dan waktu 

dan ∆𝑥 dan ∆𝑡. Bentuk turunan pertama dan kedua terhadap waktu dan ruang 

adalah : 

 

Gambar 2. 3 Jaringan titik hitung dalam bidang x-t 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
≈
𝜑𝑖
𝑛+1 − 𝜑𝑖

𝑛

∆𝑡
 (2.5.10) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
≈
𝜑𝑖−1
𝑛 − 2𝜑𝑖

𝑛 + 𝜑𝑖+1
𝑛

∆𝑥2
 (2.5.11) 

 Dalam bentuk beda hingga diatas superkrip 𝑛 dan 𝑛 + 1 menunjukkan 

nilai 𝜑 pada waktu 𝑛 dan 𝑛 + 1. Penulisan 𝑛 sebagai superkrip, yang 

menunjukkan waktu, untuk membedakan dengan subkrip untuk 𝑖, 𝑗 dan 𝑛 yang 

menunjukkan notasi ruang (Triatmodjo, 2002). 

Metode beda hingga skema eksplisit banyak digunakan dalam 

penyelesaian persamaan diferensial parsial. Skema ini sangat sederhana dan 
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mudah untuk memahaminya. Penggunaan skema tersebut untuk menurunkan 

persamaan diferensial parsial menjadi persamaan beda hingga juga mudah. 

Namun skema ini mempunyai kelemahan, yaitu langkah waktu ∆𝑡 dibatasi 

berdasarkan bilangan Courant yaitu 𝐶𝑟 =
𝑈 ∆𝑡

∆𝑥
≤ 1. Apabila nilai 𝐶𝑟 > 1 maka 

hitungan menjadi tidak stabil. Penggunaan langkah waktu ∆𝑡 yang kecil tersebut 

menyebabkan prosedur dan waktu hitungan menjadi sangat panjang dan lama 

(Triatmodjo, 2002). 

Pada skema eksplisit, variable pada waktu 𝑛 + 1 dihitung berdasarkan 

variable pada waktu 𝑛 yang sudah diketahui (Gambar 2.4). Dengan menggunkan 

skema seperti yang ditunjukkan pada (Gambar 2.4), fungsi variabel (temperatur) 

𝑇(𝑥, 𝑡) dan turunannya dalam ruang dan waktu didekati oleh bentuk berikut : 

 

Gambar 2. 4 Skema Eksplisit 

 

𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑇𝑖 (2.5.12) 

𝜕𝑇(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝑇𝑖
𝑛+1 − 𝑇𝑖

𝑛

∆𝑡
 (2.5.13) 

𝜕2𝑇(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=
𝑇𝑖−1
𝑛 − 2𝑇𝑖

𝑛 + 𝑇𝑖+1
𝑛

∆𝑥2
 (2.5.14) 

(Triatmodjo, 2002). 
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2.6 Kajian Penyakit Tumor pada Pandangan Islam 

 Penyakit dalam pandangan islam merupakan peringatan bentuk kecintaan 

Allah terhadap hamba-Nya. Memiliki sebuah penyakit akan mengingatkan untuk 

terus mendekatkan diri dan bersyukur kepada Allah swt. Allah menurunkan 

penyakit untuk mengingatkan agar hidup dengan hati-hati terutama tentang pola 

hidup sehat. Pola hidup sehat sangat berpengaruh dalam terjaganya kesehatan. 

Kesehatan yang baik dapat membuat ibadah tidak terganggu. Hal ini diperkuat 

dalam beberapa ayat Al Qur’an dan hadist dibawah ini yang mengingatkan 

tentang pentingnya pola hidup sehat dalam kesehatan pada saat beribadan : 

a. Firman Allah Swt dalam surat Al Maidah ayat 88 

 ُ    حٰلٰٓلاُ وكُٰلُواْ مِمَّا رٰزٰقٰكُمُ ٱللََّّ
ِۚ
ممنُونٰ ) وٰٱت َّ  طيٰ مبان  ( ٨٨قُواْ ٱللََّّٰ ٱلَّذميأ أنٰتُم بمهمۦ مُؤأ

Artinya : “Dan makanlah dari apa yang telah diberikan Allah kepadamu 

sebagai rezeki yang halal dan baik, dan bertakwalah kepada Allah yang kamu 

beriman kepada-Nya.” (QS. Al Maidah:88). 

 

b. Firman Allah Swt dalam surat Al Anfal ayat 69 

 ُ تُمأ حٰلآٰ    فٰكُلُواْ مِمَّا غٰنممأ
ِۚ
يمٰ غٰفُورٰ   ٱللََّّٰ   إمنَّ  ٱللََِّّٰۚ   وٰٱت َّقُواْ   طيٰ مباُ  ( ٦٩)رَّحم

Artinya : “Maka makanlah dari Sebagian rampasan perang yang kamu 

peroleh itu, sebagaimana makanan yang halal lagi baik, dan bertakwalah kepada 

Allah. Sungguh, Allah Maha Pengampun.” (QS. Al Anfal:69) 

 

c. Firman Allah Swt dalam surat Al-Baqarah 172 

كُرُواْ للَّمَّم إمن كُ  نٰٓكُمأ وٰٱشأ يٰ ُّهٰا ٱلَّذمينٰ ءٰامٰنُواْ كُلُواْ ممن طيٰ مبٰٓتم مٰا رٰزٰق أ بُدُونٰ  يَأٰٓ هُ تٰ عأ   (١٧٢)   نتُمأ إمياَّ
Artinya : “Wahai orang-orang yang beriman, makanlah dari rezeki yang 

baik yang kami berikan kepada kamu dan bersyukurlah kepada Allah Swt, jika 

kamu hanya menyembah-Nya" (QS. Al-Baqarah:172). 
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d. Firman Allah Swt dalam surat Al An’am ayat 118 

هم إمن كُنتُم بم  مُ ٱللََّّم عٰلٰيأ ممنميٰن ) أٰ فٰكُلُواْ مِمَّا ذكُمرٰ ٱسأ  (١١٨يٰٓتمهمۦ مُؤأ
Artinya : “Maka makanlah dari apa (daging hewan) yang )(ketika 

disembelih) disebutkan nama Allah, jika kamu beriman kepada ayat-ayat-Nya.” 

(QS. Al An’am:118). 

 

e. Hadist Rasulullah saw. bersabda : 

نْدٍعٰنْ أبٰميهم عٰنْ ابْنم عٰبَّ  اسٍ حٰدَّجٰنٰا الْمٰك ميُّ بْنُ بْ راٰهميٰ أٰخْبٰرنٰٰ عٰبْدُ عٰبْدُ بْنُ سٰعميدٍ هُوٰ ابْن أٰبِم هم
هُمٰاقاٰلٰ قاٰلٰ النَّبِم ُ صٰلَّ اللَََُّّّ  يٰاللََّّ ٰ عٰن ْ اٰ كٰثمين ممنْ النَّاسم   رٰضم عٰلٰيْهم وٰسٰلَّمٰ نمعْمٰتٰانم مٰغْبُوهفنيميم هٌن

 الص محَّةُ وٰ الْفٰراٰغُ 
Artinya :“Telah menceritakan kepada kami al-Makki bin Ibrahim telah 

mengabarkan kepada kami Abdullah bin Sa‘id yaitu Ibnu Abu Hind dari Ayahnya 

dari Ibnu ‘Abbas radliallahu 'anhuma dia berkata; Nabi saw.bersabda: "Dua 

kenikmatan yang sering dilupakan oleh kebanyakan manusia adalah kesehatan 

dan waktu luang." 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pembahasan pada skripsi ini menyajikan tentang proses tumor yang 

diinduksi oleh angiogenesis dalam bentuk persamaan model matematika non 

linier. Persamaan angiogenesis pada tumor non linier dideskritkan untuk 

mendapatkan bentuk numerik dengan menggunakan metode beda hingga eksplisit. 

Untuk mengetahui proses reaksi angiogenesis pada tumor dapat dilihat dalam 

keakuratan model deskrit yang berbentuk simulasi persamaan. 

3.1 Analisis dan Diskritisasi Model Persamaan Angiogeneis Pada tumor 

 Pada tahun 1998, Anderson dan Chaplain telah memodelkan suatu 

persamaan diferensial parsial non linier angiogenesis pada pertumbuhan tumor 

dengan cartesius dua dimensi ruang 𝑥 dan 𝑦. Model tersebut terdapat tiga faktor 

yang mempengaruhi proses angiogenesis pada pertumbuhan sel tumor. faktor 

yang mempengaruhi yaitu ada pertumbuhan sel endotel (𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)), konsentrasi 

TAF (𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)), dan perubahan kadar fibronektin (𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)). 

 Pertumbuhan kepadatan sel endotel pada waktu 𝑡, dipengaruhi oleh 

pertumbuhan sel endotel itu sendiri sehingga mengalami peningkatan, dan 

mengalami penurunan karena adanya perubahan kosentrasi TAF dan perubahan 

fibronektin terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦. Pada laju pertumbuhan kadar fibronektin 

terhadap waktu 𝑡, dipengaruhi oleh oleh proses produksi fibronektin yang 

melibatkan kepadatan sel endotel dan dipengaruhi oleh proses uptake atau 

penyerapan yang terjadi akibat adanya interaksi antara kepadatan sek endotel 

dengan fibronektin yang diproduksi terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦. Pada proses 

pertumbuhan konsentrasi TAF mengalami murunan akibat kerusakan 



25 

 
 

pertumbuhan konsentrasi TAF itu sendiri dan dipengaruhi oleh proses uptake 

karena adanya interaksi antara kepadatan sel endotel dengan konsentrasi TAF 

terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦. 

 Pada model persamaan terdapat operator grad (∇) yang melambangkan 

turunan parsial terhadap waktu 𝑡 dan terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦. Sehingga diperlukan 

analisis operator grad (∇) untuk mempermudah tahap diskritisasi persamaan 

angiogenesis pada tumor. 

 

3.1.1 Analisis Operator Grad (𝛁)   

Model persamaan angiogenesis pada tumor yang dirumuskan oleh 

Andershon dan Chaplain (1998) sebagai berikut : 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷∇2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) − ∇ ∙ (

𝜒

1 + 𝛼𝑘0
(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)))         

− ∇ ∙ (𝜌(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) (3.1.1) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝛽𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝛾(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

(3.1.2) 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
=  −𝜂(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

(3.1.3) 

Pada persamaan (3.1.1) terdapat operator ∇, Chaplain (1996) pada 

penelitian sebelumnya telah telah mendefinisikan bahwa operator ∇ adalah suatu 

turunan parsial terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦 pada suatu persamaan, sehingga diperoleh: 

∇ = (
∂

∂x
,
𝜕

𝜕𝑦
) (3.1.4) 

dan operator ∇2 merupakan suatu operator Laplace terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦 pada 

suatu persamaan, sehingga didapatkan : 
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∇2 = (
𝜕2

𝜕𝑥2
,
𝜕2

𝜕𝑦2
) (3.1.5) 

  Mensubtitusikan (3.1.4) dan (3.1.5) ke persamaan (3.1.1), diperoleh 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷 (

𝜕2

𝜕𝑥2
,
𝜕2

𝜕𝑦2
)𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)                                                       

− (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
) ∙ (

𝜒

1 + 𝛼𝑘0
(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) (

𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
) 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)))

− (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
) ∙ (𝜌 (𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) (

𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) 

dapat ditulis sebagai berikut menurut definisi (2.1.3), (2.1.4), dan (2.1.5) 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
+𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
                                                              

−
𝜒

1 + 𝛼𝑘0
 (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
) ∙ (𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
) 

−𝜌 (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
) ∙ (𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
)                          

atau 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2

−
𝜒

1 + 𝛼𝑘0
(
𝜕

𝜕𝑥
(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑐(𝑐, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
)

+
𝜕

𝜕𝑦
(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
))

− 𝜌(
𝜕

𝜕𝑥
(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
)

+
𝜕

𝜕𝑦
(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
)) (3.1.6) 
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Persamaan (3.1.6) dideferensialkan secara parsial, sehingga didapatkan persamaan 

baru pada persamaan (3.1.1) diperoleh 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2

−
𝜒

1 + 𝛼𝑘0
(
𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥

+ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜕2𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

−
𝜒

1 + 𝛼𝑘0
(
𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

+ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜕2𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
)

− 𝜌(
𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

− 𝜌(
𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
+ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
) 

(3.1.7) 

3.1.2 Diskritisasi Menggunakan Metode Beda Hingga Eksplisit 

Diskritasi pada persamaan diferensial parsial angiogenesis pada tumor 

dengan metode beda hingga eksplisit, dengan fungsi 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) dan 

𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) dinotasikan sebagai berikut : 

𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑛𝑖,𝑗
𝑞

 ∀𝑖 = 1,2,3, … ,𝑁𝑥 , ∀𝑗 = 1,2,3, … ,𝑁𝑦, ∀𝑞 = 1,2,3, … , 𝑁𝑡 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓𝑖,𝑗
𝑞

 ∀𝑖 = 1,2,3, … ,𝑁𝑥 , ∀𝑗 = 1,2,3, … ,𝑁𝑦, ∀𝑞 = 1,2,3, … , 𝑁𝑡 

𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑐𝑖,𝑗
𝑞

 ∀𝑖 = 1,2,3, … ,𝑁𝑥 , ∀𝑗 = 1,2,3, … ,𝑁𝑦, ∀𝑞 = 1,2,3, … , 𝑁𝑡 

Sehingga didapatkan banyaknya iterasi batas ruang 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1  untuk 

∆𝑥 = ∆𝑦 = 0,01 adalah 

𝑁𝑥 =
1

∆𝑥
= 100  
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𝑁𝑦 =
1

∆𝑦
= 100  

untuk banyaknya iterasi batas pada waktu 0 ≤ 𝑡 ≤ 0,5 untuk ∆𝑡 = 0,25 yaitu 

𝑁𝑡 =
1

∆𝑡
= 4  

Pada diskritisasi suatu fungsi menggunakan metode beda hingga eksplisit, 

untuk turunan pertama fungsi 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), dan 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) diturunakan 

terhadap waktu 𝑡 menggunakan metode beda maju, sedangkan untuk turunan 

pertama pada fungsi 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), dan 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦 

menggunakan metode beda pusat sehingga didapatkan sebagai berikut : 

Tabel 3. 1 Tabel turunan pertama fungsi 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), dan 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

Bentuk Kontinu Bentuk Diskrit 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1

− 𝑛𝑖.𝑗
𝑞

∆𝑡
 

𝑓𝑖,𝑗
𝑞+1

− 𝑓𝑖,𝑗
𝑞

∆𝑡
 

𝑐𝑖,𝑗
𝑞+1

− 𝑐𝑖,𝑗
𝑞
 

∆𝑡
 

𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

− 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦
 

𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞

− 𝑓𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦
 

 

Tabel 3. 2 Tabel turunan pertama fungsi 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), dan 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
Bentuk Kontinu Bentuk Diskrit 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
 

𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

− 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

2∆𝑥
 

𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞

− 𝑓𝑖−1,𝑗
𝑞

2∆𝑥
 

𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

− 𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

2∆𝑥
 

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

− 𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦
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Dan metode beda pusat untuk turunan kedua terhadap ruang 𝑥 dan 𝑦 sebagai 

berikut : 

Tabel 3. 3 Tabel turunan kedua fungsi 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), dan 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
Bentuk Kontinu Bentuk Diskrit 

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
 

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
 

𝜕2𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

𝜕2𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
 

𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

− 2𝑛𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞

∆𝑥2
 

𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

− 2𝑛𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞

∆𝑦2
 

𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞

− 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞

∆𝑥2
 

𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞

− 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞

∆𝑦2
 

𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

− 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞

∆𝑥2
 

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

− 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞

∆𝑦2
 

Mensubtitusikan persamaan (3.2.1) dan (3.2.2) ke persamaan (3.1.7) diperoleh 

:
𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1

−𝑛𝑖,𝑗
𝑞

∆𝑡
= 𝐷

𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

−2𝑛𝑖,𝑗
𝑞
+𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞

∆𝑥2
+𝐷

𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

−2𝑛𝑖,𝑗
𝑞
+𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞

∆𝑦2
−

𝜒

1+𝛼𝑘0
(
𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

−𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

2∆𝑥

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

−𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦
+ 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

−2𝑐𝑖,𝑗
𝑞
+𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞

∆𝑥2
) −

𝜒

1+𝛼𝑘0
(
𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

−𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

−𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦
+ 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

−2𝑐𝑖,𝑗
𝑞
+𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞

∆𝑦2
) −

𝜌 (
𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

−𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

2∆𝑥

𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞

−𝑓𝑖−1,𝑗
𝑞

2∆𝑥
+ 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞

−2𝑓𝑖,𝑗
𝑞
+𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞

∆𝑥2
) −

𝜌 (
𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

−𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦

𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞

−𝑓𝑖,𝑗−1
𝑞

2∆𝑦
+ 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞

−2𝑓𝑖,𝑗
𝑞
+𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞

∆𝑦2
) 

(3.2.3) 
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Persamaan (3.2.3) disederhanakan dengan mengalikan kedua ruas dengan 

∆𝑡 sehingga didapatkan : 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 − 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 = 𝐷∆𝑡
𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

∆𝑥2

+ 𝐷∆𝑡 
𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

∆𝑦2

−
𝜒∆𝑡

1 + 𝛼𝑘0
(
𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞

2∆𝑥

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞

2∆𝑦

+ 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

∆𝑥2
)

−
𝜒∆𝑡

1 + 𝛼𝑘0
(
𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞

2∆𝑦

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞

2∆𝑦

+ 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

∆𝑦2
)

− 𝜌∆𝑡 (
𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞

2∆𝑥

𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞

2∆𝑥

+ 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑓𝑖−1,𝑗
𝑞

∆𝑥2
)

− 𝜌∆𝑡 (
𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞

2∆𝑦

𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞

2∆𝑦

+ 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑓𝑖,𝑗−1
𝑞

∆𝑦2
) 

(3.2.4) 
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atau dapat disederhanakan menjadi 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 − 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 =
𝐷∆𝑡

∆𝑥2
 (𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞 )

+
𝐷∆𝑡

∆𝑦2
 (𝑛𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞 )

−
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)4∆𝑥2
 (𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 )(𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞 )

−
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)∆𝑥2
 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞 )

−
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)4∆𝑦2
 (𝑛𝑖,𝑗+1

𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 )(𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 − 𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞 )

−
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)∆𝑦2
 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 )

−
𝜌∆𝑡

4∆𝑥2
(𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 )(𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝑓𝑖−1,𝑗
𝑞 )

−
𝜌∆𝑡

∆𝑥2
 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 )

−
𝜌∆𝑡

4∆𝑦2
(𝑛𝑖,𝑗+1

𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 )(𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 − 𝑓𝑖,𝑗−1
𝑞 )

−
𝜌∆𝑡

∆𝑦2
 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 ) 
(3.2.5) 

dengan memisalkan  

𝐴1 =
𝐷∆𝑡

∆𝑥2
, 

𝐴4 =
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)∆𝑥2
, 

𝐴7 =
𝜌∆𝑡

4∆𝑥2
, 

𝐴10 =
𝜌∆𝑡

∆𝑦2
, 

𝐴2 =
𝐷∆𝑡

∆𝑦2
, 

𝐴5 =
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)4∆𝑦2
, 

𝐴8 =
𝜌∆𝑡

∆𝑥2
, 

 

𝐴3 = 
𝜒 ∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)4∆𝑥
2
, 

𝐴6 =
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)∆𝑦2
, 

𝐴9 =
𝜌∆𝑡

4∆𝑦2
, 
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Sehingga persamaan (3.2.5) dapat disederhanakan dalam bentuk berikut : 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 − 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 = 𝐴1 (𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 )

+ 𝐴2 (𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 )

− 𝐴3 (𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞 )(𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴4 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴5 (𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞 )(𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴6 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴7(𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞 )(𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴9(𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞 )(𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 ) (3.2.6) 
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Mengelompokkan indeks (𝑞 + 1) di ruang kiri dan indeks 𝑞 di ruans kanan 

sehingga didapatkan sebagai berikut : 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 − 𝐴1 (𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 )

+ 𝐴2 (𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 )

− 𝐴3 (𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞 )(𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴4 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴5 (𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞 )(𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴6 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴7(𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞 )(𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴9(𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞 )(𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 ) (3.2.7) 

Selanjutnya, mengelompokkan persamaan linier dan persamaan non-linier 

pada persamaan (3.2.7). sehingga didapatkan bentuk sederhana persamaan linier 

pada persamaan (3.2.7) sebagai berikut : 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 − 𝐴1 (𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 )

+ 𝐴2 (𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 2𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 ) (3.2.8) 

atau 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1

= 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞
− 2𝐴1 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞
+ 𝐴2 𝑛𝑖,𝑗+1

𝑞
− 2𝐴2 𝑛𝑖,𝑗

𝑞

+ 𝐴2𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

 (3.2.9) 
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Untuk persamaan non linier pada persamaan (3.2.5) sebagai berikut : 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 = −𝐴3 (𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 )(𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞 )

− 𝐴4 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴5 (𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞 )(𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴6 𝑛𝑖,𝑗
𝑞  (𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑐𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴7(𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞 )(𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 )

− 𝐴9(𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞 )(𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 )

− 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 (𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝑓𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 ) (3.2.10) 

atau 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 = −𝐴3 𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞
𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

+ 𝐴3 𝑛𝑖+1
𝑞
𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

+ 𝐴3 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

− 𝐴3 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴4 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗
𝑞
− 𝐴4𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴5𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

− 𝐴5𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

− 𝐴6𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗
𝑞
− 𝐴6𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

− 𝐴7𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

𝑓
𝑖+1,𝑗
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

𝑓
𝑖−1,𝑗
𝑞 + 𝐴7𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞
𝑓
𝑖+1,𝑗
𝑞 − 𝐴7 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞
𝑓
𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓
𝑖+1,𝑗
𝑞 + 2𝐴8 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑓
𝑖,𝑗
𝑞 − 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑓
𝑖−1,𝑗
𝑞 − 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗+1

𝑞
𝑓
𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑓
𝑖,𝑗−1
𝑞 + 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞
𝑓
𝑖,𝑗+1
𝑞 − 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗−1

𝑞
𝑓
𝑖,𝑗−1
𝑞

− 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓
𝑖,𝑗+1
𝑞 + 2𝐴10 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑓
𝑖,𝑗
𝑞 − 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑓
𝑖−1,𝑗
𝑞  (3.2.11) 
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Subtitusikan persamaan (3.2.9) dan (3.2.11) kedalam persamaan (3.2.5). 

Sehingga didapatkan bentuk diskrit dari persamaan (3.1.7) sebagai berikut :  

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1

= 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞
− 2𝐴1 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝑖−1,𝑗

𝑞
+ 𝐴2 𝑛𝑖,𝑗+1

𝑞
− 2𝐴2 𝑛𝑖,𝑗

𝑞

+ 𝐴2𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

− 𝐴3 𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

+ 𝐴3 𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

+ 𝐴3 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

− 𝐴3 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴4 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗
𝑞
− 𝐴4𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴5𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

− 𝐴5𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

− 𝐴6𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗
𝑞
− 𝐴6𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

− 𝐴7𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞

𝑓𝑖−1,𝑗
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞

− 𝐴7 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

𝑓𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓𝑖+1,𝑗
𝑞

+ 2𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓𝑖,𝑗
𝑞

− 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑓𝑖,𝑗−1
𝑞

+ 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞

− 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

𝑓𝑖,𝑗−1
𝑞

− 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 2𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑓𝑖,𝑗
𝑞
− 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑓𝑖,𝑗−1
𝑞

 (3.2.12) 

 Pada persamaan (3.1.2) didiskritasi dengan mensubtitusikan persamaan 

(3.2.1) dan (3.2.2) sehingga diperoleh : 

(𝑓𝑖,𝑗
𝑞+1 + 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 )

∆𝑡
= 𝛽𝑛𝑖,𝑗

𝑞 − 𝛾𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗

𝑞
 (3.2.13) 

mengalikan persamaan (3.2.13) dengan ∆𝑡, sehingga didapatkan 

𝑓𝑖,𝑗
𝑞+1 − 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 = 𝛽∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 − 𝛾∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 𝑓𝑖,𝑗
𝑞

 (3.2.14) 

Mengelompokkan indeks 𝑞 + 1 di ruas kiri dan indeks 𝑞 di ruas kanan, diperoleh 

𝑓𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 + 𝛽∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 − 𝛾∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 𝑓𝑖,𝑗
𝑞

 (3.2.15) 

Persamaan (3.2.9) dapat disederhanakan menjadi 

𝑓𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 (1 − 𝛽∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 ) + 𝛾∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
 (3.2.16) 
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Diskritasi persamaan (3.1.3) diperoleh dengan mensubtitusikan persamaan (3.2.1) 

dan persamaan (3.2.2) ke dalam persamaan (3.1.3) sehingga didapatkan 

(𝑐𝑖,𝑗
𝑞+1 − 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 )

∆𝑡
= −𝜂𝑛𝑖,𝑗

𝑞 𝑐𝑖,𝑗
𝑞

 (3.2.17) 

Mengalikan persamaan (3.2.17) dengan ∆𝑡, sehingga didapatkan  

𝑐𝑖,𝑗
𝑞+1 − 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 = −𝜂∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗

𝑞
 (3.2.18) 

Kelompokkan indeks 𝑞 + 1 di ruas kiri dan indeks 𝑞 di ruas kanan pada 

persamaan (3.2.18), diperoleh 

𝑐𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 − 𝜂∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗

𝑞
 (3.2.19) 

atau disederhanakan menjadi 

𝑐𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 ) (3.2.20) 

  

3.1.3 Penyelesaian Numerik Model Angiogenesis Tumor  

Pada penyelesaian numerik pada diskritisasi yang dihasilkan pada persamaan 

Angiogenesis pada Tumor. Terdapat suatu variabel dan parameter yang telah 

didefinisikan oleh Anderson dan Chaplain (1998). Anderson dan Chaplain (1998) 

menjelaskan persamaan untuk kepadatan sel endotel pada persamaan (2.2.11) 

yang diperoleh dengan mengambil 𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) untuk memiliki bentuk persamaan 

(2.2.1) dan memilih 𝜌(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 𝜌. Pada penelitian sebelumnya Anderson dan 

Chaplain (1996) juga menjelaskan pada jurnalnya yang berjudul Avascular 

Growth, Angiogenesis and Vascular Growth in Solid Tumours: The Mathematical 

Modeling of the Stages of Tumour Development mendefinisikan 𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

sebuah konstan 𝜒. Sehingga didapatkan : 

𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) =
𝜒

1 + 𝛼𝑘0
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𝜒(𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 𝜒 

Parameter yang didapatkan pada jurnal Anderson dan Chaplain (1998) ialah 𝐷 = 

0,00035, 𝜒 = 0,38, 𝜌 = 0,34, 𝜂 = 0.1, 𝛽 = 0,05, 𝑒1 = 0,45, 𝑒2 = 0,45, 𝑒3 =

0,001, 𝑘 = 0,75, dan 𝛾 = 0,1 sehingga persamaan (3.1.1), (3.1.2), dan (3.1.3) 

dapat ditulis sebagai berikut 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡

= 0,00035 ∇2𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)                                                                               

− ∇ ∙ (0,38 (𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)))                                                          

− ∇ ∙ (0,34 (𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))) (3.3.1) 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0,05 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 0,1(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

(3.3.2) 

𝜕𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
=  −0,1(𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

(3.3.3) 

Menggunakan nilai ∆𝑥 = 0,1, ∆𝑦 = 0,1, ∆𝑡 = 0.25 didapatkan 𝐴1 =

𝐷∆𝑡

∆𝑥2
= 0,00035, 𝐴2 =

𝐷∆𝑡

∆𝑦2
= 0,00035, 𝐴3 = 

𝜒 ∆𝑡

(1+𝛼𝑘0)4∆𝑥2
= 0,095, 𝐴4 =

𝜒∆𝑡

(1+𝛼𝑘0)∆𝑥2
= 0,38, 𝐴5 =

𝜒∆𝑡

(1+𝛼𝑘0)4∆𝑦2
= 0,095, 𝐴6 =

𝜒∆𝑡

(1+𝛼𝑘0)∆𝑦2
= 0,38, 𝐴7 =

𝜌∆𝑡

4∆𝑥2
= 0,085, 𝐴8 =

𝜌∆𝑡

∆𝑥2
= 0,34, 𝐴9 =

𝜌∆𝑡

4∆𝑦2
= 0,085,  𝐴10 =

𝜌∆𝑡

∆𝑦2
= 0,34  kedalam 

persamaan (3.2.12), (3.2.16), dan (3.2.20). Sehingga didapatkan persamaan 

sebagai berikut: 
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𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 0,00035𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2(0,00035)𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 0,00035𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞

+ 0,00035𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 − 2(0,00035)𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 0,00035𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞

− 0,095𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 + 0,095𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞

+ 0,095𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 0,095𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞

− 0,38𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 + 2(0,38)𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 − 0,38𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞

−  0,095𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 + 0,095𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞

+ 0,095𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 − 0,095𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞

− 0,38𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 + 2(0,38)𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 − 0,38𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞

− 0,085𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 + 0,085𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞

+ 0,085𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 − 0,085𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞

− 0,34𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 + 2(0,34)𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 − 034𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞

− 0,085𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 + 0,085𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞

+ 0,085𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 − 0,085𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞

− 0,34𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 + 2(0,34)𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 − 0,34𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞
 (3.3.4) 

𝑓𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 (1 + 0,01 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 ) − 0,005 𝑛𝑖,𝑗

𝑞
 (3.3.5) 

𝑐𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 (1 − 0,01 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 ) (3.3.6) 

Pada persayarat persamaan dua dimensi dibutuhkan kondisi awal dan 

kondisi batas pada persamaan. Akan dilakukan diskritisasi kondisi awal, 

kecepatan awal, dan syarat batas yang digunakan dalam persamaan model dimana 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, dan 0 ≤ 𝑡 ≤ 0,5. Diketahui nilai awal sebagai berikut : 

𝑛(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑛𝑖,𝑗
1 = ℯ

−
𝑥2

𝜖3 sin2(6𝜋𝑦) (3.3.7) 
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𝑐(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑐𝑖,𝑗
1 = ℯ

−
(1−𝑥)2

𝜖1  (3.3.8) 

𝑓(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑓𝑖,𝑗
1 =  𝑘ℯ

−
𝑥2

𝜖2  (3.3.9) 

untuk kecepatan awal, dilakukan diskritisasi pada kecepatan awal pembentukan 

sel endotel atau 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) adalah sebagai berikut 

𝜕

𝜕𝑡
𝑛(𝑥, 𝑦, 0) = 0 

diketaui 𝑛(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑛𝑖,𝑗
1 , sehingga didapatkan 

𝑛𝑖,𝑗
2 − 𝑛𝑖,𝑗

1

∆𝑡
= 0 

𝑛𝑖,𝑗
2 − 𝑛𝑖,𝑗

1 = 0 

𝑛𝑖,𝑗
2 = 𝑛𝑖,𝑗

1  (3.3.10) 

Untuk diskritisasi kecepatan awal konsentrasi TAF sebagai berikut 

𝜕

𝜕𝑡
𝑐(𝑥, 𝑦, 0) = 0 

diketahui 𝑐(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑐𝑖,𝑗
1 , sehingga didapatkan 

𝑐𝑖,𝑗
2 − 𝑐𝑖,𝑗

1

∆𝑡
= 0 

𝑐𝑖,𝑗
2 − 𝑐𝑖,𝑗

1 = 0 

𝑐𝑖,𝑗
2 = 𝑐𝑖,𝑗

1  (3.3.11) 

sedangkan untuk diskretisasi kecepatan awal pada fibronektin, didapatkan sebagai 

berikut  

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑥, 𝑦, 0) = 0 

diketahui 𝑓(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑓𝑖,𝑗
1  sehingga didapatkan  
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𝑓𝑖,𝑗
2 − 𝑓𝑖,𝑗

1

∆𝑡
= 0 

𝑓𝑖,𝑗
2 − 𝑓𝑖,𝑗

1 = 0 

𝑓𝑖,𝑗
2 = 𝑓𝑖,𝑗

1  (3.3.12) 

Diskretisasi untuk kondisi batas diperoleh sebagai berikut : 

untuk kondisi batas kiri dari pembentukan sel endotel 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑛(0, 𝑦, 𝑡) = 0 

𝑛2,𝑗
𝑞 − 𝑛0,𝑗

𝑞

2∆𝑥
= 0 

𝑛2,𝑗
𝑞 − 𝑛0,𝑗

𝑞 = 0 

𝑛2,𝑗
𝑞 = 𝑛0,𝑗

𝑞
 (3.3.13) 

untuk kondisi batas kiri dari konsentrasi TAF adalah sebagai berikut : 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑐(0, 𝑦, 𝑡) = 0 

𝑐2,𝑗
𝑞 − 𝑐0,𝑗

𝑞

2∆𝑥
= 0 

𝑐2,𝑗
𝑞 − 𝑐0,𝑗

𝑞 = 0 

𝑐2,𝑗
𝑞 = 𝑐0,𝑗

𝑞
 (3.3.14) 

untuk kondisi batas kiri fibronektin adalah  

𝜕

𝜕𝑥
 𝑓(0, 𝑦, 𝑡) = 0 

𝑓2,𝑗
𝑞 − 𝑓0,𝑗

𝑞

2∆𝑥
= 0 

𝑓2,𝑗
𝑞 − 𝑓0,𝑗

𝑞 = 0 

𝑓2,𝑗
𝑞 = 𝑓0,𝑗

𝑞
 (3.3.15) 
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untuk kondisi batas kanan pembentukan sel endotel adalah 

𝜕

𝜕𝑦
 𝑛(𝑥, 0, 𝑡) = 0 

𝑛𝑖,2
𝑞 − 𝑛𝑖,0

𝑞

2∆𝑦
= 0 

𝑛𝑖,2
𝑞 − 𝑛𝑖,0

𝑞 = 0 

𝑛𝑖,2
𝑞 = 𝑛𝑖,0

𝑞
 (3.3.16) 

untuk kondisi batas kanan dari konsentrasi TAF adalah sebagai berikut : 

𝜕

𝜕𝑦
 𝑐(𝑥, 0, 𝑡) = 0 

𝑐𝑖,2
𝑞 − 𝑐𝑖,0

𝑞

2∆𝑦
= 0 

𝑐𝑖,2
𝑞 − 𝑐𝑖,0

𝑞 = 0 

𝑐𝑖,2
𝑞 = 𝑐𝑖,0

𝑞
 (3.3.17) 

Dan kondisi batas kanan fibronektin adalah  

𝜕

𝜕𝑦
 𝑓(𝑥, 0, 𝑡) = 0 

𝑓𝑖,2
𝑞 − 𝑓𝑖,0

𝑞

2∆𝑦
= 0 

𝑓𝑖,2
𝑞 − 𝑓𝑖,0

𝑞 = 0 

𝑓𝑖,2
𝑞 = 𝑓𝑖,0

𝑞
 (3.3.18) 

Untuk kondisi batas bawah pada pembentukan sel endotel adalah sebagai berikut : 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑛(1, 𝑦, 𝑡) = 2 

𝑛𝐾+11,𝑗
𝑞 − 𝑛𝐾−1,𝑗

𝑞

2∆𝑥
= 2 

(3.3.19) 
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𝑛𝐾+1,𝑗
𝑞 − 𝑛𝐾−1,𝑗

𝑞 = 4∆𝑥 

𝑛𝐾+1,𝑗
𝑞 = 𝑛𝐾−1,𝑗

𝑞 + 4∆𝑥 

Untuk kondisi batas bawah pada konsentrasi TAF adalah sebagai berikut : 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑐(1, 𝑦, 𝑡) = 2 

𝑐𝐾+1,𝑗
𝑞 − 𝑐𝐾−1,𝑗

𝑞

2∆𝑥
= 2 

𝑐𝐾+1,𝑗
𝑞 − 𝑐𝐾−1,𝑗

𝑞 = 4∆𝑥 

𝑐𝐾+1,𝑗
𝑞 = 𝑐𝐾−1,𝑗

𝑞 + 4∆𝑥 (3.3.20) 

Dan kondisi batas bawah fibronektin adalah  

𝜕

𝜕𝑥
 𝑓(1, 𝑦, 𝑡) = 2 

𝑓𝐾+1,𝑗
𝑞 − 𝑓𝐾+1,𝑗

𝑞

2∆𝑥
= 2 

𝑓𝐾+1,𝑗
𝑞 − 𝑓𝐾−1,𝑗

𝑞 = 4∆𝑥 

𝑓𝐾+1,𝑗
𝑞 = 𝑓𝐾−1,𝑗

𝑞 + 4∆𝑥 (3.3.21) 

Untuk kondisi batas bawah pembentukan sel endotel adalah 

𝜕

𝜕𝑦
 𝑛(𝑥, 1, 𝑡) = 2 

𝑛𝑖,𝐿+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝐿−1

𝑞

2∆𝑦
= 2 

𝑛𝑖,𝐿+1
𝑞 − 𝑛𝑖,𝐿−1

𝑞 = 4∆𝑦 

𝑛𝑖,𝐿+1
𝑞 = 𝑛𝑖,𝐿−1

𝑞 + 4∆𝑦 (3.3.22) 
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untuk kondisi batas bawah dari konsentrasi TAF adalah sebagai berikut : 

𝜕

𝜕𝑦
 𝑐(𝑥, 1, 𝑡) = 2 

𝑐𝑖,𝐿+1
𝑞 − 𝑐𝑖,𝐿−1

𝑞

2∆𝑦
= 2 

𝑐𝑖,𝐿+1
𝑞 − 𝑐𝑖,𝐿−1

𝑞 = 4∆𝑦 

𝑐𝑖,𝐿+1
𝑞 = 𝑐𝑖,𝐿−1

𝑞 + 4∆𝑦 (3.3.23) 

Dan kondisi batas bawah fibronektin adalah  

𝜕

𝜕𝑦
 𝑓(𝑥, 1, 𝑡) = 2 

𝑓𝑖,𝐿+1
𝑞 − 𝑓𝑖,𝐿−1

𝑞

2∆𝑦
= 2 

𝑓𝑖,𝐿+1
𝑞 − 𝑓𝑖,𝐿−1

𝑞 = 4∆𝑦 

𝑓𝑖,𝐿+1
𝑞 = 𝑓𝑖,𝐿−1

𝑞 + 4∆𝑦 (3.3.24) 

Selanjutnya dilakukan iterasi pada diskritasi persamaan (3.3.13) dengan 

memisalakan 𝑖 = 1,2,3, . . , 𝐾 dan 𝑗 = 1,2,3, … , 𝐿 saat waktu tidak ditentukan, 

didapatkan hasil hitungan sebagai berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 



44 

 
 

Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 1  

𝑛𝐾,1
𝑞+1

= 𝑛𝐾,1
𝑞
+ 𝐴1𝑛𝐾+1,1

𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,1

𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝐾−1,1

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,2

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,1

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,0

𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾+1,1
𝑞

𝑐𝐾+1,1
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾+1,1
𝑞

𝑐𝐾−1,1
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾−1,1
𝑞

𝑐𝐾+1,1
𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾−1,1
𝑞

𝑐𝐾−1,1
𝑞

− 𝐴4𝑛𝐾,1
𝑞
𝑐𝐾+1,1
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝐾,1
𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 𝐴4𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝐾−1,1
𝑞

− 𝐴5𝑛𝐾,2
𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,0
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,0

𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴5𝑛𝐾,0

𝑞
𝑐𝐾,0
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝑘,2
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝐾,1
𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝐾,0
𝑞
− 𝐴7𝑛𝐾+1,1

𝑞
𝑓𝐾+1,1
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾+1,1
𝑞

𝑓𝐾−1,1
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾−1,1
𝑞

𝑓𝐾+1,1
𝑞

− 𝐴7𝑛𝐾−1,1
𝑞

𝑓𝐾−1,1
𝑞

− 𝐴8𝑛𝐾,1
𝑞
𝑓𝐾+1,1
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,1
𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞

− 𝐴8𝑛𝐾,1
𝑞
𝑓𝐾−1,1
𝑞

− 𝐴9𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,0
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,0

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
− 𝐴9𝑛𝐾,0

𝑞
𝑓𝐾,0
𝑞

− 𝐴10𝑛𝐾,1
𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
+ 2𝐴10𝑛𝐾,1

𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞
− 𝐴10 𝑛𝐾,1

𝑞
𝑓𝐾,0
𝑞

 

Dengan syarat kondisi batas (3.3.16), (3.3.17), (3.3.18), (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21)  

diperoleh 𝑛𝑘+1,1
𝑞 = 𝑛𝑘−1,1

𝑞 + 4∆𝑥, 𝑛𝑘,0
𝑞 = 𝑛𝑘,2

𝑞
, 𝑐𝑘+1,1

𝑞 = 𝑐𝑘−1,1
𝑞 + 4∆𝑥, 𝑐𝑘,0

𝑞 = 𝑐𝑘,2
𝑞

, 

𝑓𝑘+1,1
𝑞 = 𝑓𝑘−1,1

𝑞 + 4∆𝑥, 𝑓𝑘,0
1 = 𝑓𝑘,2

1  sehingga bentuk sederhana untuk 𝑖 = 𝐾, 𝑗 = 1 

sebagai berikut : 

𝑛𝐾,1
𝑞+1

= 𝑛𝐾,1
𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,1

𝑞
+ 2𝐴1𝑛𝐾−1,1

𝑞
+ 2𝐴2𝑛𝐾,2

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,1

𝑞
− 𝐴316∆𝑥

2

− 2𝐴4𝑛𝐾,1
𝑞
𝑐𝐾−1,1
𝑞

− 𝐴44∆𝑥𝑛𝑘,1
𝑞
 + 2𝐴4𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 2𝐴6𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝑘,2
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝐾,1
𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 𝐴716∆𝑥

2 − 2𝐴8𝑛𝐾,1
𝑞
𝑓𝐾−1,1
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,1
𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞

− 𝐴84∆𝑥𝑛𝑘,1
𝑞
− 2𝐴10𝑛𝐾,1

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
+ 2𝐴10𝑛𝐾,1

𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞
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Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 2  

𝑛𝐾,2
𝑞+1

= 𝑛𝐾,2
𝑞
+ 𝐴1𝑛𝐾+1,2

𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,2

𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝐾−1,2

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,3

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,2

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,1

𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾+1,2
𝑞

𝑐𝐾+1,2
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾+1,2
𝑞

𝑐𝐾−1,2
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾−1,2
𝑞

𝑐𝐾+1,2
𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾−1,2
𝑞

𝑐𝐾−1,2
𝑞

− 𝐴4𝑛𝐾,2
𝑞
𝑐𝐾+1,2
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝐾,2
𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴4𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾−1,2
𝑞

− 𝐴5𝑛𝐾,3
𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
− 𝐴5𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝐾,2
𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 𝐴7𝑛𝐾+1,2

𝑞
𝑓𝐾+1,2
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾+1,2
𝑞

𝑓𝐾−1,2
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾−1,2
𝑞

𝑓𝐾+1,2
𝑞

− 𝐴7𝑛𝐾−1,2
𝑞

𝑓𝐾−1,2
𝑞

− 𝐴8𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾+1,2
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞

− 𝐴8𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾−1,2
𝑞

− 𝐴9𝑛𝐾,3
𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,1

𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
− 𝐴9𝑛𝐾,1

𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞

− 𝐴10𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
+ 2𝐴10𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
− 𝐴10 𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞

 

Dengan syarat kondisi batas (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21) diperoleh 𝑛𝑘+1,2
𝑞 =

𝑛𝑘−1,2
𝑞 + 4∆𝑥, 𝑐𝑘+1,2

𝑞 = 𝑐𝑘−1,2
𝑞 + 4∆𝑥, 𝑓𝑘+1,2

𝑞 = 𝑓𝑘−1,2
𝑞 + 4∆𝑥 sehingga bentuk 

sederhana untuk 𝑖 = 𝐾, 𝑗 = 2 sebagai berikut 

𝑛𝐾,2
𝑞+1

= 𝑛𝐾,2
𝑞
+ 2𝐴1𝑛𝐾−1,2

𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,2

𝑞
+ 𝐴14∆𝑥 + 𝐴2𝑛𝐾,3

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,2

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,1

𝑞

− 𝐴316∆𝑥
2 − 2𝐴4𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾−1,2
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝐾,2
𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴44∆𝑥𝑛𝐾,2

𝑞

− 𝐴5𝑛𝐾,3
𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
− 𝐴5𝑛𝐾,1

𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝐾,2
𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,1
𝑞
− 𝐴716∆𝑥

2 − 2𝐴8𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾−1,2
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
− 𝐴84∆𝑥𝑛𝐾,2

𝑞
− 𝐴9𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,1

𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞

− 𝐴9𝑛𝐾,1
𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞
− 𝐴10𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
+ 2𝐴10𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
− 𝐴10 𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,1
𝑞
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Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan 𝑗 = 3  

𝑛𝐾,3
𝑞+1

= 𝑛𝐾,3
𝑞
+ 𝐴1𝑛𝐾+1,3

𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,3

𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝐾−1,3

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,4

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,3

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,2

𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾+1,3
𝑞

𝑐𝐾+1,3
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾+1,3
𝑞

𝑐𝐾−1,3
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾−1,3
𝑞

𝑐𝐾+1,3
𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾−1,3
𝑞

𝑐𝐾−1,3
𝑞

− 𝐴4𝑛𝐾,3
𝑞
𝑐𝐾+1,3
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝐾,3
𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
− 𝐴4𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝐾−1,3
𝑞

− 𝐴5𝑛𝐾,4
𝑞
𝑐𝐾,4
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,4

𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,4
𝑞
− 𝐴5𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝑘,4
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝐾,3
𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴7𝑛𝐾+1,3

𝑞
𝑓𝐾+1,3
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾+1,3
𝑞

𝑓𝐾−1,3
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾−1,3
𝑞

𝑓𝐾+1,3
𝑞

− 𝐴7𝑛𝐾−1,3
𝑞

𝑓𝐾−1,3
𝑞

− 𝐴8𝑛𝐾,3
𝑞
𝑓𝐾+1,3
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,3
𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞

− 𝐴8𝑛𝐾,3
𝑞
𝑓𝐾−1,3
𝑞

− 𝐴9𝑛𝐾,4
𝑞
𝑓𝐾,4
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,4

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,4
𝑞
− 𝐴9𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞

− 𝐴10𝑛𝐾,3
𝑞
𝑓𝐾,4
𝑞
+ 2𝐴10𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
− 𝐴10 𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞

 

Dengan syarat kondisi batas (3.3.13), (3.3.14), (3.3.15) diperoleh (3.3.19), 

(3.3.20), (3.3.21) diperoleh 𝑛𝑘+1,3
𝑞 = 𝑛𝑘−1,3

𝑞 + 4∆𝑥, 𝑐𝑘+1,3
𝑞 = 𝑐𝑘−1,3

𝑞 + 4∆𝑥, 

𝑓𝑘+1,3
𝑞 = 𝑓𝑘−1,3

𝑞 + 4∆𝑥 sehingga bentuk sederhana untuk 𝑖 = 𝐾, 𝑗 = 3 sebagai 

berikut 

𝑛𝐾,3
𝑞+1

= 𝑛𝐾,3
𝑞
+ 2𝐴1𝑛𝐾−1,3

𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,3

𝑞
+ 𝐴14∆𝑥 + 𝐴2𝑛𝐾,4

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,3

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,2

𝑞

− 𝐴316∆𝑥
2 − 2𝐴4𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝐾−1,3
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝐾,3
𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
− 𝐴44∆𝑥𝑛𝐾,3

𝑞

− 𝐴5𝑛𝐾,4
𝑞
𝑐𝐾,4
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,4

𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
+ 𝐴5𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,4
𝑞
− 𝐴5𝑛𝐾,2

𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝐾,4
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝐾,3
𝑞
𝑐𝐾,3
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,3

𝑞
𝑐𝐾,2
𝑞
− 𝐴716∆𝑥

2 − 2𝐴8𝑛𝐾,3
𝑞
𝑓𝐾−1,3
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,3
𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
− 𝐴84∆𝑥𝑛𝐾,3

𝑞
− 𝐴9𝑛𝐾,4

𝑞
𝑓𝐾,4
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,4

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
+ 𝐴9𝑛𝐾,2

𝑞
𝑓𝐾,4
𝑞

− 𝐴9𝑛𝐾,2
𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
− 𝐴10𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,4
𝑞
+ 2𝐴10𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,3
𝑞
− 𝐴10 𝑛𝐾,3

𝑞
𝑓𝐾,2
𝑞
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Untuk nilai  𝑖 = 1 dan  𝑗 = 𝐿  

𝑛1,𝐿
𝑞+1

= 𝑛1,𝐿
𝑞
+ 𝐴1𝑛2,𝐿

𝑞
− 2𝐴1𝑛1,𝐿

𝑞
+ 𝐴1𝑛0,𝐿

𝑞
+ 𝐴2𝑛1,𝐿+1

𝑞
− 2𝐴2𝑛1,𝐿

𝑞
+ 𝐴2𝑛1,𝐿−1

𝑞

− 𝐴3𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐0,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛0,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
− 𝐴3𝑛0,𝐿

𝑞
𝑐0,𝐿
𝑞
− 𝐴4 𝑛1,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛1,𝐿
𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
− 𝐴4𝑛1,𝐿

𝑞
𝑐0,𝐿
𝑞
− 𝐴5𝑛1,𝐿+1

𝑞
𝑐1,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴5𝑛1,𝐿+1
𝑞

𝑐1,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴5𝑛1,𝐿−1
𝑞

𝑐1,𝐿+1
𝑞

− 𝐴5𝑛1,𝐿−1
𝑞

𝑐1,𝐿−1
𝑞

− 𝐴6𝑛1,𝐿
𝑞
𝑐1,𝐿+1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛1,𝐿
𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞

− 𝐴6𝑛1,𝐿
𝑞
𝑐1,𝐿−1
𝑞

− 𝐴7𝑛2,𝐿
𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓0,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛0,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
− 𝐴7𝑛0,𝐿

𝑞
𝑓0,𝐿
𝑞

− 𝐴8𝑛1,𝐿
𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
+ 2𝐴8𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
− 𝐴8𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓0,𝐿
𝑞
− 𝐴9𝑛1,𝐿+1

𝑞
𝑓1,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴9𝑛1,𝐿+1
𝑞

𝑓1,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴9 𝑛1,𝐿−1
𝑞

𝑓1,𝐿+1
𝑞

− 𝐴9𝑛1,𝐿−1
𝑞

𝑓1,𝐿−1
𝑞

− 𝐴10𝑛1,𝐿
𝑞
𝑓1,𝐿+1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛1,𝐿
𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
− 𝐴10 𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿−1
𝑞

 

Dengan syarat kondisi batas (3.3.13), (3.3.14), (3.3.15), (3.3.22), (3.3.23), (3.3.24)  

diperoleh 𝑛1,𝐿+1
𝑞 = 𝑛1,𝐿−1

𝑞 + 4∆𝑦, 𝑛0,𝐿
𝑞 = 𝑛2,𝐿

𝑞
, 𝑐1,𝐿+1

𝑞 = 𝑐1,𝐿−1
𝑞 + 4∆𝑦, 𝑐0,𝐿

𝑞 = 𝑐2,𝐿
𝑞

, 

𝑓1,𝐿+1
𝑞 = 𝑓1,𝐿−1

𝑞 + 4∆𝑦, 𝑓0,𝐿
1 = 𝑓2,𝐿

1  sehingga bentuk sederhana untuk 𝑖 = 1, 𝑗 = 𝐿 

sebagai berikut 

𝑛1,𝐿
𝑞+1

= 𝑛1,𝐿
𝑞
+ 2𝐴1𝑛2,𝐿

𝑞
− 2𝐴1𝑛1,𝐿

𝑞
+ 2𝐴2𝑛1,𝐿−1

𝑞
− 2𝐴2𝑛1,𝐿

𝑞
+ 𝐴24∆𝑦 − 2𝐴4𝑛1,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛1,𝐿
𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
− 𝐴516∆𝑦

2 − 2𝐴6𝑛1,𝐿
𝑞
𝑐1,𝐿−1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛1,𝐿
𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
− 𝐴64∆𝑦𝑛1,𝐿

𝑞

− 2𝐴8𝑛1,𝐿
𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
+ 2𝐴8𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
− 𝐴916∆𝑦

2 − 2𝐴10𝑛1,𝐿
𝑞
𝑓1,𝐿−1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛1,𝐿
𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
− 𝐴104∆𝑦𝑛1,𝐿

𝑞
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Untuk nilai  𝑖 = 2 dan 𝑗 = 𝐿  

𝑛2,𝐿
𝑞+1

= 𝑛2,𝐿
𝑞
+ 𝐴1𝑛3,𝐿+1

𝑞
− 2𝐴1𝑛2,𝐿

𝑞
+ 𝐴1𝑛1,𝐿−1

𝑞
+ 𝐴2𝑛2,𝐿+1

𝑞
− 2𝐴2𝑛2,𝐿

𝑞
+ 𝐴2𝑛2,𝐿−1

𝑞

− 𝐴3𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛3,𝐿

𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛1,𝐿

𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞
− 𝐴3𝑛1,𝐿

𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
− 𝐴4 𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
− 𝐴4𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
− 𝐴5𝑛2,𝐿+1

𝑞
𝑐2,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴5𝑛2,𝐿+1
𝑞

𝑐2,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴5𝑛2,𝐿−1
𝑞

𝑐2,𝐿+1
𝑞

− 𝐴5𝑛2,𝐿−1
𝑞

𝑐2,𝐿−1
𝑞

− 𝐴6𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿+1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞

− 𝐴6𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿−1
𝑞

− 𝐴7𝑛3,𝐿
𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
− 𝐴7𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞

− 𝐴8𝑛2,𝐿
𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
+ 2𝐴8𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
− 𝐴8𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
− 𝐴9𝑛2,𝐿+1

𝑞
𝑓2,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴9𝑛2,𝐿+1
𝑞

𝑓2,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴9 𝑛2,𝐿−1
𝑞

𝑓2,𝐿+1
𝑞

− 𝐴9𝑛2,𝐿−1
𝑞

𝑓2,𝐿−1
𝑞

− 𝐴10𝑛2,𝐿
𝑞
𝑓2,𝐿+1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛2,𝐿
𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
− 𝐴10 𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿−1
𝑞

 

Dengan syarat kondisi batas (3.3.22), (3.3.23), (3.3.24)  diperoleh 𝑛2,𝐿+1
𝑞 =

𝑛2,𝐿−1
𝑞 + 4∆𝑦, 𝑐2,𝐿+1

𝑞 = 𝑐2,𝐿−1
𝑞 + 4∆𝑦, 𝑓2,𝐿+1

𝑞 = 𝑓2,𝐿−1
𝑞 + 4∆𝑦, sehingga bentuk 

sederhana untuk 𝑖 = 2, 𝑗 = 𝐿 sebagai berikut 

𝑛2,𝐿
𝑞+1

= 𝑛2,𝐿
𝑞
+ 2𝐴1𝑛3,𝐿−1

𝑞
− 2𝐴1𝑛2,𝐿

𝑞
+ 𝐴14∆𝑦 + 2𝐴2𝑛2,𝐿−1

𝑞
− 2𝐴2𝑛2,𝐿

𝑞
+ 𝐴24∆𝑦

− 𝐴3𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛3,𝐿

𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛1,𝐿

𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞
− 𝐴3𝑛1,𝐿

𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
− 𝐴4 𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
− 𝐴4𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐1,𝐿
𝑞
− 𝐴516∆𝑦

2 − 2𝐴6𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿−1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛2,𝐿
𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞

− 𝐴6(4∆𝑦)𝑛2,𝐿
𝑞
− 𝐴7𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
− 𝐴7𝑛1,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞

− 𝐴8𝑛2,𝐿
𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
+ 2𝐴8𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
− 𝐴8𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓1,𝐿
𝑞
− 𝐴916∆𝑦

2 − 2𝐴10𝑛2,𝐿
𝑞
𝑓2,𝐿−1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛2,𝐿
𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
− 𝐴10(4∆𝑦)𝑛2,𝐿

𝑞
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Untuk nilai  𝑖 = 3 dan  𝑗 = 𝐿 

𝑛3,𝐿
𝑞+1

= 𝑛3,𝐿
𝑞
+ 𝐴1𝑛4,𝐿+1

𝑞
− 2𝐴1𝑛3,𝐿

𝑞
+ 𝐴1𝑛2,𝐿−1

𝑞
+ 𝐴2𝑛3,𝐿+1

𝑞
− 2𝐴2𝑛3,𝐿

𝑞
+ 𝐴2𝑛3,𝐿−1

𝑞

− 𝐴3𝑛4,𝐿
𝑞
𝑐4,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛4,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐4,𝐿
𝑞
− 𝐴3𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
− 𝐴4 𝑛3,𝐿

𝑞
𝑐4,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞
− 𝐴4𝑛3,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
− 𝐴5𝑛3,𝐿+1

𝑞
𝑐3,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴5𝑛3,𝐿+1
𝑞

𝑐3,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴5𝑛3,𝐿−1
𝑞

𝑐3,𝐿+1
𝑞

− 𝐴5𝑛3,𝐿−1
𝑞

𝑐3,𝐿−1
𝑞

− 𝐴6𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿+1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞

− 𝐴6𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿−1
𝑞

− 𝐴7𝑛4,𝐿
𝑞
𝑓4,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛4,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓4,𝐿
𝑞
− 𝐴7𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞

− 𝐴8𝑛3,𝐿
𝑞
𝑓4,𝐿
𝑞
+ 2𝐴8𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
− 𝐴8𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
− 𝐴9𝑛3,𝐿+1

𝑞
𝑓3,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴9𝑛3,𝐿+1
𝑞

𝑓3,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴9 𝑛3,𝐿−1
𝑞

𝑓3,𝐿+1
𝑞

− 𝐴9𝑛3,𝐿−1
𝑞

𝑓3,𝐿−1
𝑞

− 𝐴10𝑛3,𝐿
𝑞
𝑓3,𝐿+1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛3,𝐿
𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
− 𝐴10 𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓3,𝐿−1
𝑞

 

Dengan syarat kondisi batas (3.3.22), (3.3.23), (3.3.24)  diperoleh 𝑛3,𝐿+1
𝑞 =

𝑛3,𝐿−1
𝑞 + 4∆𝑦, 𝑐3,𝐿+1

𝑞 = 𝑐2,𝐿−1
𝑞 + 4∆𝑦, 𝑓3,𝐿+1

𝑞 = 𝑓3,𝐿−1
𝑞 + 4∆𝑦, sehingga bentuk 

sederhana untuk 𝑖 = 2, 𝑗 = 𝐿 sebagai berikut 

𝑛3,𝐿
𝑞+1

= 𝑛3,𝐿
𝑞
+ 2𝐴1𝑛4,𝐿−1

𝑞
− 2𝐴1𝑛3,𝐿

𝑞
+ 𝐴14∆𝑦 + 2𝐴2𝑛3,𝐿−1

𝑞
− 2𝐴2𝑛3,𝐿

𝑞
+ 𝐴24∆𝑦

− 𝐴3𝑛4,𝐿
𝑞
𝑐4,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛4,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
+ 𝐴3𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐4,𝐿
𝑞
− 𝐴3𝑛2,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
− 𝐴4 𝑛3,𝐿

𝑞
𝑐4,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞
− 𝐴4𝑛3,𝐿

𝑞
𝑐2,𝐿
𝑞
− 𝐴516∆𝑦

2 − 2𝐴6𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿−1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛3,𝐿
𝑞
𝑐3,𝐿
𝑞

− 𝐴6(4∆𝑦)𝑛3,𝐿
𝑞
− 𝐴7𝑛4,𝐿

𝑞
𝑓4,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛4,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
+ 𝐴7𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓4,𝐿
𝑞
− 𝐴7𝑛2,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞

− 𝐴8𝑛3,𝐿
𝑞
𝑓4,𝐿
𝑞
+ 2𝐴8𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
− 𝐴8𝑛3,𝐿

𝑞
𝑓2,𝐿
𝑞
− 𝐴916∆𝑦

2 − 2𝐴10𝑛3,𝐿
𝑞
𝑓3,𝐿−1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛3,𝐿
𝑞
𝑓3,𝐿
𝑞
− 𝐴10(4∆𝑦)𝑛3,𝐿

𝑞
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Sedangkan untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 𝐿  didapatkan sebagai berikut 

𝑛𝐾,𝐿
𝑞+1

= 𝑛𝐾,𝐿
𝑞
+ 𝐴1𝑛𝐾+1,𝐿

𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,𝐿

𝑞
+ 𝐴1 𝑛𝐾−1,𝐿

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,𝐿+1

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,𝐿

𝑞
+ 𝐴2𝑛𝐾,𝐿−1

𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾+1,𝐿
𝑞

𝑐𝐾+1,𝐿
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾+1,𝐿
𝑞

𝑐𝐾−1,𝐿
𝑞

+ 𝐴3𝑛𝐾−1,𝐿
𝑞

𝑐𝐾+1,𝐿
𝑞

− 𝐴3𝑛𝐾−1,𝐿
𝑞

𝑐𝐾−1,𝐿
𝑞

− 𝐴4𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑐𝐾+1,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑐𝐾,𝐿
𝑞
− 𝐴4𝑛𝐾,𝐿

𝑞
𝑐𝐾−1,𝐿
𝑞

− 𝐴5𝑛𝐾,𝐿+1
𝑞

𝑐𝐾,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝐾,𝐿+1
𝑞

𝑐𝐾,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝐾,𝐿−1
𝑞

𝑐𝐾,𝐿+1
𝑞

− 𝐴5𝑛𝐾,𝐿−1
𝑞

𝑐𝐾,𝐿−1
𝑞

− 𝐴6𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑐𝐾,𝐿+1
𝑞

+ 2 𝐴6𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑐𝐾,𝐿
𝑞
− 𝐴6𝑛𝐾,𝐿

𝑞
𝑐𝐾,𝐿−1
𝑞

− 𝐴7𝑛𝐾+1,𝐿−1
𝑞

𝑓𝐾+1,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾+1,𝐿
𝑞

𝑓𝐾−1,𝐿
𝑞

+ 𝐴7𝑛𝐾−1,𝐿
𝑞

𝑓𝐾+1,𝐿
𝑞

− 𝐴7𝑛𝐾−1,𝐿
𝑞

𝑓𝐾−1,𝐿
𝑞

− 𝐴8𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾+1,𝐿
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾,𝐿
𝑞
− 𝐴8𝑛𝐾,𝐿

𝑞
𝑓𝐾−1,𝐿
𝑞

− 𝐴9𝑛𝐾,𝐿+1
𝑞

𝑓𝐾,𝐿+1
𝑞

+ 𝐴9𝑛𝐾,𝐿+1
𝑞

𝑓𝐾,𝐿−1
𝑞

+ 𝐴9𝑛𝐾,𝐿−1
𝑞

𝑓𝐾,𝐿+1
𝑞

− 𝐴9𝑛𝐾,𝐿−1
𝑞

𝑓𝐾,𝐿−1
𝑞

− 𝐴10𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾,𝐿+1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾,𝐿
𝑞
− 𝐴10 𝑛𝐾,𝐿

𝑞
𝑓𝐾,𝐿−1
𝑞

 

Dengan syarat kondisi batas (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21) , (3.3.22), (3.3.23), 

(3.3.24)   diperoleh sehingga bentuk sederhana untuk 𝑖 = 𝐾, 𝑗 = 𝐿 sebagai berikut 

𝑛𝐾,𝐿
𝑞+1

= 𝑛𝐾,𝐿
𝑞
+ 2𝐴1𝑛𝐾−1,𝐿

𝑞
− 2𝐴1𝑛𝐾,𝐿

𝑞
+ 𝐴14∆𝑥 + 2𝐴2𝑛𝐾,𝐿−1

𝑞
− 2𝐴2𝑛𝐾,𝐿

𝑞
+ 𝐴24∆𝑦

− 𝐴316∆𝑥
2 − 2𝐴4𝑛𝐾,𝐿

𝑞
𝑐𝐾−1,𝐿
𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑐𝐾,𝐿
𝑞
− 𝐴44∆𝑥 − 𝐴516∆𝑦

2

− 2𝐴6𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑐𝐾,𝐿−1
𝑞

+ 2𝐴6𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑐𝐾,𝐿
𝑞
− 𝐴64∆𝑦 − 𝐴716∆𝑥

𝑥 − 2𝐴8𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾−1,𝐿
𝑞

+ 2𝐴8𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾,𝐿
𝑞
− 𝐴84∆𝑥 − 𝐴916∆𝑦

2 − 2𝐴10𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾,𝐿−1
𝑞

+ 2𝐴10𝑛𝐾,𝐿
𝑞
𝑓𝐾,𝐿
𝑞

− 𝐴104∆𝑦 

Selanjutnya dilakukan iterasi pada diskretasi persamaan (3.3.13) dengan 

memisalkan 𝑖 = 1,2,3, . . , 𝐾 dan 𝑗 = 1,2,3, … , 𝐿 saat waktu tidak ditentukan, 

didapatkan hasil hitungan sebagai berikut 

Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 1  

𝑓𝐾,1
𝑞+1 = 𝑓𝐾,1

𝑞 (1 − 𝜇∆𝑡 𝑛𝐾,1
𝑞 ) + 𝜔∆𝑡 𝑛𝐾,1

𝑞
 

Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 2 

𝑓𝐾,2
𝑞+1 = 𝑓𝐾,2

𝑞 (1 − 𝜇∆𝑡 𝑛𝐾,2
𝑞 ) + 𝜔∆𝑡 𝑛𝐾,2

𝑞
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Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 3 

𝑓𝐾,3
𝑞+1 = 𝑓𝐾,3

𝑞 (1 − 𝜇∆𝑡 𝑛𝐾,3
𝑞 ) + 𝜔∆𝑡 𝑛𝐾,3

𝑞
 

Sedangkan untuk nilai  𝑖 = 1 dan  𝑗 = 𝐿 didapatkan sebagai berikut 

𝑓1,𝐿
𝑞+1 = 𝑓1,𝐿

𝑞 (1 − 𝜇∆𝑡 𝑛1,𝐿
𝑞 ) + 𝜔∆𝑡 𝑛1,𝐿

𝑞
 

Untuk nilai  𝑖 = 2 dan  𝑗 = 𝐿  

𝑓2,𝐿
𝑞+1 = 𝑓2,𝐿

𝑞 (1 − 𝜇∆𝑡 𝑛2,𝐿
𝑞 ) + 𝜔∆𝑡 𝑛2,𝐿

𝑞
 

Untuk nilai  𝑖 = 3 dan  𝑗 = 𝐿  

𝑓3,𝐿
𝑞+1 = 𝑓3,𝐿

𝑞 (1 − 𝜇∆𝑡 𝑛3,𝐿
𝑞 ) + 𝜔∆𝑡 𝑛3,𝐿

𝑞
 

Hingga untuk nilai 𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 𝐿 didapatkan dalam persamaan berikut 

𝑓𝐾,𝐿
𝑞+1 = 𝑓𝐾,𝐿

𝑞 (1 − 𝜇∆𝑡 𝑛𝐾,𝐿
𝑞 ) + 𝜔∆𝑡 𝑛𝐾,𝐿

𝑞
 

Selanjutnya dilakukan iterasi pada diskritasi persamaan (3.3.20) dengan 

memisalakan 𝑖 = 1,2,3, . . , 𝐾 dan 𝑗 = 1,2,3, … , 𝐿 saat waktu tidak ditentukan, 

didapatkan hasil hitungan sebagai berikut 

Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 1  

𝑐𝐾,1
𝑞+1 = 𝑐𝐾,1

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡𝑛𝐾,1
𝑞 ) 

Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 2 

𝑐𝐾,2
𝑞+1 = 𝑐𝐾,2

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡𝑛𝐾,2
𝑞 ) 

Untuk nilai  𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 3 

𝑐𝐾,3
𝑞+1

= 𝑐𝐾,3
𝑞
(1 − 𝜂∆𝑡 𝑛𝐾,3

𝑞
) 

Sedangkan untuk nilai  𝑖 = 1 dan  𝑗 = 𝐿 didapatkan sebagai berikut 

𝑐1,𝐿
𝑞+1 = 𝑐1,𝐿

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡 𝑛1,𝐿
𝑞 ) 

Untuk nilai  𝑖 = 2 dan  𝑗 = 𝐿  

𝑐2,𝐿
𝑞+1 = 𝑐2,𝐿

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡 𝑛2,𝐿
𝑞 ) 
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Untuk nilai  𝑖 = 3 dan  𝑗 = 𝐿  

𝑐3,𝐿
𝑞+1 = 𝑐3,𝐿

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡 𝑛3,𝐿
𝑞 ) 

Hingga untuk nilai 𝑖 = 𝐾 dan  𝑗 = 𝐿 didapatkan dalam persamaan berikut 

𝑐𝐾,𝐿
𝑞+1 = 𝑐𝐾,𝐿

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡 𝑛𝐾,𝐿
𝑞 ) 

 

3.2 Simulasi Numerik Persamaan Angiogrnrsis pada Tumor 

Setelah melakukan diskretasi pada persamaan tumor, maka akan dilakukan 

simulasi persamaan dengan menggunakan bentuk diskrit tersebut. Simulasi 

dilakukan dengan menggunakan aplikasi Matlab. Simulasi dilakukan betujuan  

untuk mengetahui pengaruh proses angiogenesis terhadap pertumbuhan tumor. 

Adapun faktor yang mempengaruhi pertumbuhan tumor diinduksi angiogenesis 

adalah pertumbuhan kepadatan sel endotel, febronektin, dan konsentrasi TAF. 

Simulasi yang didapat pada persamaan (3.2.12) dengan menggukaan ∆𝑥 = 0,01 

dan ∆𝑦 = 0,01 pada waktu 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 sebagai berikut : 

𝑡 = 0 

 

𝑡 = 0 
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𝑡 = 0,25 

 

𝑡 = 0,25 

 

𝑡 = 0,5 

 

𝑡 = 0,5 

Gambar 3. 1 Simulasi kondisi migrasi sel endotel ke tumor saat ∆x=∆y=0,01 

Pada simulasi Gambar 3.1 diberi keterangan oleh sumbu  𝑋 dan 𝑌. Sumbu 

𝑋 menunjukkan waktu 𝑡 dengan menggunakan batas 0 ≤ 𝑡 ≤ 1. Pada sumbu 𝑌 

menunjukkan suatu fungsi dari pertumbuhan faktor-faktor yang mempengaruhi 

proses angiogenesis yang menginduksi pertumbuhan sel tumor yaitu sel endotel 

(𝑛), fibronektin (𝑓) dan TAF (𝑐).  

Pada simulasi tersebut pertumbuhan sel endotel menunjukkan migrasi sel 

endotel mengalami peningkatan dan penurunan saat menuju sel tumor di ujung 

kapiler-kapiler. Peningkatan dan penurunan yang didapat dipengaruhi oleh proses 

chemotaxis dan haptotaxis. Karena Anderson dan Chaplain tidak menggunakan 
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istilah kelahiran dan kematian, maka dapat dikatakan sel endotel mengalami 

penurunan dengan cepat karena kerusakan yang terjadi pada proses chemotaxis 

dan haptotaxis sampai pada saat 𝑡 = 0,25 terus mengalami penurunan. Dan 

mengalami perubahan peningkatan pada 𝑡 = 0,5. 

Selanjutnya merupakan simulasi pengaruh fibronektin pada pertumbuhan 

sel tumor dengan mengambil sampel waktu 𝑡 yang berbeda 

 

𝑡 = 0 

 

𝑡 = 0 

 

𝑡 = 0,25 

 

𝑡 = 0,25 
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𝑡 = 0,5 

 

𝑡 = 0,5 

Gambar 3. 2 Simulasi fibronektin saat ∆x=∆y=0,01 

Hasil simulasi yang didapatkan menggunakan ∆𝑥 = 0,01 dan ∆𝑦 = 0,01 

dengan menggunakan batas 0 ≤ 𝑡 ≤ 0,5 mengalami perubahan setiap waktunya. 

Sejalannya waktu, fibronektin mempunyai nilai awal yang tinggi hingga 

mengalami penurunan seperti saat 𝑡 = 0 dan 𝑡 = ,25. Pada saat 𝑡 = 0,5 

mengalami suatu perubahan pada kondisi batas yang diakibatkan oleh kerusakan 

pada fibronektin. 

 Simulasi pertumbuhan TAF pada proses angiogenesis yang menginduksi 

pertumbuhan sel tumor dapat dilihat hasil simulasi di bawah ini 

 

𝑡 = 0 

 

𝑡 = 0 
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𝑡 = 0,25 

 

𝑡 = 0,25 

 

𝑡 = 0,5 

 

𝑡 = 0,5 

Gambar 3. 3 Simulasi konsentrasi TAF saat ∆x=∆y=0,01 

 Hasil simualsi konsentrasi TAF menujukkan peningkatan pertumbuhan 

pada 𝑡 = 0, 𝑡 = 0,25, dan 𝑡 = 0,5. Dengan menggunakan ∆𝑥 = 0,01 dan ∆𝑦 =

0,01 pertumbuhan TAF terus meningkat. Peningkatan yang dipengaruhi oleh sel 

endotel dan konsentrasi TAF itu sendiri dalam sistem uptake karena adanya 

interaksi antara kepadatan sel endotel dengan konsentrasi TAF. 
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3.3  Induksi Angiogenesis Tumor dari Sudut Pandang Islam 

Pola hidup sehat merupakan salah satu cara sederhana untuk menjaga 

kesehatan tubuh. Selain berolahraga menjaga makanan yang dikonsumsi juga 

merupakan bentuk pola hidup sehat. Mengkonsumsi makan yang bergizi dapat 

meningkatkan daya tahan tubuh untuk menghindari penyakit yang menyerang.  

Pada pandangan islam dijelaskan pada surat Al Maidah ayat 88 yang telah 

dijelaskan oleh Kemenag (Al Qur’an (Tafsir & Per Kata),2016) bahwa Allah 

memerintahkan kepada hamba-Nya agar makan makanan yang halal dan baik, 

yang telah dikaruniakan-Nya kepada mereka. “Halal” disini mengandung 

pengertian, halal bendanya dan halal cara memeperolehnya. Sedangkan “baik” 

adalah dari segi kemanfaatannya, yaitu mengandung manfaat dan maslahat bagi 

tubuh, mengandung gizi, vitamin, protein dan sebagainya. Makanan tidak baik, 

selain tidak mengandung gizi, juga jika dikonsumsi akan merusak kesehatan. 

Prinsip “halal dan baik” ini hendaknya senantiasa menjadi perhatian dalam 

menentukan makanan dan minuman yang akan dimakan untuk diri sendiri dan 

untuk keluarga, karena makanan dan minuman itu tidak hanya berpengaruh 

terhadap jasmani, melainkan juga terhadap rohani. 

Salah satu minuman yang dapat merusak tubuh adalah alkohol. Menurut 

Oemiati (2011) pada penelitiannya mengungkapkan bahwa alkohol adalah salah 

satu faktor risiko timbulnya tumor, saluran pencernaa atas dan meningkatkan 

risiko kanker payudara. Pada pandngan islam menyebutkan bahwa alcohol 

termasuk makanan yang haram untuk dikonsumsi. Pada surat Al Baqarah ayat 168 

dalam tafsir Ibn Kathir menjelaskan bahwa Allah Swt. memperbolehkan hamba-

Nya makan dari semua apa yang ada di bumi, yaitu yang dihalakan bagi hamba-
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Nya lagi baik dan tidak membahayakan tubuh erta akal mereka, sebagai karunia 

dari Allah Swt. 

Allah memperjelas lagi pada surat Al A’raf ayat 157  yang menyebutkan 

bahwa Allah Swt. menghalalkan makanan dan minuman yang baik bagi hamba-

Nya, dan mengharamkan atas mereka hal-hal yang tidak baik bagi hamba-nya. 

Menurut Hamka dalam tafsir Al Azhar dijelaskan bahwa ada seruan kepada 

manusia agar mengkonsumsi makanan yang halal dan baik, niscaya kepada kaum 

yang beriman. Perintah ini lebih ditekankan lagi karena makanan sangat 

berpengaruh kepada jiwa dan sikap hidup. Makanan menentukan kepada 

kehalusan dan kekerasan budi pekerti seseorang. Maka turunlah surat Al Baqarah 

ayat 172 terkait makanan yang baik-baik yang disediakan oleh Allah Swt. yaitu 

buah-buahan, tumbuh-tumbuhan, dan binatang ternak. (Samsuddin.2020) 

Selain alkohol, asupan lemak jenuh berlebih juga dapat meningkatkan 

penyakit tumor. Pada penelitian Tannenbaum bahwa IMT berkaitan dengan tumor 

dan obesitas abdominalis khususnya perempuan akan meningkatkan risiko lebih 

tinggi pada pasien tumor.Sulaeman (2016) menyarankan untuk menghindari 

timbulnya gangguan kesehatan dianjurkan mengkonsumsi lemak secara total 

dibatasi maksimum 30% dari total energi yang dikonsumsi. Hal ini diperkuat 

dalam Al Qur’an dalam surat Al A’raf ayat 31 pada tafsir ibn Kathir 

mengungkapan bahwa sebagian ulama mengatakan bahwa Allah menghalalkan 

makan dan minum selagi dilakukan dengan tidak berlebihan-lebihan dan tidak 

untuk kesombongan. 

 Manfaat mengkonsumsi makanan yang halal dan baik adalah sebagai 

berikut : 
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1. Seseorang yang mengkonsumsi makanan hala dan baik, akan 

dimudahkan dikabulkannya doanya, sebab di dalam tubuh terdapat 

makanan-makanan yang sesuai dengan kreteria diterimanya doanya 

oleh Allah Swt. 

2. Makanan yang halal dan baik menjadi obat bagi kesehatan dan 

terhindar bagi penyakit-penyakit tubuh maupun penyakit hati. 

3. Seseorang yang mengkonsumsi makanan halal dan baik dimudahkan 

dan ringan dalam melaksakan ibadah. 

4. Hati menjadi tentram, tenang, dan membuat menjadi sosok muslim 

yang sejati. 

5. Dapat menjadi keturunan-keturunan yang baik dan soleh. 

6. Mendapatkan iman dan ketaqwaan kepada Allah Swt. 
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BAB IV 

PENUTUP 
 

4.1 Kesimpulan 

Kesimpulan yang diperoleh dari hasil penelitian pada skripsi ini adalah 

1. Bentuk diskrit dari persamaan angiogenesis pada penyakit tumor 

menggunakan metode beda hingga skema eksplisit dengan melibatkan faktor 

pertumbuhan kepadatan sel endotel 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑛𝑖,𝑗
𝑞

, konsentrasi TAF 

𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑐𝑖,𝑗
𝑞

, dan pertumbuhan kadar fibronektin 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓𝑖,𝑗
𝑞

 sebagai 

berikut : 

𝑛𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝐴1 𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 − 2𝐴1 𝑛𝑖,𝑗

𝑞 + 𝐴1 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 + 𝐴2 𝑛𝑖,𝑗+1

𝑞 − 2𝐴2 𝑛𝑖,𝑗
𝑞

+ 𝐴2𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 − 𝐴3 𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞 𝑐𝑖+1,𝑗
𝑞 + 𝐴3 𝑛𝑖+1,𝑗

𝑞 𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

+ 𝐴3 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝐴3 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑐𝑖−1,𝑗

𝑞 − 𝐴4 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖+1,𝑗

𝑞

+ 2𝐴4𝑛𝑖,𝑗
𝑞
𝑐𝑖,𝑗
𝑞
− 𝐴4𝑛𝑖,𝑗

𝑞
𝑐𝑖−1,𝑗
𝑞

− 𝐴5𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗+1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞

𝑐𝑖,𝑗−1
𝑞

+ 𝐴5𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 − 𝐴5𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 − 𝐴6𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗+1

𝑞 + 2 𝐴6𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗

𝑞

− 𝐴6𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑐𝑖,𝑗−1

𝑞 − 𝐴7𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 + 𝐴7𝑛𝑖+1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞

+ 𝐴7𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 − 𝐴7 𝑛𝑖−1,𝑗
𝑞 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 − 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖+1,𝑗

𝑞 + 2𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗

𝑞

− 𝐴8 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖−1,𝑗

𝑞 − 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 + 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗+1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞

+ 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞 − 𝐴9 𝑛𝑖,𝑗−1
𝑞 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞 − 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗+1

𝑞

+ 2𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 − 𝐴10 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 𝑓𝑖,𝑗−1

𝑞  

𝑓𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑓𝑖,𝑗

𝑞 (1 − 𝛽∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 ) + 𝛾∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗

𝑞  

𝑐𝑖,𝑗
𝑞+1 = 𝑐𝑖,𝑗

𝑞 (1 − 𝜂∆𝑡 𝑛𝑖,𝑗
𝑞 ) 
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dengan 

𝐴1 =
𝐷∆𝑡

∆𝑥2
, 

𝐴4 =
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)∆𝑥2
, 

𝐴7 =
𝜌∆𝑡

4∆𝑥2
, 

𝐴10 =
𝜌∆𝑡

∆𝑦2
, 

𝐴2 =
𝐷∆𝑡

∆𝑦2
, 

𝐴5 =
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)4∆𝑦2
, 

𝐴8 =
𝜌∆𝑡

∆𝑥2
, 

 

𝐴3 = 
𝜒 ∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)4∆𝑥2
, 

𝐴6 =
𝜒∆𝑡

(1 + 𝛼𝑘0)∆𝑦2
, 

𝐴9 =
𝜌∆𝑡

4∆𝑦2
, 

 

2. Pada hasil simulasi bentuk diskret model matematika persamaan tumor yang 

diinduksi oleh angiogenesis menggunakan langkah diskrit yang bervariasi. 

Menunjukan semakin besar langkah diskrit yang diberikan, maka semakin 

cepat pula pertumbuhan tumor yang terjadi. 

 

4.2 Saran 

Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan penelitian pada 

diskretisasi model matematika persamaan angiogenesis pada pertumbuhan tumor 

dengan menggunakan metode yang berbeda, untuk mengetahui perbandingan 

hasil simulasi model matematika angiogenesis pada tumor dalam bentuk diskrit. 
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LAMPIRAN 

 

 skrip matlab 3 dimensi 

 
clc, clear 

  
D = 0.00035; 
eta = 0.01; 
beta = 0.05 ; 
gamma = 0.1; 
chi = 0.38; 
rho = 0.34; 
delt = 0.25; 
delx = 0.01; 
dely = 0.01; 
e1 = 0.45; 
e2 = 0.45; 
e3 = 0.001; 
k = 0.75; 

  
%interval t dan r 
t=0:delt:0.5; 
x=0:delx:1; 
y=0:dely:1; 
Mt=length(t); 
Mx=length(x); 
My=length(y); 

  

  
u = zeros(Mx,My,Mt); 
[X,Y] = meshgrid(x,y); 
a = X'; 
b = Y'; 

  
for i=1:Mx 
    for j=1:My 
        n(i,j,1)=(exp( 

  ((x(i)^2)/e3)))*(sind(6*pi*y(j))*sind(6*pi*y(j))); 
        f(i,j,1)=k*exp(-((x(i)^2)/e2)); 
        c(i,j,1)=exp(-(((1-x(i))^2)/e1)); 
    end 
end 

  
figure(1) 
surf(a,b,n(:,:,1)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('kepadatan sel') 

  
figure(2) 
surf(a,b,f(:,:,1)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('fibronektin') 

  
figure(3) 



 

 

surf(a,b,c(:,:,1)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('TAF') 

  
%pemisalan 
A1=D*(delt/delx^2); 
A2=D*(delt/dely^2); 
A3=(chi*delt)/(4*(delx^2)); 
A4=chi*(delt/dely^2); 
A5=(chi*delt)/(4*(dely^2)); 
A6=chi*(delt/dely^2); 
A7=(rho*delt)/(4*(delx^2)); 
A8=rho*(delt/delx^2); 
A9=(rho*delt)/(4*(dely^2)); 
A10=rho*(delt/dely^2); 

  
for i=1:Mx 
    for j=1:My 
        if i==1 & j==1 
            n(i,j,2)=(n(1,1,1)+(2*A1*n(2,1,1))-(2*A1*n(1,1,1))... 
                +(2*A2*n(1,2,1))-(2*A2*n(1,1,1))... 
                -(2*A4*(n(1,1,1)*c(2,1,1)))+(2*A4* (n(1,1,1)  

*c(1,1,1)))... 
                -(2*A6*(n(1,1,1)*c(1,2,1)))+(2*A6*(n(1,1,1)  

*c(1,1,1)))... 
                -(2*A8*(n(1,1,1)*f(2,1,1)))+(2*A8*(n(1,1,1)  

*c(1,1,1)))... 
                -(2*A10*(n(1,1,1)*f(1,2,1)))+(2*A10*(n(1,1,1)  

*f(1,1,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(1,1,1)+(1+(beta*delt*(n(1,1,1)))-(gamma*  

delt*(n(1,1,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(1,1,1)+(1+(eta*delt*(n(1,1,1))))) 
        elseif i==Mx & j==1 
            n(i,j,2)=(n(Mx,1,1)+(2*A1*(n(Mx-1,1,1)))-(2*A1*  

n(Mx,1,1))+(A1*4*delx)... 
                +(2*A2*(n(Mx,2,1)))-(2*A2*n(Mx,1,1))-(A3*16*  

(delx^2))... 
                -(2*A4*(n(Mx,1,1)*c(Mx-1,1,1)))+(2*A4*(n(Mx,1,1)  

*c(Mx,1,1)))-(A4*4*delx)... 
                -(2*A6*(n(Mx,1,1) *c(Mx,2,1)))+(2*A6*(n(Mx,1,1)  

*c(Mx,1,1)))-(A7*16*(delx^2))... 
                -(2*A8*(n(Mx,1,1)*f(Mx-1,1,1)))+(2*A8* (n(Mx,1,1)  

*f(Mx,1,1)))-(A8*4*delx)... 
                -(2*A10*(n(Mx,1,1)*f(Mx,2,1)))+(2*A10*(n(Mx,1,1)  

*f(Mx,1,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(Mx,1,1)+(1+(beta*delt*(n(Mx,1,1)))-(gamma*  

delt*(n(Mx,1,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(Mx,1,1)+(1+(eta*delt*(n(Mx,1,1))))) 
        elseif i==1 & j==My 
            n(i,j,2)=(n(1,My,1)+(2*A1*(n(2,My,1)))-(2*A1*  

(n(1,My,1)))... 
                +(2*A2*(n(1,My-1,1)))-(2*A2*(n(1,My,1)))+(A2*(4*  

dely))... 
                -(2*A4*(n(1,My,1)*c(2,My,1)))+(2*A4*(n(1,My,1)*  

c(1,My,1)))-(A5*16*(dely^2))... 
                

 



 

 

-(2*A6*(n(1,My,1)*c(1,My-1,1)))+(2*A6*(n(1,My,1)  

*c(1,My,1)))-(A6*4*dely*(n(1,My,1)))... 
                -(2*A8*(n(1,My,1)*f(2,My,1)))+(2*A8*(n(1,My,1)*  

f(1,My,1)))-(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(1,My,1)*f(1,My-1,1)))+(2*A10*  

(n(1,My,1)*f(1,My,1)))-(A10*4*dely*(n(1,My,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(1,My,1)+(1+(beta*delt*(n(1,My,1)))-(gamma*  

delt*(n(1,My,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(1,My,1)+(1+(eta*delt*(n(1,My,1))))) 
        elseif i==Mx & j==My 
            n(i,j,2)=(n(Mx,My,1)+(2*A1*(n(Mx-1,My,1)))-(2*A1*  

(n(Mx,My,1)))-(A1*4*delx)... 
                +(2*A2*(n(Mx,My-1,1)))-(2*A2*(n(Mx,My,1)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                -(2*A4*(n(Mx,My,1)*c(Mx-1,My,1)))+(2*A4*  

(n(Mx,My,1)*c(Mx,My,1)))-(A4*4*delx*  

(n(Mx,My,1)))-(A5*16*(dely^2))... 
                -(2*A6*(n(Mx,My,1)*c(Mx,My-1,1)))+(2*A6*  

(n(Mx,My,1)*c(Mx,My,1)))-(A6*4*dely* 

(n(Mx,My,1)))-(A7*16*(delx^2))... 
                -(2*A8*(n(Mx,My,1)*f(Mx-1,My,1)))+(2*A8*  

(n(Mx,My,1)*f(Mx,My,1)))-(A8*4*delx*  

(n(Mx,My,1)))-(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(Mx,My,1)*f(Mx,My-1,1)))+(2*A10*  

(n(Mx,My,1)*f(Mx,My,1)))-(A10*4*dely*  

(n(Mx,My,1)))) 
            f(Mx,My,2)=(f(Mx,My,1)+(1+(beta*delt*(n(Mx,My,1)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,My,1))))) 
            c(Mx,My,2)=(c(Mx,My,1)+(1+(eta*delt*(n(Mx,My,1))))) 
        elseif i==1 
            n(i,j,2)=(n(1,j,1)+(2*A1*(n(2,j,1)))-(2*A1*  

(n(1,j,1)))... 
                +(2*A2*(n(1,j-1,1)))-(2*A2*(n(1,j,1)))+(A2*4*  

(dely))... 
                -(2*A4*(n(1,j,1)*c(2,j,1)))+(2*A4*(n(1,j,1)*  

c(1,j,1)))-(A5*16*(dely^2))... 
                -(2*A6*(n(1,j,1)*c(1,j-1,1)))+(2*A6*(n(i,j,1)  

*c(i,j,1)))-(A6*4*(dely)*(n(1,j,1)))... 
                -(2*A8*(n(1,j,1)*f(2,j,1)))+(2*A8*(n(1,j,1)  

*f(1,j,1)))-(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(1,j,1)*f(1,j-1,1)))+(2*A10*(n(i,j,1)  

*f(i,j,1)))-(A10*4*(dely)*(n(1,j,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(1,j,1)+(1+(beta*delt*(n(1,j,1)))-(gamma*  

delt*(n(1,j,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(1,j,1)+(1+(eta*delt*(n(1,j,1))))) 
        elseif j==1 
             n(i,j,2)=(n(i,1,1)+(2*A1*(n(i-1,1,1)))-(2*A1*  

(n(i,1,1)))+(A1*4*delx)... 
                 +(2*A2*(n(i,2,1)))-(2*A2*n(i,1,1))-(A3*16*  

(delx^2))... 
                 -(2*A4*(n(i,1,1)*c(i-1,1,1)))+(2*A4*(n(i,1,1)  

*c(i,1,1)))-(A4*4*(delx))... 
                 -(2*A6*(n(i,1,1)*c(i,2,1)))+(2*A6*(n(i,1,1)  

*c(i,1,1)))-(A7*16*(delx^2))... 
                 -(2*A8*(n(i,1,1)*f(i-1,1,1)))+(2*A8*(n(i,1,1)  

*f(i,1,1)))-(A8*4*delx*(n(i,1,1)))... 
                 -(2*A10*(n(i,1,1)*f(i,2,1)))+(2*A10*(n(i,1,1)  

*f(i,1,1)))) 
             



 

 

f(i,j,2)=(f(i,1,1)+(1+(beta*delt*(n(i,1,1)))-(gamma*  

delt*(n(i,1,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(i,1,1)+(1+(eta*delt*(n(i,1,1))))) 
        elseif i==Mx 
            n(i,j,2)=(n(Mx,j,1)+(2*A1*(n(Mx-1,j,1)))-(2*A1*  

(n(Mx,j,1)))+(A1*4*delx)... 
                +(2*A2*(n(Mx,j-1,1)))-(2*A2*(n(Mx,j,1)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                -(2*A4*(n(Mx,j,1)*c(Mx-1,j,1)))+(2*A4*  

(n(Mx,j,1)*c(Mx,j,1)))-(A4*4*delx*(n(Mx,j,1)))- 

(A5*16*(dely^2))... 
                -(2*A6*(n(Mx,j,1)*c(Mx,j-1,1)))+(2*A6*(n(Mx,j,1)  

*c(Mx,j,1)))-(A6*4*dely*(n(Mx,j,1)))-(A7*16* 

(delx^2))... 
-(2*A8*(n(Mx,j,1)*f(Mx-1,j,1)))+(2*A8*(n(Mx,j,1) 

*f(Mx,j,1)))-(A8*4*delx*(n(Mx,j,1)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(Mx,j,1)*f(Mx,j-1,1)))+(2*A10*(n(Mx,j,1)  

*f(Mx,j,1)))-(A10*4*dely*(n(Mx,j,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(Mx,j,1)+(1+(beta*delt*(n(Mx,j,1)))-(gamma*  

delt*(n(Mx,j,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(Mx,j,1)+(1+(eta*delt*(n(Mx,j,1))))) 
        elseif j==My 
             n(i,j,2)=(n(i,My,1)+(2*A1*(n(i-1,My,1)))-(2*A1*  

(n(i,My,1)))+(A1*4*delx)... 
                 +(2*A2*(n(i,My-1,1)))-(2*A2*(n(i,My,1)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                 -(2*A4*(n(i,My,1)*c(i-1,My,1)))+(2*A4*(n(i,My,1)  

*c(i,My,1)))-(A4*4*delx*(n(i,My,1)))-(A5*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A6*(n(i,My,1)*c(i,My-1,1)))+(2*A6*(n(i,My,1)  

*c(i,My,1)))-(A6*4*dely*(n(i,My,1)))-(A7*16* 

(delx^2))... 
                 -(2*A8*(n(i,My,1)*f(i-1,My,1)))+(2*A8*(n(i,My,1)  

*f(i,My,1)))-(A8*4*delx*(n(i,My,1)))-(A9*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A10*(n(i,My,1)*f(i,My-1,1)))+(2*A10*  

(n(i,My,1)*f(i,My,1)))-(A10*4*dely*n(i,My,1))) 
            f(i,j,2)=(f(i,My,1)+(1+(beta*delt*(n(i,My,1)))-(gamma*  

delt*(n(i,My,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(i,My,1)+(1+(eta*delt*(n(i,My,1))))) 
        else 
            n(i,j,2)=(n(i,j,1)+(2*A1*(n(i-1,j,1)))-(2*A1*  

(n(i,j,1)))+(A1*4*delx)... 
                 +(2*A2*(n(i,j-1,1)))-(2*A2*(n(i,j,1)))+(A2*4*  

dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                 -(2*A4*(n(i,j,1)*c(i-1,j,1)))+(2*A4*(n(i,j,1)  

*c(i,j,1)))-(A4*4*delx*(n(i,j,1)))-(A5*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A6*(n(i,j,1)*c(i,j-1,1)))+(2*A6*(n(i,j,1)  

*c(i,j,1)))-(A6*4*dely*(n(i,j,1)))-(A7*16* 

(delx^2))... 
                 -(2*A8*(n(i,j,1)*f(i-1,j,1)))+(2*A8*(n(i,j,1)  

*f(i,j,1)))-(A8*4*delx*(n(i,j,1)))-(A9*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A10*(n(i,j,1)*f(i,j-1,1)))+(2*A10*(n(i,j,1)  

*f(i,j,1)))-(A10*4*dely*(n(i,j,1)))) 
             

 



 

 

f(i,j,2)=(f(i,j,1)+(1+(beta*delt*(n(i,j,1)))-(gamma*  

delt*(n(i,j,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(i,j,1)+(1+(eta*delt*(n(i,j,1))))) 
        end 
    end 
end 

  
figure(4) 
surf(a,b,n(:,:,2)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('kepadatan sel') 

  
figure(5) 
surf(a,b,f(:,:,2)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('fibronektin') 

  
figure(6) 
surf(a,b,c(:,:,2)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('TAF') 

  

  
for i=1:Mx 
    for j=1:My 
        for t=2:Mt-1 
             if i==1 & j==1 
                 n(i,j,t+1)=(n(1,1,t)+(2*A1*(n(2,1,t)))-(2*A1*  

(n(1,1,t)))... 
                     +(2*A2*(n(1,2,t)))-(2*A2*(n(1,1,t)))... 
                     -(2*A4*(n(1,1,t)*c(2,1,t)))+(2*A4*(n(1,1,t)  

*c(1,1,t)))... 
                     -(2*A6*(n(1,1,t)*c(1,2,t)))+(2*A6*(n(1,1,t)  

*c(1,1,t)))... 
                     -(2*A8*(n(1,1,t)*f(2,1,t)))+(2*A8*(n(1,1,t)  

*c(1,1,t)))... 
                     -(2*A10*(n(1,1,t)*f(1,2,t)))+(2*A10*(n(1,1,t)  

*f(1,1,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(1,1,t)+(1+(beta*delt*(n(1,1,t)))- 

(gamma*delt*(n(1,1,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(1,1,t)+(1+(eta*delt*(n(1,1,t))))) 
             elseif i==Mx & j==1 
                 n(i,j,t+1)= (n(Mx,1,t)+(2*A1*n(Mx-1,1,t))-(2*A1*  

n(Mx,1,t))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(Mx,2,t)))-(2*A2*(n(Mx,1,t)))-(A3*  

16*(delx^2))... 
-(2*A4*(n(Mx,1,t)*c(Mx-1,1,t)))+(2*A4* 

(n(Mx,1,t)*c(Mx,1,t)))-(A4*(4*delx))... 
                     -(2*A6*(n(Mx,1,t)*c(Mx,2,t)))+(2*A6*  

(n(Mx,1,t)*c(Mx,1,t)))-(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(Mx,1,t)*f(Mx-1,1,t)))+(2*A8*  

(n(Mx,1,t)*f(Mx,1,t)))-(A8*4*delx* 

(n(Mx,1,t)))... 
                     



 

 

 -(2*A10*(n(Mx,1,t)*f(Mx,2,t)))+(2*A10* 

(n(Mx,1,t)*f(Mx,1,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(Mx,1,t)+(1+(beta*delt*(n(Mx,1,t)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,1,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(Mx,1,t)+(1+(eta*delt*(n(Mx,1,t))))) 
             elseif i==1 & j==My 
                 n(i,j,t+1)=(n(1,My,t)+(2*A1*(n(2,My,t)))-(2*A1*  

(n(1,My,t)))... 
                     +(2*A2*(n(1,My-1,t)))-(2*A2*(n(1,My,t)))  

+(A2*4*dely)... 
                     -(2*A4*(n(1,My,t)*c(2,My,t)))+(2*A4*  

(n(1,My,t)*c(1,My,t)))-(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(1,My,t)*c(1,My-1,t)))+(2*A6*  

(n(1,My,t)*c(1,My,t)))-(A6*4*dely* 

(n(1,My,t)))... 
                     -(2*A8*(n(1,My,t)*f(2,My,t)))+(2*A8*  

(n(1,My,t)*f(1,My,t)))-(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(1,My,t)*f(1,My-1,t)))+(2*A10*  

(n(1,My,t)*f(1,My,t)))+(A10*4*dely*(n(1,My

,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(1,My,t)+(1+(beta*delt*(n(1,My,t)))- 

(gamma*delt*(n(1,My,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(1,My,t)+(1+(eta*delt*(n(1,My,t))))) 
             elseif i==Mx & j==My 
                 n(i,j,t+1)= (n(Mx,My,t)+(2*A1*(n(Mx-1,My,t)))- 

(2*A1*(n(Mx,My,t)))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(Mx,My-1,t)))-(2*A2*(n(Mx,My,t)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                     -(2*A4*(n(Mx,My,t)*c(Mx-1,My,t)))+(2*A4*  

(n(Mx,My,t)*c(Mx,My,t)))-(A4*(4*delx* 

n(Mx,My,t)))-(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(Mx,My,t)*c(Mx,My-1,t)))+(2*A6*  

(n(Mx,My,t)*c(Mx,My,t)))-(A6*(4*dely* 

n(Mx,My,t)))-(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(Mx,My,t)*f(Mx-1,My,t)))+(2*A8*  

(n(Mx,My,t)*f(Mx,My,t)))-(A8*(4*delx* 

n(Mx,My,t)))-(A9*16*(dely^2))... 
-(2*A10*(n(Mx,My,t)*f(Mx,My-1,t)))+(2*A10*  

(n(Mx,My,t)*f(Mx,My,t)))-(A10*(4*dely* 

n(Mx,My,t)))) 
             f(Mx,My,t+1)=(f(Mx,My,t)+(1+(beta*delt*(n(Mx,My,t)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,My,t))))) 
            c(Mx,My,t+1)=(c(Mx,My,t)+(1+(eta*delt*(n(Mx,My,t))))) 
             elseif i==1 
                 n(i,j,t+1)= (n(1,j,t)+(2*A1*(n(2,j,t)))-(2*A1*  

(n(1,j,t)))... 
                     +(2*A2*(n(1,j-1,t)))-(2*A2*(n(1,j,t)))  

+(A2*(4*dely))... 
                     -(2*A4*(n(1,j,t)*c(2,j,t)))+(2*A4*(n(1,j,t)  

*c(1,j,t)))-(A5*16*(dely))... 
                     -(2*A6*(n(1,j,t)*c(1,j-1,t)))+(2*A6*(n(1,j,t)  

*c(1,j,t)))-(A6*4*dely*(n(1,j,t)))... 
                     -(2*A8*(n(1,j,t)*f(2,j,t)))+(2*A8*(n(1,j,t)  

*f(1,j,t)))-(A9*16*(dely))... 
                     -(2*A10*(n(1,j,t)*f(1,j-1,t)))+(2*A10*  

(n(1,j,t)*f(1,j,t)))-(A10*(4*(dely)*n(1,j,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(1,j,t)+(1+(beta*delt*(n(1,j,t)))- 

(gamma*delt*(n(1,j,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(1,j,t)+(1+(eta*delt*(n(1,j,t))))) 



 

 

             elseif j==1 
                 n(i,j,t+1)=(n(i,1,t)+(2*A1*(n(i-1,1,t)))-(2*A1*  

(n(i,1,t)))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(i,2,t)))-(2*A2*(n(i,1,t)))-(A3*16  

*delx)... 
                     -(2*A4*(n(i,1,t)*c(i-1,1,t)))+(2*A4*(n(i,1,t)  

*c(i,1,t)))-(A4*2*delx)... 
                     -(2*A6*(n(i,1,t)*c(i,2,t)))+(2*A6*(n(i,1,t)  

*c(i,1,t)))-(A7*16*delx)... 
                     -(2*A8*(n(i,1,t)*f(i-1,1,t)))+(2*A8*(n(i,1,t)  

*f(i,1,t)))+(A8*4*delx*(n(i,1,t)))... 
-(2*A10*(n(i,1,t)*f(i,2,t)))-(2*A10*(n(i,1,t) 

*f(i,1,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(i,1,t)+(1+(beta*delt*(n(i,1,t)))- 

(gamma*delt*(n(i,1,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(i,1,t)+(1+(eta*delt*(n(i,1,t))))) 
             elseif i==Mx 
                 n(i,j,t+1)=(n(Mx,j,t)+(2*A1*(n(Mx-1,j,t)))-(2*A1*  

n(Mx,j,t)+(2*(delx^2)))... 
                     +(2*A2*(n(Mx,j-1,t)))-(2*A2*n(Mx,j,t))+(A2*  

(4*dely))-(A3*16*delx)... 
                     -(2*A4*(n(Mx,j,t)*c(Mx-1,j,t)))+(2*A4*  

(n(Mx,j,t)*c(Mx,j,t)))-(A4*(4*delx*n(Mx,j,t)))-

(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(Mx,j,t)*c(Mx,j-1,t)))+(2*A6*  

(n(Mx,j,t)*c(Mx,j,t)))-(A6*(4*dely*n(Mx,j,t)))-

(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(Mx,j,t)*f(Mx-1,j,t)))+(2*A8*  

(n(Mx,j,t)*f(Mx,j,t)))-(A8*(4*delx*n(Mx,j,t)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(Mx,j,t)*f(Mx,j-1,t)))+(2*A10*  

(n(Mx,j,t)*f(Mx,j,t)))-(A10*(4*dely*n(Mx,j,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(Mx,j,t)+(1+(beta*delt*(n(Mx,j,t)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,j,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(Mx,j,t)+(1+(eta*delt*(n(Mx,j,t))))) 
             elseif j==My 
                 n(i,j,t+1)=(n(i,My,t)+(2*A1*n(i-1,My,t))-

(2*A1*n(i,My,t))+(A1*(4*delx))... 
                     +(2*A2*n(i,My-1,t))-

(2*A2*n(i,My,t))+(A2*(4*dely))-(A3*16*(delx^2))... 
                     -(2*A4*(n(i,My,t)*c(i-1,My,t)))+(2*A4*  

(n(i,My,t)*c(i,My,t)))-(A4*(4*delx*n(i,My,t)))- 

(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(i,My,t)*c(i,My-1,t)))+(2*A6*  

(n(i,My,t)*c(i,My,t)))-(A6*(4*dely*n(i,My,t)))-

(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(i,My,t)*f(i-1,My,t)))+(2*A8*  

(n(i,My,t)*f(i,My,t)))-(A8*(4*delx*n(i,My,t)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(i,My,t)*f(i,My-1,t)))+(2*A10*  

(n(i,My,t)*f(i,My,t)))-(A10*(4*dely*n(i,My,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(i,My,t)+(1+(beta*delt*(n(i,My,t)))- 

(gamma*delt*(n(i,My,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(i,My,t)+(1+(eta*delt*(n(i,My,t))))) 
             else 
                 n(i,j,t+1)=(n(i,j,t)+(2*A1*(n(i-1,j,t)))-(2*A1*  

n(i,j,t))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(i,j-1,t)))-(2*A2*n(i,j,t))+(A2*4*  

dely)-(A3*16*(delx^2))... 



 

 

                     -(2*A4*(n(i,j,t)*c(i-1,j,t)))+(2*A4*(n(i,j,t)  

*c(i,j,t)))-(A4*(4*delx*n(i,j,t)))-(A5*16* 

(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(i,j,t)*c(i,j-1,t)))+(2*A6*  

(n(i,j,t)*c(i,j,t)))-(A6*(4*dely*n(i,j,t)))-

(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(i,j,t)*f(i-1,j,t)))+(2*A8*(n(i,j,t)  

*f(i,j,t)))-(A8*(4*delx*n(i,j,t)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(i,j,t)*f(i,j-1,t)))+(2*A10*  

(n(i,j,t)*f(i,j,t)))-(A10*(4*dely*n(i,j,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(i,j,t)+(1+(beta*delt*(n(i,j,t)))- 

(gamma*delt*(n(i,j,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(i,j,t)+(1+(eta*delt*(n(i,j,t))))) 
             end 
        end 
    end 
    surf(a,b,n(:,:,t+1)) 
    grid on 

     
    surf(a,b,f(:,:,t+1)) 
    grid on 

     
    surf(a,b,c(:,:,t+1)) 
    grid on 
end 

  
figure(7) 
surf(a,b,n(:,:,3)) 
grid on 
title('kepadatan sel') 

xlabel('Distance x'),ylabel('time t') 

   
figure(8) 
surf(a,b,f(:,:,3)) 
grid on 
title('fibronektin') 

xlabel('Distance x'),ylabel('time t' 

  
figure(9) 
surf(a,b,c(:,:,3)) 
grid on 
title('TAF') 

        

 

skrip matlab contour 2 dimensi 

 
clc, clear 

  
D = 0.00035; 
eta = 0.01; 
beta = 0.05 ; 
gamma = 0.1; 
chi = 0.38; 
rho = 0.34; 



 

 

delt = 0.25; 
delx = 0.01; 
dely = 0.01; 
e1 = 0.45; 
e2 = 0.45; 
e3 = 0.001; 
k = 0.75; 

  
%interval t dan r 
t=0:delt:0.5; 
x=0:delx:1; 
y=0:dely:1; 
Mt=length(t); 
Mx=length(x); 
My=length(y); 

  

  
u = zeros(Mx,My,Mt); 
[X,Y] = meshgrid(x,y); 
a = X'; 
b = Y'; 

  
for i=1:Mx 
    for j=1:My 
        n(i,j,1)=(exp( 

  ((x(i)^2)/e3)))*(sind(6*pi*y(j))*sind(6*pi*y(j))); 
        f(i,j,1)=k*exp(-((x(i)^2)/e2)); 
        c(i,j,1)=exp(-(((1-x(i))^2)/e1)); 
    end 
end 

  

figure(1) 
contour (a,b,n(:,:,1)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('kepadatan sel') 

  
figure(2) 
contour (a,b,f(:,:,1)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('fibronektin') 

  
figure(3) 
contour (a,b,c(:,:,1)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('TAF') 

  
%pemisalan 
A1=D*(delt/delx^2); 
A2=D*(delt/dely^2); 
A3=(chi*delt)/(4*(delx^2)); 
A4=chi*(delt/dely^2); 
A5=(chi*delt)/(4*(dely^2)); 
A6=chi*(delt/dely^2); 
A7=(rho*delt)/(4*(delx^2)); 



 

 

A8=rho*(delt/delx^2); 
A9=(rho*delt)/(4*(dely^2)); 
A10=rho*(delt/dely^2); 

  
for i=1:Mx 
    for j=1:My 
        if i==1 & j==1 
            n(i,j,2)=(n(1,1,1)+(2*A1*n(2,1,1))-(2*A1*n(1,1,1))... 
                +(2*A2*n(1,2,1))-(2*A2*n(1,1,1))... 
                -(2*A4*(n(1,1,1)*c(2,1,1)))+(2*A4* (n(1,1,1)  

*c(1,1,1)))... 
                -(2*A6*(n(1,1,1)*c(1,2,1)))+(2*A6*(n(1,1,1)  

*c(1,1,1)))... 
                -(2*A8*(n(1,1,1)*f(2,1,1)))+(2*A8*(n(1,1,1)  

*c(1,1,1)))... 
                -(2*A10*(n(1,1,1)*f(1,2,1)))+(2*A10*(n(1,1,1)  

*f(1,1,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(1,1,1)+(1+(beta*delt*(n(1,1,1)))-(gamma*  

delt*(n(1,1,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(1,1,1)+(1+(eta*delt*(n(1,1,1))))) 
        elseif i==Mx & j==1 
            n(i,j,2)=(n(Mx,1,1)+(2*A1*(n(Mx-1,1,1)))-(2*A1*  

n(Mx,1,1))+(A1*4*delx)... 
                +(2*A2*(n(Mx,2,1)))-(2*A2*n(Mx,1,1))-(A3*16*  

(delx^2))... 
                -(2*A4*(n(Mx,1,1)*c(Mx-1,1,1)))+(2*A4*(n(Mx,1,1)  

*c(Mx,1,1)))-(A4*4*delx)... 
                -(2*A6*(n(Mx,1,1) *c(Mx,2,1)))+(2*A6*(n(Mx,1,1)  

*c(Mx,1,1)))-(A7*16*(delx^2))... 
                -(2*A8*(n(Mx,1,1)*f(Mx-1,1,1)))+(2*A8* (n(Mx,1,1)  

*f(Mx,1,1)))-(A8*4*delx)... 
                -(2*A10*(n(Mx,1,1)*f(Mx,2,1)))+(2*A10*(n(Mx,1,1)  

*f(Mx,1,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(Mx,1,1)+(1+(beta*delt*(n(Mx,1,1)))-(gamma*  

delt*(n(Mx,1,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(Mx,1,1)+(1+(eta*delt*(n(Mx,1,1))))) 
        elseif i==1 & j==My 
            n(i,j,2)=(n(1,My,1)+(2*A1*(n(2,My,1)))-(2*A1*  

(n(1,My,1)))... 
                +(2*A2*(n(1,My-1,1)))-(2*A2*(n(1,My,1)))+(A2*(4*  

dely))... 
                -(2*A4*(n(1,My,1)*c(2,My,1)))+(2*A4*(n(1,My,1)*  

c(1,My,1)))-(A5*16*(dely^2))... 
                

 

-(2*A6*(n(1,My,1)*c(1,My-1,1)))+(2*A6*(n(1,My,1)  

*c(1,My,1)))-(A6*4*dely*(n(1,My,1)))... 
                -(2*A8*(n(1,My,1)*f(2,My,1)))+(2*A8*(n(1,My,1)*  

f(1,My,1)))-(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(1,My,1)*f(1,My-1,1)))+(2*A10*  

(n(1,My,1)*f(1,My,1)))-(A10*4*dely*(n(1,My,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(1,My,1)+(1+(beta*delt*(n(1,My,1)))-(gamma*  

delt*(n(1,My,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(1,My,1)+(1+(eta*delt*(n(1,My,1))))) 
        elseif i==Mx & j==My 
            n(i,j,2)=(n(Mx,My,1)+(2*A1*(n(Mx-1,My,1)))-(2*A1*  

(n(Mx,My,1)))-(A1*4*delx)... 
                +(2*A2*(n(Mx,My-1,1)))-(2*A2*(n(Mx,My,1)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 



 

 

                -(2*A4*(n(Mx,My,1)*c(Mx-1,My,1)))+(2*A4*  

(n(Mx,My,1)*c(Mx,My,1)))-(A4*4*delx*  

(n(Mx,My,1)))-(A5*16*(dely^2))... 
                -(2*A6*(n(Mx,My,1)*c(Mx,My-1,1)))+(2*A6*  

(n(Mx,My,1)*c(Mx,My,1)))-(A6*4*dely* 

(n(Mx,My,1)))-(A7*16*(delx^2))... 
                -(2*A8*(n(Mx,My,1)*f(Mx-1,My,1)))+(2*A8*  

(n(Mx,My,1)*f(Mx,My,1)))-(A8*4*delx*  

(n(Mx,My,1)))-(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(Mx,My,1)*f(Mx,My-1,1)))+(2*A10*  

(n(Mx,My,1)*f(Mx,My,1)))-(A10*4*dely*  

(n(Mx,My,1)))) 
            f(Mx,My,2)=(f(Mx,My,1)+(1+(beta*delt*(n(Mx,My,1)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,My,1))))) 
            c(Mx,My,2)=(c(Mx,My,1)+(1+(eta*delt*(n(Mx,My,1))))) 
        elseif i==1 
            n(i,j,2)=(n(1,j,1)+(2*A1*(n(2,j,1)))-(2*A1*  

(n(1,j,1)))... 
                +(2*A2*(n(1,j-1,1)))-(2*A2*(n(1,j,1)))+(A2*4*  

(dely))... 
                -(2*A4*(n(1,j,1)*c(2,j,1)))+(2*A4*(n(1,j,1)*  

c(1,j,1)))-(A5*16*(dely^2))... 
                -(2*A6*(n(1,j,1)*c(1,j-1,1)))+(2*A6*(n(i,j,1)  

*c(i,j,1)))-(A6*4*(dely)*(n(1,j,1)))... 
                -(2*A8*(n(1,j,1)*f(2,j,1)))+(2*A8*(n(1,j,1)  

*f(1,j,1)))-(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(1,j,1)*f(1,j-1,1)))+(2*A10*(n(i,j,1)  

*f(i,j,1)))-(A10*4*(dely)*(n(1,j,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(1,j,1)+(1+(beta*delt*(n(1,j,1)))-(gamma*  

delt*(n(1,j,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(1,j,1)+(1+(eta*delt*(n(1,j,1))))) 
        elseif j==1 
             n(i,j,2)=(n(i,1,1)+(2*A1*(n(i-1,1,1)))-(2*A1*  

(n(i,1,1)))+(A1*4*delx)... 
                 +(2*A2*(n(i,2,1)))-(2*A2*n(i,1,1))-(A3*16*  

(delx^2))... 
                 -(2*A4*(n(i,1,1)*c(i-1,1,1)))+(2*A4*(n(i,1,1)  

*c(i,1,1)))-(A4*4*(delx))... 
                 -(2*A6*(n(i,1,1)*c(i,2,1)))+(2*A6*(n(i,1,1)  

*c(i,1,1)))-(A7*16*(delx^2))... 
                 -(2*A8*(n(i,1,1)*f(i-1,1,1)))+(2*A8*(n(i,1,1)  

*f(i,1,1)))-(A8*4*delx*(n(i,1,1)))... 
                 -(2*A10*(n(i,1,1)*f(i,2,1)))+(2*A10*(n(i,1,1)  

*f(i,1,1)))) 
             

f(i,j,2)=(f(i,1,1)+(1+(beta*delt*(n(i,1,1)))-(gamma*  

delt*(n(i,1,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(i,1,1)+(1+(eta*delt*(n(i,1,1))))) 
        elseif i==Mx 
            n(i,j,2)=(n(Mx,j,1)+(2*A1*(n(Mx-1,j,1)))-(2*A1*  

(n(Mx,j,1)))+(A1*4*delx)... 
                +(2*A2*(n(Mx,j-1,1)))-(2*A2*(n(Mx,j,1)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                -(2*A4*(n(Mx,j,1)*c(Mx-1,j,1)))+(2*A4*  

(n(Mx,j,1)*c(Mx,j,1)))-(A4*4*delx*(n(Mx,j,1)))- 

(A5*16*(dely^2))... 
                -(2*A6*(n(Mx,j,1)*c(Mx,j-1,1)))+(2*A6*(n(Mx,j,1)  

*c(Mx,j,1)))-(A6*4*dely*(n(Mx,j,1)))-(A7*16* 

(delx^2))... 



 

 

-(2*A8*(n(Mx,j,1)*f(Mx-1,j,1)))+(2*A8*(n(Mx,j,1) 

*f(Mx,j,1)))-(A8*4*delx*(n(Mx,j,1)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                -(2*A10*(n(Mx,j,1)*f(Mx,j-1,1)))+(2*A10*(n(Mx,j,1)  

*f(Mx,j,1)))-(A10*4*dely*(n(Mx,j,1)))) 
            f(i,j,2)=(f(Mx,j,1)+(1+(beta*delt*(n(Mx,j,1)))-(gamma*  

delt*(n(Mx,j,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(Mx,j,1)+(1+(eta*delt*(n(Mx,j,1))))) 
        elseif j==My 
             n(i,j,2)=(n(i,My,1)+(2*A1*(n(i-1,My,1)))-(2*A1*  

(n(i,My,1)))+(A1*4*delx)... 
                 +(2*A2*(n(i,My-1,1)))-(2*A2*(n(i,My,1)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                 -(2*A4*(n(i,My,1)*c(i-1,My,1)))+(2*A4*(n(i,My,1)  

*c(i,My,1)))-(A4*4*delx*(n(i,My,1)))-(A5*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A6*(n(i,My,1)*c(i,My-1,1)))+(2*A6*(n(i,My,1)  

*c(i,My,1)))-(A6*4*dely*(n(i,My,1)))-(A7*16* 

(delx^2))... 
                 -(2*A8*(n(i,My,1)*f(i-1,My,1)))+(2*A8*(n(i,My,1)  

*f(i,My,1)))-(A8*4*delx*(n(i,My,1)))-(A9*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A10*(n(i,My,1)*f(i,My-1,1)))+(2*A10*  

(n(i,My,1)*f(i,My,1)))-(A10*4*dely*n(i,My,1))) 
            f(i,j,2)=(f(i,My,1)+(1+(beta*delt*(n(i,My,1)))-(gamma*  

delt*(n(i,My,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(i,My,1)+(1+(eta*delt*(n(i,My,1))))) 
        else 
            n(i,j,2)=(n(i,j,1)+(2*A1*(n(i-1,j,1)))-(2*A1*  

(n(i,j,1)))+(A1*4*delx)... 
                 +(2*A2*(n(i,j-1,1)))-(2*A2*(n(i,j,1)))+(A2*4*  

dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                 -(2*A4*(n(i,j,1)*c(i-1,j,1)))+(2*A4*(n(i,j,1)  

*c(i,j,1)))-(A4*4*delx*(n(i,j,1)))-(A5*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A6*(n(i,j,1)*c(i,j-1,1)))+(2*A6*(n(i,j,1)  

*c(i,j,1)))-(A6*4*dely*(n(i,j,1)))-(A7*16* 

(delx^2))... 
                 -(2*A8*(n(i,j,1)*f(i-1,j,1)))+(2*A8*(n(i,j,1)  

*f(i,j,1)))-(A8*4*delx*(n(i,j,1)))-(A9*16* 

(dely^2))... 
                 -(2*A10*(n(i,j,1)*f(i,j-1,1)))+(2*A10*(n(i,j,1)  

*f(i,j,1)))-(A10*4*dely*(n(i,j,1)))) 
             

 

f(i,j,2)=(f(i,j,1)+(1+(beta*delt*(n(i,j,1)))-(gamma*  

delt*(n(i,j,1))))) 
            c(i,j,2)=(c(i,j,1)+(1+(eta*delt*(n(i,j,1))))) 
        end 
    end 
end 

  
figure(4) 
contour (a,b,n(:,:,2)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('kepadatan sel') 

  



 

 

figure(5) 
contour (a,b,f(:,:,2)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('fibronektin') 

  
figure(6) 
contour (a,b,c(:,:,2)) 
grid on 
pause(0.01) 
title('TAF') 

  

  
for i=1:Mx 
    for j=1:My 
        for t=2:Mt-1 
             if i==1 & j==1 
                 n(i,j,t+1)=(n(1,1,t)+(2*A1*(n(2,1,t)))-(2*A1*  

(n(1,1,t)))... 
                     +(2*A2*(n(1,2,t)))-(2*A2*(n(1,1,t)))... 
                     -(2*A4*(n(1,1,t)*c(2,1,t)))+(2*A4*(n(1,1,t)  

*c(1,1,t)))... 
                     -(2*A6*(n(1,1,t)*c(1,2,t)))+(2*A6*(n(1,1,t)  

*c(1,1,t)))... 
                     -(2*A8*(n(1,1,t)*f(2,1,t)))+(2*A8*(n(1,1,t)  

*c(1,1,t)))... 
                     -(2*A10*(n(1,1,t)*f(1,2,t)))+(2*A10*(n(1,1,t)  

*f(1,1,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(1,1,t)+(1+(beta*delt*(n(1,1,t)))- 

(gamma*delt*(n(1,1,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(1,1,t)+(1+(eta*delt*(n(1,1,t))))) 
             elseif i==Mx & j==1 
                 n(i,j,t+1)= (n(Mx,1,t)+(2*A1*n(Mx-1,1,t))-(2*A1*  

n(Mx,1,t))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(Mx,2,t)))-(2*A2*(n(Mx,1,t)))-(A3*  

16*(delx^2))... 
-(2*A4*(n(Mx,1,t)*c(Mx-1,1,t)))+(2*A4* 

(n(Mx,1,t)*c(Mx,1,t)))-(A4*(4*delx))... 
                     -(2*A6*(n(Mx,1,t)*c(Mx,2,t)))+(2*A6*  

(n(Mx,1,t)*c(Mx,1,t)))-(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(Mx,1,t)*f(Mx-1,1,t)))+(2*A8*  

(n(Mx,1,t)*f(Mx,1,t)))-(A8*4*delx* 

(n(Mx,1,t)))... 
                     

 -(2*A10*(n(Mx,1,t)*f(Mx,2,t)))+(2*A10* 

(n(Mx,1,t)*f(Mx,1,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(Mx,1,t)+(1+(beta*delt*(n(Mx,1,t)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,1,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(Mx,1,t)+(1+(eta*delt*(n(Mx,1,t))))) 
             elseif i==1 & j==My 
                 n(i,j,t+1)=(n(1,My,t)+(2*A1*(n(2,My,t)))-(2*A1*  

(n(1,My,t)))... 
                     +(2*A2*(n(1,My-1,t)))-(2*A2*(n(1,My,t)))  

+(A2*4*dely)... 
                     -(2*A4*(n(1,My,t)*c(2,My,t)))+(2*A4*  

(n(1,My,t)*c(1,My,t)))-(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(1,My,t)*c(1,My-1,t)))+(2*A6*  



 

 

(n(1,My,t)*c(1,My,t)))-(A6*4*dely* 

(n(1,My,t)))... 
                     -(2*A8*(n(1,My,t)*f(2,My,t)))+(2*A8*  

(n(1,My,t)*f(1,My,t)))-(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(1,My,t)*f(1,My-1,t)))+(2*A10*  

(n(1,My,t)*f(1,My,t)))+(A10*4*dely*(n(1,My

,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(1,My,t)+(1+(beta*delt*(n(1,My,t)))- 

(gamma*delt*(n(1,My,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(1,My,t)+(1+(eta*delt*(n(1,My,t))))) 
             elseif i==Mx & j==My 
                 n(i,j,t+1)= (n(Mx,My,t)+(2*A1*(n(Mx-1,My,t)))- 

(2*A1*(n(Mx,My,t)))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(Mx,My-1,t)))-(2*A2*(n(Mx,My,t)))  

+(A2*4*dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                     -(2*A4*(n(Mx,My,t)*c(Mx-1,My,t)))+(2*A4*  

(n(Mx,My,t)*c(Mx,My,t)))-(A4*(4*delx* 

n(Mx,My,t)))-(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(Mx,My,t)*c(Mx,My-1,t)))+(2*A6*  

(n(Mx,My,t)*c(Mx,My,t)))-(A6*(4*dely* 

n(Mx,My,t)))-(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(Mx,My,t)*f(Mx-1,My,t)))+(2*A8*  

(n(Mx,My,t)*f(Mx,My,t)))-(A8*(4*delx* 

n(Mx,My,t)))-(A9*16*(dely^2))... 
-(2*A10*(n(Mx,My,t)*f(Mx,My-1,t)))+(2*A10*  

(n(Mx,My,t)*f(Mx,My,t)))-(A10*(4*dely* 

n(Mx,My,t)))) 
             f(Mx,My,t+1)=(f(Mx,My,t)+(1+(beta*delt*(n(Mx,My,t)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,My,t))))) 
            c(Mx,My,t+1)=(c(Mx,My,t)+(1+(eta*delt*(n(Mx,My,t))))) 
             elseif i==1 
                 n(i,j,t+1)= (n(1,j,t)+(2*A1*(n(2,j,t)))-(2*A1*  

(n(1,j,t)))... 
                     +(2*A2*(n(1,j-1,t)))-(2*A2*(n(1,j,t)))  

+(A2*(4*dely))... 
                     -(2*A4*(n(1,j,t)*c(2,j,t)))+(2*A4*(n(1,j,t)  

*c(1,j,t)))-(A5*16*(dely))... 
                     -(2*A6*(n(1,j,t)*c(1,j-1,t)))+(2*A6*(n(1,j,t)  

*c(1,j,t)))-(A6*4*dely*(n(1,j,t)))... 
                     -(2*A8*(n(1,j,t)*f(2,j,t)))+(2*A8*(n(1,j,t)  

*f(1,j,t)))-(A9*16*(dely))... 
                     -(2*A10*(n(1,j,t)*f(1,j-1,t)))+(2*A10*  

(n(1,j,t)*f(1,j,t)))-(A10*(4*(dely)*n(1,j,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(1,j,t)+(1+(beta*delt*(n(1,j,t)))- 

(gamma*delt*(n(1,j,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(1,j,t)+(1+(eta*delt*(n(1,j,t))))) 
             elseif j==1 
                 n(i,j,t+1)=(n(i,1,t)+(2*A1*(n(i-1,1,t)))-(2*A1*  

(n(i,1,t)))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(i,2,t)))-(2*A2*(n(i,1,t)))-(A3*16  

*delx)... 
                     -(2*A4*(n(i,1,t)*c(i-1,1,t)))+(2*A4*(n(i,1,t)  

*c(i,1,t)))-(A4*2*delx)... 
                     -(2*A6*(n(i,1,t)*c(i,2,t)))+(2*A6*(n(i,1,t)  

*c(i,1,t)))-(A7*16*delx)... 
                     -(2*A8*(n(i,1,t)*f(i-1,1,t)))+(2*A8*(n(i,1,t)  

*f(i,1,t)))+(A8*4*delx*(n(i,1,t)))... 
-(2*A10*(n(i,1,t)*f(i,2,t)))-(2*A10*(n(i,1,t) 

*f(i,1,t)))) 



 

 

                 f(i,j,t+1)=(f(i,1,t)+(1+(beta*delt*(n(i,1,t)))- 

(gamma*delt*(n(i,1,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(i,1,t)+(1+(eta*delt*(n(i,1,t))))) 
             elseif i==Mx 
                 n(i,j,t+1)=(n(Mx,j,t)+(2*A1*(n(Mx-1,j,t)))-(2*A1*  

n(Mx,j,t)+(2*(delx^2)))... 
                     +(2*A2*(n(Mx,j-1,t)))-(2*A2*n(Mx,j,t))+(A2*  

(4*dely))-(A3*16*delx)... 
                     -(2*A4*(n(Mx,j,t)*c(Mx-1,j,t)))+(2*A4*  

(n(Mx,j,t)*c(Mx,j,t)))-(A4*(4*delx*n(Mx,j,t)))-

(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(Mx,j,t)*c(Mx,j-1,t)))+(2*A6*  

(n(Mx,j,t)*c(Mx,j,t)))-(A6*(4*dely*n(Mx,j,t)))-

(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(Mx,j,t)*f(Mx-1,j,t)))+(2*A8*  

(n(Mx,j,t)*f(Mx,j,t)))-(A8*(4*delx*n(Mx,j,t)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(Mx,j,t)*f(Mx,j-1,t)))+(2*A10*  

(n(Mx,j,t)*f(Mx,j,t)))-(A10*(4*dely*n(Mx,j,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(Mx,j,t)+(1+(beta*delt*(n(Mx,j,t)))- 

(gamma*delt*(n(Mx,j,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(Mx,j,t)+(1+(eta*delt*(n(Mx,j,t))))) 
             elseif j==My 
                 n(i,j,t+1)=(n(i,My,t)+(2*A1*n(i-1,My,t))-

(2*A1*n(i,My,t))+(A1*(4*delx))... 
                     +(2*A2*n(i,My-1,t))-

(2*A2*n(i,My,t))+(A2*(4*dely))-(A3*16*(delx^2))... 
                     -(2*A4*(n(i,My,t)*c(i-1,My,t)))+(2*A4*  

(n(i,My,t)*c(i,My,t)))-(A4*(4*delx*n(i,My,t)))- 

(A5*16*(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(i,My,t)*c(i,My-1,t)))+(2*A6*  

(n(i,My,t)*c(i,My,t)))-(A6*(4*dely*n(i,My,t)))-

(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(i,My,t)*f(i-1,My,t)))+(2*A8*  

(n(i,My,t)*f(i,My,t)))-(A8*(4*delx*n(i,My,t)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(i,My,t)*f(i,My-1,t)))+(2*A10*  

(n(i,My,t)*f(i,My,t)))-(A10*(4*dely*n(i,My,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(i,My,t)+(1+(beta*delt*(n(i,My,t)))- 

(gamma*delt*(n(i,My,t))))) 
                 c(i,j,t+1)=(c(i,My,t)+(1+(eta*delt*(n(i,My,t))))) 
             else 
                 n(i,j,t+1)=(n(i,j,t)+(2*A1*(n(i-1,j,t)))-(2*A1*  

n(i,j,t))+(A1*4*delx)... 
                     +(2*A2*(n(i,j-1,t)))-(2*A2*n(i,j,t))+(A2*4*  

dely)-(A3*16*(delx^2))... 
                     -(2*A4*(n(i,j,t)*c(i-1,j,t)))+(2*A4*(n(i,j,t)  

*c(i,j,t)))-(A4*(4*delx*n(i,j,t)))-(A5*16* 

(dely^2))... 
                     -(2*A6*(n(i,j,t)*c(i,j-1,t)))+(2*A6*  

(n(i,j,t)*c(i,j,t)))-(A6*(4*dely*n(i,j,t)))-

(A7*16*(delx^2))... 
                     -(2*A8*(n(i,j,t)*f(i-1,j,t)))+(2*A8*(n(i,j,t)  

*f(i,j,t)))-(A8*(4*delx*n(i,j,t)))-

(A9*16*(dely^2))... 
                     -(2*A10*(n(i,j,t)*f(i,j-1,t)))+(2*A10*  

(n(i,j,t)*f(i,j,t)))-(A10*(4*dely*n(i,j,t)))) 
                 f(i,j,t+1)=(f(i,j,t)+(1+(beta*delt*(n(i,j,t)))- 

(gamma*delt*(n(i,j,t))))) 



 

 

                 c(i,j,t+1)=(c(i,j,t)+(1+(eta*delt*(n(i,j,t))))) 
             end 
        end 
    end 
    surf(a,b,n(:,:,t+1)) 
    grid on 

     
    surf(a,b,f(:,:,t+1)) 
    grid on 

     
    surf(a,b,c(:,:,t+1)) 
    grid on 
end 

  
figure(7) 
contour(a,b,n(:,:,3)) 
grid on 
title('kepadatan sel') 

xlabel('Distance x'),ylabel('time t') 

   
figure(8) 
contour a,b,f(:,:,3)) 
grid on 
title('fibronektin') 

xlabel('Distance x'),ylabel('time t' 

  
figure(9) 
contour (a,b,c(:,:,3)) 
grid on 
title('TAF') 
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