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ABSTRAK

Firmansyah, Zaki, 2021. Implementasi Metode Perturbasi Homotopy Pada
Persamaan Diferensial Parsial Nonlinier. Skripsi. Jurusan Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si, (2) Achmad
Nasichuddin, M.A

Kata kunci: Metode Homotopy Perturbasi, Persamaan Advection, Persamaan
Burgers.

Penelitian ini membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial
parsial nonlinier yaitu persamaan advecti dan persamaan burgers. Penyelesaian
persamaan tersebut dilakukan dengan menggunakan metode homotopy perturbasi
yang merupakan metode semi-analitik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial yang terdiri atas bagian linier dan bagian non linier. Metode
homotopy perturbasi merupakan metode yang memiliki solusi berbentuk deret
pangkat sehingga kemungkinan mempunyai solusi semakin besar. Solusi dari
persamaan advection dan persamaan burgers dihasilkan dengan menjalankan
beberapa iterasi. Pada penelitian ini digunakan dua tipe metode homotopy
perturbasi. Pada persamaan pertama yaitu persamaan advection menggunakan
metode homotopy perturbasi secara umum sedangkan pada persamaan kedua
yaitu persamaan burgers menggunakan metode homotopy perturbasi sederhana.
Solusi eksak dari persamaan advection dengan nilai awal tertentu adalah u(x,t) =
2(sech(t)) + x(tanh(t)), sedangkan solusi eksak dari persamaan burgers dengan
nilai awal tertentu yaitu u(x,t) = sinx - e~¢ dan v(x,t) = sinx - e~t. Kemudian
solusi dari kedua persamaa tersebut disimulasikan menggunakan software Maple
dalam bentuk grafik yang bergantung pada x dan t. Disimpulkan bahwa metode
homotopy perturbasi pada penelitian ini merupakan salah satu metode yang
mampu menghasilkan solusi eksak untuk persamaan advection dan persamaan
burgers.
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ABSTRACT

Firmansyah, Zaki. 2021. The Implementation of Homotopy Perturbation
Method for Solving Partial Differential Equation Nonlinear. Thesis.
Departement of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of malang, Advisors:
(1) Dr. Heni Widayani, M.Si, (2) Achmad Nasichuddin, M.A

Keyword: Homotopy Perturbation Method, Advection Equation, Burgers
Equation.

This study discusses the solution of nonlinear partial differential
equations, namely the advection equation and burgers equation. The solution of
the equation is done by using the homotopy perturbation method which is a semi-
analytical method, it can be used to solve differential equations which consist of
linear and nonlinear part. Homotopy perturbation method is a method that have a
power series solution so it will have higher probability to find solution. The
solution of advection equation and burgers equation is obtained by using iteration
process. In this study, two types of homotopy perturbation method were used. The
first equation, advection equation, will be solved using general homotopy
perturbation method while the second equation which is burgers equation will be
solved using simple homotopy perturbation method. The exact solution for
advection equation with certain initial value is wu(x,t) = 2(sech(t)) +
x(tanh(t)), while the exact solution for advection equation with certain initial
value is u(x,t) =sinx-e ¢ and v(x,t) =sinx-e~t. Then the solution is
simulated using Maple software in the form of graph that depends on x and ¢. It
was concluded that the homotopy perturbation method in this study is a method
that produced an exact solution to the advection equation and burgers equation.
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Gelombang merupakan suatu gejala terjadinya perambatan yang
melewati suatu medium dimana setelah gejala terjadi maka keadaan medium akan
kembali ke keadaan semula (Trisnobudi, 2005). Dalam perambaatannya
gelombang memiliki kecepatan yang berbeda. Gelombang linier dikategorikan
sebagai gelombang yang cepat rambatnya tidak dipengaruhi amplitudo atau
amplitudonya sangat kecil. Sedangkan gelombang nonlinier dikategorikan sebagai
gelombang yang cepat rambatnya dipengaruhi oleh amplitudo atau amplitudonya
sangat besar. Salah satu persamaan yang memiliki solusi atas persamaan
gelombang linier dan nonlinier adalah persamaan adveksi dan persamaan burgers.

Persamaan adveksi merupakan salah satu persamaan matematika yang
paling sederhana untuk menghasilkan gelombang berjalan, sedangkan persamaan
burgers merupakan penyederhanaan persamaan momentum transport nonlinier
pada dimensi ruang. Kedua persamaan ini merupakan contoh persamaan
diferensial parsial yang memiliki struktur bentuk linier dan nonlinier. Proses
penyelesaian dari persamaan diferensial parsial dapat dilakukan dengan berbagai
macam metode.

Metode dalam menyelesaikan persamaan diferensial sangat banyak
macamnya, dan setiap metode efektif dalam beberapa jenis persamaan diferensial
saja. Sama halnya dengan permasalahan kehidupan, cara penyelesaian setiap
permasalahan pun juga akan berbeda. Apapun masalahnya, Allah SWT
mengajarkan kepada Kkita agar menyikapi dan menyelesaikan permasalahan
tersebut dengan sebaik mungkin. Sesuai dengan firman Allah SWT dalam surah

ar-Ra’d ayat 11 berikut ini :
< R PITETIE TE P VPSR N

Artinya : “...Sesungguhnya Allah tidak akan mengubah keadaan suatu kaum sebelum
mereka mengubah keadaan diri mereka sendiri... ”.
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Dijelaskan dalam tafsir al-misbah bahwa Sesungguhnya Allah tidak mengubah
keadaan satu kaum dari positif ke negatif atau sebaliknya dari negatif ke positif
sehingga mereka mengubah apayang ada pada diri mereka, yakni sikap mental
dan pikiran mereka sendiri (Shihab, 2002 : 565). Ayat ini mengajarkan kepada
kita bahwa kita harus berusaha sebaik mungkin dalam menyelesaikan suatu
permasalahan kehidupan serta tidak boleh mendurhakai Allah, agar Allah SWT
senantiasa membantu dan membimbing kita melalui petunjuk-Nya dalam
menyelesaikan suatu permasalahan dengan metode/cara yang terbaik.

Salah satu metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial
adalah metode homotopi perturbasi. Metode ini bersifat semi-analytical yang bisa
digunakan juga untuk menyelesaikan persamaan diferensial yang terdiri atas
bagian linier dan non linier, lebih lanjut, metode ini memiliki solusi berbentuk
deret pangkat sehingga memiliki kemungkinan besar untuk memperoleh solusi.
Oleh karena itu, penulis tertarik untuk mencari solusi persamaan adveksi dan
persamaan burgers dengan menggunakan metode homotopi perturbasi.

1.2 Rumusan masalah
Berdasarkan uraian latar belakang tersebut, maka diperoleh suatu

rumusan masalah yaitu :

1. Bagaimana penyelesaian persamaan adveksi menggunakan metode
homotopi perturbasi?
2. Bagaimana penyelesaian persamaan burgers menggunakan metode

homotopi perturbasi?
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuan dalam penelitian ini

yaitu untuk :
1. Menyelesaikan persamaan adveksi menggunakan metode homotopi
perturbasi.
2. Menyelesaikan persamaan burgers menggunakan metode homotopi

perturbasi.



1.4 Manfaat Penelitian

Berdasarkan tujuan penelitian diatas, maka manfaat dalam penelitian ini

yaitu :

1. Memperoleh solusi yang terverifikasi dari persamaan adveksi
menggunakan metode homotopi perturbasi.
2. Memperoleh solusi yang terverifikasi dari persamaan adveksi s

menggunakan metode homotopi perturbasi.

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini yaitu :

1. Persamaan adveksi berdasarkan (Snehashish Chakraverty, dkk, 2019)
U +uu, = x
2. Nilai awal pada persamaan adveksi berdasarkan (Snehashish
Chakraverty, dkk, 2019)

u(x,0) =2

3. Persamaan burgers berdasarkan (Snehashish Chakraverty, dkk, 2019)
U + Uyy + 2uly + (uv), =0
Vp + Vyy + 200, + (uv), =0
4. Nilai awal pada persamaan adveksi berdasarkan (Snehashish
Chakraverty, dkk, 2019)

u(x,0) =sinx , v(x,0) =sinx

1.6 Metode Penelitian

1. Menentukan bagian linier dan nonlinier pada persamaan yang akan
dikerjakan.

2. Mengubah kedua persamaan kedalam bentuk metode homotopi
perturbasi.

3. Mengasumsikan bentuk umum solusi dari kedua persamaan yang telah

diubah.
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4. Mensubstitusikan asumsi yang diperolen pada metode homotopi
perturbasi.
5. Menjalankan beberapa iterasi yang menghasilkan
v,
ot
6. Mensubtitusikan u(x, 0) pada hasil iterasi yang diperoleh.
7. Menentukan solusi kedua persamaan pada aproksimasi :
u=%)i_r)qv=v0+v1+v2+-~-
8. Memverifikasi solusi metode homotopi perturbasi.

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan dalam penelitian merupakan gambaran umum dari
topik pembahasan. Sistematika penulisan sebagai berikut:
Bab |  Pendahuluan

Pada bab ini peneliti akan membahas tentang latar belakang dari
penelitian, perumusan masalah yang didapat dari latar belakang, tujuan yang dapat
diambil, manfaat penelitian yang dapat diambil dan digunakan, batasan masalah
agar pembahasan tidak meluas, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab Il Kajian Pustaka

Pada bab ini peneliti akan membahas tentang kajian-kajian yang menjadi
landasan masalah yang akan dibahas, yaitu tentang persamaan adveksi, persamaan
burgers, metode homotopi perturbasi, deret taylor dan deret Mac Laurin, serta
integrasi pembahasan dengan dunia Islam.
Bab Il Pembahasan

Pada bab ini peneliti akan membahas tentang rumusan masalah dan hasil
penelitian yaitu menyelesaikan persamaan adveksi dan persamaan burgers dengan
menggunakan metode homotopi perturbasi.
Bab IV Penutup

Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan dan saran yang

sesuai dengan hasil penelitian.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Adveksi

Setiap orang pasti pernah melihat gelombang yang berjalan, diantaranya
adalah gelombang di sebuah danau, gelombang suara, atau bahkan gelombang
getaran yang diakibatkan oleh gempa bumi. Adveksi merupakan suatu mekanisme
transportasi massa suatu materi dari suatu titik ke titik lain yang terjadi pada aliran
fluida (Ipung dan Widowati, 2011). Dalam hal ini, akan menggunakan persamaan
matematika sederhana yang menghasilkan gelombang yang berjalan. Persamaan
ini merupakan persamaan adveksi.

2.1.1 Adveksi Linier
Persamaan adveksi secara umum yang meliputi massa jenis u dan
aliran ¢ dalam bentuk ¢(x,t) = cu(x,t) untuk suatu ¢ yang bernilai

konstan. Hukum kekekalan disinilah yang disebut persamaan adveksi yang

memenuhi :
ou ou
E+ca=0,untuk—oo<x<oo,dan t>0 (1.1)

dimana u(x,0) = uy(x) yang merupakan nilai awal dari persamaan ini.
Nilai awal ini menunjukkan kondisi yang akan menggambarkan solusi
persamaan u(x,t) saat t =0 (Roger, 2000 : 81). Perhatikan gambar

dibawah ini :

X X+Ax
Gambar 2.1 Plot Aliran Fluida Dengan Kecepatan ¢

fluida yang mengalir dengan kecepatan ¢ pada sebuah kanal dengan
penampang konstan. Misalkan u(x, t) menyatakan ketinggian fluida pada

posisi x saat t. Perhatikan massa fluida pada domain dengan batas kiri x
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dan batas kanan x 4+ Ax. Dalam selang waktu At.Persamaan (1.1)

dibentuk dengan menghitung :

l[akumulasi] = [laju masuk] — [laju keluar]

(u|t+At - ult)Axb = ((Cu)lx - (Cu)|x+Ax)bAt (12)
persamaan (1.2) jika dibagi dengan bAxAt, dan kemudian diambil limit

Ax — 0,At — 0, maka diperoleh (Pudjaprasetya, 2013:6):

ur+cu, =0

solusi eksak untuk persamaan ini adalah wu(x,t) = f(x —ct), yang
menandakan bahwa gelombang bergerak ke kanan dan konstanta c¢ disini
merupakan tingkat kecepatan massa jenis u ketika bergerak dalam aliran
o.
2.1.2 Adveksi Nonlinier

Persamaan adveksi nonlinier merupakan pengembangan dari
konsep adveksi linier. Persamaan adveksi linier memiliki kecepatan
konstan berupa c, sedangkan pada persamaan adveksi nonlinier memiliki
kecepatan berupa fungsi u (Erich Zauderer,1998 :82). Sehingga persamaan
adveksi nonlinier memenuhi :

Jdu u
—4+u—=0,untuk —co<x<o,dan t>0
ot ox

Dimana u(x,0) = uy(x) = f(x) yang merupakan nilai awal dari
persamaan ini. Solusi eksak untuk persamaan ini adalah u(x,t) = f(x —
ut), yang menandakan bahwa gelombang bergerak ke kanan dengan
kecepatan u. Persamaan ini tidak memiliki gaya luar (source). Gaya luar
merupakan tindakan yang diberikan kepada massa jenis u sehingga
mempengaruhi pergerakannya dalam suatu aliran ¢. Seperti pada
persamaan u; + uu, = x, Dimana variabel x merupakan gaya luar yang
diberikan.

Persamaan Burgers

Persamaan burgers merupakan penyederhanaan sementara persamaan

momentum transport nonlinier pada dimensi ruang. Persamaan burgers nonlinier
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asli telah dieksploitasi menjadi prototype persamaan diferensial yang sangat
berguna untuk memodelkan banyak peristiwa dan fenomena yang tidak umum
seperti gelombang kejut, perambatan gelombang dalam ruangan, pergerakan
kendaraan lalu lintas, transmisi akustik, dan lain sebagainya. Persamaan burgers
bisa diperhitungkan untuk diterapkan pada fenomena dalam bentuk apapun
selama fenomena tersebut memiliki keseimbangan dampak gaya tarik atau
konvektif. Persamaan burgers memiliki perbedaan bentuk tergantung dampak dari
gaya mana yang lebih dominan. karena perbedaan inilah, persamaan burgers bisa
diasumsikan berpasangan dengan karakteristik nonliniernya, ini akan menjadi
persamaan model untuk menilai dan mengevaluasi kinerja banyak teknik

komputasi. Persamaan burgers direpresentasikan oleh :

Vet YVx —Vxx =0

Persamaan burgers memiliki suku nonlinier lebih banyak dibandingkan dengan
persamaan adveksi yang disajikan sebelumnya, namun cara mengklasifikasikan
suku linier dan nonliniernya masih tetap sama seperti pada umumnya
(Pannekoucke, 2018).

2.3 Metode Homotopi Perturbasi

Banyak metode perturbasi yang diperluas penerapannya untuk
menyelesaikan persamaan nonlinier, salah satunya adalah metode homotopi
perturbasi (Ji Huan, 2002). Metode homotopi perturbasi atau biasa disingkat HPM
merupakan metode semi-analytical. metode ini bisa digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial yang terdiri atas bagian linier dan bagian
non linier, Metode ini tidak hanya dapat digunakan untuk persamaan diferensial
parsial saja namun juga bisa digunakan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial biasa. Metode ini dibangun dengan membuat parameter khusus.

Hampir semua metode perturbasi yang sederhana berdasarkan pada
asumsi parameter yang dibilang kecil. Akan tetapi, kebanyakan persamaan
nonlinier tidak memiliki parameter yang kecil dan penghitungan dari parameter
yang kecil tersebut terlihat seperti suatu seni tersendiri yang membutuhkan teknik

spesial untuk menyelesaikannya (Chakraverty, 2009).



2.3.1 Dasar-Dasar Metode Homotopi Perturbasi

Ide dasar dari metode Homotopi perturbasi adalah persamaan
berikut (Ghoutbi, 2008) :

Aw)-f(r)=0, req (2.1)
dengan kondisi batas :
du
B (u, —) =0, rer
or (2.2)

dimana A merupakan operator diferensial secara umum, B adalah
operator batas, I' merupakan batas dari domain Q, dan f(r) dikenal
dengan fungsi analitik. Operator A bisa diubah menjadi dua bagian, linier
(L) dan nonlinier (N). Sehingga persamaan (2.1) dapat ditulis menjadi :

Lw)+Nw)—f(r)=0 2.3)

sehingga jika ditambahkan parameter p dapat ditulis sebagai :

Lw +p(NwW —f() =0 (2.4)
dimana p € [0,1] disebut sebagai parameter artificial. Menggunakan
teknik homotopi, kita membangun sebuah homotopi v(r,p): Q x [0,1] —

R pada persamaan (2.4) yang memenuhi :

H(,p) = L(v) ~ L(uo) +pLu) +pIN®) ~ f(] =0 (25)
dimana p berubah dari 0 ke 1, v(r,p) berubah dari uy(r) ke u(r). Pada
materi topologi ini disebut deformasi dan L(v) — L(u,) dan A(v) — f(r)
keduanya merupakan homotopic. Meningat fakta bahwa p € [0,1]
merupakan parameter yang kecil, kita menduga bahwa solusi dari
persamaan (2.5) memenuhi deret p dibawah ini :
v = v+ pvy + p2v, + o

sehingga solusi umum dari persamaan metode homotopi perturbasi
memenuhi :

u=limv=vy+v; +vy+-
p-1



2.4 Deret Taylor dan Deret Mac Laurin

Teorema deret taylor mengatakan bahwa andaikan f(x) adalah suatu
fungsi dan f'(x), f"(x), ..., f™(x) ada untuk setiap x € [a, b] yang merupakan
turunan dari f(x). Misalkan x, € [a, b], maka untuk nilai-nilai x di sektiar x,,

fungsi f(x) dapat diperluas kedalam deret taylor :

FG) = £x0) + 220 ) + S gy oy EET

Ekspansi deret taylor dari fun95| y(x) analitik pada sekitaran x = 0.
(Anton 2012) sebagai berikut :

= dy(x)| xk .
y) = ) = = y(x
k=0 x=0
k
Dimana y*(x) = de;(kx) dan Y (k) merupakan koefisien taylor ke-k maka :
1 d*y(x)
Yl = k! dxk |
x=0

2.4.1 Representasi Deret Taylor Pada Fungsi Hiperbolik
Fungsi hiperbolik memiliki kemiripan sifat dan perbedaan dengan

fungsi trigonometri. Representasi dengan deret taylor digunakan untuk
fungsi kontinu, dan fungsi hiperbolik merupakan fungsi kontinu (Epi,
dkk : 2019). Berikut adalah hasil representasi deret taylor pada fungsi
hiperbolik (Purcell, 1987 :72):

x3 x5 x7 x2n+1
Sinh (x —dk— —_—
) Xtortr bt +(2n+1)!+
X2 x4 X6 x2n
Cosh (x 1+—+—+—
(x) +2'+4'+6'+ +(2n)!+
2x3  16x°  272x7
Tanh &) S TR TR T
Sech (x) 2x% 5x* 61x® 1358x%
T TR B TR
t2 3
e* 1+t+—=—+—+-
2 6
t? 3
e X 1—t4+———1..
+ c +

Tabel 2.1 Representasi deret taylor pada fungsi hiperbolik dan
eksponensial
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2.5 Model Penyelesaian Masalah Dalam Islam

Hidup di dunia memiliki lika-liku tersendiri bagi masing-masing
individu, kadar ujian yang dialami pun berbeda-beda. Namun, Allah SWT telah
mengajarkan kepada umat manusia agar senantiasa menyelesaikan ujian yang
diberikan dengan bersungguh-sungguh dan secara maksimal. Allah telah

berfirman dalam al-Qur’an surah ar-Ra’d ayat 11 yang berbunyi :

a -
U Vg 35 b G i Tl G 4 5 R il o g o Sl

-

15 50 52 10 3 55 36 152 0 0 15Tl

Artinya : Baginya (manusia) ada malaikat-malaikat yang selalu menjaganya bergiliran,
dari depan dan belakangnya. Mereka menjaganya atas perintah Allah. Sesungguhnya
Allah tidak akan mengubah keadaan suatu kaum sebelum mereka mengubah keadaan diri
mereka sendiri. Dan apabila Allah menghendaki keburukan terhadap suatu kaum, maka
tak ada yang dapat menolaknya dan tidak ada pelindung bagi mereka selain Dia.

Al imam ibn Katsir mengatakan dalam tafsirnya bahwa imam Abi Hatim

meriwayatkan dari Ibrahim, ia mengatakan : “Allah mewahyukan kepada seorang
Nabi dari Bani Isra’il, “Hendaklah kamu katakana kepada kaummu bahwa warga
desa dan angora keluarga yang taat kepada Allah tetapi kemudian berubah berbuat
maksiat atau durhaka kepada Allah, pasti Allah akan merubah dari mereka apa
yang mereka senangi menjadi apa yang mereka benci. Hal itu dibenarkan dalam
kitabullah yakni al-Qur’an surah ar-Ra’d ayat 11. (Ibn Katsir, 2003 : 484)

Imam Jalalain dalam tafsirnya mengatakan bahwa (Baginya) manusia (ada
malaikat-malaikat yang selalu mengikutinya bergiliran) para malaikat yang
bertugas mengawasinya (di muka) di hadapannya (dan di belakangnya) dari
belakangnya (mereka menjaganya atas perintah Allah) berdasarkan perintah
Allah, dari gangguan jin dan makhluk-makhluk yang lainnya. (Sesungguhnya
Allah tidak mengubah keadaan sesuatu kaum) artinya Dia tidak mencabut dari
mereka nikmat-Nya (sehingga mereka mengubah keadaan yang ada pada diri
mereka sendiri) dari keadaan yang baik dengan melakukan perbuatan durhaka.
(Dan apabila Allah menghendaki keburukan terhadap suatu kaum) yakni
menimpakan azab (maka tak ada yang dapat menolaknya) dari siksaan-siksaan
tersebut dan pula dari hal-hal lainnya yang telah dipastikan-Nya (dan sekali-kali

tak ada bagi mereka) bagi orang-orang yang telah dikehendaki keburukan oleh
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Allah (selain Dia) selain Allah sendiri (seorang penolong pun) yang dapat
mencegah datangnya azab Allah terhadap mereka. Huruf min di sini adalah zaidah
(al-Suyuthi, 2010 : 322).

Dr. M. Quraish shihab menjelaskan dalam kitabnya tafsir al-misbah bahwa
Siapa pun, baik yang bersembunyi di malam hari atau berjalan terangterangan di
siang hari, masing-masing ada baginya pengikit-pengikut, yakni malaikat-
malaikat atau makhluk yang selalu mengikutinya secara bergiliran, di hadapannya
dan juga di belakangnya, mereka, yakni para malaikat itu menjaganya atas
perintah Allah. Sesungguhnya Allah tidak mengubah keadaan satu kaum dari
positif ke negatif atau sebaliknya dari negatif ke positif sehingga
mereka mengubah apayang ada pada diri mereka, yakni sikap mental dan pikiran
mereka sendiri. Dan apabila Allah menghendaki keburukan terhadap suatu kaum,
tetapi ingat bahwa Dia tidak menghendakinya kecuali jika manusia mengubah
sikapnya terlebih dahulu. Jika Allah menghendaki keburukan terhadap suatu
kaum, maka ketika itu berlakulah ketentuan-Nya yang berdasar sunnatullah atau
hukum-hukum kemasyarakatan yang ditetapkanNya. Bila itu terjadi, m aka tak
ada yang dapat menolaknya dan pastilah sunnatullah menimpanya; dan sekali-kali
tak ada pelindung bagi mereka yang jatuh atasnya ketentuan tersebut selain Dia
(Shihab, 2002 : 565).

Syaikh Ahmad Musthtafa al-Maroghi dalam tafsirnya menjelaskan bahwa
Sesungguhnya Allah tidak akan mengubah apa yang ada pada suatu kaum, berupa
nikmat dan kesehatan, lalu mencabutnya dari mereka., sehingga mereka
mengubah apa yang ada pada diri mereka sendiri, seperti kezaliman sebagian
mereka terhadao sebagian yang lai, dan kejahatan yang menggrogoti tatanan
masyarakat serta menghancurkan umat, seperti bibit penyakit menghancurkan
individu (Mushtafa, 1946 : 78).



BAB Il
PEMBAHASAN
3.1 Penyelesaian Persamaan Adveksi
U +uu, = x

u; = Bagian linier

uu, = Bagian nonlinier

x = Fungsi analitik

dengan nilai awal u(x,0) = 2

Metode Homotopi perturbasi

a )<6v 6u0)+ <6v+ v )_0
P\t " ae ) TP ac TVax X)) T

dv  Jduy dv dv
)=

(1—10)(5—?

v Jdu, av duy, dv Jdv

ot ot Pac Par T Par Plax TP

v dav av b x4 du, 4 dv 0
ot Por PVox TPX T TP TP
v dv b + du, duy, €01
gt PV TPt P PElO
dv _ duy du, Jdv N €01

3t~ 9t Par PUatPx pElOI]

dv _ du, du, (av ) € [0.1]
ot ot Pac Plax %) PEL

12

(3.1)
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Asumsi persamaan :

v=1vy+pv +pPvy+, p€[01] (3.2)

dimana perkiraan solusinya u = lin}v =vyg+v+Uv,+
p—)

Subtitusi persamaan (3.2) pada persamaan (3.1) :

%(vo +pv; +pPv, + ) = %—p%—p((vo +pvy +pPv, + )
P (3.3
&(vo +pvy +pPv, + ) — x)
Dengan memasukkan iterasi p pada persamaan (3.3), kita memperoleh :
p € [0,1] , u(x,0) = 2
o lterasi ke-0
p° - % = % (3.4)

e [terasi ke-1

1 dv, 4 dpvy _ du, du, ((Uo o) dv, Jdpv, 3 x)

A T TR TR S TR ox T ox
dv, Jpvy dvy, Jpv;
1 —0 - _ -9 —
P G o p((”°+pvl) ox Tox  *
dvy, Odpv dvy Odpv
1 _O 1 - _ ) _0 1
A P P p”1<ax+ ax)+px
1 6v0+apv1 av, , 0V dpv, , Opvy
- — = — _— _— —
p ot T ot PYogy ~P V15 TPV0 Ty TP 1Ty
+px
1 dv, +apv1 dv, , 0V ,  0vy 5 01y
- — = — —_— _— _— —_—
p ot ot PYogy ~P 15y TP oGy TP TGy
+px
dv, OJdpv dv
1 '} 1_ _ Z7o
P G T o PVo 5 TP¥

Subtitusi nilai p = 1 pada persamaan diatas, sehingga :

dvy  0vy 6v0+
ot "ot Oax ¥

p' -



Pl 0vq _avo_v 6v0+x
at ot ° ox
av ou av,
1 1 Oup 0
P 7 5t ot oox ¥
Iterasi ke-2
ov, Opv; O0p?v, OJu ou
5 0 1 2 _OUp 0o 2
opv, Opzvz
x " ox ©
R v, Opv, N op?v, _Ouy pauo . (v v, . opv,
at = ot at ot at 0 9x 9 a9x
op?v ov opv
) 3 2 PV16_XO+P1 3 :
op?v ov
+pv; ) 2+ szza_xo
opv, op?v,
2 2 _
+p°v, 3 P V2 x
p? ov, Opv, 0p?v, auo_pauo_p(v 6v0+pv %
at = at at ot ot %9 %9
v v, ov
2 2 ) 2, 271
+p°vg 3 + pvy Ix +pv; ox
ov ov ov
3, ZV2 2., 270 3, -1
TP v, 3 +p v, Ix TP, ox
v
p? ov, Opv, 0p?v, auo_pauo_(pv 6v0+p2 %
at at ot at %9 °9
ov av, av
3, 272 2, ~ 0 3, 1
+p v()a +pv1 aX +p laX
dv av, Jv,
a4, YV2 3, 270 -1
+p 7716 +p v, 9% TPV, I

14

(3.5)

av,
ox
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2, av, 6pv1+ap2v2=au0_ auo_(v%+ Zv%
p ot | ot ot ot Par \PYogg TP Vo5
av
2., 70
+p v, ox px)

Subtitusi nilai p = 1 pada persamaan diatas, sehingga :

0 0 0 0 0 0 0 0
Vo_l_ V1+ sz Ug uo_( Vg 21 Vo x)

ot "ot T ar ot ot \Wogx TVogg TV T

duy, Juy av, dv, Jduy, OJduy ( av,

p? -

PP o T Yax YT T e \Moax
0, av,
Vo 3 +U1E—X)
Pzﬁ—vavo X 9va —v% vavl v% X
° 9 at O9x %9 1o
dav, v, av,
Al S ™ (36)
1
v, 0vy_;
2,2 = — [ —
p ot Zvl ox i=1,23,..
1=0
Iterasi ke-3
ovy, Odpv, O0p?v, OJp3v; Ou ou
3 0 1 2 3 _ OUo 0
PP e T ar YT e ot P ot P((o + pvy
dvy Odpv
2 3 Y} 1
+p“v,+pvs) % T ox
apzvz ap3v3
+ 0x + 0x X
e v,  Opv, N 0p?v, N 0p3v; _Oup pauo
ot ot ot ot ot ot

dv, dpv,
P (UO 0x vo 0x




p° -

av,

dpv,

apzvz

+p?v,

+p2v2

+p3v,

opv;

av,
04+ p?v,

Ox 0x

op3v;,
0x

+ p3v3

op*v,
v
d0x

dug

Jat

av,

Jt

opvy

Jt

apzvz

Jt

op’v;

du, (
~ ot Par T \PYogg

opvy
0x

TPV,

du,

Jt

Jt

Jt

Jt

Tot

opv,

av,
0x

+ Py

16

op?v,

+ p?v, o

dpvy
0x

+ p3v3

av,

apzvz
0x
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3 5

0 0 op? op3 d 0 d
Vo PV1+ Pvz_l_ p vz 0Ug uo_( Vo

p at | ot ot ac ot Pt

Subtitusi nilai p = 1 pada persamaan diatas, sehingga :

3

av ov av ov ou ou av, ov
o 9V OV2 O3 _ Ol o_( 0 1

Po= %t "ot Tar "o ar ot \P0ax T Y0ax
v, av, v,
+v, ) + v, Ix + vy ox
av,
+v2g—x>
3 o %—%—v %+x—v avl_v 6v0+0v3 :6u0_6u0
at ot 0 ox O9x toax Aot At ot
av, v, av, av, v, av, N
Vo 0x Vo 0x Vo 0x V1 0x V1 0x V2 0x x
p3—>%=—v 6v2_v avl_v dv, 37
ot %x  "'ax  "2ox (3.7)
2
v v
3. _3 — 2—1 P
p * at Zvl ax ) l 1,2,3,...
=0
Iterasi ke-4

dvy  Opv,  Op*v, Odp’vs Op*v, Oug ou,

4 — —
ot "ot "o ot TTa T Pae (G

-_

p

+pv; + p?v, + pivg

dvy Odpvy

TP 5ot
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op?v, o0p3v; Odptv,
+ d0x + ox + 0x —*

v, dpvy, Op?v, Odp3vy Odp*v, Ou ou
4 o OPVi 0PV OPV3 OP Vs Ol 0

Po7 r T ot ot ot ot ot Pot

-P <v0 66170 + vy Bgvl + vy apazxvz + vy 621173 Vo 8;;‘:74

+pvy % +pv; 55)1:1 +pvy a;;ivz + pv; 6;; U3 + pvy 6;(93‘:74

+p?v, % +p?v, 65:1 +p?v, % +p?v, a%i% +p?v, a;;i%
' % +p'v, agvl +pty, 6;;2;72 +ptu, ar;z% +ptu, 6;;‘:]4 - x)

v, OJpv, O0p?v, 0dp3v. OJp*v, Ou ou

4 0+ p 1+ 4 2+ p 3+ DV, _ 9w —p 0
Jt at ot ot ot ot Jt

( dvo vy v, 0v; 0V,

5

pvoa_+P an—+p an—+p an—-l—p 03y
+p*n, = T P?’Vlg +p'vy 6_ +p°vy E + P6V1a—4
0 dv dv v v,
N R A i e R
dv v, v, V3 v,
PG P G P e G T gt
d av Jv Jv v
P50+ PO+ v =+ Py 4 46—;—x)
p* - dvo  Opvy 0p*v, Op’vs Op'v,  Oug _pauo
ot at at ot ot ot ot
av, v, av, 0vs , 0w,
(pvoa_-l_p 0 5« +PV06_+P ax+p 1%
" v, + v, + vy N 6v1+ .. 0y )
pvla pvla pvza Pvzax P Vs TPX

Subtitusi nilai p = 1 pada persamaan diatas, sehingga :

dv, O0v, dv, O0vy 0dv, OJu, OJu
p4_> 0+ 1+ 2+ 3+ 4,: 0_ 0

ot "o " ac Tac T or ot ot
( a770_|_ oV, + dav, 4 dvs N dv,
Vogx TPy TV TGy TGy
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N d N d N d N d N dv, )
vla vla vza vza v36x x
p4—>%—% vav0+x vav v(’)vo v(’)vz
at ot ° ox %9 Lox 70 ox
v, av, N dv, Oduy OJuy dv, v,
Viox " V29x Tar T ar et Pax | V0 ax
av, dvs av, v, dv, av,
Voox T 0%8x T "ax T Vtax T Max T Y2 ok
av av
—v2 axl_v3a_xo+x
dv, dv; v, dv, av,
4 24 _ _ —
P= 5 T TP0% T Max T T2 ax T T3k (3.8)
3
v, 0vs_;
4,74 _ —
p*: T Zvl o i =123
=0
Iterasi ke-5
25 L, ov, Odpv, O0p?v, O0p3vy dp*v, 0p°us _ ou,
ot at ot at ot ot ot

duy dv,
—pg—p (Vo +pv1 + pPvy + pPvs + p oy +pPvs) — -

dpvy 0p?v, Op3vy dp*y,  Opcus
+6X+E)x+6x+6x+6x_x

s Ovy dpvy 0p°v, 0Op’vy dp*u, Op°vs  Oug ou,

P ¢ " ot ot ot ot ac ot Par
v, opv, op?v, op3v; op*v, op>vs
—P vog Vo 0x Yo 0x Vo 0x %o 0x %o 0x
v, opv, op?v, op3vy op*v,
+pvy ox +pvy o +pvy e +pvy ) +pvy )
ap°v , O0vy ., dpvy , Op*v, , 0piv,
+pvy ) +p zg'*‘p V2 o4 + v ox +p°v; ox
ap*v, ap°vs 6v pv, op?v,
2 2 3, 3
+p°v; I +p°v; ox +pv 3 3% ——+p’vs O +pvs ox
op3v; op*v, Op°vs v, 6pv1
3 3 3 4y, 4y
TP TP T TP TP G TP Ty
ap?v op3v op*v op°vs v
P, 0x = p*v 0x -+ P 0x o P 0x +p°vs a_xo
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pSve 65;71 + pSve 6;;1172 pSve 12:73 + v 6;;‘:;4
ap°

+p°vs %xvs - )

«  0vy 0dpvy Op*v, O0p’vs Op*v,  Op°vs  Oug ou,

P ¢ " ot ot ot ot ot ot Pat
- (va aai + pzvo% + p%%i + p4v0% +p° 0%
+p°v, % +p?vy % +pv % +pt % +p31 %
+P6vlaai+r)7v1%+p3vz%+p4v2%+p5 2%
+p6v2%+p7 2%+p8vz%+p4v3%+p5 3%
+p°vs %i +p’vs % +p°vs % +p°vs % +p°v, %
+p°v, % +p7v, % + p®y, % + p°v, aai + p1ov, %
+p6V5?+P V5%+P8V5%+P9U5%+Pm 5%

—_

P -t ot at ac ot Por
- (pvo % + p?v, % +p3vy % +p*vo % +P°o %
oo, aai + P, % +pty, % + pSuy % + p3v, %
+ptv, % + pv, % + ptvg % + p5vs % + Py % - px)

Subtitusi nilai p = 1 pada persamaan diatas, sehingga :

5 dvy 0v; Jdv, O0vz 0Jv, 6v5:6u0 du,

p

Jt Jt Jt ot Jt ot Jt Jt

( 6v0+ 6v1+ 6v2+ 6v3+ av,
Vo 0x Yo 0x Vo d0x Vo d0x Vo 0x

av,
+v, 3

ov v av av
0 1 2 3 0

+v +v +v + v
1 L ox L ox 2 ox

X 0x 0
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o, 0V, vy 0V, vy
T2 0x M ox s 0x s 0x T 0x —x)
s Ouy  OJug vy 0vy dvo 0V, !
PP G "ot Poax T VoG TV T Yo%y T Vix
v, A4 v, v, 0vy 0vs Oug
T T M ax  "ax ax ot ot
dug v dvy 0v, dvs 0vy Ivo
Tt T0ax T M0ax T V0ax T VoG T V0 T Mok
vy v, 0v; dv, v, dv, av,
Uy T T M ax T ax T ax  Pax Pax
—vs % - v4% +Xx
. Ovg v, Vs dv, v, dv,
PP s T TV Vi, T Ve Vs T Ve, (3.9
4
S % _ _Z v, ag‘;“', (=123 ..

i=0
Iterasi masih terus berlanjut hingga p™.

Berdasarkan iterasi diatas dapat dibentuk pola umumnya, yaitu :

n
avn+1 _ avn—i

prt: 2 _Zv" =, i=123,.

i=0

Semua persamaan yang diperoleh pada iterasi diatas (3.4)-(3.9), jika diintegralkan

akan menjadi :

e Jterasi 0
PO : 9vy _ 9uo
ot ot
Vg =Uyg=2
e lterasi 1
v, du, av,
1. - _ —
PTGt ot 0x ¥
tov tou tov
—Lds = — —Ods—vof (—O)ds+f
o 0s o O o \0Os 0



Iterasi 2

Iterasi 3

p3

0

ot

t t
v1=0—2J(O)ds+jxds
0 0

171 = xt
ot %9x ! ox
tov tov t sov
—2ds = -V, —1ds—f 12 (—0> ds
o 0s o OX 0 0x
B th(axt)d jt t(62>d
v, = o \ox s i X I s
t t
v, = —2f (t) ds—f xt(0) ds
0 0
vz = _tz
vy dv, v, v,
ot Vo 0x V1 ox v ox

tav3d_ fta—tzd ft (6xt>d ft (
s= UOO ox S Ovl o S Ovz

t t t
= — _ _ | _s2
vy = 2]0 (0)ds joxt(t) ds JO t“(0) ds

1
= — — t3
V3 3x
Iterasi 4
p4:%=—v avg_v 6v2_v avl_v av,
at %9x  toax Foax 2 ox

ta—%xt3 t 9 — t2 t
Oads——vojo—ax ds—JOv1< o )ds—jovz(

t

v, = —2 ft (—%t3> ds — ftxt(O) ds —f —t2(t) ds
0 0 0

|
—j —=xt3(0) ds
0 3

2 1 5

v, =—tt+—tt=—t*

12 4 12

02

0x

22

)

6xt) P
0x 5
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Iterasi 5
5'%__17 6v4_v 6v3_v 6v2_v 6v1_v av,
P™ ot 0 9x 1 ox > 0x > ox * ox
£ 9ve ta—15—2t4 t 6—%xt3
—s=—v0J—ds—jv1 —— |ds
o Ot 0 0x 0 0x

jt d — t2 4 ft (axt>d j‘t (62>d
) V2| —5¢ s i vs| 5 )4s ) ArLS
t

Vg = —ZIt(O)ds—ftxt(—%ﬁ)ds—f —t2(0) ds
0 0 0

t

jt ! t3() d j 51:4(0)d
. 37X s LT 12 s

1 1
Vg = ExtS + Ext5 = Ext5

Sehingga solusi dari persamaan adveksi diatas adalah :
U=v,+v, +v3+0,+v5+

1 5 2
=2+xt—t?—sxtd+—=tt+—xt5+ -
u + x 3x +12 +15x +

—2(1 1t2+5t4 >+ (t 1t3+2t5 )
U= Y \Em3t T s (3.10)

Berdasarkan deret Mac-Laurin, maka persamaan (3.10) dapat ditulis menjadi :

u = 2(sech(t)) + x(tanh(t)) (3.11)
Setelah memperoleh solusi dari persamaan adveksi (3.11) diatas, maka

langkah selanjutnya adalah memverifikasi solusi dengan cara :

1. Solusi harus memenuhi nilai awal persamaan
u = 2(sech(t)) + x(tanh(t))
u(x,0) = 2(sech(t)) + x(tanh(t))
u(x,0) = 2(sech(0)) + x(tanh(0))
u(x,0) = 2(1) + x(0)
u(x,0) =2

Terbukti solusi memenuhi nilai awal PDP



2. Solusi harus memenuhi PDP
u = 2(sech(t)) + x(tanh(t))
u(x, t) = 2(sech(t)) + x(tanh(t))

g_‘t‘ = —2sech(t) tanh(t) + x(sech(2t))
ou _ h
o= = (tanh())

U +UUy =X
(—2 sech(t) tanh(t) + x(sech? (t))) + (2(sech(t))
+x(tanh(t))(tanh(t))) = (—2 sech(t) tanh(t) + x(1 — tanh? (t)))
+(2(sech(t) tanh(t)) + x(tanh?(t))) = x
Plot,u = 2(sech(t)) + x(tanh(t)) dengan batas = —10..10;t = —3..3

Gambar 3.1 Plot Solusi Persamaan Adveksi Menggunakan Metode
Homotopi Perturbasi

24



25

3.2 Penyelesaian Persamaan Burgers

Uy — Uyy — 2UUy + (Uv),, =0 (3.12)
Vi — Uy — 200, + (uv), =0 (3.13)
Bagian linier
Bagian nonlinier
Fungsi analitik
dengan nilai awal u(x,0) =sinx, v(x,0) =sinx

Metode Homotopi perturbasi untuk persamaan (3.12)

Persamaan diferensial yang bergantung atas waktu, akan dipilih nilai untuk

operator L dan nilai awal sebagai berikut :
Ju
L(u) = i uy(x,t) = vy(x,0) =0

Hal ini memungkinkan Kita untuk memiliki operator yang mudah untuk
dihitung dan memiliki kemiripan dengan persamaan aslinya. Di sisi lain
memilih nilai awal sebagai fungsi nol kita dapat terlepas dari bentuk sekuler
pada hasil persamaan, terlebih lagi dengan cara ini dapat mempermudah kita
dalam penyelesaian persamaan (E. Babolian, dkk : 2009). Sehingga persamaan
HPM dapat dibentuk sebagai berikut :

ou
1-p) (E) +p<E—ﬁ— 2ua+ (uv)x> =0, pe€[01]

a )(6u>_ ou 0d%u ) 6u+6uv c o1
P5c) = P\ar axz Max T ox )0 PELOA

ou ou  Ou N 0%u o ou ouv € [0.1]
ot Par~ P " Poxz T PUGx TP P EL
ou ou 0%u ou Juv ou

5t —PE+Pﬁ+2Pua—PW+pE,P € [0,1]
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ou 62u+2 ou ouv c fo1
ot “Paxz TPuG, PG PEIO]
ou 62u+2 ou ouv c fo1
gt P toPugmPg  PEOL]

up = p(uyy) + pQuuy) —puv)y,  p€[0,1]

ur = pl(uxe) + Quuy) — (uv),l,p € [0,1] (3.14)
Ve = pl(ver) + 2vvy) — (uv)il,p € [0,1] (3.15)
Asumsi persamaan :

u=1uy+pu +p*u; +--, pe01] (3.16)
v=vy+pv +pPvy+, p€[01] (3.17)
dimana perkiraan solusinya u = ug + u; + u, + --danv =vy + vy + v, + -

subtitusi persamaan (3.16-3.17) ke persamaan (3.14-3.15) menjadi :

d 2
a(uo +pu; +p*u, +0)=p ﬁ(uo +pug +pPup + )

d
+2(ug + puy + p*u, + ---)&(uo + puy + pPuy +-++)

9]
—&(uo +puy +p*up + ) (vo + pvy + PPy + )]

Dengan memasukkan iterasi p pada persamaan diatas, kita memperoleh :
p € [0,1] , Uug(x,0) = vy(x,0) =0
o lterasi ke-0

du d
P~ —2=—u(x,0) =0 (3.18)

dv, 0
p- = E=av(x,0)=0 (3.19)
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Iterasi ke-1

) a°
pt: 3t (uo +puy) = l 7 (Wo +pug) + 2(u, + Pu1) (uo +puq)

0
~ox ((uo + puy) (o + pvy))

auo ou, 0%u, 9%puy ou, ou,
1. _ 7o 1
Pl P T [axz axz + UG T P
du, , Oy
+2puy ox + 2p“uy ox
ougvy 0 0 op?
_ oY uopv1+ Pu1vo+ p UV
0x 0x 0x 0x
ou, 0%u, 0%p*u, du, ou,
1. = 2 — 2 2 -
AT lpaxz+0x2+pu°6x+puoax

du, Jduy
+2p ula—+2p Uy —— Ix

ouyvy Ougp?v, 0p?uv, 0p3u v
_( 00+ oP 1+P10+P11>l

0x ox ox 0x

ou, 0%u oug dug vy
1. —
p'pat_laZHP”"a (” ax)

Subtitusi nilai p = 1, pada persamaan diatas, sehingga :

aul a Uy auO ( 6170 auO)
1, 21 _ hihed '} -0
PP e T axe TPty T Mgy T (320)
ov, 0%v, v, v, oug
1, 271 _ Zro b} 70
PTG Tz T 05 (“0 ox T Vo ax> (3:21)
Iterasi ke-2 :

aZ
a(uo +puy +p*uy) =p [ﬁ (uo + puy + p*uy)
2 a 2
+2(up +pu; +p uz)&(uo + puy +puy)

d
= 55 (o +pus +p*uz) (wo + puy + pzvz))]



2. auo aul + 2% _ azuo azpul azpzuz auo
PTG TP P

ouq du, du, ouy
+2puoa—+2p uoa—+2pula—+2p u16—+2p Uy —— ox

Ju Ju ou Jugvy Ougpv
2 _0 3 _1 4 2 _ 0v0 0 1
+2p7u; ox +2p7U 0x 2P, 0x ( ox + ox

ouyp?v, Odpuvy O0p*u,v, O0p3u,v, JIP*uU,v
oP 2+P10+P 11+P 12+P 200
0x 0x 0x 0x 0x

op3u,v; Op*u,v
_I_P 21+P 22)]

0x 0x

ou;  ,0u, 0%u, 0%pu; 0%*p>u, ou,
p*ep ot +rt ot plaxz T TTae Tty

ouq du, du, ouy du,
+2puoa—+2p uoa—+2pula—+2p u16—+2p Uy —— %

2 -
0x?2 0x2 0x? + i 0x
ou,

ouyv ouypv Jugp-v dpu,v op?uv op?u,v
_( 00+ 0P1+ OP 2+P10+P 11+P 200

0x 0x 0x 0x 0x 0x
ou, ou, [0%pu, 0%p%u; 0%*p3u, ou,
2. 2 _ _0
PREP G TP l 02 T a2 T Tax TPy

Jduy ou, du, ouy du,
+2p? uoa—+2p uoa—+2p u16_+ 2p3 ula—+2p Uy —— o

Juypv, Jugp-v Jugp>v op*u v op3u v op*u,v
_< opo_l_ oP 1_|_ oP 2+P10+P11+P20

0x Jx Jx Jx 0x 0x
ou, ou, [d%pu, 0%p%u, ou, 6u1
2. 2 _
PREP e TP [axz t g 2Pt 2pM e
ou ougpvy Odugp?v, Ip*uyv
2 o (duepvo 0P V1 1V
taptin 0x < 0x * 0x * 0x

Subtitusi nilai p = 1, pada persamaan diatas, sehingga :

ou, OJu, [0%u, 0°u ou, ou,
2, _
P7 e T o lax2+ax2 + 2o 52+ 2ug
dug [Ouyvy Ougv, aulvo)]
B e R
,  0%ug - %—(u 6v0+v auo) Jup _ 0%u, 0%y,
P77 oxz T 4% °ax " ax )T ot T |axz T ax?

du, ouy dug <6u0v0 dugv, 6u1v0>]
2Uug—— + 2uy——+2 -
2o Jx T 2t Jx T 0x Jx + 0x + 0x

28
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ou 0%u ou ou ouyv, Ouv
2, U2 _ 1 ouy o oV1 1Yo
PT Tt [ax2+2“0 ax T Ay ( ax | oax )l
ou, 0%u, ou, ou, o, ou,
2, W2 _ gt % Y 7%
PT ot 2 T 2Uo g T 2 (”"ax“’l ox
v ou (3.22)
+uy —— Ix + vy ax)
v, 0%v ov ov v ou
2, 272 _ 1 ~1 —0_ 1 -0
PTGy Taxe TGy TG (”" ax TV ok
o0, aul) (3.23)
th 0x Vo 0x
e |terasi ke-3:

9 92
3¢ (o + puy + p*u; + piuz) =p [ﬁ (uo + puy + p*u, + p3uz)
2 3 a 2 3
+2(up + puy +pu, +p us)&(uo + pu; + pu, + piuz)

0
~x ((uo + puy + p2uy + p3uz) (W + pvy + P?v; + p3uz))

auo 6u1 auz ;0us Iazuo %pu, 0%p?u,
+p3 + +

P PP PP G PP 5 TP e Yo t o
0%p3us ey ou, ou, ou, ous
ox2 06 +2pu06—+2p uoa—+2p uoa
+2pu, Ot + 2p2U; — + 2p3u; —— + 2p*tuy — + 2pPu, L)
0x d 0 a 0x
ou du, dus 5 Oug . 0wy

U3E+2p ‘L@E

ou, Jdus oupp3vs Opuvy Opiuyvg
+2p5u3g+2p6u3 0x _<+ 0x * 0x + 0x

6p3u1v2 n 6p4u1v3 n aquzvo n 0p3u2v1 n a294112772
0x 0x 0x 0x ox

op°u, v,  0p3u.v, Op*usv; v usv, OpPu,v
+p 23+P 3o+p 31+p 32+p 33>]

0x 0x 0x 0x 0x
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ou; ,0u, 6u3 0%pu, 0%p?u; 0%p3u,
AR e A e I IR P
0%ptu, du, ou, Ju, dus
+— oxZ +2puoa—+2p uoa—+2p uoa—+2p uoa

ou, ouy ou, ous du,
+2p? u16—+2p ula—+2p ula—+2p ula——i—Zp Uy —— ox

ou, ou, dus ou, ou,
+2p* uza—+2p u26—+2p u26—+2p u3a—+2p Uz —— ox

ou, Jus ouypvy Ougp?vy, Ouyp3v,
2 6 _ e 2 7 _
Teptus 0x T eptus 0x < 0x + 0x + Jx

oup*v. v u,v, Op3u,v; Ip*uv, P U v
oP 3+P 10+P 11+P 12+p 1V3

0x 0x 0x 0x 0x
op3u,vy Op*u,v, Ip° op® op*
P20+P21+Puzvz+Puzv3+Pu3vo
0x 0x 0x 0x 0x
0p°uU.v;  p®usv, Op’usv
_I_P 31+P 32+P 3V3
0x 0x 0x

ou, ou, ous [0%pu, 0%p%u; 0%p3u,
3, 2 3 _
A T A T T: Iaxz T T Tax

du, ou, ou, ou, ouy
+2puoa—+2p uoa—+2p uoa—+2p ula—+2p U —— ox

ou du j% du p 1% du p v ap u1v
3 0 0r Y0 0 1 0 2 1Y0
+2p U2 0x ( 0x + 0x + 0x 0x

op3u,v,  Op3u,v
_I_P 11+P20
0x ox

Subtitusi persamaaan diatas dengan p = 1, sehingga :

, 0wy 0wy 6u3_l62u0 0%u; 0%u, dug ou,

_ +2u, 220 4 g

P T ac T T [ T o T T Mo T Yoy
12ug 22 49y, 240 4 oy, P gy T <6u0v0
UoTgx Tolg Tt T2 T \Tox

dugv, Odugv, Ju vy 0uyvy auzvo)]
0x+6x+6x+ax+6x
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0%u ou ov ou 0%u ou ou
3. 0 ouy ( 0Vg 0ug 1 1 0
R e U R ] % -l
o, v, ou, ouy\ Odusz [0%u, 0%y
(”Oa HCE MLl ) ot ‘[axz 9x2
0%u, du, ouy ou, du duy
+62+2u06 +2u06 +2u0a +2u16 +2u16
du, Jugvy Ougvy 0dugv, OJuvy Juv; 6u2v0>]
2 0x ( 0x + 0x + 0x + Jx + 0x + Jx
ou 0%u ou ou ou Ougyv
3, JUs _ |97 oup 0w Oug (0w,
P Tt laxz Y R ( ax
du,vy 6u2v0>]
0x 0x
du J“u du Ju dv
3 3 2 1 0 2
— = 2 2 2
P ot [axz Yoy TGy TN ("ax
(3.24)
4 du 4 v, 4 duy 4 dv, N 6u2>]
V2Tox THex T M ax T2 ox T 0y
avg 62172 avz avl avo 6172
3. 9% _ 7% _
PT Tt [axz oGy TGy T2 (06)(
3.25
N ou N 0 N Jdu N av0+ auz)] (3:25)
V2Tox THTax TViTax Ty T V0 oy

Iterasi akan terus berlanjut hingga p™.

Pada tahap selanjutnya yakni pengintegralan, dalam tahap ini bisa dihitung
dengan memasukkan nilai awal u(x,0) = v(x,0) = sinx, sehingga semua
persamaan yang diperoleh pada iterasi diatas (3.18)-(3.25), jika diintegralkan akan

menjadi :

e lterasi 0
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e Jterasi 1l
L Oup  9%ug ) ou, ( v, 6u0>
P™ 50 T axz T Mg T Mo TV

Jtauld _J to%u, 0 4 +Jt2 (a )d ft( av0+ auo)d

T A Yolax )7 ) (Mogx T 0 )
O —f P, +ft2 (a )d ft (av")d
Oats , o2 Yolax ) ), Yo lax )

jt (c’)u(,)d
Ovo 7 ) S

Uy = —tsinx + 2t sinx cos x — t sinx cos x — t sinx cos x
u, = —tsinx
v, = —tsinx
e lterasi 2
du, 0%u ou ou v v
2 2 _ 1 1 0 1 0
:———+2(u +u ) (u —tu -
P" e T ox? 0ax " ox 0ax " ox
ouq du
S+, )
0 9x 1 ox

ftauzd B tazud +zft< 6u1+ 6u0>d
oot BT e BT Moy T )W

ft< v, N v, N ou, N 6u0>d
- u u v 1% S
oV%ax  tax  %oax '

0uz o - [904 d+2ft o, Jt 0o
TR R oGy s+ | wigds

U, = —sinx + 2(—tsinx cosx — t sinx cos x) + t sin x cos x
)

+tsinxcosx + tsinx cosx + tsinx cos x

£2

U, = —sinx
272
t2

v, = —sinx
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e |terasi 3
ou 0%u ou ou ou v
3 3 2 2 1 0 2
LT [axz Yoy TGy T4 (Oax

o ot ), ox?

+ft auOd ft avzd ft auOd
O'U,z 9% S Ouo % S . Vo 9% S

t v, £ ouy 9y,
—foulgds—fovlgds‘—j;uzgds

L v,
- uza—ds
0 X
3 £3 . £3 ' £3 .
Uz = ——sinx +2(—cosxsinx +—cos x sinx + —cos x sinx
6 6 6 6
t3 _ t3 _ t3 _ t3 _
——cosxSsinx ——cosxsinx ——cosxsinx ——cosxsinx
6 6 6
£3
Uy = ——Ssinx
3 6
£3
Vg = ——sinx
3 6

Sehingga solusi dari persamaan adveksi diatas adalah :

u=u; +u; +uz+- -
t? t3
u=sinx — tsinx+7sinx—gsinx+

t> 3
u:sinx<1—t+7—€+-~-> (3.26)

t2 t3
v=sinx<1—t+7—g+---> (3.27)



34

Berdasarkan deret Mac-Laurin, maka persamaan (3.25 & 3.26) dapat ditulis

menjadi :

u=sinx -e”*t (3.28)
‘ (3.29)
Setelah memperoleh solusi dari persamaan burgers (3.28 & 3.29) diatas,

v=sinx -e”

maka langkah selanjutnya adalah memverifikasi solusi dengan cara :

3. Solusi harus memenubhi nilai awal persamaan
u=sinx et
u(x,0) = sinx - e°
u(x,0) = sinx
Terbukti solusi memenuhi nilai awal PDP
4. Solusi harus memenuhi PDP
u=sinx ‘et
ux, t) = up — Uy — 2uuy + (uv),, =0
u(x,t) = —(sinx e ) + (sinx -e7t) — (2sinxcosx - e~?%)
+ (2sinxcosx e %) =0

Plotu = sinx e~ dengan = —10..10;t =0..5:

Gambar 3.2 Plot Solusi Persamaan Burgers Menggunakan Metode
Homotopi Perturbasi
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3.3 Memahami Al-Qur’an dengan Metode Homotopi Perturbasi

Metode homotopy perturation merupakan metode yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial yang terdiri atas dua bagian, yaitu
bagian linier dan nonlinier yang cara penyelesaiannya adalah dengan membuat
parameter-parameter khusus guna membantu dalam proses pengerjaannya hingga
menemukan suatu solusi. Metode ini memiliki kemungkinan lebih besar dalam
penentuan solusinya karena solusi dari metode ini berbentuk deret pangkat, yang
nanti akan disederhanakan oleh ekspansi deret Mac-Laurin. Metode ini
merupakan salah satu wujud dari pengembangan ilmu matematika dalam
menentukan upaya terbaik guna menyelesaikan suatu persamaan diferensial
parsial. Upaya ini merupakan wujud dari penerapan al-Qur’an surah ar-Ra’d ayat
11 yang mana dijelaskan dalam tafsir al-misbah bahwa Sesungguhnya Allah tidak
mengubah keadaan satu kaum dari positif ke negatif atau sebaliknya dari negatif
ke positif sehingga mereka mengubah apayang ada pada diri mereka, yakni sikap
mental dan pikiran mereka sendiri (Shihab, 2002 : 565). Peneliti matematika yang
berusaha sebaik mungkin dalam menemukan metode terbaik guna menyelesaikan
persamaan diferensial parsial nonlinier ini telah berhasil menemukan metode
homotopi perturbasi, sehingga sesuai dengan janji Allah pada surah tersebut yang
mana akan merubah keadaan kaum yang bersungguh-sungguh dalam mengubah

keadaannya.



4.1

BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Penyelesaian persamaan adveksi dan persamaan burgers telah berhasil

menemukan solusi. Solusi yang diperoleh dalam bentuk deret dan sudah terbukti

memenuhi nilai awal PDP dan PDP itu sendiri.

4.2

Penerapan metode homotopi perturbasi pada persamaan adveksi u; +
uu, =x dengan nilai awal u(x,0) =2 memiliki solusi u =
2(sech(t)) + x(tanh(t)).

Penerapan metode homotopi perturbasi pada pasangan persamaan
burgers u; + uy, + 2uu, + (uv), = 0 dan v; + vy, + 2vv, + (Uv), =

0 memiliki u = sinx (e*) dan v = sinx (e~") sebagai solusinya.
Saran

Metode Homotopi perturbasi terbukti mampu menyelesaikan persamaan

adveksi dan juga pasangan persamaan burgers. Saran untuk penelitian selanjutnya

agar mampu menyelesaikan PDP lainnya menggunakan metode Homotopi

perturbasi.
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