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ABSTRAK

Setiono, Muhammad Kalis. 2021. Pelabelan Harmonis Genap Sejati pada Graf
Petersen Diperumum. Skripsi. Program Studi Matematika. Fakultas Sains
dan Teknologi. Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing (I) Dr. H. Imam Sujarwo, M.Pd. (I1I) Mohammad Nafie
Jauhari, M.Si.

Kata kunci: Pelabelan Harmonis Genap Sejati, Graf Petersen Diperumum.

Pelabelan graf telah mengalami banyak perkembangan sehingga dikenal
berbagai metode yang biasa digunakan, salah satunya adalah pelabelan harmonis
genap sejati. Pelabelan ini merupakan variasi dari pelabelan harmonis yang muncul
pertama kali oleh Graham dan Sloane selama pembelajaran mengenai versi modular
dari masalah basis aditif yang berasal dari error-correcting code. Penelitian ini
membahas pelabelan harmonis genap sejati dan penentuan rumus umum pelabelan
harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum. Penelitian ini dimulai dengan
tahapan penotasian titik dan sisi, pelabelan titik dan sisi, lalu menentukan pola yang
sesuai dan menghasilkan suatu rumus umum, serta pembuktian rumus umum. Hasil
dari penelitian ini terbukti bahwa graf Petersen diperumum dengan n ganil dann >
3 adalah graf harmonis genap sejati karena dapat dilabeli dengan aturan pelabelan
harmonis genap sejati.
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ABSTRACT

Setiono, Muhammad Kalis. 2021. Properly Even Harmonious Labeling on
Generalized Petersen Graph. Thesis. Mathematics Department. Faculty of
Science and Technology. Maulana Malik Ibrahim State Islamic University
of Malang. Advisor (I) Dr. H. Imam Sujarwo, M.Pd. (I1) Mohammad Nafie
Jauhari, M.Si.

Key words: Properly Even Harmonious Labeling, Generalized Petersen Graph.
Graph labeling has undergone many developments so that there are known

various methods commonly used, one of its method is properly even harmonious

labeling. This labeling is a variation of harmonious labeling that arises firstly from

Graham and Sloane during their study of modular versions of additive bases

problems stemming from error-correcting codes. This research discusses about

properly even harmonious labeling and determination the general formula of
properly even harmonious labeling on generalized Petersen graph. This research
begins with the vertices and edges notation, labeling the vertices and the edges, then
determining the appropriate pattern and producing a general formula, and proving
the general formula. The result of this study is that the generalized Petersen graph

GP, 1 withn is odd and n = 3 is properly even harmonious graph because it can be

labeled with properly even harmonious labeling.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Salah satu permasalahan utama dalam teori graf adalah pelabelan graf.
Masalah pelabelan dalam teori graf mulai dikembangkan pada pertengahan tahun
1960-an. Pelabelan pada suatu graf muncul pertama kali dari karya Rosa pada tahun
1967 dan terus mengalami perkembangan dengan adanya penemuan graf tertentu
dengan pelabelan tertentu, sehingga dikenal berbagai pelabelan graf antara lain
pelabelan gracefull, pelabelan harmonis, pelabelan total tak beraturan, pelabelan
ajaib, dan pelabelan anti ajaib. Perkembangan pelabelan graf juga dapat dijumpai
pada pengaplikasiannya di berbagai bidang diantaranya dekomposisi graf,
kriptografi, teori koding, radar, desain jaringan komunikasi, dll.

Pada tahun 1980, Graham dan Sloane memperkenalkan pelabelan harmonis
selama pembelajaran mereka mengenai versi modular dari masalah basis aditif yang
berasal dari error-correcting code. Pelabelan harmonis memiliki beberapa aplikasi,
salah satunya untuk pembagian saluran radio. Misalkan tersedia sebanyak g saluran
frekuensi, titik-titik pada graf merepresentasikan stasiun komunikasi dan sisi pada
graf tersebut merepresentasikan jalur komunikasi dari satu stasiun ke stasiun yang
lain. Dengan memberikan label berbeda pada setiap stasiun, setiap jalur komunikasi
dapat memperoleh saluran frekuensi dengan menjumlahkan label dua stasiun yang
berkomunikasi yang menghasilkan label berbeda (Graham dan Sloane, 1980).

Dalam pengembangan pelabelan harmonis dikenal juga pelabelan harmonis
ganjil dan pelabelan harmonis genap. Kemudian pelabelan harmonis genap terus

berkembang dan memiliki variasi salah satunya adalah pelabelan harmonis genap
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sejati. Di mana variasi ini hanya dimiliki oleh pelabelan harmonis genap dan tidak
ada di pelabelan harmonis ganjil. Suatu fungsi f disebut pelabelan harmonis genap
sejati (properly even harmonious labeling) dari suatu graf G(V, E) dengan q sisi
jika f:V —-{0,1,2,---,2q — 1} adalah fungsi injektif dan fungsi f*:E —
{0,2,4,+,2(q — D} dengan f * (xy) = (f(x) + f(3))(mod 2q) adalah fungsi
bijektif (Gallian dan Stewart 2015).

Pengakajian dari pelabelan harmonis genap sejati tidak lepas dari kajian
tentang pelabelan harmonis yang dapat dimanfaatkan dalam berbagai bidang lain.
Hal ini sejalan dengan firman Allah yang tertuang dalam surah al-Jatsiyah (45) ayat
49 berikut:

“Dan Dia telah menundukkan untuk kamu apa yang ada di langit dan apa yang ada di
bumi, semuanya dari-Nya. Sesungguhnya pada yang demikian itu benar-benar terdapat
ayat-ayat bagi kaum yang berpikir.”

Makna dari ayat tersebut adalah dan Dia yang Maha Esa dan Kuasa itu juga
yang telah menundukkan untuk kemaslahatan kamu apa yang ada di langit seperti
bintang-bintang dan planet-planet serta apa yang ada di bumi seperti tanah yang
subur, udara, air, atau lain-lain. Semuanya itu sebagai rahmat yang bersumber dari-
Nya. Sesungguhnya pada yang demikian itu benar-benar terdapat ayat-ayat yakni
tanda-tanda dan bukti-bukti yang sangat jelas tentang keesaan serta kekuasaan

Allah bagi kaum yang mau berpikir merenungkan ayat-ayat ini.

Penundukkan langit dan bumi dipahami dalam arti semua bagian-bagian
alam yang terjangkau dan berjalan atas dasar satu sistem yang pasti, saling berkaitan
dan konsisten. Allah menetapkan hal tersbut dan dari saat ke saat mengilhami
manusia tentang pengetahuan fenomena alam yang dapat mereka manfaatkan untuk

kemaslahatan dan kenyamanan hidup manusia. Sehingga semua yang Allah
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tundukkan kepada manusia baik yang ada di langit maupun di bumi, masing-masing
memiliki manfaat yang banyak di berbagai bidang kehidupan manusia.

Graf Petersen diperumum atau dinotasikan dengan GP,, dengan n >
3,n adalah bilangan positif dan 1 < k < |n7_1| adalah graf dengan 2n titik. Graf

tersebut dikenal juga sebagai graf beraturan dan termasuk pada graf kubik atau graf
yang berderajat tiga. Menurut (Holton dan Sheehan, 1993) Graf Petersen
diperumum menarik untuk dikaji karena graf ini memiliki bermacam-macam graf
di dalamnya, salah satunya adalah graf petersen. Graf Petersen sangat popular untuk
dipelajari karena keunikannya sebagai contoh penyangkal maupun mempunyai
sifat-sifat menarik salah satunya adalah graf Petersen sebagai bukti bahwa tidak
semua graf kubik terfaktor-1.

Penelitian graf Petersen diperumum pernah dilakukan oleh beberapa peneliti
sebelumnya seperti Willy Yandi Wijaya pada tahun 2011 mengkaji tentang graf
Petersen dan beberapa sifat-sifat yang berkaitan dengan teori graf, penelitian Imam
Danarto pada tahun 2012 mengkaji sifat hamiltonian dan hipohamiltonian pada graf
Petersen diperumum (GP,; & GP,,). Pengkajian mengenai graf Petersen
diperumum terus digemari oleh peneliti lain seperti Moch. Ryan Afif Aminulloh
pada tahun 2019 mengkaji tentang minimal label terbesar dari pelabelan titik dan
sisi L(2,1) pada graf petersen P(n, 1).

Penelitian terkait pelabelan harmonis genap sejati pernah diteliti oleh
beberapa peneliti sebelumnya. Penelitian yang dilakukan oleh Joseph A. Gallian
dan Danielle Stewart pada tahun 2015 meneliti tentang pelabelan harmonis genap
sejati pada graf tak terhubung. Penelitian yang dilakukan oleh Olive Mbianda

memfokuskan pelabelan harmonis genap sejati pada gabungan graf path, gabungan
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graf path dan graf stars, dan gabungan graf path dan graf cycles. Serta Sarah
Zahidah pada tahun 2017 yang menerapkan pelabelan harmonis genap sejati pada
graf path dan graf yang memuat dua atau tiga carterpillar.

Berdasarkan penelitian tersebut maka penelitian tentang pelabelan harmonis
genap sejati dapat dikembangkan dan diterapkan pada graf yang lain. Dengan
demikian untuk membedakan dengan penelitian terdahulu, peneliti akan melakukan

penelitian pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum.

1.2 Rumusan Masalah
Permasalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah:
1.) Bagaimana pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum
GPp1?.
2.) Bagaimana rumus umum untuk pelabelan harmonis genap sejati pada graf

Petersen diperumum GP,, ;?.

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah:
1.) Untuk mengetahui pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen
diperumum GP,, ;.
2.) Untuk mengetahui rumus umum untuk pelabelan harmonis genap sejati pada

graf Petersen diperumum GP,, ;.



1.4 Manfaat Penelitian
Penulis mengharapkan penelitian ini bermanfaat kepada :
1.) Menambah wawasan mengenai pelabelan harmonis genap sejati pada graf
Petersen diperumum GP,, ;.
2.) Dengan mengetahui rumus umum untuk pelabelan harmonis genap sejati
pada graf Petersen diperumum GP, ;, maka dapat dijadikan refrensi atau
rujukan untuk dikembangkan ke penelitian jenis graf yang lain atau

menggunakan metode pelabelan graf yang lain.

1.5 Batasan Masalah
Permasalahan ini dibatasi pada pembahasan mengenai pelabelan harmonis

genap pada graf Petersen diperumum GP(n, 1) dengan n ganil dan n > 3.

1.6 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini penulis menggunakan metode studi pustaka, yaitu
penelitian yang dilakukan dengan cara mengumpulkan data-data maupun informasi
dengan bantuan berbagai macam material seperti buku, catatan, dokumen, jurnal,
artikel, dan sebagainya yang berkaitan dengan pembahasan.

Pola pembahasan pada penelitian ini dimulai dari hal-hal khusus (induktif)
menuju pada suatu perumuman yang bersifat umum (deduktif). Untuk rumusan
masalah pertama penelitian ini meliputi langkah-langkah sebagai berikut:

1.) Memberikan penotasian titik dan sisi pada graf Petersen diperumum yang

diberikan.
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2.) Memetakan notasi titik dan sisi dari graf Petersen diperumum pada bilangan
bulat tak negatif sesuai dengan aturan pelabelan harmonis genap sejati.

3.) Melabeli setiap titik dan sisi pada graf Petersen diperumum dengan bilangan
tak negatif yang sudah diperoleh melalui aturan pelabelan harmonis genap
sejati.

4.) Membuat konjektur (dugaan awal) berupa rumus berdasarkan pola yang
ditemukan dari pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum.

5.) Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti.

Untuk rumusan masalah kedua penelitian ini meliputi langkah-langkah sebagai

berikut:

1.) Membuat tabulasi pola pelabelan titik dan sisi graf Petersen diperumum.

2.) Menentukan rumus umum yang sesuai dari pola yang ditemukan.

3.) Membuat kesimpulan.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika dalam penelitian ini terbagi dalam empat bab dan di setiap bab
terdapat sub-bab. Sistematika ini dibuat untuk menjadi acuan bagi penulis agar
lebih sistematis dan mudah dipahami. Sistematika tersebut yaitu:
Bab | Pendahuluan
Pendahuluan terdiri atas latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan

sistematika penelitian.



Bab 11

Bab 111

Bab IV

Kajian Pustaka

Kajian Pustaka berisi tentang teori-teori yang berkaitan dengan
permasalahan yang diteliti. Teori-teori tersebut meliputi himpunan, relasi,
fungsi, teori graf, pelabelan harmonis genap sejati, graf Petersen, dan graf
Petersen diperumum.

Pembahasan

Pembahasan ini berisikan hasil penelitian tentang pelabelan harmonis
genap sejati pada graf Petersen diperumum.

Penutup

Bab ini berisikan kesimpulan dari hasil penelitian yaitu pelabelan
harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum serta kritik dan saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Definisi Graf

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik yang berbeda di
V' yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan V(G) dan himpunan
sisi dinotasikan dengan E (G). Sedangkan banyaknya unsur di VV disebut order dari
G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut size dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan size dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan g (Chartrand dan Lesniak,
1986:4).
Contoh:

Berikut diperlihatkan graf G, seperti pada gambar 2.5

i € Vs

Es v 3

Gambar 2.1 Graf G,
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Berdasarkan gambar 2.5, maka graf G; mempunyai 5 titik sehingga order graf G,
adalah p = 5. Graf G; mempunyai 8 sisi sehingga ukuran graf G, adalah q =
8 dengan:
V(Gy) = {v1,v3,v3, 4, V5}
E(G,) = {v vy, V1Vy, V1 Vs, V1 V3, Uy VU3, U3y, V3 Vs, Uy Us }
Dapat ditulis dengan
V(Gy) = {v1,V,, V3,04, 05}

E(Gl) = {61! €2, €3, €4, €5, €g, €7, 88}'

untuk

e, = ", €s = VU3
e, = "V, € = V3,
es = Vv e; = V3V
3 1Us 7 3Vs
es = Vv eg = V4V
3 1V3 8 4 Vs

2.2 Adjacent dan Incident

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik « dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e
serta v dan e disebut terkait langsung (incidenti). Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v)
akan ditulis e = uv (Chartand dan Lesniak, 1986:4). Pada graf G, seperti diketahui
pada gambar 2.5 tersebut, e; = v,vs € E(G), maka simpul v; dan simpul vg
dikatakan adjacent di G, dan sisi e; dikatakan incident dengan simpul v; dan
simpul vs.
2.3 Derajat Titik

Derajat dari titik v di graf G, ditulis degs(v), adalah banyaknya sisi di G

yang terkait langsung (incident) dengan v. Jika dalam konteks pembicaraan hanya
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terdapat satu graf G, maka tulisan degs(v) disingkat menjadi deg(v). Titik yang
berderajat genap sering disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat
ganjil disebut titik ganjil (odd vertices). Titik yang berderajat nol disebut titik
terisolasi (isolated vertices) dan titik yang berderajat satu disebut titik ujung (end
vertices) (Chartand dan Lesniak, 1986:7). Pada graf G; seperti diketahui pada
gambar 2.5 tersebut, deg(v,) = 4, deg(v,) =3, deg(vs) = 3, deg(v,) = 2,
degvs = 3.

2.4 Graf Beraturan —r

Graf beraturan-r adalah graf yang semua titiknya berderajat r, atau
deg(v) = r (Chartand dan Lesniak, 1986:9).
Contoh:

Selanjutnya akan diperlihatkan graf Gs yang memuat himpunan titik V (Gs)
dan himpunan sisi E(Gs).
V(Gs) = {vq,v,, 03,04}
E(Gs) = {viv,, v31,}

Graf G5 tersebut dapat digambar sebagai berikut:

V2 V4
(] []
] Qo
Y1 V3

Gambar 2.2 Graf G,
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Berdasarkan gambar 2.9 maka dapat diketahui bahwa graf Gg merupakan graf
beraturan-1 karena derajat setiap titiknya adalah 1.
Selanjutnya akan diperlihatkan graf G, yang memuat himpunan titik V (G)
dan himpunan sisi E (G).
V(Gg) = {vq,v,,v3, 14}
E(Gg) = {v1vy, V33, U3V,, V1V, }

Graf G, tersebut dapat digambar sebagai berikut:

V4 V3
(@} @
O @
Y1 Vs

Gambar 2.3 Graf G

Berdasarkan gambar 2.10 maka dapat diketahui bahwa graf G, merupakan graf
beraturan-2 karena derajat setiap titiknya adalah 2.
2.5 Graf Petersen

Graf Petersen Pk adalah graf dengan 2n titik
{ug, uy, -+, uy} U {vy, vy, v} dan sisi u; = ujpq,v; = v dan u; - v,
(Asmiati, 2016).
Contoh:

Berikut akan diperlihatkan graf Ps; yang memuat himpunan titik V(Ps ;)
dan himpunan sisi E(Ps ;).

V(PS,l) = {uli Uy, U3, Uy, Us, V1, Uy, U3, Uy, Vs }
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E(PS,l) = {Ug Uy, UpUz, Uzly, UsUs, UsUy, V1 Vy, Up V3, V3V, VaVUs, VsVq, Uy Vg, Uy,
U3V3, UgVy , UsVs}

Graf Ps 4 tersebut dapat digambar sebagai berikut:

u u,
Gambar 2.4 Graf P 4
2.6 Graf Petersen yang Diperumum

Graf Petersen diperumum dinotasikan GP,, ., untuk bilangan positif n dan k
dengan 1<k <n, adalah graf dengan himpunan titik V(GP,x) =
{ug, Uy, Upn_1, Vo, V1, Vy—q}  dan  himpunan  sisi  E(GPnx) =
{wingis1y Vivar, wvii = 0,1,2,-,n— 1}, dimana penambahan di dalam
indeks (i + 1), (i + k) adalah modulo n (Potanka, 1998:32).

Pada penelitian Imam Danarto (2012:22) dikatakan Graf Petersen GP,
mempunyai tiga macam edge (sisi) yaitu outer edge, inner edge, dan spoke. Outer
edge menghubungkan titik u; dan u;,,. Inner edge menghubungkan titik v; dan
vi+k. Sedangkan spoke menghubungkan titik u; dan v;. Salah satu graf Petersen
diperumum yang terkenal adalah GPs, atau yang sering disebut graf Petersen.
Contoh:

Berikut akan diperlihatkan graf GPs, yang memuat himpunan titik

V(GPs,,) dan himpunan sisi E(GPs,).
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V(GP5'2) = {ul, Ug, Uz, Uy, Us, V1, Vg, U3, Uy, Vs }
E(GPs3) = {uguy, UpUs, Uslly, Usls, Usly, V1 V3, V1 Vg, VaVy, Vo Vs, V3Vs, Uy Uy,
UpVp, UgV3, UsVy , UsVs }

Graf G Ps , tersebut dapat digambar sebagai berikut:

Gambar 2.5 Graf GPs ,
2.7 Pelabelan

Pelabelan graf G adalah pemetaan yang memetakan unsur-unsur graf ke
bilangan (umumnya bilangan bulat non-negatif atau positif) yang disebut label.
Pada umumnya domain dari pemetaan ini adalah himpunan titik (pelabelan titik),
himpunan sisi (pelabelan sisi), atau himpunan titik dan sisi (sehingga pelabelan ini
disebut pelabelan total) (Nurdin, baskoro, dan Salman, 2005:1).

Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan (fungsi) yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan (biasanya bilangan
bulat). Jika domain dari fungsi adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik
(vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge
labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan total (total

labeling) (Miller, 2000:165).
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2.8 Pelabelan Harmonis Genap Sejati

Suatu fungsi f disebut pelabelan Harmonis Genap Sejati (properly Even
harmonious labeling) dari suatu Graf G(V,E) dengan q sisi jika f:V —
{0,1,2,:--,2q — 1} adalah fungsi injektif dan fungsi f = E — {0,2,4,---,2(q —
1)} dengan f = (xy) = (f(x) + f(y))(mod 2q) adalah fungsi bijektif (Gallian
dan Stewart 2015).
Contoh:

Berikut ini akan diberikan contoh pelabelan harmonis genap sejati pada graf

G- seperti pada gambar berikut.

Vg vy

Gambar 2.6 Graf G,

Diketahui graf G, dengan V(G,) ={v,,v,,v3,vs,vs} dan E(G,) =
{v1V,, V503, V5,1, V4 Vs, V1 U5}, Sehingga dapat diketahui bahwa order dari G,
adalah p = 5 dan ukuran dari G, adala g = 5. Didefinisikan fungsi f : V(G,) -

{0,1,2,3,--+,9} dengan:

f(w) =0
f(vy) =2
f(vz) =4

f(vy) =6
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flvs) =8
Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u,v € V(G5)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota himpunan
V(G5)) memiliki label yang berbeda. Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(G,) =
{0,2,4,6,---,8} dengan ketentuan * (uv) = (f(u) + f(v)) (mod 10), sehingga
diperoleh label sisi sebagai berikut:
fx (v1v) = (f(vy) + f(v2))(mod 10) = (0 + 2)(mod 10) = 2
f * (vpv3) = (f(vz) + f(v3))(m0d 10) = (2+4)(mod 10) =6
f*(vovy) = (f(vz) + f(v4))(m0d 10) = (4 + 6)(mod 10) =0
fx (vavs) = (f(vy) + f(v5))(mod 10) = (6 + 8)(mod 10) = 4
f*(vyvs) = (f(vl) +f(v5))(m0d 10) = (8 + 0)(mod 10) = 8
Fungsi f * merupakan fungsi injektif karena setiap anggota E (G;) memiliki label
yang berbeda dan f = juga merupakan fungsi surjektif karena f x(E(G;)) =
{0,2,4,6,8}, maka f = adalah fungsi bijektif. Berdasarkan definisi pelabelan
harmonis genap sejati, maka pelabelan pada graf G, di atas adalah pelabelan

harmonis genap sejati dengan hasil pelabelan seperti pada gambar berikut.

s 0

0 2 2 6

Gambar 2.7 Pelabelan harmonis genap sejati pada graf G..



16
2.9 Kajian Keislaman Tentang Pelabelan Graf
Segala sesuatu yang Allah ciptakan mempunyai banyak manfaat untuk
diambil pelajaran, termasuk dalam penciptaan air hujan. Allah telah berfirman
dalam Al-Qur’an surat Qaf surat ke-50 ayat 9:

“Dan Kami menurunkan dari langit air yang banyak manfaatnya lalu Kami
tumbuhkan dengannya kebun-kebun dan biji-biji tanaman yang dituai. ”

Ayat Al-Qur’an tersebut menjelaskan tentang pemaparan bukti-bukti kuasa
Allah swt. Kali ini yang diuraikan adalah beberapa dampak yang diperoleh dari
penciptaan langit dan bumi. Dampak pertama yang disebutkan adalah apa yang
dihasilkan bersama oleh langit dan bumi yakni air hujan yang bersumber dari laut
dan sungai yang terhampar di bumi, lalu air tersebut menguap ke angkasa akibat
panas yang memancar dari matahari yang berada di langit. Di sini Allah
menyebutkan karunia-Nya kepada makhluk-makhluk-Nya dengan menurunkan air
yang merupakan sumber kehidupan mereka di pentas bumi ini. Allah berfirman:
Dan di antara bukti kuasa Kami adalah Kami menurunkan sedikit demi sedikit dan
sesuai dengan kebutuhan dari langit yakni angkasa, air hujan yang banyak
manfaatnya bagi penghuni bumi lalu Kami tumbuhkan dengannya yakni dengan air
yang tercurah itu aneka tumbuhan, bunga-bungaan juga buah-buahan yang tumbuh
di kebun-kebun dan biji-biji tanaman yang dituai.

Interpretasi dari ayat terebut adalah Allah menjadikan air sebagi sumber
kehidupan bagi makhluk-makhluk-Nya. Baik makhluk-makhluk Allah berupa
benda hidup maupun benda tak hidup tentu membutuhkan air untuk
mempertahankan hidup. Dalam penurunan air ke bumi, Allah tidak lekas
menariknya kembali melainkan dapat ditampung di sungai, danau, maupun laut.

Dengan demikian bumi kita yang terdiri dari dua pertiga perairan mempunyai
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cadangan atau simpanan air yang berlimpah untuk dimanfaat oleh makhluk-
makhluk-Nya. Manusia dapat minum dan bekerja, tanah menjadi subur, hewan
tidak kehausan, dan tumbuh-tumbuhan tumbuh subur untuk buahnya dapat dipanen
oleh manusia. Bisa dipikirkan jika Allah menghendaki tanah untuk menyerap
semua air yang ada di bumi, tentu semua makhluk yang ada di bumi mengalami
kekeringan. Dari yang demikian itu terdapat pembelajaran yang Allah berikan
untuk orang-orang yang berpikir yaitu tentang proses turunnya hujan. Karenanya
sebagai seorang matematikawan hendaknya mengambil pembelajaran dari nikmat
yang Allah turunkan berupa air baik dari aspek proses air diturunkan, kandungan
yang ada pada air, dan manfaat atau peranan dari air. Untuk mempelajari hal
tersebut maka dibutuhkan bidang ilmu-ilmu lain sehhingga dapat diterapkan pada
kajian ilmu yang bersangkutan. Oleh sebab itu, penelitian mengenai pelabelan
harmonis genap sejati yang tidak lepas dari kajian tentang pelabelan harmonis
sejalan dengan ayat Al-Qur’an surah Qaf surat ke-50 ayat 9, di mana pelabelan
harmonis dapat dimanfaatkan dalam berbagai bidang keilmuan lain seperti bidang
teori koding dalam masalah error-correcting code dan jaringan komunikasi pada

pembagian saluran radio.



BAB IlI

PEMBAHASAN

3.1 Pelabelan Harmonis Genap Sejati pada Graf Petersen Diperumum GP,, 4
Pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum GP,, ; untuk

n ganjil (nilai n yang diambil dalam pembahasan ini adalah 3 < n < 11) adalah

sebagai berikut:

3.1.1 Graf Petersen Diperumum GP3 4

Langkah I

Diberikan graf Petersen diperumum GP; 1 seperti pada gambar 3.1.

uo

Uz ¥ v uy

Gambar 3.1 Penotasian titik dan sisi GPs ;

Sehingga dari langkah pertama ini kita peroleh graf Petersen diperumum GP; 4
memiliki himpunan titik V (GP5 ;) dan himpunan sisi E(GP5 ; ):
V(GP3,1) = {up, ug, uy,
Vo, V1, V2 }
E(GP3,1) = {Uoly, Ug Uy, Uy,
VgVU1,V1VU3, UV,

UpVp, U1V, uZUZ}

18
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Sehingga dapat diketahui bahwa order atau banyaknya titik dari GP; ; adalahp = 6

dan ukuran atau banyaknya sisi dari GP; ; adalah g = 9.

Langkah 11
Didefinisikan fungsi f :V(GP;;) —»1{0,1,2,3,4,--,2q — 1} atau f :
V(GP;1) - {0,1,2,3,---,17} dengan:
L)Untuk f : V(GPs1) - {0,2,4,6,+,16}
Label titik untuk f : V(GP31) — {0,2,4,6,-,16} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

f(u) =0 f(vo) = 14
flu) =2 f(v) =16
fluy) =4 f(vy) =12

Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GPs ;)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota

himpunan V (GP; ;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(GP3,1) - {0,2,4,6,8 ---,2(q — 1)}
atau f = E(GPs;1)—{0,2,4,6,--,16} dengan ketentuan = (uv) = (f(u) +
f(v)) (mod 18), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:

f* (uouy) = (f(uo) + f(ul))(mod 18) = (0 + 2)(mod 18) = 2
f*(uuy) = (f(ul) + f(uz))(mod 18) = (2+4)(mod 18) =6

f* (uaup) = (f(uz) + f(up))(mod 18) = (4 + 0)(mod 18) = 4
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fx (wovy) = (f(vp) + f(v1))(mod 18) = (14 + 16)(mod 18) = 12
fx (v1v2) = (f(vy) + f(v,))(mod 18) = (16 + 12)(mod 18) = 10
f * (vv) = (f(v2) + f(vy))(mod 18) = (12 + 14)(mod 18) = 8
f o (uovo) = (f (wo) + f(v))(mod 18) = (0 + 14)(mod 18) = 14
fx (uvy) = (f(wy) + f(v1))(mod 18) = (2 + 16)(mod 18) = 0
f o (ugvy) = (f(uy) + f(v,))(mod 18) = (4 + 12)(mod 18) = 16
2.) Untuk f: V(GPs,) - {1,3,5,7,-+,17}

Label titik untuk f : V(GP31) = {1,3,5,7,,17} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

flu) =1 f(v) =15
f(u) =3 f(v) =17
f(uz) =5 f(vy) =13

Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GP3 ;)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota
himpunan V (GP; ;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(GP3 1) — {0,2,4,6,8 --+,2(q — 1)}
atau f = E(GPs,) - {0,2,4,6,--,16} dengan ketentuan f = (uv) = (f(u) +
f(v)) (mod 18), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:

f* (uouy) = (f(uo) + f(ul))(mod 18) = (14 3)(mod 18) = 4
f*(uuy) = (f(ul) + f(uz))(mod 18) = (3+ 5)(mod 18) =8

f * (uauo) = (f (uz) + f(uo))(mod 18) = (5 + 1)(mod 18) = 6
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fx (wovy) = (f(vo) + f(v1))(mod 18) = (15 + 17)(mod 18) = 14
fx (v1v2) = (f(vy) + f(v,))(mod 18) = (17 + 13)(mod 18) = 12
f * (vv) = (f(vy) + f(vy))(mod 18) = (13 + 15)(mod 18) = 10
f o (uovo) = (f (wo) + f(v))(mod 18) = (1 + 15)(mod 18) = 16
f* (uyvy) = (f(wy) + f(v))(mod 18) = (3 + 17)(mod 18) = 2
fx (uyvy) = (f(uy) + f(v,))(mod 18) = (5 + 13)(mod 18) = 0
Langkah I11
Memberikan label pada masing-masing titik dan sisi pada graf Petersen
diperumum GP; ; dengan hasil perhitungan dari langkah 11, sehingga diperoleh hasil

seperti pada gambar 3.2.

(b)

Gambar 3.2 Pelabelan harmonis sejati genap GP; 4
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Langkah IV
Berdasarkan fungsi pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen
diperumum GP; ;, maka diperoleh pola sebagai berikut:
L)Untuk f : V(GPs1) - {0,2,4,6,+,16}
Untuk indeks titik yaitu:
fup) =0 = 2(0)
fu)) =2=2(1)
fluz) =4=2(2)
f(vg) = 14 = 4(3) + (2(0) + 2) mod 2(3)
f(vy) =16 = 4(3) + (2(1) + 2) mod 2(3)
f(vy) =12 =4(3) + (2(2) + 2)mod 2(3)
Jadi dapat disimpulkan bahwa:
(i) flw) =2 , =012
(i) fvp)) =4n+ i+ 2)mod2n ,i=0,1,2
Untuk indeks sisi yaitu:
f*(uouy) =2=4(0)+2
f*(uuy) =6=4(1)+2
f* (uaug) = 4 = 2(2)
f* (vovy) = 12 = 2(3) + 4(0) + 6
f*(vvy) =10=4(1)+6
f*(vavy) =8=2(2)+4
f* (ugvy) = 14 = 4(5) + 4(0) + 2
f*uv) =0

frxuv,) =16=6(2)+4



Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() fluun) ={%"* IOt
2n+4i+6 ,1=0

(i) f(vivip) =14i+6 , L=
2i +4 , =2
In+4i+2 ,1=0

(iii) f(wv) =10 =
60 + 4 , =2

2.)Untuk f: V(GP34) - {1,3,5,7,-+,17}
Untuk indeks titik yaitu:

flupg) =1=2(0)+1

fu)=3=2(1)+1

f(u,) =5=2(2)+1

f(vg) =15 = 4(3) + (2(0) + 3) mod 2(3)

f(vy) =17 = 4(3) + (2(1) + 3) mod 2(3)

f(vy) =13 =4(3) + (2(2) + 3)mod 2(3)

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

(i) fu)=2i+1 ,i=0,1,2

(i) f(v;) =4n+ (2i + 3)mod 2n , =012

Untuk indeks sisi yaitu:
f* (uous) = 4 = 4(0) + 4
fr(uu,) =8=4(1) +4
£ (upug) = 6 = 2(2) + 2
f* (Vovy) = 14 = 2(3) + 4(0) + 8
f*v) =12=33)+1+2

f*(vavy) =10=2(3)+ 4

23



f* (ugvy) =16 =4(3) +4(0) + 4
f*(uvy) =2

f*pvy) =0

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() fQuuin) = {5 1 5

2n+4i+8

(”) f(vivH_l) = {37’1 +i+2
2n+4

4n+4i+ 4
(iii) f(wv) = {2
0

3.1.2 Graf Petersen Diperumum GPs 4
Langkah I

Diberikan graf Petersen diperumum GP;s ; seperti pada gambar 3.3.

Ug

Uy

Usg

i=0,1
i=2
i=0
i =

i=2
i=0
i =

i=2

Gambar 3.3 Penotasian titik dan sisi GPs ;

memiliki himpunan titik V(GPs ;) dan himpunan sisi E(GPs ) yaitu:

24

Sehingga dari langkah pertama ini kita peroleh graf Petersen diperumum GPs 4
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V(GP5,1) = {uo, us, Uz, Uz, Uy,
Vo, V1, V2, V3, Vs }
E(GP5,1) = {UgUq, U Uy, Up Uz, UzUy, Ugly,
Vo1, V1V2, V2 V3, V3Vs, V4 Vy,
UgVg, Uy Vg, UpVy, U3 V3, Us Vs }
Sehingga dapat diketahui bahwa order atau banyaknya titik dari GPs; adalah p =

10 dan ukuran atau banyaknya sisi dari GPs ; adala q = 15.

Langkah 11
Didefinisikan fungsi f:V(GPs;) —»1{0,1,2,3,4,---,2q — 1} atau f :
V(GPs1) - {0,1,2,3,-+,29} dengan:
L)Untuk f : V(GPs4) - {0,2,4,6,,28}
Label titik untuk f : V(GPs,) - {0,2,4,6,---,28} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

flup) =0 f(wo) = 22
flu) =2 fv) =24
flup) =4 f(v2) =26
flus) =6 fvs) =28

fluy) =8 f(vy) =20
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Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GPs ;)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota

himpunan V (GPs ;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(GPs1) - {0,2,4,6,8 -+,2q} atau
f*E(GPs;) - {0,2,4,6,---,30} dengan  ketentuan  f * (uv) = (f(u) +
f(¥)) (mod 30), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:
fx (uouy) = (F(up) + f(uy))(mod 30) = (0 + 2)(mod 30) = 2
f* (wuy) = (F(uy) + f(uy))(mod 30) = (2 + 4)(mod 30) = 6
f* (upuz) = (f(uz) + f(uz))(mod 30) = (4 + 6)(mod 30) = 10
f* (usuy) = (f(u3) + f(uy))(mod 30) = (6 + 8)(mod 30) = 14
f* (ugug) = (f(uy) + f(ug))(mod 30) = (8 + 0)(mod 30) = 8
fx (wovy) = (f(vo) + f(v1))(mod 30) = (22 + 24)(mod 30) = 16
fx (v1v,) = (f(vy) + f(v,))(mod 30) = (24 + 26)(mod 30) = 20
f* (vav3) = (f(vy) + f(v3))(mod 30) = (26 + 28)(mod 30) = 24
f* (v3vy) = (f(v3) + £ (v,))(mod 30) = (28 + 20)(mod 30) = 18
f* () = (f(wy) + £ (v))(mod 30) = (20 + 22)(mod 30) = 12
f* (uovo) = (f (wo) + f(vp))(mod 30) = (0 + 22)(mod 30) = 22
fx (wvy) = (f(wy) + f(v1))(mod 30) = (2 + 24)(mod 30) = 26
[ (uavy) = (f(uy) + f(v5))(mod 30) = (4 + 26)(mod 30) = 0
f* (uzv3) = (f(uz) + f(v3))(mod 30) = (6 + 28)(mod 30) = 4
fx (ugvy) = (f(wy) + f(vs))(mod 30) = (8 + 20)(mod 30) = 28

2.) Untuk f : V(GPs,) - {1,3,5,7,,29}
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Label titik untuk f :V(GPsy) - {1,3,5,7,-+-,29} dimulai dari titik

outer (u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i =
n — 1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik

terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

flu) =1 f(wo) =23
f) =3 f(v1) =25
fluz) =5 fvy) =27
fluz) =7 f(vs) =129
fluy) =9 fu) =21

Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GPs ;)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota

himpunan V (GPs,;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(GPs 1) - {0,2,4,6,8 -+,2(q — 1)}
atau f = E(GPs,) - {0,2,4,6,--,28} dengan ketentuan f = (uv) = (f(u) +
f(v)) (mod 30), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:

f* (wowy) = (f (o) + f(uy))(mod 30) = (1 + 3)(mod 30) = 4
fx (uuy) = (F(uy) + f(uy))(mod 30) = (3 + 5)(mod 30) = 8
f* (uaus) = (f(up) + f(usz))(mod 30) = (5 + 7)(mod 30) = 12
f o (usug) = (f(u3) + f(uy))(mod 30) = (7 + 9)(mod 30) = 16
fx (ugug) = (f(wy) + f(ug))(mod 30) = (9 + 1)(mod 30) = 10
fx (wevy) = (f(vo) + f(v1))(mod 30) = (23 + 25)(mod 30) = 18
f* (v1v3) = (f(vy) + £ (v,))(mod 30) = (25 + 27)(mod 30) = 22

f * (vv3) = (f(vy) + f(v3))(mod 30) = (27 + 29)(mod 30) = 26
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fx (v3vy) = (f(v3) + £ (v,))(mod 30) = (29 + 21)(mod 30) = 20

fx (0av0) = (f(vy) + f(vp))(mod 30) = (21 + 23)(mod 30) = 14

f o (uovg) = (f (w) + f(v))(mod 30) = (1 + 23)(mod 30) = 24

fx (uyvy) = (f(wy) + f(v1))(mod 30) = (3 + 25)(mod 30) = 28

fx (ugvy) = (f(uy) + f(v5))(mod 30) = (5 + 27)(mod 30) = 2

f * (uzv3) = (f(uz) + f(v3))(mod 30) = (7 + 29)(mod 30) = 6

f* (uavs) = (f(ua) + f(va))(mod 30) = (9 + 21)(mod 30) = 0
Langkah I11

Memberikan label pada masing-masing titik dan sisi pada graf Petersen

diperumum GPs, dengan perhitungan dari langkah Il, sehingga diperoleh hasil

seperti pada gambar 3.4.

(b)

Gambar 3.4 Pelabelan harmonis sejati genap GPs ¢
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Langkah IV
Dari fungsi pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum
GPs ;, maka diperoleh pola sebagai berikut:
L)Untuk f : V(GPs1) = {0,2,4,6,,6n — 2}
Untuk indeks titik yaitu:
fup) =0 =2(0)
flu) =2=2(1)
fluz) =4 =2(2)
fluz) =6 =2(3)
fluy) =8=2(4)
f(vy) = 22 =4(5) + (2(0) + 2)mod 2(5)
f(vy) =24 = 4(5) + (2(1) + 2)mod 2(5)
f(v,) =26 = 4(5) + (2(2) + 2)mod 2(5)
f(v3) =28 = 4(5) + (2(3) + 2)mod 2(5)
f(vy) =20 = 4(5) + (2(4) + 2)mod 2(5)
Jadi dapat disimpulkan bahwa:
@ flw) = 2i , 1=10,1,234
() f(v)) =4n+ 2i+2)mod 2n , i =0,1,2,3,4
Untuk indeks sisi yaitu:
f*(uouy) =2=4(0)+2
f*(uuy) =6=4(1)+2
f*(uyus) =10 =4(2)+ 2
f*(usuy) =14 =43)+2

fx (uguo) = 8 = 2(4)



f* (Wovy) = 16 = 2(5) + 4(0) + 6
f* (1) =20 = 2(5) + 4(1) + 6
f*(vy) =24 =2(5)+4(2) + 6
f*(v3v,) =18 = 4(3) + 6
fr(uavp) = 12 = 2(4) + 4

f * (uovo) = 22 = 4(5) + 4(0) + 2
f* (uyvy) = 26 = 4(5) + 4(0) + 2
f*(upvy) =0

f* (uzvs) = 4 = 4(3) — 2(5) + 2

f*(uyvy) =28=6(4) +4

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() fu) ={5 "7

2n+4i+6

(i) fvvi) = {41' +6
2i+4

In+4i+2
0
(i) fu) =40 5 4

6i + 4
2. )Untuk f: V(GPs4) - {1,3,5,7,-+,6n — 1}
Untuk indeks titik yaitu:
fug) =1=2(0)+1
fu)=3=2(1)+1
fluy) =5=22)+1

fluz) =7=23) +1

,1=012,3
i =
i=0,12
, L=

i=4
i=0,1
1=
i=3
i=4
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flug) =9=2(4)+1

f(wo) = 23 = 4(5) + (2(0) + 3) mod 2(5)

f(vy) = 25 = 4(5) + (2(1) + 3) mod 2(5)

f(vy) =27 = 4(5) + (2(2) + 3) mod 2(5)

f(vs) = 29 = 4(5) + (2(3) + 3) mod 2(5)

f(vy) = 21 = 4(5) + (2(4) + 3) mod 2(5)

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

(i) flu) =2i+1 , i=0,12734

(ii) f(v;) = 4n + (2i + 3)mod 2n , i = 0,1,2,3,4
Untuk indeks sisi yaitu:

f*(uous) = 4 = 4(0) + 4

f* (uuy) = 8 = 4(1) + 4

f* (upug) = 12 = 4(2) + 4

f* (uzuy) = 16 = 4(3) + 4

f* (uaup) = 10 = 2(4) + 2

f* (vovy) = 18 = 2(5) + 4(0) +

f*(uyy) = 22 = 2(5) + 4(1) +

f* (vpv3) = 26 = 2(5) + 4(2) + 8

f* (vav,) = 20 = 3(5) + 3 + 2

f* (Uag) = 14 = 2(5) + 4

£ * (ugvy) = 24 = 4(5) + 4(0) + 4

fx (uivy) = 28 = 4(5) + 4(1) + 4

Fx (upvy) =2

f*(uzv3) =6=403) - 205 +4
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fx(ugvy) =0
Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() fQu)={3 15

2n+4i+ 8
(i) f(vivip) ={3n+i+2
2n+4

in+4i+4
2
4i—2n+4
0

(i) f (u;v;)

3.1.3 Graf Petersen Diperumum GP- 4
Langkah I

Diberikan graf Petersen diperumum GP; ; seperti pada gambar 3.5.

Ug

Us

21

)

)

-

uy

i=01273
i=4
i=0,12
i =

i=4
i=0,1
i=2
i=3
i=4

Uz

Gambar 3.5 Penotasian titik dan sisi GP; ;

V(GP7,1) = { uOr Uq, Uy, u3; Uy, u5; u6;

Vo, V1, V32, V3, Uy, Us, v6}

memiliki himpunan titik V(GP; ;) dan himpunan sisi E(GP, ) yaitu:

32

Sehingga dari langkah pertama ini kita peroleh graf Petersen diperumum GP, 4
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E(GP; 1) = {uouy, UylUs, UpUs, Uslhy, UslUs, Usl, UgU
Vo V1, V1V2, V2 V3, V3Vs, V4 Vs, Us Vg, VgV
UV, Uy V1, U Vp, Uz V3, UV, Us Vs, Ug Vs }
Sehingga dapat diketahui bahwa order atau banyaknya titik dari GP,; adalah p =

14 dan ukuran atau banyaknya sisi dari GP, ; adala q = 21.

Langkah 11
Didefinisikan fungsi f :V(GP;,) —»1{0,1,2,3,4,--,2q — 1} atau f :
vV(GP,1) - {0,1,2,3,---,41} dengan:
L)Untuk f : V(GP, 1) - {0,2,4,6,,40}
Label titik untuk f : V(GP, 1) - {0,2,4,6,-,40} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

fup) =0 f(wo) =30
fuy) =2 f(vy) =32
fluy) =4 f(vy) = 34
fluz) =6 f(vs) =36
flu) =8 f(vy) =38
fus) =10 f(vs) = 40
f(ug) = 12 f(ve) = 28
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Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GP; ;)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota

himpunan V (GP, ;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(GP, 1) - {0,2,4,6,8 --,2(q — 1)}
atau f = E(GP,1) - {0,2,4,6,--,40} dengan ketentuan = (uv) = (f(u) +
f(v)) (mod 42), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:

f* (uow) = (f (o) + f(u)) (mod 42) = (0 + 2)(mod 42) = 2

f* (wuy) = (F(uy) + f(uy))(mod 42) = (2 + 4)(mod 42) = 6

f o (uguz) = (f(uz) + f(uz))(mod 42) = (4 + 6)(mod 42) = 10
f* (uzuy) = (f(us) + f(uy))(mod 42) = (6 + 8)(mod 42) = 14

f o (ugus) = (f(uy) + f(us))(mod 42) = (8 + 10)(mod 42) = 18
f o (usug) = (f(us) + f(ug))(mod 42) = (10 + 12)(mod 42) = 22
f* (uguo) = (f(ug) + f(up))(mod 42) = (12 + 0)(mod 42) = 12
f* (wovy) = (f(wp) + f(v1))(mod 42) = (30 + 32)(mod 42) = 20
fx (v1v2) = (f(vy) + f(v,))(mod 42) = (32 + 34)(mod 42) = 24
f* (vav3) = (f(v) + f(v3))(mod 42) = (34 + 36)(mod 42) = 28
f* (wsvy) = (f(v3) + f(v,))(mod 42) = (36 + 38)(mod 42) = 32
fx (wavs) = (f(vy) + f(v5))(mod 42) = (38 + 40)(mod 42) = 36
f* (wsve) = (f(vs) + f(vg))(mod 42) = (40 + 28)(mod 42) = 26
f* (vo) = (f (e) + f(vy))(mod 42) = (28 + 30)(mod 42) = 16
f o (uovg) = (f (ug) + f(vy))(mod 42) = (0 + 30)(mod 42) = 30

f*(uv) = (f(ul) + f(vl))(mod 42) = (2 + 32)(mod 42) = 34
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fx (ugvy) = (f(uy) + f(v,))(mod 42) = (4 + 34)(mod 42) = 38
f o (uzvz) = (f(uz) + f(v3))(mod 42) = (6 + 36)(mod 42) =0
f* (uavy) = (f (ug) + f(v,))(mod 42) = (8 + 38)(mod 42) = 4
f o (usvs) = (f(us) + f(vs))(mod 42) = (10 + 40)(mod 42) = 8
f o (ugve) = (f(ug) + f(ve))(mod 42) = (12 + 28)(mod 42) = 40
2.)Untuk f : V(GP, ) - {1,3,5,7, -+, 41}

Label titik untuk f : V(GP,,) - {1,3,5,7, -, 41} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

flu) =1 f(wp) =31
f) =3 f) =33
fuz) =5 f(wy) =35
fluz) =7 f(vs) =37
fluy) =9 fwy) =39
fus) =11 f(vs) = 41
fug) =13 f(we) =29

Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GP; 1)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota
himpunan V (GP; ;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(GP, 1) - {0,2,4,6,8 -,2(q — 1)}
atau f = E(GP;,) - {0,2,4,6,---,40} dengan ketentuan f  (uv) = (f(u) +

f(v)) (mod 42), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:



f* (uou) = (f (uo) + f(u1))(mod 42) = (1 + 3)(mod 42) = 4

f (wup) = (f(wr) + f (1)) (mod 42) = (3 + 5)(mod 42) =8

f* (uguz) = (f(uy) + f(u3))(mod 42) = (5 + 7)(mod 42) = 12

f o (usug) = (f(uz) + f(uy))(mod 42) = (7 + 9)(mod 42) = 16

f o (uqus) = (f(uy) + f(us))(mod 42) = (9 + 11)(mod 42) = 18
f* (usug) = (f(us) + f(ug))(mod 42) = (11 + 13)(mod 42) = 24
f o (usug) = (f(ug) + f(ug))(mod 42) = (13 + 1)(mod 42) = 14
f * (o) = (f(vo) + f(v1))(mod 42) = (31 + 33)(mod 42) = 22
f * (v1v) = (f(vy) + f(v;))(mod 42) = (33 + 35)(mod 42) = 26
fx (vv3) = (f(v) + f(v3))(mod 42) = (35 + 37)(mod 42) = 30
f * (v3vy) = (f(v3) + f(vy))(mod 42) = (37 + 39)(mod 42) = 34
f* (vvs) = (f(vy) + f(vs5))(mod 42) = (39 + 41)(mod 42) = 38
fx (vsve) = (f(s) + f(ve))(mod 42) = (41 + 29)(mod 42) = 28
f* (Wevo) = (f(ve) + f(v))(mod 42) = (29 + 31)(mod 42) = 18
f* (uovo) = (f (wo) + f(vp))(mod 42) = (1 + 31)(mod 42) = 32
fx (wvy) = (f(wy) + f(v1))(mod 42) = (3 + 33)(mod 42) = 36
f* (upvy) = (f (up) + f(v))(mod 42) = (5 + 35)(mod 42) = 40
f* (uzvz) = (f(uz) + f(v3))(mod 42) = (7 + 37)(mod 42) = 2
f* (ugva) = (f(ug) + £ (v4))(mod 42) = (9 + 39)(mod 42) = 6

f o (usvs) = (f(us) + f(vs))(mod 42) = (11 + 41)(mod 42) = 10

f* (ugve) = (f(u6) + f(v6))(m0d 42) = (13 +29)(mod 42) = 0

Langkah 11

36
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Memberikan label pada masing-masing titik dan sisi pada graf Petersen
diperumum GP; ; dengan hasil perhitungan dari langkah I1, sehingga diperoleh hasil

seperti pada gambar 3.6.

(b)

Gambar 3.6 Pelabelan harmonis sejati genap GP; ;
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Langkah IV
Dari fungsi pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum
GP, ., maka diperoleh pola sebagai berikut:
L)Untuk f : V(GP;,) = {0,2,4,6,--,40}
Untuk indeks titik yaitu:
f(uo) =0 =2(0)
flu) =2=2(1)
fuz) =4=2(2)
fluz) =6=2(3)
fus) =8=2(4)
f(us) =10 = 2(5)
fue) =12 = 2(6)
f (o) =30 = 4(7) + (2(0) + 2) mod 2(7)
f(vy) =32 = 4(7) + (2(1) + 2) mod 2(7)
f(vy) =34 = 4(7) + (2(2) + 2) mod 2(7)
f(v3) =36 = 4(7) + (2(3) + 2) mod 2(7)
f(vy) =38 = 4(7) + (2(4) + 2) mod 2(7)
f(vs) = 40 = 4(7) + (2(5) + 2) mod 2(7)
f(ve) =28 = 4(7) + (2(6) + 2) mod 2(7)
Jadi dapat disimpulkan bahwa:
(i) f(u) = 2i , i=01,23456
(i) f(v;) = 4n + (2i + 2)mod 2n , i =0,1,2,3,4,5,6
Untuk indeks sisi yaitu:

f* (wouy) =2 =4(0) +2



fr(uuy) =6 = 4(1) + 2

f* (upuz) = 10 = 4(2) + 2

f* (usuy) = 14 = 4(3) + 2

f* (ugus) = 18 = 4(4) + 2

f* (usug) = 22 = 4(5) + 2

£ * (ugup) = 12 = 2(6)

f* (Wov1) = 20 = 2(7) + 4(0) + 6
fx(ivy) =24 =2(7) +4(1) + 6
f*(vvy) =28=2(7)+4(2) +6
f*(v3vy) =32 =2(7) +4(3) + 6
f* (uavs) = 36 = 2(7) + 4(4) + 6
f * (vsvg) = 26 = 4(5) + 6

f * (Vgvp) = 16 = 2(6) + 4

£ * (uovo) = 30 = 4(7) + 4(0) + 2
f* (uvy) = 34 = 4(7) + 4(1) + 2
f* (Upvy) = 38 = 4(7) + 4(2) + 2
f*(uzv3) =0

fx(uavy) = 4 = 4(4) — 2(7) + 2
f * (usvs) = 8 = 4(5) — 2(7) + 2
f * (ugvg) = 40 = 6(6) + 4

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() flun) ={p "2

2n+4i+6

(i) f(vivipl) = {41' +6
20+ 4

,1=0,1,2,3,4,5
,1=6
,1=0,1,23,4

, =5

,1=6
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4n + 4i + 2 i=01,2

0 =

() fuivd) =94 _on 42 i=45
6i + 4 Q=

2.)Untuk f: V(GP; 1) - {1,3,5,7,-+,41}

Untuk indeks titik yaitu:

flup) =1=2(0)+1

fu)=3=2(1)+1

f(u) =5=2(2)+1

flu) =7=23)+1

fluy) =9 =2(4)+1

flus) =11=2(5) +1

fug) =13 =2(6) + 1

f(we) = 31 = 4(7) + (2(0) + 3) mod 2(7)

f(vy) =33 =4(7) + (2(1) + 3) mod 2(7)

f(wy) = 35 = 4(7) + (2(2) + 3) mod 2(7)

f(vg) = 37 = 4(7) + (2(3) + 3) mod 2(7)

f(vy) =39 = 4(7) + (2(4) + 3) mod 2(7)

f(vs) = 41 = 4(7) + (2(5) + 3) mod 2(7)

fwe) = 29 = 4(7) + (2(6) + 3) mod 2(7)

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() flu)=2i+1 , i=0,1,2,3,456

(i) f(v) = 4n+ (2i +3)mod 2n , i = 0,1,2,3,4,5,6
Untuk indeks sisi yaitu:

f* (wouy) =4 =4(0) +4
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fr(uuy) =8=4(1)+4
fx(upuz) = 12 = 4(2) + 4

f* (uzuy) = 16 = 4(3) + 4

f* (ugus) = 18 = 4(4) + 4

f* (usug) = 24 = 4(5) + 4

£ * (uguo) = 14 = 2(6) + 2

f* (Wovy) = 22 = 2(7) + 4(0) + 8
f*(ivy) =26 = 2(7) + 4(1) + 8
f* (vv3) =30 = 2(7) +4(2) + 8
f* (v3v,) = 34 = 2(7) + 4(3) + 8
f* (vyvs) = 38 = 2(7) + 4(4) + 8
f*(wsvg) =28=3(7)+5+2
f* (Vgvy) = 18 = 2(7) + 4

f* (uovo) = 32 = 4(7) + 4(0) + 4
f*(uuy) =36 = 4(7) + 4(1) + 4
f* (upvy) = 40 = 4(7) + 4(2) + 4
f* (ugvy) = 2

fx(uay) =6=4(4) —2(7) + 4
f* (usvs) = 10 = 4(5) — 2(7) + 4
f % (ugvg) = 0

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() fl) ={5 1)

2n+4i+ 8

(i) f(vvipr) = {3n +i+2
2Zn+4

,1=0,1,2,3,4,5
,1=6
,1=01,2,3,4
,1=5

,1=6
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dn + 40+ 4 ,i=0,1,2
2 ,i=3
() fQuavd) =34 _on 44 , =45
0  i=6

3.1.4 Graf Petersen Diperumum GPg 4

Langkah I

Diberikan graf Petersen diperumum GPg ; seperti pada gambar 3.7.

Gambar 3.7 Penotasian titik dan sisi GPg 4

Sehingga dari langkah pertama ini kita peroleh graf Petersen diperumum GPg 4
memiliki himpunan titik V(GP,, ) dan himpunan sisi E(GP,, ) yaitu:
V(Gngl) = {uy, Uy, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, Uy, Ug
Vo, V1, V2, V3, Vs, Vs, Vg, V7, Vg}
E(GPgll) = {UgUq, U Uy, Uy Uz, UzUy, UgUs, UsUg, Ugly, UsUg, Ugl
VoVq, V1V, Va V3, U3 Vs, UsUs, Vs Vg, VgV, V7 Vg, VgV

UoVp, Uy V1, UpVp, U3 V3, Ug Vs, UsVs, Ug Vg, Uy V7, Uglg}
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Sehingga dapat diketahui bahwa order atau banyaknya titik dari GPy ; adalah p =

18 dan ukuran atau banyaknya sisi dari GP, ; adala q = 27.

Langkah Il

Didefinisikan fungsi f:V(GPy,) - {0,1,2,3,4,---,2q — 1} atau f :
V(GPy1) = {0,1,2,3,-+,53} dengan:
L)Untuk f : V(GPyq) - {0,2,4,6,+,52}
Label titik untuk f : V(GPy,) - {0,2,4,6,-+,52} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

f(u) =0 f(vy) = 38
fy) =2 f(v,) =40
fuz) = 4 fwy) = 42
fluz) =6 f(v3) = 44
flu)) =8 fvy) = 46
f(us) =10 f(vs) = 48
fug) =12 f(vg) =50
f(u;) =14 f(v,) =52
fug) =16 f(vg) =36

Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GPy )
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota

himpunan V (GPy ;) memiliki label yang berbeda.
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Kemudian, didefinisikan fungsi f =: E(GPy,) - {0,2,4,6,8 -+,2(q — 1)}

atau f = E(GPy;) - {0,2,4,6,-+,52} dengan ketentuan f = (uv) = (f(u) +

£(v)) (mod 54), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:

f * (uou) = (f (o) + f(u1)) (mod 54) = (0 + 2)(mod 54) = 2

f* (wuy) = (f(uy) + f(uy))(mod 54) = (2 + 4)(mod 54) = 6

f * (uguz) = (f(uy) + f(u3))(mod 54) = (4 + 6)(mod 54) = 10

f* (usug) = (f (uz) + f(ua))(mod 54) = (6 + 8)(mod 54) = 14

f o (uqus) = (f(uy) + f(us))(mod 54) = (8 + 10)(mod 54) = 18

f = (usug) = (f(us) + f(ug))(mod 54) = (10 + 12)(mod 54) = 22

f* (usuz) = (f(ug) + f(uz))(mod 54) = (12 + 14)(mod 54) = 26

f * (uyug) = (f(uy) + f(ug))(mod 54) = (14 + 16)(mod 54) = 30

f* (uguo) = (f(ug) + f(up))(mod 54) = (16 + 0)(mod 54) = 16

fx (wovy) = (f(vo) + f(v1))(mod 54) = (38 + 40)(mod 54) = 24

fx (v1v3) = (f(vy) + f(v,))(mod 54) = (40 + 42)(mod 54) = 28

f* (vav3) = (f(vy) + f(v3))(mod 54) = (42 + 44)(mod 54) = 32

fx (v3vy) = (f(v3) + f(v,))(mod 54) = (44 + 46)(mod 54) = 36

f* (vvs) = (f(vy) + f(v5))(mod 54) = (46 + 48)(mod 54) = 40

f* (wsve) = (f(vs) + f(ve))(mod 54) = (48 + 50)(mod 54) = 44

f * (vgv7) = (f(we) + f(v7))(mod 54) = (50 + 52)(mod 54) = 48

f* (vyvg) = (f(v;) + f(vg))(mod 54) = (52 + 36)(mod 54) = 34

f* (vgvo) = (f (wg) + f(vy))(mod 54) = (36 + 38)(mod 54) = 20

f* (ugvy) = (f(uo) + f(vo))(mod 54) = (0 + 38)(mod 54) = 38
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fx (uvy) = (f(wy) + f(v1))(mod 54) = (2 + 40)(mod 54) = 42
fx (ugvy) = (f(uy) + f(v,))(mod 54) = (4 + 42)(mod 54) = 46
f * (uzv3) = (f(us) + f(v3))(mod 54) = (6 + 44)(mod 54) = 50
f* (ugva) = (f(ua) + £ (v4) ) (mod 54) = (8 + 46)(mod 54) = 0
fx (usvs) = (f(us) + f(vs))(mod 54) = (10 + 48)(mod 54) = 4
f * (ugve) = (f (ug) + f(vg))(mod 54) = (12 + 50)(mod 54) = 8
f* (u;v7) = (f(uy) + f(v;))(mod 54) = (14 + 52)(mod 54) = 12
f = (ugvg) = (f (ug) + f(vg))(mod 54) = (16 + 36)(mod 54) = 52
2. )Untuk f : V(GPy4) - {1,3,5,7,+,53}
Label titik untuk f : V(GPs,) - {1,3,5,7, -+, 53} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

flup) =1 f(ve) =39
flu) =3 f(v)) =41
fluz) =5 f(v,) =43
fluz) =7 f(v3) = 45
f(uy) =9 f(vy) = 47
flus) =11 f(vs) = 49
f(ug) =13 f(vg) =51
f(u;) =15 f(v,) =53
flug) =17 f(vg) =37
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Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GPy )
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota

himpunan V (GP,;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f *: E(GPy 1) - {0,2,4,6,8 -+,2(q — 1)}
atau f = E(GPy;) —{0,2,4,6,-,52} dengan ketentuan = (uv) = (f(u) +
£(v)) (mod 54), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:

f* (uou) = (f (o) + f(u1))(mod 54) = (1 + 3)(mod 54) = 4

f* (wup) = (f(wr) + f (1)) (mod 54) = (3 + 5)(mod 54) =8

f o (upuz) = (f(uz) + f(uz))(mod 54) = (5 + 7)(mod 54) = 12
f* (usuy) = (f(uz) + f(uy))(mod 54) = (7 + 9)(mod 54) = 16

f o (ugus) = (f(uy) + f(us))(mod 54) = (9 + 11)(mod 54) = 20
f o (usug) = (f(us) + f(ug))(mod 54) = (11 + 13)(mod 54) = 24
f* (uguy) = (f(ug) + f(uy))(mod 54) = (13 + 15)(mod 54) = 28
f* (uyug) = (f(uy) + f(ug))(mod 54) = (15 + 17)(mod 54) = 14
f * (ugug) = (f(ug) + f(ug))(mod 54) = (17 + 1)(mod 54) = 18
f* (wovy) = (f(wp) + f(v1))(mod 54) = (39 + 41)(mod 54) = 26
fx (01v,) = (f(vy) + f(v,))(mod 54) = (41 + 43)(mod 54) = 30
f* (vv3) = (f(v) + f(v3))(mod 54) = (43 + 45)(mod 54) = 34
f* (v3vy) = (f(v3) + £ (v,))(mod 54) = (45 + 47)(mod 54) = 38
fx (0avs) = (f(vy) + f(vs))(mod 54) = (47 + 49)(mod 54) = 42
f* (vsve) = (f(s) + f(ve))(mod 54) = (49 + 51)(mod 54) = 46

f* (wgv7) = (f(we) + f(v7))(mod 54) = (51 + 53)(mod 54) = 50
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f* (v;vg) = (f(v7) + f(vg))(mod 54) = (53 + 37)(mod 54) = 36

fx (vgvo) = (f(wg) + f(vy))(mod 54) = (37 + 39)(mod 54) = 22

f o (uovo) = (f (ug) + f(vy))(mod 54) = (1 + 39)(mod 54) = 40

fx (uvy) = (f(wy) + f(v))(mod 54) = (3 + 41)(mod 54) = 44

f* (1) = (f(up) + £ () (mod 54) = (5 + 43)(mod 54) = 48

f * (uzv3) = (f(uz) + f(v3))(mod 54) = (7 + 45)(mod 54) = 52

f* (ugva) = (f(ug) + £ (v4))(mod 54) = (9 + 47)(mod 54) = 2

f * (usvs) = (f(us) + f(vs))(mod 54) = (11 + 49)(mod 54) = 6

f * (ugve) = (f(ug) + f(vg))(mod 54) = (13 + 51)(mod 54) = 10

f * (,v,) = (f(uy) + f(v,))(mod 54) = (15 + 53) (mod 54) = 14

f = (ugvg) = (f (ug) + f(vg))(mod 54) = (17 + 37)(mod 54) = 0
Langkah I11

Memberikan label pada masing-masing titik dan sisi pada graf Petersen

diperumum GP, ; dengan hasil perhitungan dari langkah 11, sehingga diperoleh hasil

seperti pada gambar 3.8.




48

(b)

Gambar 3.8 Pelabelan harmonis sejati genap GPq 4

Langkah IV
Dari fungsi pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum
GPy 1, maka diperoleh pola sebagai berikut:
L)Untuk f : V(GPyy ) — {0,2,4,6,-+,52}
Untuk indeks titik yaitu:
fup) =0 =2(0)
flu) =2=2(1)
fluz) =4 =2(2)
fluz) =6 =2(3)
fluy) =8=2(4)
fus) =10 = 2(5)
fug) =12 = 2(6)
fluz) =14 = 2(7)

f(ug) =16 = 2(8)



f(wo) = 38 = 4(9) + (2(0) + 2) mod 2(9)

f(v) = 40 = 4(9) + (2(1) + 2) mod 2(9)

f(vy) = 42 = 4(9) + (2(2) + 2) mod 2(9)

f(vs) = 44 = 4(9) + (2(3) + 2) mod 2(9)

f(vy) = 46 = 4(9) + (2(4) + 2) mod 2(9)

f(vs) = 48 = 4(9) + (2(5) + 2) mod 2(9)

f(ve) =50 = 4(9) + (2(6) + 2) mod 2(9)

f(v,) =52 = 4(9) + (2(7) + 2) mod 2(9)

f(vg) =36 = 4(9) + (2(8) + 2) mod 2(9)

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

(i) fu) = 2i , i=0,1,2,3456,7,8
(i) f (v) = 4n + (2i + 2)mod 2n , i = 0,1,2,3,4,5,6,7,8

Untuk indeks sisi yaitu:

f* (uouy) = 2 = 4(0) + 2

fr(uuy) =6 = 4(1) + 2

f* (upuz) = 10 = 4(2) + 2

f* (uzuy) = 14 = 4(3) + 2

f* (ugus) = 18 = 4(4) + 2

f* (usug) = 22 = 4(5) + 2

£ * (ugity) = 26 = 4(6) + 2

f* (uyug) = 30 = 4(7) + 2

f * (ugup) = 16 = 2(8)

f* (vovy) = 24 = 2(9) + 4(0) + 6

frx(vy,) =28=209)+4(1)+6
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f* (vpv3) = 32 = 2(9) + 4(2) + 6
f* (v3v,) = 36 = 2(9) + 4(3) + 6
f* (v4vs) = 40 = 2(9) + 4(4) + 6
f* (vsvg) = 44 = 2(9) + 4(5) + 6
f * (vgv,) = 48 = 2(9) + 4(6) + 6
fx(uug) =34=4(7)+6

f * (vgvp) = 20 = 2(8) + 4

f * (uovy) = 38 = 4(9) + 4(0) + 2
f* (uyvy) = 42 = 4(9) + 4(1) + 2
f* (upvy) = 46 = 4(9) + 4(2) + 2
f * (uzv3) = 50 = 4(9) + 4(3) + 2
f* (ugvy) = 0

f* (usvs) = 4 = 4(5) — 2(9) + 2
f * (ugvg) = 8 = 4(6) — 2(9) + 2
f* (uyvy) = 12 = 4(7) — 2(9) + 2
f * (ugvg) = 52 = 6(8) + 4

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() fuusn) = {5 2
2n+4i+6

(i) fvviea) = {41' +6
2i+4

In+4i+2
0
(”I) f(uivi) - 4i —2n + 2

6i + 4

,1=01,2,3,4,5,6,7

,1=28
,1=01,2,3,4,56
, =7

,1=28
,1=0,1,2,3

, 1 =4

,1=567
,1=28
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2.)Untuk f: V(GPy4) - {1,3,5,7,++,53}
Untuk indeks titik yaitu:

fug) =1=2(0)+1
fu) =3=2(1)+1
flu) =5=2(2)+1
flug) =7=23)+1
flu) =9=2(4)+1
flug) =11 =2(5) +1
flug) =13 =2(6) + 1
flu;) =15=2(7) + 1
flug) =17 =2(8) + 1
f(wo) =39 = 4(9) + (2(0) + 3) mod 2(9)
f(vy) = 41 = 4(9) + (2(1) + 3) mod 2(9)
f(vy) = 43 = 4(9) + (2(2) + 3) mod 2(9)
f(vs3) = 45 = 4(9) + (2(3) + 3) mod 2(9)
f(vy) = 47 = 4(9) + (2(4) + 3) mod 2(9)
f(vs) =49 = 4(9) + (2(5) + 3) mod 2(9)
f(ve) =51 = 4(9) + (2(6) + 3) mod 2(9)
f(v;) =53 = 4(9) + (2(7) + 3) mod 2(9)
f(vg) =37 = 4(9) + (2(8) + 3) mod 2(9)
Jadi dapat disimpulkan bahwa:
() fu)=2i+1 , i=0,1,2,3,4,56,7,8
(i) f(v) =4n+ (2i +3)mod 2n , i =0,1,23456738

Untuk indeks sisi yaitu:

o1



f* (uouy) = 4 = 4(0) + 4
fx(uuy) =8=4(1) +4
f*(upuz) = 12 = 4(2) + 4
f*(usuy) = 16 = 4(3) + 4

f* (ugus) = 20 = 4(4) + 4

f* (usug) = 24 = 4(5) + 4

f * (uguy) = 28 = 4(6) + 4
f*(uyug) = 14 = 4(7) + 4

f * (ugug) = 18 = 2(8) + 2

f * (vovy) = 26 = 2(9) + 4(0) + 8
f* (v,v;) = 30 = 2(9) + 4(1) + 8
f % (v,v3) = 34 = 2(9) + 4(2) + 8
f* (v3v5) =38 =2(9) +4(3) + 8
f* (nvg) = 42 = 2(9) + 4(4) + 8
f * (vsvg) = 46 = 2(9) + 4(5) + 8
f * (vgv;) = 50 = 2(9) + 4(6) + 8
f * (v,v5) = 36 = 3(9) + 7 + 2

f * (vgvy) = 22 = 2(9) + 4

f * (uovo) = 40 = 4(9) + 4(0) + 4
fx(uvy) = 44 = 4(9) + 4(1) + 4
f* (upv,) = 48 = 4(9) + 4(2) + 4
f* (uzvs) = 52 = 4(9) + 4(3) + 4
f*(ugvy) =2

f* (usvs) = 6 = 4(5) —2(9) +4
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f * (ugve) = 10 = 4(6) — 2(9) + 4
f* (uyv,) = 14 = 4(7) — 2(9) + 4
f* (ugvg) = 0

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

. (4i+4 L i=0,1,2,3,4,5,6,7
(I) f(uiui+1) _{21_*_2 , l: 8

2n+4i+8 L i=01,2345,6
(ii) f(vivi+1)={3n+i+2 ,i=7

2n + 4 i=8

4n + 4i + 4 L i=0,123
(i) fuw) =17 e

Fuvd) =34 on+4 =567
0 , 0=

3.1.5 Graf Petersen Diperumum GPq4 4
Langkah I

Diberikan graf Petersen diperumum GP;4 ; seperti pada gambar 3.9.

Gambar 3.9 Penotasian titik dan sisi GP;; 1
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Sehingga dari langkah pertama ini kita peroleh graf Petersen diperumum GP 41 1)
memiliki himpunan titik V(GP,4 1) dan himpunan sisi E(GPy ;) yaitu:
V(GP11,1) = {uo, U1, Uz, U3, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Ug, Uz
Vg, V1, V3, V3, Vs, Us, Vg, V7, Vg, Vg, V1o }
E(GP11,1) = {UoUy, Ug Uy, U U3, U3Uy, UglUs, UsUs, Usly, U7 Ug, Ugllo, Uglg, U1oU
VoV1,V1V2, VaV3, V3 Vs, V4 Vs, V5V, Ve V7, V7 Vg, VgVg, V9V10, V1oVo
UgVg, Uy V1, UpVy, U3 V3, UsVs, Us Vs, UgVs, U7 V7, UgVg, UgVg, UgoV10}
Sehingga dapat diketahui bahwa order atau banyaknya titik dari GP;, ; adalah p =

22 dan ukuran atau banyaknya sisi dari GP;, ; adala g = 33.

Langkah 11
Didefinisikan fungsi f :V(GPy11) = 1{0,1,2,3,4,---,2q — 1} atau f :
V(GP;;1) = {0,1,2,3,-+,65} dengan:
L)Untuk f : V(GPyy4) - {0,2,4,6,-,64}
Label titik untuk f : V(GPy1,) = {0,2,4,6,, 64} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

flup) =0 fwo) = 46
flu) =2 f(v) =48
flup) =4 f(z2) =50
flus) =6 f(v3) =52
fluy) =8 fvy) =54

f(uS) =10 f(vs) =56
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fug) =12 f(ve) =58
fluy) =14 f(w;) =60
f(ug) = 16 f(vg) = 62
fug) =18 f(vo) = 64
f(u10) = 20 f(vy) = 44

Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GPyy 1)
sembarang dengan u # v, maka f(u)# f(v), akibatnya setiap anggota
himpunan V (GP,4 ;) memiliki label yang berbeda.
Kemudian, didefinisikan fungsi f = E(GPyy1) - {0,2,4,6,8 +,2(q —
1)} atau  f % E(GPyy,) — {0,2,4,6,-,64} dengan ketentuan f * (uv) =
(f(w) + f(v)) (mod 66), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:
f o (uouy) = (f (o) + f(uy))(mod 66) = (0 + 2)(mod 66) = 2
fx (wuy) = (F(uy) + f(uy))(mod 66) = (2 + 4)(mod 66) = 6
f o (uguz) = (f(uy) + f(u3))(mod 66) = (4 + 6)(mod 66) = 10
f* (usug) = (f (uz) + f(uy))(mod 66) = (6 + 8)(mod 66) = 14
f o (uqus) = (f(uy) + f(us))(mod 66) = (8 + 10)(mod 66) = 18
f * (usug) = (f(us) + f(ug))(mod 66) = (10 + 12)(mod 66) = 22
f* (usuz) = (f(ug) + f(uz))(mod 66) = (12 + 14)(mod 66) = 26
f * (uyug) = (f(uy) + f(ug))(mod 66) = (14 + 16)(mod 66) = 30
f * (uguo) = (f(ug) + f(uy))(mod 66) = (16 + 18)(mod 66) = 34
f o (ugugg) = (f (ug) + f(ug0))(mod 66) = (18 + 20) (mod 66) = 38
f o (ugouo) = (f (wgo) + f(up))(mod 66) = (20 + 0)(mod 66) = 20

fx (evy) = (f(vo) + f(v1))(mod 66) = (46 + 48)(mod 66) = 28



f* (v1v2) = (f(vy) + £ (v,))(mod 66) = (48 + 50)(mod 66) = 32
fx (vv3) = (f(vy) + f(v3))(mod 66) = (50 + 52)(mod 66) = 36
f * (v3v,) = (f(v3) + f(vy))(mod 66) = (52 + 54)(mod 66) = 40
fx (vavs) = (f(vy) + f(vs))(mod 66) = (54 + 56)(mod 66) = 44
fx (wsve) = (f(s) + f(vg))(mod 66) = (56 + 58)(mod 66) = 48
f * (wgv7) = (f(we) + f(v7))(mod 66) = (58 + 60) (mod 66) = 52
f * (v;vg) = (f(v7) + f(vg))(mod 66) = (60 + 62)(mod 66) = 56
f * (vgv9) = (f(vg) + f(v5))(mod 66) = (62 + 64)(mod 66) = 60
f * (ov10) = (f(vo) + f(v10))(mod 66) = (64 + 44)(mod 66) = 42
fx (v10v0) = (f(v10) + f(vy))(mod 66) = (44 + 46) (mod 66) = 24
f o (uovo) = (f(w) + f(vy))(mod 66) = (0 + 46)(mod 66) = 46
f* (wvy) = (F(wy) + f(v1))(mod 66) = (2 + 48)(mod 66) = 50

f o (ugvy) = (f(uy) + f(v,))(mod 66) = (4 + 50)(mod 66) = 54
f* (uzvs) = (f(us) + f(v3))(mod 66) = (6 + 52)(mod 66) = 58
f* (uavy) = (f(uy) + £ (v,))(mod 66) = (8 + 54)(mod 66) = 62
fx (usvs) = (f(us) + f(vs))(mod 66) = (10 + 56)(mod 66) = 0
f* (ugvs) = (f (ug) + f(v6))(mod 66) = (12 + 58)(mod 66) = 4
f* (uzv7) = (f(uy) + f(v;))(mod 66) = (14 + 60)(mod 66) = 8

f * (ugvg) = (f (ug) + f(vg))(mod 66) = (16 + 62)(mod 66) = 12
f * (ugwg) = (f(ug) + f(vg))(mod 66) = (18 + 64)(mod 66) = 16
f o (ugov10) = (f (ugo) + f(v10)) (mod 66) = (20 + 44)(mod 66) = 64

2. )Untuk f : V(GPyy4) — {1,3,5,7,-+, 65}
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Label titik untuk f : V(GPy1,) - {1,3,5,7, -, 65} dimulai dari titik outer
(u;) dengan indeks titik terkecil (i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n —
1). Kemudian label titik berlanjut dari titik inner (v;) dengan indeks titik terkecil

(i = 0) hingga indeks titik terbesar (i = n — 1), dengan:

flup) =1 f(vy) = 47
f(u) =3 f(v)) =49
f(u) =5 f(vy) =51
flus) =7 f(v3) =53
flus) =9 f(vy) =55
fus) =11 f(vs) = 57
f(ug) =13 f(vg) =59
fQu;) =15 f(v,) =61
flug) =17 f(vg) = 63
fug) =19 f(vg) = 65
f(ugo) =21 f(vy0) = 45

Fungsi f adalah fungsi injektif karena berlaku jika untuk setiap u, v € V(GP;1 1)
sembarang dengan u # v, maka f(u) # f(v), akibatnya setiap anggota

himpunan V (GP;1 ;) memiliki label yang berbeda.

Kemudian, didefinisikan fungsi f = E(GP;11) - {0,2,4,6,8 -+,2(q —
1)} atau f*E(GPy,) - {0,2,4,6,--,64}dengan ketentuan * (uv) =
(f (w) + f(v)) (mod 66), sehingga diperoleh label sisi sebagai berikut:
f* (uoguy) = (f(uo) + f(ul))(mod 66) = (14 3)(mod 66) = 4

fx (uuy) = (f(uy) + f(uz))(mod 66) = (3 + 5)(mod 66) = 8



f o (upus) = (f(up) + f(ug))(mod 66) = (5 + 7)(mod 66) = 12

f o (uzuy) = (f(us) + f(wy))(mod 66) = (7 + 9)(mod 66) = 16

fx (ugus) = (f(uy) + f(us))(mod 66) = (9 + 11)(mod 66) = 20
f* (usug) = (f(us) + f(ug))(mod 66) = (11 + 13)(mod 66) = 24
f* (usuz) = (f(ug) + f(uz))(mod 66) = (13 + 15)(mod 66) = 28
f = (uyug) = (f(uy) + f(ug))(mod 66) = (15 + 17)(mod 66) = 32
f  (uguo) = (f(ug) + f(ug))(mod 66) = (17 + 19)(mod 66) = 36
£ (uougg) = (f(uo) + f(ug0))(mod 66) = (19 + 21)(mod 66) = 40
£ (uiouo) = (f (wo) + £ (w) ) (mod 66) = (21 + 1)(mod 66) = 22
fx (wevy) = (f(vo) + f(v1))(mod 66) = (47 + 49)(mod 66) = 30
f * (v1v) = (f(vy) + f(v2))(mod 66) = (49 + 51)(mod 66) = 34
f* (vav3) = (f(v2) + f(v3))(mod 66) = (51 + 53)(mod 66) = 38
fx (v3vy) = (f(v3) + f(v,))(mod 66) = (53 + 55)(mod 66) = 42
f* (vvs) = (f(vy) + f(v5))(mod 66) = (55 + 57)(mod 66) = 46
f* (wsve) = (f(vs) + f(v6))(mod 66) = (57 + 59)(mod 66) = 50
f * (wgv7) = (f(We) + f(v7))(mod 66) = (59 + 61)(mod 66) = 54
f* (vyvg) = (f(v;) + f(vg))(mod 66) = (61 + 63)(mod 66) = 58
f * (vgvg) = (f(vg) + f(vg))(mod 66) = (63 + 65)(mod 66) = 62
f x (vov19) = (f(wo) + f(v10))(mod 66) = (65 + 45)(mod 66) = 44
fx (v10v0) = (f(v10) + f(v))(mod 66) = (45 + 47)(mod 66) = 26
f o (ugo) = (f (up) + f(vy))(mod 66) = (1 + 47)(mod 66) = 48

f*(uv) = (f(ul) + f(vl))(mod 66) = (3 + 49)(mod 66) = 52

58



59
fx (ugvy) = (f(uy) + f(v,))(mod 66) = (5 + 51)(mod 66) = 56
f o (uzvg) = (f(uz) + f(v3))(mod 66) = (7 + 53)(mod 66) = 60
fx (ugvy) = (f(wy) + f(vs))(mod 66) = (9 + 55)(mod 66) = 64
f * (usvs) = (f(us) + f(vs))(mod 66) = (11 + 57)(mod 66) = 2
f o (ugve) = (f(ug) + f(v6))(mod 66) = (13 + 59)(mod 66) = 6
f * (u;v7) = (f(uy) + f(v;))(mod 66) = (15 + 61)(mod 66) = 10
f * (ugvg) = (f (ug) + f(vg))(mod 66) = (17 + 63)(mod 66) = 14
f * (uowg) = (f(ug) + f(vg))(mod 66) = (19 + 65)(mod 66) = 18
f o (ugov10) = (f(ugo) + f(v10)) (mod 66) = (21 + 45)(mod 66) = 0
Langkah I11
Memberikan label pada masing-masing titik dan sisi pada graf Petersen
diperumum GP;, ; dengan hasil perhitungan dari langkah Il, sehingga diperoleh

hasil seperti pada gambar 3.10.
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(b)

Gambar 3.10 Pelabelan harmonis sejati genap GP;q 4

Langkah IV
Dari fungsi pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum
GP;, 1, maka diperoleh pola sebagai berikut:
L)Untuk f : V(GPyy4) — {0,2,4,6,-,64}
Untuk indeks titik yaitu:
fup) =0=2(0)
flu)) =2=2(1)
flu) =4=2(2)
fluz) = 6=2(3)
fluy) =8=2(4)
fus) =10 = 2(5)
fug) =12 =2(6)
fluz) =14 =2(7)
fug) =16 = 2(8)

fug) =18 = 2(9)



f(uyo) = 20 = 2(10)

f(ve) = 46 = 4(11) + (2(0) + 2) mod 2(11)

f(vy) = 48 = 4(11) + (2(1) + 2) mod 2(11)

f(v,) =50 = 4(11) + (2(2) + 2) mod 2(11)

f(vs) = 52 = 4(11) + (2(3) + 2) mod 2(11)

f(vy) = 54 = 4(11) + (2(4) + 2) mod 2(11)

f(vs) = 56 = 4(11) + (2(5) + 2) mod 2(11)

F(ve) = 58 = 4(11) + (2(6) + 2) mod 2(11)

f(v,) = 60 = 4(11) + (2(7) + 2) mod 2(11)

f(vg) = 62 = 4(11) + (2(8) + 2) mod 2(11)

f(ve) = 64 = 4(11) + (2(9) + 2) mod 2(11)

f(v10) = 44 = 4(11) + (2(10) + 2) mod 2(11)

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

(i) f(u) = 2i , 1=0,1,234,5,6,7,89,10
(ii) f(v;) = 4n + (2i + 2)mod 2n , i = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

Untuk indeks sisi yaitu:

£ (uoy) = 2 = 4(0) + 2

f* (uuy) = 6 = 4(1) + 2

f* (upuz) = 10 = 4(2) + 2

f* (uzuy) = 14 = 4(3) + 2

f* (ugus) = 18 = 4(4) + 2

f * (usug) = 22 = 4(5) + 2

f * (uguty) = 26 = 4(6) + 2

f*(uug) =30 =4(7)+2
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f * (ugug) =34 =4(8)+2

f * (Uottyo) = 38 = 4(9) + 2

£ * (ugotte) = 20 = 2(10)

f* (Wovy) = 28 = 2(11) + 4(0) + 6
f*(vy) =32 =2(11) + 4(1) + 6
f* (vv3) =36 = 2(11) + 4(2) + 6
f* (v3v,) = 40 = 2(11) + 4(3) + 6
f* (Uyvs) = 44 = 2(11) + 4(4) + 6
f* (vsvg) = 48 = 2(11) + 4(5) + 6
f* (Vgvy) = 52 = 2(11) + 4(6) + 6
f* (Uyvg) =56 = 2(11) + 4(7) + 6
£ * (vgve) = 60 = 2(11) + 4(8) + 6
f* (Vgvyo) = 42 = 4(9) + 6

f* (Vigvy) = 24 = 2(10) + 4

f * (uovo) = 46 = 4(11) + 4(0) + 2
f* (uvy) = 50 = 4(11) + 4(1) + 2
f* (upv,) = 54 = 4(11) + 4(2) + 2
f * (uzvs) = 58 = 4(11) + 4(3) + 2
f* (ugvy) = 62 = 4(11) + 4(4) + 2
f* (usvs) = 0

f* (ugvg) = 4 = 4(6) — 2(11) + 2
f* (uyv,) =8 = 4(7) — 2(11) + 2
f * (ugvg) = 12 = 4(8) — 2(11) + 2

f * (ugvg) = 16 = 4(9) — 2(11) + 2
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f * (ulovlo) = 64‘ = 6(10) + 4‘
Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() fluuen) =5

2n+4i+6
(i) f(vivipr) = {41' +6
2i +4

dn+4i+ 2
0

(i) fQuv) =341 2n 42
6i + 4
2.)Untuk f : V(GPyy4) — {1,3,5,7,-+, 65}
Untuk indeks titik yaitu:
flup) =1=2(0)+1
flu)=3=2(1)+1
flu) =5=2(2)+1
flug) =7=23)+1
flug) =9=2(4)+1
flus) =11=2(5) +1
fug) =13 =2(6) + 1
flu;) =15=2(7) + 1
flug) =17 =2(8) + 1
flug) =19 =2(9) +1
f(uge) = 21 = 2(10) + 1
f(vo) = 47 = 4(11) + (2(0) + 3) mod 2(11)
f(vy) = 49 = 4(11) + (2(1) + 3) mod 2(11)

f(vy) =51 = 4(11) + (2(2) + 3) mod 2(11)
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i=0123,45,6,7,89
i =10

i=0123,45,6,78
i=9

i =10
i=0,1,2234
i=5
1=6,789

i =10



f(vs) = 53 = 4(11) + (2(3) + 3) mod 2(11)

f(v,) = 55 = 4(11) + (2(4) + 3) mod 2(11)

f(vs) = 57 = 4(11) + (2(5) + 3) mod 2(11)

f(ve) = 59 = 4(11) + (2(6) + 3) mod 2(11)

f(v,) = 61 = 4(11) + (2(7) + 3) mod 2(11)

f(vg) = 63 = 4(11) + (2(8) + 3) mod 2(11)

f(ve) = 65 = 4(11) + (2(9) + 3) mod 2(11)

f(v10) = 45 = 4(11) + (2(10) + 3) mod 2(11)

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

(i) flu)=2i+1 , i =0,1,2,34,5,6,7,89,10

(ii) f(v) = 4n + (2i + )mod 2n , i = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
Untuk indeks sisi yaitu:

f* (uowy) = 4 = 4(0) + 4

f*(uu,) =8=4(1) +4

fr(upuz) = 12 = 4(2) + 4

f* (uzuy) = 16 = 4(3) + 4

f* (ugus) = 20 = 4(4) + 4

f* (usug) = 24 = 4(5) + 4

f * (uguy) = 28 = 4(6) + 4

f* (uyug) = 32 = 4(7) + 4

f * (uguo) = 36 = 4(8) + 4

£ * (ugliyo) = 40 = 4(9) + 4

£ * (uiouto) = 22 = 2(10) + 2

f* (vovy) = 30 = 2(11) + 4(0) + 8
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f* (vvy) = 34 = 2(11) + 4(1) + 8
f* (vv3) =38 = 2(11) + 4(2) + 8
f*(v3v,) = 42 = 2(11) + 4(3) + 8
f* (vyvs) = 46 = 2(11) + 4(4) + 8
f * (vsvg) = 50 = 2(11) + 4(5) + 8
f * (Vgvy) = 54 = 2(11) + 4(6) + 8
f* (vyvg) = 58 = 2(11) + 4(7) + 8
f % (vgve) = 62 = 2(11) + 4(8) + 8
f* (Vgvyo) = 44 = 3(11) + 9 + 2
f* (Wiovp) = 26 = 2(11) + 4

f* (uovy) = 48 = 4(11) + 4(0) + 4
f*(uuy) =52 = 4(11) + 4(1) + 4
f* (upvy) = 56 = 4(11) + 4(2) + 4
f* (uzvs) = 60 = 4(11) + 4(3) + 4
f* (ugvy) = 64 = 4(11) + 4(4) + 4
f * (usvs) = 2

f* (ugvg) = 6 = 4(6) — 2(11) + 4
f* (uyvy) =10 = 4(7) — 2(11) + 4
f* (ugvg) = 14 = 4(8) — 2(11) + 4
f* (ugv) = 18 = 4(9) — 2(11) + 4
f % (Uyova) = 0

Jadi dapat disimpulkan bahwa:

() flu) ={5 55

65

,1=01,23,45,6,7,8,9
, 1=10



66

2n+4i+8 ,1=0,1,2,3,4,56,7,8
(i) f(vvip) =43n+i+2 ,1=9

2n+4 , 1 =10

n+4i+4 ,1=0,1,2,3 4
2 , =5
(i) f(wvy) = 4i —2n + 4 ,1=6,7,89

0 , 1 =10

Teorema

Graf Petersen Diperumum GP, ; memiliki pelabelan harmonis genap sejati
untuk n ganjil dan n > 3.
Bukti:

Misalkan diberikan suatu graf GP, ; untuk n ganjil dan n > 3 sembarang

seperti pada gambar 2.15.

Gambar 3.11 Graf GP,, ;

Didefinisikan f:V(GP,,) - {0,1,2,+,2q — 1}. Diketahui ¢ = 3n, maka
f:V(GP,1) = {0,1,2,--,6n — 1} yang terbagi dalam dua kasus yaitu:
a)untuk f : V(GP, 1) - {0,2,4,6,-+,6n — 2}, dengan aturan:

(i) f(u) = 2i ,1=01,23,--,n—1
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(i) f(v;) =4n+ Qi+ 2)mod 2n  ,i=0,1,23,,n—1
b.yuntuk f : V(GP,,) - {1,3,5,7, -+-,6n — 1}, dengan aturan:
() fFu)=2i+1 ,i=0,123,,n—1
(i) flv) =4n+ 2i+3)mod 2n ,i=0,123,::-,n—1
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f (V(GPM)) adalah injektif yaitu:
a)untuk f : V(GP, ) > {0,2,4,6,-,6n — 2}
Ambil sembarang u; dan v; titik di GP,, ; sedemikian sehingga u; # v;.
Akan dibuktikan f () # f(v;).
Karena u; # v;, maka:
f(u;) =2i #4n+ (2i + 2)mod 2n = f(vj)
Dengan demikian terbukti bahwa f (w;) # f(v;).
b.yuntuk f : V(GP,,) = {1,3,5,7,, 6n — 1}, dengan aturan:
Ambil sembarang u; dan v; titik di GP,, ; sedemikian sehingga u; # v;.
Akan dibuktikan f(u;) # f(v;).
Karena u; # v;, maka:
fu) =2i+1+#4n+ (2i + 3)mod 2n = f(vj)
Dengan demikian terbukti bahwa f (u;) # f(v;).
Berdasarkan (a) dan (b) maka diperoleh bahwa f (V(GPn_l)) adalah injektif.
Kemudian didefinisikan f *: E(GP,1) = {0,2,4,---,2(q — 1)} dengan f

(uv) = (f(w) + f(v))(mod 2q). Diketahui g =3n, maka f *:E(GP,4) —

{0,2,4,---,6n — 2} dengan f * (uv) = (f(u) + f(v))(mod 6n) yang terbagi

dalam dua kasus:



a.)Menggunakan aturan dari f: V(GP,,) — {0,2,4,6,-,6n — 2},

diperoleh label sisi dengan aturan:

. 4i + 2 ,0<i<n—-2
(i) fQu) ={,; iono1
2n+4i+6 ,0<i<n-3
(i) f(vl-vi+1)={4i+6 ,il=n—2
2i+4 ,i=n—1
(4n + 4i + 2 ,0<Sis=
| 0 ="
(i) fuv) =1 =5
L4i—2n+2 ,TSiSn—Z
60 + 4 ,i=n—1

b.)Menggunakan aturan dari f:V(GP,,) - {1,3,5,7,-,6n — 1},

diperoleh label sisi dengan aturan:

i di+4 ,0<i<n-—2
() flus) = {5 9=i=r
2n+4i+8 ,0<i<n-3
(ii) fFivig) ={3n+i+2 ,i=n—2
(4n + 4i + 4 ;OSlSnT_S
; —n1
(i) fuw) =1 ° =5
4i—2n+4  EE<isn-2
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maka

maka

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f « (E(GP,, 1)) adalah bijektif yaitu:

1.) Akan ditunjukkan bahwa f + (E(GP,1)) adalah ijekif.

(A) Menggunakan aturan dari f : V(GP, 1) - {0,2,4,6,+,6n — 2},

(|) ambil UilUjq dan UjUjyq sisi di GPn,l dengan f(uiul-“) = f(u]u]H)

Akan dibuktikan i = j sedemikian hingga u;u; 1 = wju;4q.

@Untuk0<i<n—-2dan0<j<n-2
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Karena f (u;ttiy1) = f(wttj11),
maka: 4i + 2 = 4j + 2
4i = 4j
i=j
Jadi, Ut = Ul
(b)Untuki =n—-1danj=n—-1
Karena f(u;up1) = f(ujttj4q),
maka: 2i = 2j
i=j
Jadi, w4 = U4
(i) ambil v;v;4, dan v;v;, sisi di GP,; dengan f(v;vi41) = f(vjvj41).
Akan dibuktikan i = j sedemikian hingga v;v; .1 = v;vj41.
@Untuk0<i<n-3dan0<j<n-3
Karena f (v;vi41) = f(vjvj41),
maka: 2n+4i+ 6 =2n+4j+6

2n+4i=2n+4j

Jadi, v;v; 41 = V44
(b)Untuk i=n—-2danj=n-—2

Karena f (v;vi41) = f(ut41),

maka: 4i+ 6 = 4j+ 6

4i = 4j
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i=j
Jadi, v;v;11 = vjVj4q
©Untuk i=n—1danj=n—-1
Karena f (v;vi1) = f(wjt41),

maka: 2i +4 = 2i + 4

Jadi, ViViy1 = VjVjq
(iii) ambil w;v; dan wv; sisi di GP,; dengan f(w;vy) = f(wv;). Akan

dibuktikan i = j sedemikian hingga u;v; = w;v;.

n-3
2

(8) Untuk 0 < i < dan 0 < j <
Karena f (w;v;) = f(wv;),
maka: 4n+4i+ 2 =4n+4i + 2

In+4i=4n+4j
4i=14j
=]
Jadi, u;v; = wv;

(b) Untuk i == danj ="~

Karena f(w;vy) = f(wvy),

maka: 0 = 0

Karena fungsi konstan maka nilai kedua fungsi tersebut adalah sama
sehingga = j .

Jadi, U;v; = u;v;
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(c)UntuknT_lsiSn—Zdan%ﬂSan—z

Karena f (w;v;) = f(wv;),

maka: 4i —2n+2 =4j—2n+2

4i —2n=4j —2n
4i = 4j
I1=]

Jadi, u;v; = wv;
dUntuki=n—-1dani=n-1

Karena f (w;v;) = f(wv)),

maka: 6i +4 =6i+4

Jadi, w;v; = u;v;
Berdasarkan (i), (ii), dan (iii) maka label sisi dari label titik untuk f :
V(GP,,) - {0,2,4,6,+,6n — 2} adalah injektif.
(B) Menggunakan aturan dari f : V(GPnll) - {1,3,5,7,---,6n — 1},

(i) ambil w;u;yq dan wjuj, sisi di GP,, dengan f(wiuirs) = f(wujpq)-
Akan dibuktikan i = j sedemikian hingga u;u; .1 = wju;4q.
@Untuk0<i<n—-2dan0<j<n-2

Karena f(uiu;41) = f(witis1),
maka: 4i +4 =4j + 4
4i = 4j

i=j
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Jadi, Uty = Ul
(b)Untuki =n—-1danj=n-1
Karena f(u;up1) = f(ujttj4q),
maka: 2i + 2 =2j + 2
2i = 2j
i=)
Jadi, w4 = U4
(i) ambil v;v;4, dan v;v;, sisi di GP,; dengan f(v;vi41) = f(vjvj4q).
Akan dibuktikan i = j sedemikian hingga v;v; ;1 = v;vj41.
@Untuk0<i<n-3dan0<j<n-3
Karena f (vivip1) = f(vjv)41),
maka: 2n +4i+8 =2n+4j + 8
2n+4i=2n+4j
4i = 4j
1=j
Jadi, v;v; 41 = V44
(b)Untuk i =n—2danj=n—2
Karena f(v;vir1) = f(uts1),
maka:3n+i+2=3n+j+2
In+i=3n+1i
i=j
Jadi, v;v; 41 = V)44

(©)Untuk i=n—1danj=n—-1



73

Karena f(v;vi41) = f(wjuj1),
maka: 2n+4 =2n + 4
Karena fungsi konstan maka nilai kedua fungsi tersebut adalah sama
sehinggai =j
Jadi, v;v;11 = VjVj4q
(iii) ambil w;v; dan wv; sisi di GP,; dengan f(w;v;) = f(wv;). Akan

dibuktikan i = j sedemikian hingga u;v; = w;v;.

n-3
2

(8) Untuk 0 < i < dan 0 < j <
Karena f (w;v;) = f(wv)),
maka: 4n+4i+4 =4n+4i+ 4

In+4i=4n+4j
4i = 4j
1=]
Jadi, u;v; = uv;

(b) Untuk i == danj ="~

Karena f(u;v;) = f(wv;),
maka: 2 = 2
Karena fungsi konstan maka nilai kedua fungsi tersebut adalah sama
sehinggai =j
Jadi, w;v; = u;v;
(©Unuk = <i<n-2dan"-<j<n-2
Karena f(u;v;) = f(ujvj),

maka: 4i —2n+4 =4j—-2n+4
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4i —2n=4j —2n

Jadi, w;v; = u;v;
(dUntuki=n—-—1dani=n—-1
Karena f(u;v;) = f(wv;),
maka: 0 = 0
Karena fungsi konstan maka nilai kedua fungsi tersebut adalah sama
sehingga i = j
Jadi, u;v; = uv;
Berdasarkan (i), (ii), dan (iii) maka label sisi dari label titik untuk f :

v(GP,,) - {1,3,5,7,--,6n — 1} adalah injektif.

Berdasarkan (A) dan (B) maka diperoleh f + (E(GP,)) adalah injektif.
2.) Akan ditunjukkan bahwa f * (E(GPnll)) adalah surjektif.

Akan ditunjukkan bahwa f * (E(GPnll))dipetakan ke {0,2,4,6,+,6n — 2}.

Menurut definisi pelabelan bahwa untuk setiap elemen di E(GP, ;) akan
dipetakan pada bilangan bulat tak negatif sebanyak g atau banyaknya sisi di

GP, 1, maka banyaknya prapeta dan peta adalah sama. Diketahui q di E(GPM)
adalah sebanyak 3n maka 0 < f * (E(GPM)) <2(q—1) atau 0 < f *
(E(GPM)) < 6n — 2. Artinya f * (E(GPnll))dipetakan ke {0,2,4,6,,6n —

2}. Karena banyaknya sisi di GP, adalah sama dengan banyaknya anggota dari
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{0,2,4,6,,6n — 2} dan telah terbukti bahwa f * (E(Gpn,l)) adalah injektif
maka sudah pasti f * (E(GPM)) adalah surjektif.

Dengan demikian berdasarkan (1) dan (2) maka diperoleh bahwa f * (E(GPM))

adalah bijektif artinya terbukti bahwa GP, ; memiliki pelabelan harmonis genap

sejati untuk n ganjil dan n > 3.

3.2 Rumus Umum Untuk Pelabelan Harmonis Sejati Genap pada Graf
Petersen Diperumum GP,, 4

Berikut adalah rumus umum untuk pelabelan harmonis genap sejati pada
graf Petersen diperumum GP, ; untuk n ganjil dan n > 3 adalah sebagai berikut:
1) Untuk f: V(GP,,) - {0,2,4,6,--,2q — 2 } diperoleh tabel pola label titik
sebagai berikut:

Tabel 3.1 Pola pelabelan titik graf Petersen diperumum GPy, 4

n L fQu) fw)

3 1 0= 2(0) 14 = 4(3) + (2(0) + 2) mod 2(3)
2 2=2(1) 16 = 4(3) + (2(1) + 2) mod 2(3)
3 4 =2(2) 12 = 4(3) + (2(2) + 2)mod 2(3)

5 0 0 =2(0) 22 = 4(5) + (2(0) + 2)mod 2(5)
1 2=2(1) 24 = 4(5) + (2(1) + 2)mod 2(5)
2 4=2(2) 26 = 4(5) + (2(2) + 2)mod 2(5)
3 6 =2(3) 28 = 4(5) + (2(3) + 2)mod 2(5)
4 8=12(4) 20 = 4(5) + (2(4) + 2)mod 2(5)

7 0 0 =2(0) 30 = 4(7) + (2(0) + 2) mod 2(7)
1 2= 2(1) 32 = 4(7) + (2(1) + 2) mod 2(7)
2 4=2(02) 34 = 4(7) + (2(2) + 2) mod 2(7)
3 6 =2(3) 36 = 4(7) + (2(3) + 2) mod 2(7)
4 8=2(4) 38 = 4(7) + (2(4) + 2) mod 2(7)
S 10 = 2(5) 40 = 4(7) + (2(5) + 2) mod 2(7)
6 12 = 2(6) 28 = 4(7) + (2(6) + 2) mod 2(7)

9 0 0 = 2(0) 38 = 4(9) + (2(0) + 2) mod 2(9)
1 2=2(1) 40 = 4(9) + (2(1) + 2) mod 2(9)
2 4=2(2) 42 = 4(9) + (2(2) + 2) mod 2(9)
3 6 =2(3) 44 = 4(9) + (2(3) + 2) mod 2(9)
4 8=2(4) 46 = 4(9) + (2(4) + 2) mod 2(9)
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5 10 = 2(5) 48 = 4(9) + (2(5) + 2) mod 2(9)
6 12 = 2(6) 50 = 4(9) + (2(6) + 2) mod 2(9)
7 14 = 2(7) 52 =4(9) + (2(7) + 2) mod 2(9)
8 16 = 2(8) 36 = 4(9) + (2(8) + 2) mod 2(9)
1] 0 0 =2(0) 46 = 4(11) + (2(0) + 2) mod 2(11)
1 2=2(1) 48 = 4(11) + (2(1) + 2) mod 2(11)
2 4=2(2) 50 = 4(11) + (2(2) + 2) mod 2(11)
3 6 =2(3) 52 = 4(11) 4+ (2(3) + 2) mod 2(11)
4 8 =2(4) 54 = 4(11) 4 (2(4) + 2) mod 2(11)
5 10 = 2(5) 56 = 4(11) + (2(5) + 2) mod 2(11)
6 12 = 2(6) 58 = 4(11) + (2(6) + 2) mod 2(11)
7 14 = 2(7) 60 = 4(11) + (2(7) + 2) mod 2(11)
8 16 = 2(8) 62 = 4(11) + (2(8) + 2) mod 2(11)
9 18 = 2(9) 64 = 4(11) + (2(9) + 2) mod 2(11)
10 20 = 2(10) 44 = 4(11) 4 (2(10) + 2) mod 2(11)
n i 20 4n + (2i + 2)mod 2n
Keterangan:

n = bilangan tak negatif dari notasi GP, ;.

i = indeks pada graf Petersen diperumum dimulai dari 0 sampai dengan n — 1.

Berdasarkan tabel 3.1 diperoleh rumus umum label titik adalah:

(i) flw)=2i

(i) f(v)) =4n+ (2i + 2)mod 2n

,1=0123,-

, 1=0,123,-

-,n—1

-n—1

Selanjutya, dengan menggunakan rumus umum label titik tersebut diperoleh

tabel pola label sisi sebagai berikut:

Tabel 3.2 Pola pelabelan sisi graf Petersen diperumum GP,, 4

n L fuiugyg) fWiviyq) f(uvy)

3 |0 2=4(0)+2 | 12=2(3)+4(0)+6 | 14 = 4(5) + 4(0) + 2
1 6=4)+2 | 10=4(1)+6 0
2 4=2(2) 8=2(2)+4 16 = 6(2) + 4

5 [0 2=4(0)+2 | 16=2(5)+4(0)+6 | 22 = 4(5) + 4(0) + 2
1 6=4(1)+2 | 20=2(5)+4(1)+6 | 26=4(5)+4(0)+2
2 10=4(2)+2 | 24=2(5)+4(2)+6 | 0
3 14=4(3)+2 | 18=4(3)+6 4=4(3)—2(5) +2
4 8 = 2(4) 12 = 2(4) + 4 28 = 6(4) + 4

7 |0 2=4(0)+2 | 20=2(7)+4(0)+6 | 30=4(7) +4(0) + 2
1 6=4()+2 |24=2(7)+4(1)+6 | 34=4(7)+4(1)+2
2 10=4(2)+2 | 28=2(7)+4(2)+6 | 38 =4(7) +4(2) +2
3 14=4(3)+2 | 32=2(7)+43)+6 | 0
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4 18=4(4)+2 | 36=2(7)+4(4)+6 | 4=4(4)—-2(7)+2
5 22=405)+2 | 26=4(55)+6 8=4(5)—2(7)+2
6 12 = 2(6) 16 = 2(6) + 4 40 =6(6) +4

9 |0 2 =4(0)+2 24=2(9)+4(0)+6 |38=4(9)+4(0)+2
1 6 =4(1) + 2 286=2(9)+4(1)+6 |42=4(9)+4(1)+2
2 10=4(2)+2 |32=209)+4(2)+6 |46=4(9)+4(2)+2
3 14=43)+2 | 36=2(9)+4(3)+6 |50=4(9)+4(3)+2
4 18=4(4)+2 | 40=2(09)+4(4)+6 |0
5 22=405)+2 | 44=2(09)+4(5)+6 |[4=4(5)—-209)+2
6 26=4(6)+2 | 48=2(9)+4(6)+6 |8=14(6)—2(9) +2
7 30=4(7)+2 | 34=4(7)+6 12 = 4(7) — 2(9) + 2
8 16 = 2(8) 20 =2(8) + 4 52 =6(8) + 4

11 |0 2 =4(0)+2 28=2(11)+4(0)+6 | 46 = 4(11) +4(0) + 2
1 6 =4(1)+2 32=2(11)+4(1)+6 | 50 =4(11) +4(1) +2
2 10=4()+2 [36=2(11)+412)+6 | 54=4(11)+4(2)+2
3 14=43)+2 |40=2(11)+4(3)+6 |58 =4(11) +4(3) +2
4 18=4(4)+2 |44=2(11)+4(4)+6 | 62=4(11) +4(4) + 2
S 22=4(5)+2 |48=2(11)+4(5)+6 |0
6 26=4(6)+2 [52=2(11)+4(6)+6 | 4=4(6)—2(11) +2
7 30=4(7N+2 |56=2(11)+4(7)+6 | 8=4(7)—2(11) +2
8 34=4(8)+2 |60=2(11)+4(8)+6 | 12=4(8)—2(11) +2
9 38=4(9)+2 [42=4(9)+6 16 = 4(9) — 2(11) + 2
10 20 = 2(10) 24 = 2(10) + 4 64 = 6(10) + 4

n i
n—3 In+4i+2
nE 1 0
nJ2rl 4i+6 2n+4i+6 =

2 4n +4i+2
n—3 .
Z:i : 4i+6 :
2i 2i+4 6i + 4
Keterangan:

n = bilangan tak negatif dari notasi GP,, ;.

i = indeks pada graf Petersen diperumum dimulai dari 0 sampai dengan n — 1.

Berdasarkan tabel 3.2 diperoleh rumus umum label sisi adalah:

4i + 2

(i) feuun) ={"";

,i=n—1



2n+4i+6
4i+ 6
20+ 4

(i) frvipr) =

dn +4i + 2

(i) fQuvy) = 0
4i —2n+ 2

60 + 4

2.) Untuk f:V(GPy,) - {1,3,5,7,--,2q — 1} diperoleh tabel pola label titik

sebagai berikut:

Tabel 3.3 Pola pelabelan titik graf Petersen diperumum GPy, 4

fy)

15 = 4(3) + (2(0) + 3) mod 2(3)
17 = 4(3) + (2(1) + 3) mod 2(3)
13 = 4(3) + (2(2) + 3)mod 2(3)

23 = 4(5) + (2(0) + 3) mod 2(5)
25 =4(5) + (2(1) + 3) mod 2(5)
27 = 4(5) + (2(2) + 3) mod 2(5)
29 = 4(5) + (2(3) + 3) mod 2(5)
21 = 4(5) + (2(4) + 3) mod 2(5)

31 = 4(7) + (2(0) + 3) mod 2(7)
33 = 4(7) + (2(1) + 3) mod 2(7)
35 =4(7) + (2(2) + 3) mod 2(7)
37 = 4(7) + (2(3) + 3) mod 2(7)
39 = 4(7) + (2(4) + 3) mod 2(7)
41 = 4(7) + (2(5) + 3) mod 2(7)
29 = 4(7) + (2(6) + 3) mod 2(7)

39 = 4(9) + (2(0) + 3) mod 2(9)
41 = 4(9) + (2(1) + 3) mod 2(9)
43 =4(9) + (2(2) + 3) mod 2(9)
45 = 4(9) + (2(3) + 3) mod 2(9)
47 = 4(9) + (2(4) + 3) mod 2(9)
49 = 4(9) + (2(5) + 3) mod 2(9)
51 =4(9) + (2(6) + 3) mod 2(9)
53 =4(9) + (2(7) + 3) mod 2(9)
37 = 4(9) + (2(8) + 3) mod 2(9)

n L f(w)
3 1 1=2(0)+1
2 3=2(1)+1
3 5=2(2)+1
5 0 1=2(0)+1
1 3=2(1)+1
2 5=2(2)+1
3 7=203)+1
4 9=2(4)+1
7 0 1=2(0)+1
1 3=2(1)+1
2 5=2(2)+1
3 7=203)+1
4 9=24)+1
S 11=205)+1
6 13=2(6)+1
9 0 1=2(0)+1
1 3=2(1)+1
2 5=2(2)+1
3 7=203)+1
4 9=2(4)+1
5 11=2(5)+1
6 13=2(6)+1
7 15=2(7)+1
8 17 =2(8) + 1
11 |0 1=2(0)+1
1 3=2(1)+1
2 5=22)+1 7=
3 23) +1 9=
4 2(4) +1
5 11=2(5)+1

47 = 4(11) + (2(0) + 3) mod 2(11)
49 = 4(11) + (2(1) + 3) mod 2(11)
51 = 4(11) + (2(2) + 3) mod 2(11)
53 = 4(11) + (2(3) + 3) mod 2(11)
55 = 4(11) + (2(4) + 3) mod 2(11)
57 = 4(11) + (2(5) + 3) mod 2(11)
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6 13=2(6)+1 59 = 4(11) + (2(6) + 3) mod 2(11)
7 15=2(7)+1 61 = 4(11) + (2(7) + 3) mod 2(11)
8 17=2(8) +1 63 = 4(11) + (2(8) + 3) mod 2(11)
9 19=2(9)+1 65 = 4(11) + (2(9) + 3) mod 2(11)
10 |21=2(10)+1 45 = 4(11) + (2(10) + 3) mod 2(11)
n i 2i+1 4n + (2i + 3)mod 2n
Keterangan:

n = bilangan tak negatif dari notasi GP, ;.

i = indeks pada graf Petersen diperumum dimulai dari 0 sampai dengan n — 1.

Berdasarkan tabel 3.3 diperoleh rumus umum label titik adalah:

) fu)=2i+1

(i) f(v)) =4n+ (2i + 3)mod 2n

) i = 01112131‘..I

) i = OI1I2I3I'..F

n—1

n—1

Selanjutya, dengan menggunakan aturan rumus umum label titik untuk

f:V(GP,1) - {1,3,5,7,-+,2q — 1} diperoleh tabel pola label sisi sebagai

berikut:
Tabel 3.4 Polal pelabelan sisi graf Petersen diperumum GP,, 4

n L fuuiyg) fWivigy) fuv)

3 0 4=4(00)+4 14 =2(3)+4(0)+8 16 =4(3)+4(0) + 4
2 8=4(1)+4 12=33B)+1+2 2
3 6=2(2)+2 10=2(3)+4 0

5 0 4=4(00)+4 18 = 2(5) + 4(0) + 24=4(5)+4(0)+4
1 8=4(1)+4 22=205)+4(D) + 28=4(55)+4(1)+4
2 12=4(2)+4 26=2(5)+4(2)+8 2
3 16 =4(3)+ 4 20=3(5)+3+2 6=43)—-2(55)+4
4 10=2(4)+2 14 =2(5)+4 0

7 0 4=4(00)+4 22=2(7)+4(0)+8 32=4(7)+4(0)+ 4
1 8=4(1)+4 26=2(7)+4(1)+8 36 =4(7)+4(1)+ 4
2 12=4(2)+4 30=2(7)+4(2)+8 40=4(7)+4(2)+ 4
3 16 =43)+4 34=2(7)+43)+8 2
4 18 =4(4) + 4 38=2(7)+4(4)+8 | 6=4(4)—-2(7)+4
S 24=4(5)+4 28=3(7)+5+2 10 =4(5)—2(7) + 4
6 14 = 2(6) + 2 18 =2(7) + 4 0

9 0 4=4(00)+4 26 =2(9)+4(0)+8 40=4(9)+4(0)+ 4
1 8=4(1)+4 30=2(9)+4(1)+8 44 =49 +4(1)+4
2 12=4(2)+4 34=2(9)+4(2)+8 48 =4(9)+4(2)+ 4
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3 16 =4(3) + 4 38=2(9)+4(3)+8 | 52=4(9)+4(3)+4
4 20=4(4) + 4 42=2(09)+44)+8 |2
5 24 =4(5) + 4 46 =2(9)+4(5)+8 | 6=4(5)—-2(9) +4
6 28 = 4(6) + 4 50=2(9)+4(6)+8 | 10 =4(6)—2(9) + 4
7 14 =4(7)+ 4 36=3(9)+7+2 14 =4(7)-2(9) + 4
8 18 = 2(8) + 2 22=2(9)+4 0
11 |0 4=4(0)+4 30 =2(11) +4(0) +8 | 48 = 4(11) +4(0) + 4
1 8=4(1)+4 34=2(11)+4(1) +8 | 52=4(11) +4(1) + 4
2 12=4(2)+4 38=2(11) +4(2)+8 | 56 = 4(11) +4(2) + 4
3 16 =4(3) + 4 42 =2(11)+4(3)+8 | 60 =4(11)+4(3) + 4
4 20=4(4) + 4 46 =2(11) +4(4) +8 | 64 =4(11) +4(4) + 4
5 24=4(5)+4 50=2(11)+4(5)+8 | 2
6 28 = 4(6) + 4 54=2(11)+4(6)+8 | 6 =4(6) —2(11) + 4
7 32=4(7)+ 4 58 =2(11) +4(7) +8 | 10 = 4(7) — 2(11) + 4
8 36 =4(8) + 4 62=2(11)+4(8) +8 | 14 =4(8) —2(11) + 4
9 40 = 4(9) + 4 44 =3(11)+9+2 18 =4(9) —2(11) + 4
10 22=2(10)+2 | 26=2(11)+4 0
n 0
n—3 dn+4i+4
2 :
n-1 4i + 4 2n+4i+8 2
2 :
n+1
2
4i —2n+4
n—3 .
Z:i : 3n+i+2 5
2i+2 2n + 4 0
Keterangan:

n = bilangan tak negatif dari notasi GP, ;.

i = indeks pada graf Petersen diperumum dimulai dari 0 sampai dengan n — 1.

Berdasarkan tabel 3.4 diperoleh rumus umum label sisi adalah:

4i + 2

i) fauw)={"",

(i) f(vivigq) =

2n+4i+6
4i 4+ 6
20+ 4

,i=n—1

,0<i<n-3
,i=n—2
,i=n—1
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(4n +4i+2 ,0<i<—
Io j=21
(iii) f(uvy) =4 ’ 2
L4i—2n+2 ,nTHSiSn—Z
6i + 4 L i=n—1

3.3 Pembelajaran Bagi Orang Berilmu
Allah telah berfirman dalam Al-Qur’an surah al-Qamar surat ke-54 ayat 15
berikut:

“Dan sungguh kami telah meninggalkannya sebagai bukti, maka adakah yang
ingin mengambil pelajaran?.”

Dalam Tafsir Al-Misbah dikatakan, ayat tersebut menjelaskan tentang
kesudahan perahu Nabi Nuh As. sekaligus pelajaran yang dapat diambil dari
peristiwa tersebut. Allah berfirman: Dan Kami bersumpah bahwa sungguh Kami
telah meninggalkannya yakni membiarkan sisa-sisa perahu itu terus eksis atau
menjadikan peristiwa itu terus dikenang, tidak hilang dari ingatan. Itu Kami lakukan
sebagai bukti yang sangat jelas tentang kuasa Kami sekaligus pelajaran yang
berharga, maka adakah orang ingin bersungguh-sungguh mengambil pelajaran dari
peristiwa itu sehingga menghindari pembangkangan kepada Allah dan Rasul-Nya?.

Ayat tersebut menunjukkan bahwa terdapat pembelajaran dibalik kisahnya
Nabi Nuh As. dan kaumnya. Allah telah meninggalkan bukti berupa masih adanya
sisa-sisa perahu Nabi Nuh ketika azab Allah bagi kaum Nabi Nuh yang
membangkang dan tidak taat berupa banjir bandang yang dahsyat. Dan Allah
menghendaki keselamatan bagi Nabi Nuh dan kaumnya yang taat. Maka, dari kisah
tersebut terdapat pembelajaran bagi kaum yang berpikir untuk terus melakukan
kebaikan sesuai tuntunan Allah dan Rasul-Nya. Kisah atau peristiwa tersebut dalam

matematika disebut sebagai kasus. Sehingga setelah adanya suatu bukti maka dapat
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diambil suatu kesimpulan yang memiliki manfaat bagi orang-orang yang berilmu.
Sehingga manfaat tersebut terus dikembangkan dan memberikan manfaat lain
dalam bidang-bidang yang lain. Hal tersebut selaras dengan pelabelan harmonis
genap sejati yang tidak lepas dari kajian tentang pelabelan harmonis yang dapat
dimanfaatkan dalam berbagai bidang keilmuan lain seperti bidang teori koding
dalam masalah error-correcting code dan jaringan komunikasi pada pembagian
saluran radio. Dengan demikian, jadilah orang yang berilmu yang terus belajar dan

mengambil manfaat dari pembelajaran yang kita tekuni.



BAB IV

PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan, maka dapat disimpulkan bahwa:

1. Graf Petersen diperumum GP, ; untuk n ganjil dan n > 3 adalah graf harmonis
genap sejati karena dapat dilabeli dengan aturan pelabelan harmonis genap
sejati.

2. Pelabelan harmonis genap sejati pada graf Petersen diperumum GP, 4
mempunyai rumus umum sebagai berikut:

a) Untuk f : V(GP,,) - {0,2,4,6,-+,6n — 2},
rumus umum label titik adalah:
() flw) =2 ,i=0123,,n—1
(i) f(vy)) =4n+ (2i + 2)mod 2n ,1=0,1,2,3,-,n—1

dan rumus umum label sisi adalah:

. 4i + 2 ,0<is<n-2
(I) f(uiui+1)_{2i ) i=n—1
2n+4i+6 ,0<i<n-3
(i) fvvipq) ={4i+6 ,i=n—2
20+ 4 ,i=n—-1
4n + 4i+ 2 ,osl's’%
0 =2t
(i) f (ww)) = N
4i —2n+2 ,nTSiSn—Z
k6i+4 ,i=n—1
b.) Untuk f: V(GP,,) = {1,3,5,7, -, 6n — 1},
rumus umum label titik adalah:
c) flu) =2i+1 ,1=01,23,--,n—1
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d) f(v;) =4n+ (2i + 3)mod 2n

dan rumus umum label sisi adalah:

4i + 4

i) ) ={5"5

2n+4i+ 8

(i) fyivip) =y 3n+i+2

(i) f (u;v;)

4.2 Saran

= 9

2n+4

(An + 4i + 4
2

4i—-2n+4
\0

,1=01,23,--,n—1
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Pembahasan mengenai pelabelan harmonis genap sejati ini masih terbuka

bagi peneliti lain untuk melanjutkan penelitian sejenis pada graf Petersen

diperumum yang lain atau jenis graf yang berbeda.
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