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ABSTRAK

Ulandari, Sintya. 2021. Syarat Cukup Ketaksamaan Minkowksi pada ruang
Morrey, Herz dan Herz-Morrey. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman, M. Si (2) Erna Herawati,
M.Pd.

Kata Kunci: Ketaksamaan Minkowski, Ruang Morrey, Ruang Morrey lemah, Ruang
Herz, Ruang Herz Lemah, Ruang Herz-Morrey, Ruang Herz-Morrey
Lemah.

Ketaksaman Minkowski merupakan ketaksamaan dasar yang dikembangkan dari
ketaksamaan segitiga. Ketaksamaan Minkowski juga banyak digunakan dalam analisis
fungsional untuk membuktikan ketaksamaan lainnya. Pada penelitian ini, penulis tertarik
untuk mengembangkan aplikasinya pada beberapa ruang fungsi yaitu ruang Morrey,
Morrey lemah, Herz, Herz Lemah, Herz-Morrey, dan Herz-Morrey Lemah. Pembuktikan
ini dilakukan dengan menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Minkowski pada masing-
masing ruang sesuai dengan norm fungsi dan karakteristiknya beserta ruang dalam kondisi
lemahnya karena terdapat beberapa kondisi pada fungsi yang tidak terintegralkan
secara Lebesgue. Kemudian setelah mengaplikasikan ketaksamaan Minkowski pada
norm yang didefinisikan pada ruang-ruang tersebut, maka sebagai hasil penulis dapat
membuktikan syarat cukup ketaksamaan pada ruang Morrey, Herz, dan Herz-Morrey
beserta kondisi lemahnya.
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ABSTRACT

Ulandari, Sintya. 2021. Sufficient Conditions of Minkowksi Inequality in
Morrey, Herz and Herz-Morrey Spaces. Thesis. Mathematics
Department, Science and Technology Faculty, State Islamic University of
Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M. Si
(2) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Minkowski Inequality, Morrey Space, Weak Morrey Space, Herz Space,
Weak Herz Space, Herz-Morrey Space, Weak Herz-Morrey Space.

The Minkowski inequality is a basic inequality developed from the triangular
inequality. Minkowski inequalities are also widely used in functional analysis to prove
other inequalities. In this study, the author is interested in developing its application in
several function spaces, namely Morrey space, weak Morrey, Herz, Weak Herz, Herz-
Morrey, and Weak Herz-Morrey. This proof is done by showing the sufficient conditions
for the Minkowski inequality in each space according to the function norm and its
characteristics and the space is in a weak condition because there are several conditions in
the function that are not Lebesgue integrated. Then after applying Minkowski's inequalities
to the norms defined in these spaces, as a result, the writer can prove the sufficient
conditions for inequalities in Morrey, Herz, and Herz-Morrey spaces and their weak
conditions.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisis fungsional merupakan cabang matematika abstrak yang tidak
memusatkan perhatian pada ruang yang berdimensi dua, tetapi juga dimensi tiga,
empat sampai tak hingga (Kreyzig, 1978). Dalam bidang analisis fungsional
terdapat salah satu ruang fungsi yang sering dibahas dalam penelitian yaitu ruang
Lebesgue yang dinotasikan dengan LP. Ruang Lebesgue merupakan ruang Banach
untuk 1 < p < oo yang pertama kali dikenalkan oleh Henri Lebesgue. Ruang
Lebesgue memiliki peranan yang cukup penting dalam pengembangan teori ukuran,
analisis fungsional, teori peluang, serta berbagai macams disiplin ilmu yang lain.
Setelah ditemukannya ruang Lebesgue pada tahun 1910, kemudian ditemukan juga
pengembangan dari ruang Lebesgue dikarenakan terdapat beberapa kondisi pada
fungsi yang tidak terintegralkan secara Lebesgue yaitu ruang Lebesgue lemah yang
dinotasikan dengan wLP (Royden, 2010).

Pada tahun 1938, kemudian C. B. Morrey memperkenalkan ruang Morrey
J\/[(f dengan 1 < p < q < o sebagai salah satu perluasan dari ruang Lebesgue
yaitu, suatu ruang yang dibangun oleh semua fungsi yang terintegralkan secara
lokal di R™ serta dilengkapi suatu norma yang diperhalus dengan menambah satu
parameter dan bertujuan untuk melihat secara detail perilaku fungsi-fungsi di ruang
Lebesgue. Selain ruang Morrey, terdapat juga ruang Morrey lemah w]\/[cf’ yang
merupakan perluasan dari ruang Lebesgue lemah (Grafakos, 2008).

Ruang Herz K;,’fq merupakan kelas ruang fungsi yang diperkenalkan oleh Herz
dalam studi tentang transformasi Fourier yang benar-benar konvergen pada tahun
1968. Lu dan Yang adalah dua penulis pertama yang mempelajari beberapa ruang
yang terkait dengan ruang Herz homogen dengan indeks khusus. Kemudian, teori
lengkap untuk kasus indeks umum ditemukan oleh Lu dan Yang pada tahun 1995.
Tepatnya, Lu dan Yang pertama kali membentuk karakterisasi dekomposisi ruang
Herz dalam hal yang disebut blok pusat. Disamping itu, juga terdapat kondisi lemah
pada ruang Herz yang dinotasikan dengan wI'{;ij (Lu, 2008). Setelah ditemukannya

beberapa ruang dalam analisis fungsional, kemudian banyak matematikawan yang
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mempelajari dan menggabungkan relasi antara dua ruang atau lebih seperti yang
dilakukan oleh Lu dan Xu pada tahun 2005. Lu dan Xu memperkenalkan ruang
baru yaitu ruang Herz-Morrey yang kombinasi antara ruang Herz dan ruang Morrey
(Xu, 2005).

Selain ruang fungsi, topik pembahasan yang banyak dibahas dalam penelitian
adalah ketaksamaan. Matematika memiliki banyak sekali ketaksamaan. Namun
salah satu ketaksaman yang banyak digunakan dalam analisis adalah ketaksmaan
Minkowski. Ketaksaman Minkowski merupakan pengembangan dari ketaksamaan
segitiga yang pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal Jerman
Hermann Minkowski pada tahun 1907 (Hardy, 1934). Pada dasarnya Ketaksamaan
Minkowski merupakan ketaksamaan segitiga yang diaplikasikan pada ruang LP
terukur, kemudian seiring berjalannya waktu banyak penelitian yang memodifikasi
ketaksamaan tersebut menjadi penemuan-penemuan baru yang lebih beragam.
Sebagaimana yang dilakukan Wang dan Wu untuk membuktikan beberapa
ketaksamaan pada ruang Herz-Morrey anisotropik dengan dua variabel eksponen
(Wu, 2016).

Dalam surat Lugman ayat 27 yang berbunyi
~Sa Boe all ) Al Gk i e AT e on (e 834 535 08 505 (e a1 3 55
Artinya: “Dan seandainya pohon-pohon di bumi menjadi pena dan laut (menjadi tinta),
ditambahkan kepadanya tujuh laut (lagi) sesudah (kering)nya, niscaya tidak akan habis-

habisnya (dituliskan) kalimat Allah. Sesungguhnya Allah Maha Perkasa lagi Maha
Bijaksana.”,

Allah Swt. telah menuliskan secara tersurat tentang betapa luasnya ilmu Allah
dimuka bumi. Berkenaan dengan luasnya ilmu pengetahuan, maka tentunya
manusia harus selalu berfikir untuk senantiasa mengkaji dan mengembangkan ilmu
tersebut. Dimana penciptaan manusia juga berfungsi untuk menjalankan tugas
kekhalifaan antara lain adalah intifa’ (memanfaatkan bumi), ishlah (memelihara
bumi), dan i tibar (mengambil pelajaran di bumi), kemudian dijarkan pada manusia
ilmu pengetahuan agar memudahkan dalam menjalankan tugas kekhalifaan tersebut
yang bertujuan untuk mengatur dan memanfaatkan benda-benda yang ada di bumi
(Abdussakir, 2017).

Untuk membuktikan suatu kebenaran dari penemuan-penemuan baru, tentu

perlu dilakukan kajian-kajian tentang perkembangan dalam ilmu matematika.
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Berdasarkan pemaparan tersebut, penulis ingin melakukan penelitian yang
mengaplikasikan ketaksamaan Minkowski pada ruang Lebesgue dan Morrey sesuai
dengan definisinya masing-masing. Pada penelitian ini akan ditunjukkan syarat

cukup Ketaksamaan Minkowski pada di ruang Lebesgue dan Morrey.
1.2  Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang diperoleh berdasarkan latar belakang permasalahan
diatas yaitu bagaimana syarat cukup ketaksamaan Minkowski pada ruang Morrey,
Herz dan Herz-Morrey?

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun Tujuan yang diperoleh dalam penelitian ini adalah untuk
membuktikan syarat cukup ketaksamaan Minkowski pada ruang Morrey, Herz dan

Herz-Morrey.
1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan agar dapat menambahkan informasi dan kajian baru
yang berkaitan dengan syarat cukup Ketaksamaan Minkowski pada Ruang Morey,

Herz dan Herz-Morrey.
1.5 Batasan Masalah

Agar pembahasan pada penelitian ini tidak meluas atau menyimpang, maka
dirasa perlu bagi penulis untuk membuat batasan masalah. Batasan masalah yang
dimaksud adalah sebagai berikut:

1. Ketaksamaan yang digunakan dalam penelitian ini adalah Ketaksamaan
Minkowski klasik (integral).

2. Ruang yang digunakan pada penelitian ini meliputi ruang Morrey, ruang
Morrey Lemah, ruang Herz, ruang Herz lemah, ruang Herz-Morrey, dan

ruang Herz-Morrey lemah.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan pada penelitian iniadalah metode studi
kepustakaan (Library research). Penelitian kepustakaan merupakan penelitian
yang dilakukan tanpa terjun kelapangan dan hanya memanfaatkan literatur-
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literatur seperti buku, artilkel dan jurnal penelitian terdahulu sebagai sumber
informasi dan data.

Peneliti mempelajari, mengumpulkan serta mengolah bahan penelitian
yang berkaitan dengan penelitian ini. Jurnal yang menjadi sumber informasi
dalam penelitian antara lain adalah buku Elementary Linear Algebra karangan
Rene Erlin Castillo dan Humberto Rafairo, Introductory Funcntional Analysis
with application karangan Erwin Kreyzig, Real Analysis Fourth Edition karangan
H. L. Royden dan P. M. Fitzpatrick, Herz Type Spaces and Their Application
karangan S. Lu, Yang D., dan Hu. G serta Boundedness of Rough Singular
Integral Operators on the Homogeneous Morrey-Herz Spaces karangan Shanzhen
Lu dan Lifang Xu.

Adapun ketaksamaan yang digunakan dalam penelitian ini berupa
ketaksamaan Minkowski yang diaplikasikan pada beberapa ruang fungsi yang
sudah disebutkan dalam batasan masalah. Langkah langkah yang digunakan untuk
mengolah data dalam penelitian ini adalah sebagai berikut

1. Menunjukkan definisi norm masing-masing pada ruang Morrey,

Morrey lemah, Herz, Herz lemah, Herz-Morrey lemah.

2. Mengaplikasikan definisi norm masing-masing ruang tersebut pada

ketaksamaan Minkowski.

3. Membuktikan syarat cukup ketaksamaan Minkowski di ruang

Morrey, Morrey lemah, Herz, Herz lemah, Herz-Morrey lemah
menggunakan definisi norm pada masing-masing ruang

4. Menarik kesimpulan atas hasil yang telah dibuktikan.

1.7 Sistematika Penulisan

Untuk memudahkan pembaca dalam memeahami isi dari penelitian ini,

maka digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bagian yang meliputi

Bab | Pendahuluan
Pada Bab | Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian,

dan sistematika penulisan.



Bab Il

Bab 111

Bab IV

Kajian Pustaka

Pada Bab Il berisi kajian pustaka yang membahas tentang kajian
teori-teori pendukung untuk menjawab rumusan masalah yang
meliputi: Ruang Vektor, Ketaksamaan Minkowski, Ruang Metrik,
Ruang Bernorma, Ruang Banach, Ruang Lebesgue, Ruang lebesgue
Lemah, Ruang Morrey, Ruang Morrey Lemah, Ruang Herz, Ruang
Herz lemah, Ruang Herz-Morrey, Ruang Herz-Morrey Lemah serta
kajian keislaman yang terkait dengan penelitian.
Pembahasan

Bab 111 merupakan pemaparan dari pembahasan yang merupakan
jawaban dari rumusan masalah. Pembahasan yang dimaksud adalah
Ketaksamaan Minkowski pada beberapa ruang Fungsi yang telah
disebutkan pada batasan masalah.
Penutup

Bab IV merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran

bagi pembaca dan peneliti selanjutnya.



BAB |1
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ruang Vektor

Ruang vektor adalah struktur matematika yang dibentuk oleh
sekumpulan vektor, yaitu objek yang dapat dijumlahkan dan dikalikan dengan suatu
bilangan, yang disebut skalar. Operasi penjumlahan dan perkalian vektor harus

memenuhi persyaratan tertentu yang dinamakan aksioma.

Definisi 2.1 Misalkan V adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi dimana
operasi pertama disebut dengan penjumlahan yang menghubungkan setiap vektor
x dan y di V yang dinotasikan dengan x + y. Sedangkan operasi kedua disebut
perkalian skalar yang menghubungkan setiap vektor x di V' dan setiap skalar a €
R yang dinotasikan dengan ax. Kedua operasi tersebut harus memenuhi aksioma-
aksioma berikut (Rorres, 2005):
1. Untuk setiapx,y € V makax+y € V.
2. x+y=y+x;Vx,y€eV.
3. (x+y)+z=x+y+2);Vx,y,z€V.
4. Terdapat vektor tunggal 0, dinamakan vektor nol sedemikian sehingga 0 +
x=x+0=x;Vx€eV.
5. Untuk setiap x € V, terdapat vektor tunggal—x yang disebut negatif dari x
sedemikian sehingga x + (—x) = (—x) + x = 0.
6. Jikax € VV dan sebarang skalar « € R maka @ € R juga di V.
7. alx+y)=ax+ ay.
8. (a+pB)x =ax+ px.
9. (af)x = a(Bx).
10. 1x = x
Aksioma 1-5 merupakan sifat grup komutatif terhadap penjumlahan sedangkan

aksima 6-10 merupakan sifat dengan operasi perkalian skalar.

Suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua operasi biner

penjumlahan dan perkalian disebut lapangan. Barisan bilangan riil

Contoh 2.1 (Anon dan Rorres, 2005) Misalkan suatu himpunan barisan bilangan

riil


https://id.wikipedia.org/wiki/Struktur_matematika
https://id.wikipedia.org/wiki/Vektor
https://id.wikipedia.org/wiki/Penjumlahan_vektor
https://id.wikipedia.org/wiki/Perkalian_skalar
https://id.wikipedia.org/wiki/Aksioma
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‘82 = {an} = (Xl,XZ,X3,"') <

)

i{an}

£2 dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar k € R sebagai
berikut

{an} +{Bn} = Cepx0, %3, ) + V1, ¥2, Y3, ) = (X1 + Y1, X3 + Y2, X3 + ¥3,°++)

k{a,} = k(xq, x5, x5, ) = (kxy, kx,, kxs, )

Akan dibuktikan bahwa ¢ adalah suatu ruang vektor atas lapangan real R.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa £2 oleh dua operasi penjumlahan dan perkalian skalar

memenuhi semua aksioma.

1. Misalkan {an}; {ﬁn} € fzdengan {an} = (xl' X2, X3, ) {ﬁn} = (yll Y2, Y3, )

maka berlaku
{an} +{Bn} = Cer, x2, %3, ) + (Y1, Y2, ¥3, )
=@ +yLx2 + Yo, X3+ y3)
Misalkan {a,}, {8,,} € £*dengan {a,,} = (x1, %2, X3, ) {Bn} = 1, Y2, ¥3,***)
maka berlaku
{an} +{Bn} = (x1, x5, %3, ) + (Y1, Y2, ¥3, )
=g +yLx +ya,x3+y3)
=1 +x1,Y2 +x2,¥3 + x3,)
= Y2, Y3 ) + (x4, %3, x3, )
= {Bn} + {an}
Jadi, {a,} + {Bn} = {Bn} + {a,} (bersifat komutatif)
Misalkan {a,}, {£,}, {r»), akan ditunjukkan bahwa Akan ditunjukkan bahwa
({an} + (B} + (v} = {an} + {Ba} + (1)
Maka berlaku
({and + Bud + ) = (Gu %223, ) + G0, Y2 V50 ) (21,23, 23, )
=1 +y1, % + Y2, x3 + y3,...) + (21,25, 23, ...)
=0 +y1+2z1,%+y, +25,x3+ Y3 + 23)

= (xl,xz,x3, ) + ((}ﬁ. V2, Y3, ) + (21'22»23' ))



= ({an} + (B} + (D)
Jadi terbukti bahwa ({a,}+ {8} + {vn} = {an} + {B.} + {y,}) bersifat
asosiatif.
. Ambil 8 = (0,0,0, ...) € £? maka untuk setiap {a,,} € £ berlaku:
{a,}+0 = (x4, x5,%x3,...) +(0,0,0,...)

=(x;+0,x, +0,x3+0,...)

= (X1, X2, X3, .v)

= {2}
Sehingga {a,} + 8 = {a,}. Oleh karena itu, & merupakan vektor nol dalam#2.
. Untuk setiap {a,} € £2, dengan {a,,} = (x, x5, x3) maka terdapat {—a,,} € £2
sedemikian sehingga {—a,,} = —{—a,,}

({an} + {—an}) = (x1, %2, x5, ...) + (—x1, %2, —x3, ...)

= (Xy — X1, Xy — X9, X3 — X3, ...)

=(0,0,0,...)

=0
Oleh karena itu, ({a,,} + {—a,,}) = 6
. Misalkan {a,} € #* dengan {a,} = (x;,%,,x3,...) dan skalar k €R
sedemikian sehingga berlaku

{ka,} = (kxqi, kxy, kxs, ...)
= k(xq, x5, X3, ...)
= k{an}

Akan ditunjukkan bahwa {ka,,} = k(x, x,, x3, ... ) berada di £2. Untuk setiap
{a,} = (x1,%3,x3,...) € £? sedemikian sehingga berlaku Y.5°_, [{a, }|? < o

Berada £2 maka untuk skalar k € R diperoleh

inkan}v = i|k|2|{an}|2

= 1kl? ) kI l{a)I?
n=1

s

= (Vk?) > Han}l?

1

S
1l
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= K2 ) J{a}? < oo
n=1
Sehingga k{a,} = k(x4, x5, x3, ...) tertutup pada perkalian skalar.
Misalkan  {a,},{B,} € #? dengan {a,}= (xy,x3,%3,...) dan {B,} =
(y1,Y2,¥3, --.) skalar k € R sedemikian sehingg berlaku
k({an} + {Bn}) = k((xl,xz,x3, )+ VY2 Y ))
=k(xy + Y1, % + Y2, x3 + ¥z, ..0)
= (kxy + yy, kxy + y5, kx3 + y3, ...)
= ({kan} + {kBn})
Jadi, k({a,.} + {Bn}) = {ka,} + {kB,}), dengan k adalah skalar atas
lapangan R dengan operasi perkalian distributif atas penjumlahan.
Misalkan {a,} € 2 dengan {a,} = (x4, x;,x3,..) dan a,b € R sedemikian
sehingga berlaku
(a+ b){a,} = (a+ b)(xq1, x4, X3, ...)
= ((a+ b)xy, (@ + b)x,, (@ + b)xs, ...)
= (ax; + bxy, ax, + bx,ax; + bxs, ...)
= (axy, ax,, axs,...) + (bxy,bx,, bxs, ...)
= a(xq, x5, X3, ... ) + b(x1, X5, X3, ...)
= a{an} + b{a,}
Jadi, (a + b){a,} = a{a,} + b{a,}
Misalkan {a,} € £? dengan {a,,} = (x;,%,,x3,...) dan a,b € R sedemikian
sehingga berlaku
(ab){an} = (ab)(xq, x5, X3, ..)
= ((ab)xy, (ab)x,, (ab)xs, ...)
= a(bxy, bx,, bxs, ...)
= a(b(xl,xz,xg,, ))
= afan}b{an}
Misalkan {a,,} € 2, untuk setiap 1 € R maka berlaku:
Hay} = {an}
Untuk setiap {a,,} € ¢2. Jadi 1{a,} = {a,.}.
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Ruang barisan #2 memenuhi semua aksioma, sehingga terbukti bahwa ¢2

adalah suatu ruang vektor atas lapangan real R.

2.2 Ketaksamaan Minkowski

Ketaksamaan  Minkowski merupakan ketaksamaan dasar yang
dikembangkan dari ketaksamaan segitiga dan di temukan pertama kali oleh
Matematikawan asal Jerman pada tahun 1907. Karena fungsi dalam analisis dan
aplikasinya, ketaksamaan ini mendapat perhatian yang cukup besar dalam beberapa
dekade terakhir dan banyak penelitian telah muncul yang membahas berbagai
perumuman, perluasan, dan penerapannya. Salah satunya adalah penelitian dalam
jurnal yang ditulis oleh Ondrej Hutnik mengenai definisi ketaksamaan Minkowski
diskrit dan integral (Hutnik, 2000).

Definisi 2.2 Ketaksamaan Minkowski klasik (integral) biasanya didefinisikan
sebagai berikut. Misalkanu > 1. Kemudian bentuk diskrit dan integral dari

ketaksamaan Minkowski diberikan dengan

1 1 1
i U ’ \ | ' . |u ' (2.1)
(s (e + ()

Untuk barisan a;, b; dan

1 1 1

b u b u b u
(j If(t)+g(t)|”dt> s(j If(t)I”dt> +<f |g(t)|“dt> (2.2)

Untuk fungsi kontinu f dan g di [a, b]

Lemma 2.3 Untukl < p < oo dan setiap a, b >

: 1-p 4P — 1-pyp — 14
ogtlgl[t a’P + (1 —-t)'"Pb?] = (a+b)

(Maligranda, 1995)
Bukti. Misalkan, untuk 0 < t < 1, fungsi g didefinisikan dengan
g(t) =t Pa? + (1 —t)"Ph?

Maka, turunan dari f' memenuhi
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g =A-p)tPa? -(1-p)A—-t)PbP =0
. _ _ L .
Hanya ketikat = t; = — Jika
9" () =1 -p)(=p)t;""a? = (1 = p)(=p)(A — t;)P7*bP >0

Hal tersebut menunjukkan bahwa g memiliki lokal minimum pada t; = ﬁ, yang

artinya sama dengan

a a \1-p a \1-p
g<t1)=g(a+b)=(a+b) ap+(1_a+b) b
a \1-r b \'"?
=(a+b) ap+(a+b) b
= (a + b)?

Lokal minimum pada fungsi g sama dengan global minimumnya karena g kontinu
pada (0,1) dan tl_L)ror;r gt) = !iqg g(t) = 4oo
Proposisi 2.4 Ketaksamaan Minkowski klasik dinyatakan dengan:

Misalkan 1 < p < oo. Jikax,y € LP(u) maka x + y € LP dan

llxx + yllp < llxll, + Nyl (2.3)
(Maligranda, 1995)

Bukti. Dengan menggunakan Lemma yang kita miliki, yaitu ketaksamaan
(a+bP) <t PaP + (1 — )1 PpP

Kita menemukan untuk setiap t,0 <t < 1,

|u+yw=j¢m@+y@WMMQs[ﬂﬁ@Hﬁﬂ@WﬂM@
Q Q
SJU“HK@P+&1—0“ﬂﬂSPhWB)
Q
=ijmwwwmg+m—0*{ﬁﬂﬁwwc)
Q Q

= t"Plixll, + 1 = O Pllyll,

Dengan infimum atas 0 < t < 1 dan menggunakan lemma diatas, kita
memperoleh

e+ y11E < (llxll, + lIyll,)”
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2.3 Ruang Metrik

Terdapat banyak himpunan elemen di mana”jarak” antara pasangan
elemennya dapat didefinisikan, dan hal itu menunjukkan bahwa pengertian tentang
konvergensi dan kontinuitas dapat dipelajari. Pengetahuan mengenai hal tersebut
disebut ruang metrik. Pembahasan mengenai ruang metrik menerangi banyak

konsep analisis klasik dan memudahkan dalam mempelajarinya (Shirali, 2006).

Definisi 2.5 Misalkan X himpunan tak kosong dengan pemetaan d : X X X - R
disebut ruang metrik jika pemetaan memenubhi sifat-sifat berikut:
1. d(x,y) =0 x,y€X;
2. d(x,y)=0 & x=y;
3. dlx,y)=d(y,x) x,y€X;
4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) x,y€X;
Pemetaan d disebut metrik pada X atau terkadang juga disebut fungsi jarak
pada X. Notasi (X,d) adalah ruang metrik yang artinya d adalah metrik pada

himpunan X. Sifat keempat sering disebut ketaksamaan segitiga.

Definisi 2.6 (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Suatu barisan (a,) di ruang metrik
(X, d) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap ¢ > 0, terdapat indeks N di mana
jikan,m = N,maka f (xp, Vi) < €

Dalam jurnalnya, (Li, 2008) juga mendefinisikan ruang quasi-Banach

sebagai berikut

Definisi 2.7 Jika ||. || quasi-norm di ruang vektor X berlaku ruang metrik lengkap,

maka ruang vektor X disebut ruang gquasi-Banach.

2.4 Ruang Bernorma

Dalam bukunya, (Youngson, 2008) mendefinisikan ruang bernorma

sebagai berikut.



13

Definisi 2.8 Misalkan X ruang vektor atas lapangan F. Suatu norma di X
merupakan fungsi ||-|| : X — R sedemikian sehingga untuk setiap x,y € X dana €

F, memenuhi aksioma berikut ini:

1. lxll = 0;

2. |lx]| = 0 jika dan hanya jika x = 0;

3. llax|l = lalllx|l;

4. lx+yll < llxll + Nyl (Ketaksamaan Segitiga)

Ruang vektor X yang memiliki norm disebut ruang vektor bernorma atau
ruang bernorma. Diantara salah satu contoh ruang bernorma adalah ruang Banach.

Sedangkan (Kalton, 2003) mendefinisikan quasi-norm sebagai berikut.

Definisi 2.9 Quasi-norm ||-|| pada ruang vektor X atas lapangan K = R atau C
merupakan suatu pemetaan X — [0, o) dengan x, y € X dan «a sebarang scalar di

K yang memenuhi aksioma-aksioma berikut (Kalton, 2003):

1. ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0;
2. |lax|| = lelllx|l;

3. Terdapat konstanta k > 1 sedemikian sehingga
lIx + yll < k(lIxIl + llyl}
2.5 Ruang Banach

Menurut Royden dan Fitzpatrick (2010), definisi ruang Banach berasal dari

ruang bernorma berikut:

Definisi 2.10 Suatu barisan {f,;} merupakan ruang linier X dengan norma [|-||
disebut Cauchy di X dengan syarat untuk setiap ¢ > 0, terdapat bilangan asli N

sedemikian sehingga untuk setiap m,n > N berlaku

17 = full < (2.4)
Ruang bernorma X disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy di X konvergen ke

fungsi di X. Ruang bernorma yang lengkap ini disebut Ruang Banach.

Contoh 2.11 (Ghozali, 2010)
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1. Barisan (x,) pada ruang metrik (X,d) dengan d(x,,, x,) = |x,,, — x,,| dan x, =%

untuk setiap setiapn = 1,2,3,:-- adalah barisan Cauchy

Keterangan:
Diberikan & < 0 terdapat bilangan asli N sehingga% < & untuk semua m, n > berlaku

1 1 1 1
Cer %) = |2 — x| = ‘——— <—<-<c¢
n m m n
2. Barisan {x,) = n®> untuk setiap n = 1,2,3,~- bukan merupakan barisan Cauchy
karena daerah jangkauan range tidak terbatas dan tidak konvergen.
Contoh 2.12 Ruang Euclid R™ merupakan himpunan semua pasangan n-tuple atau barisan
dari bilangan riil, yang dituliskan sebagai

X = (fl! ""gn)
yang dilengkapi dengan norma

1
n 2
Il = (ZIaIZ) = VIGP + -+ TGl
i=1

(Kreyzig, 1978)

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa R™ adalah ruang Banach. Oleh karena itu, maka kita akan
menunjukkan bahwa R™ merupakan ruang bernorma yang lengkap.

R™ dikatakan sebagai ruang bernorma jika memenui aksioma-aksioma ruang
bernorma yaitu

L llxll=0

Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka diperoleh bahwa |f l.l bernilai positif sehingga

1
jelas bahwa (X7-,1¢;1%)z = 0.
2. |lx|l = 0 jika dan hanya jikax = 0
(=) Jika ||x|| = 0 maka

@Ifilzf =0
5] -

i=1



3.

4,

n
Dlel* =0
i=1

§,=0
(&) Jika x = 0 maka
1
lxll = <2|¢’i|2>
i=1
1
= (Zlfll )
i=1
1
= (0)2
llax|| = |alllx]|; « € R
1
lax]| = <Z|a§i| )
i=1

1
= (lagy | + |a&a|® + - + |agnl?)?

1
= (lal?[§11? + |al?18 2 + -+ + lal?[§,1%)2

= (EE N + 162 + -+ 6223

1

n z

= lal <Z|ei|2>
i=1

= |a|llx|l
llx + vl < llx]| + ||v]l (Ketaksamaan Segitiga)

Ambil sebarang y = (n1,-*,15), Sehingga diperoleh
1

n 2
I+l = (Zlfi +m|2>

i=1
2 2 e
= (1§ +11° + 162 +m2]° + - + [y +115|9)2
1
< (&P + &2 2| + - + 812 na]®)2

1
S &GP+ 112+ + 16,152 + (ng|? + In2]* +

.
ot [1n]%)2

15
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= llxll + Iyl

1

.
Maka terbukti bahwa R™ dengan norma ||x|| = ( ?:1|€L.| )2 adalah ruang bernorma.

Kemudian akan dibuktikan bahwa R" adalah ruang Banach dengan menunjukkan
kelengkapannya.
Misalkan (x;) merupakan barisan Cauchy di R", di mana x, = (¥, ..., &K).

Perhatika bahwa

() = (x1,%2)

Dengan
x; = (&, .., &) ER"

X, = (&,.., &) ER"

Karena x; barisan Cauchy, berarti untk setiap ¢ > 0 terdapat K € N sedemikian sehingga

untuk setiap k.l > K berlaku

1
n 2
2
nm—xm=<§]ﬁ—ﬁ|)Se
i=1

Kemudian untuki = 1,2,---,n bernilai konstan, diperoleh

0%—#Fﬁ<e

((Iff-—fﬂz)%) <&

& ¢ < &
¢ —¢l <e

Diketahui bahwa (leo x,%, ... ) barisan Cauchy di R™ dan R™ lengkap, maka barisan tersebut

konvergen. Misalkan Ef.‘ konvergen ke ¢, ketika k — oo, maka dapat dituliskan

1

n 2
k _ gl)?
Hmm”=”m—xm=ﬂm—xm=<§]§—fJ> <
i=1

Sehingga diperoleh bahwa barisan Cauchy x; konvergen di R". Maka terbukti bahwa R"

lengkap.
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2.6 Ruang Lebesgue

Ruang Lebesgue pertama kali ditemukan oleh Henri Lebesgue pada tahun
1910. Ruang Lebesgue merupakan suatu ruang kelas ekuivalen fungsi yang
dilengkapi suatu norma. Fungsi-sungsi tersebut merupakan fungsi terukur
(Lebesgue). Norma pada ruang Lebesgue didefinisikan dengan suau ntegral
(Lebesgue) yang bernilai terbatas. Dalam beberapa hal, ruang Lebesgue dapat

menjadi prototype bagi semua ruang fungsi (Rafeiro, 2005).

Definisi 2.13 Ruang Lebesgue LP dengan1 < p < oo adalah himpunan semua

fungsi terukur f € R™ yang memenuhi:

nmw=(ﬁﬂ@wm)<m (25)

Untuk p = oo, L* = L*(R™) didefinisikan sbagai himpunan semua fungsi yang

terbatas essensial di R™, dengan kata lain terdapat M > 0 sehingga
lfC)l <M
Di mana untuk normnya didefinisikan sebagai
Iflleo = ess sup |f ()] (2.6)
xERM
Kemudian didefinisikan ruang Lebesgue lokal sebagai berikut

Definisi 2.14 Ruang Lebesgue lokal L}, .(R™) didefinisikan sebagai semua fungsi

terukur f: R — R yang memenuhi

[reopax <
K
Untuk setiap subhimpunan kompak K € R" (Mu'tazili, 2019)

2.7 Ruang Lebesgue Lemah

Karena terdapat beberapa fungsi yang tidak memenuhi kondisi pada ruang
Lebesgue, maka dalam jurnal (Mu'tazili, 2019) ruang Lebesgue lemah didefinisikan

sebagai berikut.
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Definisi 2.15 Misalkan 1 < p < oo ruang Lebesgue lemah wLP adalah himpunan

semua fungsi terukur f: R" — R sehingga

5 2.
If e = supy I{x € R™: [f (0] > y}P < oo 2.7)
y>

Dengan |{x € R™: |f(x)| > y}| menyatakan ukuran Lebesgue dari
{x e R":|f(x)] > v}
2.8 Ruang Morrey

C.B. Morrey merupakan orang pertama yang mengenalkan ruang Morrey
pada tahun 1938, di mana ruang Morrey Mf merupakan perluasan dari ruang

Lesbesgue sebagaimana telah dibahas (Mu'tazili, 2019) dalam jurnalnya.

Definisi 2.16 Untuk setiap1 <p < g < oo ruang Morrey Mf(Rn) adalah

himpunan semua fungsi f € I¥ (R™) sedemikian sehingga

loc

11 (2.7

Il = sup_ 1B@OPe( [ 1rGoPdx) <
4 aER™,r>0 B(a,r)

Dengan B(a,r) menyatakan bola buka di R™ yang berpusat di « dan berjari-jari

dir. Jikap = q, maka M(g’ = LP, artinya ruang Morrey merupakan perluasan dari

ruang Lebesgue yang akan ditunjukkan sebagai berikut

1

11 p
Ifll,ep = sup |B(a,m)[P 4 <f |f ()P dX>
q aER™,r>0 B(a,r)

|

p
sup |B(a,r)|°<J( )If(x)lpdx>
B(a,r

a€ER™r>0

( j If(x)|p>
B(a,r)

= lIfll.e
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2.9 Ruang Morrey Lemah

Dalam kondisi lemah, ruang Morrey didefinisikan sebagai berikut
(Mu'tazili, 2019).

Definisi 2.17 Untuk setiap1 <p < g <o ruang Morrey lemah wMm[(R™)

adalah himpunan semua fungsi terukur f € R™ sedemikian sehingga

11 1
Ifllpep = sup |B(a, NP ay|{x € (B(a,1): |f(x)] > y}|P < (2.8)

a€ER™,r>0

Di mana B(a, r) merupakan bola buka yang berpusat di « € R™ dan berjarak r >

0 dengan |{x € (B(a,7):|f(x)| > y}| menyatakan ukuran Lebesgue dari{x €
(B(a,m): |f(x)| > v}

Sama halnya pada ruang Morrey, jika p = q maka J\/L}f = LP

11 1
sup |B(a,7)IP ay|{x € (B(a,"):|f(x)| > y}IP

a€ER™r>0

1f Nl

1
= sup |B(a,n)|°yl{x € (B(a,7):If ()] > y}IP

a€ER™,r>0

= sup yl{x € Bn):If(x)]>y}P

aER™,r>0

= lIfl.r
2.10 Ruang Herz

Ruang Herz R'gfq merupakan kelas ruang fungsi yang diperkenalkan oleh
Herz dalam studi tentang transformasi Fourier yang benar-benar konvergen pada
tahun 1968 (Lu, 2008).

Definisi 2.18 Misalkan 0 < p < q < oo dan & € R, ruang Herz Homogen K, (R™)

didefinisikan sebagai

Kgq(R™) = {f € L, (R™ {0}); lIfllgg, < 0} (2.9)

Di mana
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1 (2.10)
p
Ifllicg, = (Z 2k ||ka||’zp(mn)> <o

k€EZ

Dengan Ay, = {x € R"%; 2*71 < |x| <2*} dny, = x4, merupakan fungsi
karakteristik dari Ay,
Sebagimana ruang-ruang sebelumnya, ruang Herz juga merupakan

perluasan dari ruang Lebesgue ketikaa = 0 danp = g yang akan ditunjukkan

sebagai berikut

S

If ke, = 25O £ x Py e
p.q (R™)

kEZ
1

= (”ka”ZLJP(Rn))p
= “f)(k”LP(]Rn)

= ”f”LP(]R")
2.11 Ruang Herz Lemah

Dalam kondisi lemah, ruang Herz didefinisikan sebagai berikut dalam jurnal
yang ditulis oleh (Lu, 2008).

Definisi 2.19 Misalkan0 <p<g<o dana € R, ruang Herz lemah
Homogen WK{,’{Q(R”) didefinisikan sebagai ruang fungsi terukur f sedemikian

sehingga

S

p
. — ka q
Ifllwkg, = iggr(% 2 "’m(%f)") < o (2.11)

kez
Di manamy(y, f) = [{x € Ax: [f ()| > v}

Ruang Herz lemah juga merupakan perluasan dari ruang Lebesgue lemah

ketika ¢ = 0 dan p = g yang ditunjukkan sebagai berikut

1
p\P
Ifllwig, = supy <Z 2KOPmy (v, f)CI>
’ Y>0

KEZ
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1
= supy (my(y, )P
y>0
1

= supy |{x € R™:|f(x)| > y|P
y>0

= If llwee
2.12 Ruang Herz-Morrey

Ruang Herz-Morrey merupakan kombinasi dari ruang Morrey dan Herz
yang dikenalkan pertama kali oleh Lu dan Xu (Xu, 2005).

Definisi 2.20 Misalkana € R,0 <\p < 00,0 < g < oo dan0 < A < oo, ruang

Herz-Morrey Homogen Mf(ﬁ_;f merupakan himpunan terukur f € L¥ (R"/{0})

loc

yang dilengkapi norm berikut didefiniskan didefinisikan:

MRS B = {f € Lo (R10D) ¢ IF 1 sy < <0}, (212)
Di mana
ko > (2.13)
sy = sup 27" (Zm 2 ukanfpmn)>
Dimana B, = B(0,2) = {x € R" : |x| < 2¥}dan 4, = Bi: untuk k € Z dan y;, =

Xa, Untuk k € Z fungsi larakteristik dari himpunan A.

2.13 Ruang Herz-Morrey Lemah

Dalam kondisi lemah, ruang Herz-Morrey didefinisikan sebagai berikut (Xu,
2005).
Definisi 2.21 Misalkana € R,0 <\p < 0,0 < g < oo dan0 < A < oo, ruang
Herz-Morrey lemah Homogen WMK;'; merupakan himpunan terukur f €

L (R™/{0}) yang dilengkapi norm berikut didefiniskan didefinisikan:
> a,l _ p i (2.14)
WMKSH(R™) = {f € L, (R/(0D) ¢ If gy < oo}

Di mana
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1
‘@ 1 (2.15)

p
4 n = S S Z—kol 2 zkap mk ) a
”f”WMKp";(]R ) yggyk;le% (y f)

k:—OO

Di manamy (y, f) = [{x € Aklf(x)| > 3.
2.14 Kajian Keislaman

Pada bagian ini, kita akan membahas bagaimana Alquran menerangkan
betapa luasnya ilmu Allah di muka bumi. Begitu juga dengan macam-macam ruang
fungsi pada analisis fungsional. Terdapat banyak macam ruang fungsi yang tidak
semua dapat penulis bahas pada penelitian ini karena ruang fungsi yang penulis
bahas dalam penelitian ini hanya terdapat dua ruang fungsi yaitu ruang Lebesgue
dan Morey dengan kondisi lemahnya masing-masing. Hal tersebut sesuai dengan

firman Allah Swt dalam surah Lugman ayat 27
52 S Al ) 4l IR i e AT AR on (e 35 533005 080 5583 e 21 8 W 35

Artinya: ”Dan seandainya pohon-pohon di bumi menjadi pena dan laut (menjadi tinta),
ditambahkan kepadanya tujuh laut (lagi) sesudah (kering)nya, niscaya tidak akan habis-
habisnya (dituliskan) kalimat Allah. Sesungguhnya Allah Maha Perkasa lagi
Mahabijaksana. (Lugman: 27)”

Dalam ayat ini, Allah Swt. menggambarkan tentang kebesaran, keagungan
serta kemuliaan-Nya. Tiada seorang pun yang dapat meliputinya serta melukiskan
dan menghinggakan \textit{Asmaul Husna-Nya}, Ketinggian sifatnya, dan
kesempurnaan kalimah-Nya, sebagaimana yang telah disabdakan oleh Baginda
Rasulullah Saw. dalam doanya:

A e ol W adf et 26 adl Y
“Aku tidak dapat menghinggakan pujian yang selayaknya kepada-Mu. Pujian yang
selayaknya bagi-Mu hanyalah Engkau yang mengetahuinya.”

Jika semua pohon di bumi digunakan sebagai pena dan samudra yang ada
sebagai tinta, dan tujuh lautan ditambahkan padanya untuk menuliskan firman
Allah sebagai gambaran dari kebesaran dan keagungan Allah, maka pena-pena
tersebut akan patah dan lautan akan kering walaupun telah ditambahkan padanya

sebanyak itu pula. Penggambaran tujuh samudra hanya mengandung makna
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mubalaghah bukan sebagai makna yang membatasi, juga bukan berarti
membenarkan konsep adanya tujuh samudra di bumi sebagaimana disebutkan oleh
orang-orang yang mengutip berita-berita israiliyat, yang tidak dapat didustakan
ataupun dibenarkan. Bahkan pengertian ini serupa dengan makna pada Surat al-
Kahfi ayat 109:

153 afioy Ul 315 (35 RIS 88 (f O 530 3 55 ) 300 S50 (48 31 08

Artinya: “Katakanlah, Kalau sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-
kalimat Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum habis (ditulis) kalimat-kalimat
Tuhanku, meskipun Kami datangkan tambahan sebanyak itu (pula).”

Makna yang dimaksud pada lafadz bimislihi bukanlah tambahan sebanyak
itu, melainkan tambahan yang semisal, kemudian yang semisalnya lagi
ditambahkan tanpa henti, karena ayat dan kalimah Allah yang tak terbatas. Al-
Hasan Al-Bashri mengatakan bahwa seandainya semua pepohonan yang ada di
bumi dijadikan pena dan lautannya dijadikan tintanya, lalu Allah berfirman,
"Sesungguhnya Aku akan melakukan anu dan sesungguhnya Aku akan melakukan

anu," niscaya akan habis lautan dan patah semua penanya.

Dalam Kitab Tafsir Ibnu Katsir Juz 21 karya Ismail bin Umar Al-Quraisyi
bin Katsir diterangkan bahwa ayat ini diturunkan berkenaan dengan bantahan

orang-orang Yahudi.

1516 3545 AT G i plie ol B da Ko 51 A o el B8 ka3 (08 BlaL) (1 06
¢ (S8 ) el (o s 5l Lag) ol el of Aaaa g asiaally Al 4l AW Tl g3y
i fE ol )0 erda d g adle A s all) 33k 06 sla g &1 55 UG (A sl 50YY)
A e g cal g adle A a4l (35 O o0l 40 Bl L 515 50 Uil 26 01 aels
K, L Gl e a8 5 (L8

Ibnu Ishag meriwayatkan dari 'Atha’ bin Yasar, telah diceritakan kepadaku
oleh Muhammad ibnu Abu Muhammad, dari Sa'id ibnu Jubair atau Ikrimah, dari
Ibnu Abbas bahwa ketika Rosulullah berada di Makkah, turunlah surat al-Israa’ ayat
85. Kemudian setelah Rosulullah berhijrah ke Madinah, pendeta-pendeta Yahudi
datang kepada beliau dan berkata,”"Hai Muhammad, bagaimanakah pendapatmu
tentang ucpanmu: '‘Dan tidaklah kamu diberi pengetahuan, melainkan sedikit' (Al-

Israa':85) Apakah perkataanmu tentang 'hanya sedikit ilmu yang Allah berikan' itu
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ditujukan pada kami atau kaummu? Rasulullah Saw. bersabda,"Maksud kami
adalah keduanya." Mereka berkata,"Bukankah telah dijelaskan dalam al-Qur'an
bahwa telah diturunkan kepada kami Taurat yang didalamnya terdapat penjelasan
dari segala sesuatu?” Kemudian Rosulullah bersabda ,"Semua itu sangat sedikit
dibandingkan dengan ilmu Allah." Kemudian berkenaan dengan peristiwa tersebut
turunlah Surat Lugman ayat 27 untuk menegaskan bahwa tiada satu alatpun yang
dapat melukiskan luasnya ilmu Allah. Diriwayatkan dari Qatadah oleh Abusy
Syaikh dan Ibnu Jarir dalam kitab al-'Azhamah, bahwa orang-orang musyrik
berkata,"Tidak lama lagi kalimat ini akan habis.” Kemudian surat Lugman ayat 27
tersebut turun untuk menegaskan bahwa tidak akan habis keajaiban-Nya, ciptaan-
Nya, ilmu-Nya, serta hikmah-hikmah-Nya (Katsir, 1342 H/ 1923 M)ai.

Selanjutnya ayat yang penulis kutip adalah ayat yang memerintahkan
manusia untuk selalu berpikir. Dimana sebagai manusia yang sedikit ilmunya kita
memiliki kewajiban untuk senantiasa belajar karena ilmu dimuka bumi yang tidak
akan ada habisnya untuk dipelajari. Ayat ini tercantum dalam surat Ali 'Imron ayat
189-191

Qi SR 5 a1 L) IR 8 0 L el ee s (8 G AT i 3T e il ol

2 S GBI 8 65 R g s (5 105485 L D) 58 il D 1Y iy e
U Qe e SBai b 1 il L N1

Artinya: "Kepunyaan Allah-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah Maha Perkasa atas
segala sesuatu. Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya
malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal. (yaitu) orang-
orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan berbaring dan
mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): “Ya Tuhan

kami, tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha Suci Engkau, maka
peliharalah kami dari siksa neraka.”

Disebutkan dalam kitab Hasyiyah ash-Showi ‘ala Tafsir Jalalain (Maliky,
1241-1175 H) bahwa lafadz

O3 R 65285 ol
menjadi badal dari lafadz sebelumnya yaitu ) ‘;J,f\ dengan demikian dapat
ditunjukkan dalam hal ini bahwa mereka yang senantiasa berpikir dan berdzikir

adalah orang-orang yang berakal sempurna. Kemudian lafadz 323855 merupakan

‘athof dari lafadz &s¥%. Hal ini menunjukkan hal yang bersamaan atau suatu
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pekerjaan yang berkaitan. Terkadang adakalanya seseorang terlebih dahulu
mengingat Allah Swt. kemudian tergerak untuk mentadabburi betapa kuasanya
Allah dengan segala ciptaan-Nya. Terkadang seseorang juga ingin mencari bukti
kebenaran, hingga akhirnya menemukan hakikat yang dicarinya, yaitu keagungan
Allah SWT. Tetapi ada sebagian orang yang melakukan ini pada saat yang
bersamaan, mereka memikirkannya pada saat yang sama ketika berdzikir.

Berdasarkan beberapa dalil tersebut, maka kesimpulan yang diperoleh
adalah kewajiban menuntut ilmu sampai Allah sendiri yang berkehendak
menghentikan nafas hidup kita. Hal ini berlaku juga pada pembahasan mengenai
Ketaksamaan Minkowski pada ruang Lebesgue, Lebesgue lemah, Morrey, Morrey
lemah yang akan terus dikaji dan dikembangkan sebagai bentuk pengamalan dari

surat Ali 'Imron ayat 189-191 tersebut.



BAB Il
PEMBAHASAN

3.1 Hasil dan Pembahasan

Dalam analisis fungsional terdapat banyak ketaksamaan yang telah diteliti,
salah satunya adalah ketaksamaan Minkowski. Ketaksamaan Minkowski
merupakan ketaksamaan yang dikembangkan dari ketaksamaan segitiga. Penelitian
ini dilakukan untuk membuktikan syarat cukup ketaksamaan Minkowski pada
beberapa ruang fungsi yaitu ruang Morrey, ruang Morrey lemah, ruang Herz, ruang
Herz lemah, ruang Herz-Morrey dan ruang Herz-Morrey lemah. Pembuktian
tersebut akan dijelaskan dalam teorema-teorema berikut
3.1.1 Syarat Cukup Ketaksamaan Minkowski pada ruang Morrey

Sebelum membuktikan syarat cukup ketaksamaan Minkowski pada ruang

Morrey, penulis akan terlebih dahulu mendefinisikan norm pada ruang Morrey

Definisi 3.1 Untuk setiap1l <p < q <oo ruang Morrey Mf(lR{") adalah

p

himpunan semua fungsi f* € L;,.(R™) sedemikian sehingga

1

11 P
Ul = sup |Bar)? q(j If(x)lpdx> <o
a B(a,)

a€ER™,r>0
Dengan B(a,r) menyatakan bola buka di R™ yang berpusat di « dan berjari-jari
dir.Jikap = q.
Teorema3.2Misalkan1 < p <qg< o,q<p; <q, <oo,danl1 <p, < q, < .
L . 1,1 _1 1 11 .. D1 rmon
—t—<= -+ ===
Sedemikian sehlnggap1 + =7 danq1 + P Jika f € M, '(R") dang €

M,2(R™) maka
<
”f‘+'g”j@;-— ”f”w%? +'“9”w¢2

Di mana f + g € M7 (R")

1

Bukti. Diketahui f € M (R™) g € MJ2(R™) —+— <~ dan—+ =
P11 2

q1 42 a

Perhatikan bahwa berdasarkan persamaan diatas maka diperoleh:

26
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1

11 P
If +gllyp = sup_ 1B(am)IP q( | ( )If(x)+g(x)lpdx>
B(a,r

aER™,r>0

11
< sup [B(a,7)|P 4
a€R™,r>0

1

( f FOIP + |g<x>|pzdx>p
B(a,r)

1 1 1 1
< sup |B(a,r)|Pr 91 sup |B(a,r)|Pz 42
a€ER™,r>0 a€ER™,r>0

1
[( j FGOIP dx) + ( j g2 dx)]p
B(a,r) B(a,r)

1

1 1 P1
< sup |B(ar)|pr @ ( f f o) P dx)
B(a,T)

a€ER™,r>0

1

11 P2
+ sup [B(a,7)|P2 qu Ig(X)Ipzdx>
B(a,r)

aeR™,r>0

< Wfllps + Ngllyere

Dengan menggunakakn ketaksamaan Minkowksi, maka syarat cukup pada

ruang Morrey M} terbukti.

3.1.2 Syarat Cukup Ketaksaman Minkowski pada Ruang Morrey Lemah
Setelah membuktikan syarat cukup ketaksamaan Mikowski pada ruang

Morrey, maka selanjutnya akan dibuktikan syarat cukup ketaksamaan Minkowski

pada ruang Morrey lemah yang norm fungsinya didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.3 Untuk setiap 1 < p < q < o ruang Morrey lemah wMé’(lR{”) adalah
himpunan semua fungsi terukur f € R™ sedemikian sehingga

Ifllap = sup |B(a,)P y|{x € (B(a,r):If ()| > y}IP <o

a€R™,r>0
Di mana B(a, r) merupakan bola buka yang berpusat di « € R™ dan berjarak r >
0 dengan |{x € (B(a,7):|f(x)| > y}| menyatakan ukuran Lebesgue dari{x €

(B(a,r): [f ()] > v}
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leorema3.4Misalkan1 <p < qg<o0,q<p; <q, <oo,danl <p, < g, < oo.
.- . 1 1 1 1 1 1 . P1(mpn
m —t—<-= —+—==-
Sedemikian sehmggap1 = danq1 PR Jika f € wM, '(R") dang €

wM?(R™) maka
If + gllwmg < ||f||wM511 + IIQIIngzz

Di mana f + g € wM/} (R™)

1

Bukti. Diketahui f € wM! (R™) g € wM2(R™) —+ <~ dan—+— =~
WY1 2

q1 qz

Perhatikan bahwa berdasarkan persamaan diatas, maka diperoleh:

Ifllap = sup [B(an)IP ayl{x € (B(a,r):If(x) + g()| > 3P

aeR™,r>0

< sup [B(a,n)IP qyl{x € Bla,r):If()]+1g(x)| > y}P

aeR™,r>0

11 11
< sup (IBGan)P @B (e, r)F )

a€ER™,r>0
yli{x € B(a,n):If )l + gl > y}P

1 1 1
< sup |B(a,n)[Pr @y|{x € (B(a,r):|f(x)| > y}IP:

a€eR™,r>0

1 1 1
+ sup |B(a,n)[Pz @2y|{x € (B(a,r):|g(x)| > y}IP

aeR™,r>0

< Wf ez + gl

Dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski, maka syarat cukup pada

ruang Morrey lemah w7 (R™) terbukti.

3.1.3 Syarat Cukup Ketaksamaan Minkowski pada Ruang Herz

Setelah membuktikan syarat cukup ketaksamaan Minkowski pada ruang
Morrey dan Morrey lemah, maka selanjutnya akan dibuktikan syarat cukup
ketaksamaan Minkowski pada ruang Herz yang norm fungsinya didefinisikan

sebagai berikut.

Definisi 3.5. Misalkan 0 < p < g < o dan a € R, ruang Herz Homogen K5, (R™)

didefinisikan sebagai
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1

P
Ifllge, = 2K | f el gy | < 00
P4 (R™)

keZ
Dengan Ay, = {x € R"%; 2*71 < |x| <2*} dny, = x4, merupakan fungsi

karakteristik dari Ay,

Teorema 3.6. Misalkan @, a1, a0, ER,0<p<qg<0,0<p; <qy <oodan0 <

. . 1 1 1 1
P2 < q, < . Sedemikian  sehinggaa; + a; < a,—+—<-dan— +-<2
P1 D2 p q1 qz q

Jika f € Kp*, (R™) dan g € K2, (R™) maka
If+glleg, < Mfllgar +llglice

dimana f + g € K;*

pra: (R")

i H : a a 1 1
Bukti. Diketahui bahwa f € K, (R"), g € K,,?, (R"), a3 + a; < @+ <
= dan i<l

q1 CI2 q

Perhatikan bahwa berdasarkan persamaan diatas, maka diperoleh

14
I + gllgg, = <Z 24 (o) + 9(x>)xk||fp(mn>>
ke

1
P

QIS

VA
2 ([ 166+ a@)nd dx)
kEZ

14
q

=

EZ

IA
N
S

ke

14
D2 ( [ Il + | laGon dx>q>

2
<<sz<< |f(x)xk|pl> «([, |g(x)xk|vz>pz>>
(Z zmwl( J. |f(x>xk|p1)p1)>p

S

| =

KEZ
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D=

b2
+ (;Z Zkazpz ((J-Rnlg(x))(k |p2>q2>>

1 1
P1 D2
ka,p P1 kayp D2
= Y 2kenifeond [ D 2l gl
KEL L91(R") k€L L92(R")
= IIfII,ggiq1 + Ilgllkgzz’q2
Dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski, maka syarat cukup pada ruang
Herz K, terbukti.

3.1.4 Syarat Cukup Ketaksamaan Minkowski pada Ruang Herz Lemah

Sama seperti halnya ruang Morrey lemah, akan dibuktikan juga ketaksamaan
Minkowski pada ruang Herz lemah yang fungsi normnya didefinisikan sebagai
berikut.

Definisi 3.7. Misalkkan0 <p<g <o dana € R, ruang Herz lemah
Homogen W'K{,’fq(]R") didefinisikan sebagai ruang fungsi terukur f sedemikian

sehingga

1
p\P
Wka = k )
1flhoig, =supy | > 25Pmy(y,£)a) <oo
’ >0

kEZ
Di mana my(y, f) = [{x € Ax: [f ()| > v}].

Teorema 3.8. Misalkana,a;,a, ER,0<p <q<,0<p; <q, <oodan

0 < p, < q, < . Sedemikian sehingga a; + a, < a,pi + pi < %dan
1 2

1 1
—+=<
q1 qz

3. Jika f € wky,(R™) dan g € wk,,(R™) maka
I + glhwigy < Wl +lglhyiee

Dimana f + g € wK,*, (R™).

a1
P1.91

2 (RMa, +ay < @,—+— <

Bukti. Diketahui bahwa f € wk Pty ot <
1 2

(R") g € wk

1 1 1 1
- dan—+—<-
P a4z 4

Perhatikan bahwa berdasarkan persamaan diatas, maka diperoleh
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=

12
If + 9llwig, = supy Z 2K Py (v, f + g)Q)

Y>

=

(Z 24P |{x € A:If () + g ()] > y}|§>

1

p

= supy(Z 24P |{x € A If )] + lg ()] > y}|q)

1
D
z(zka1p1 + 2K@2P2) [{x € Ay: |f ()] + g ()] > )’}|q>

kI

(2 (2kesmri(x € g £ 1 > PHE + 2P (x € Ay g(0)] > y}ﬁ‘i))

KEZ

1
p1\P
< supy | Y 2KaPix € Ay F ()] > )l

y>0  \iez

1

P2 \P
+ supy <2 2kab|{x € Ay: |g(x)| > V}Iq2>

¥>0 \iez
1 1
Py P2 \P2
< supy 22"“1”1mk(y f)q1 + Z2""‘27"27r1k()/.g)q2
y>0 \iez kez

= Ifluges, +lglyis
Dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski, maka syarat cukup pada ruang
Herz Lemah wK,?2, terbukti.

3.1.5 Syarat Cukup Ketaksamaan Minkowski pada Ruang Herz-Morrey

Setelah membuktikan Syarat Cukup Ketaksamaan Minkowski pada ruang
Morrey dan Herz, selanjutnya akan dibuktikan syarat cukup pada ruang yang
merupakan hasil dari kombinasi ruang Morrey dan Herz yaitu ruang Herz-Morrey

dengan definisi norm sebagai berikut.
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Definisi 3.9. Misalkana € R,0 <p < 0,0< g <o dan0 <A < oo, ruang

Herz-Morrey Homogen ngj merupakan himpunan terukur £ € L? (R™/{0}) yang

loc

dilengkapi norm berikut didefiniskan didefinisikan:

MEZAR™ = {f € Lo R/0D) + Ifll g gy < )

Di mana

1
ko D

— —koA kap p
1 llscggs = sup 27 D 25

k=—o0
By
Bk-1

DimanaB;, = B(0,2) = {x € R" : |x| < 2¥}dan 4, = untuk k € Z dan y;, =

Xa, Untuk k € Z fungsi larakteristik dari himpunan A.

Teorema 3.10. Misalkan a,a;, a0, E R, AL A1,4, 21, 0<p<qg<0,0<p; <

q1 <oodan0 < p, < q, < oo. Sedemikian  sehinggaa; + a, < a, 1, + 1, =

1 1 1 1 1 1 . o 4
AL—+—<-dan—+—=<=.Jikaf e MK,' (R™) dan g € MK,*, (R™) maka
P1 + P2~ D a1 + a: ~ q J f 7’1"11( ) g Py )

a < ; 2
”f +g“MK£‘_q - ”f”MKgll,ql + ”g”Mngz'QZ

Dimana f + g € MK,*, (R™)

Bukti. Diketahui f € MkZi'ql (R™),g € ng;qz(Rn) a,ta, <a A+, =
L+ <idan —+ 1<
P1 D2 14 q1 qz q

Perhatikan bahwa berdasarkan persamaan diatas, maka diperoleh

ko %
If + gllacicg, = sup 2704 Z 2keP[|(f o) + g(x))XRHILJQ(]R”)
ko€L o
1
ko g P
= sup 27kok Z okap <f |(F(x) + g(x)))(k|pdx>
ko€Z e R"

TSI

ko

14
< sup 27 ko Z pkap <f lFeox ™ + |g(x))(k|p2dx>q
k=—o0 R™

k()EZ
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T

ko p
q

< sup 2~ ko z 2ker |f(x))(k| dx+] |9(x))(k|p2 dx)

(/.
Py
—kol oka !
<05’ Z ( Jroowr
U |9(x>xk|p2 )

< Z—kol Z 2ka1p1 D1 N
sup 2 I COXell a1 (e

ko D2
4 2ol Z 244202 | g () el (g

k=—o0
= [Ifll, par21 + gl paan
Phackgszs * 10 0aekszze
Dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski, maka syarat cukup pada ruang

Herz-Morrey MK terbukti.

3.1.6 Syarat Cukup Ketaksamaan Minkowski pada ruang Herz-Morrey
Lemah
Terakhir, sebagaimana ruang Morrey dan ruang Herz, juga akan dibuktikan
ketaksamaan Minkowski pada ruang Herz-Morrey dalam keadaan lemah dengan

definisi norm sebagai berikut.

Definisi 3.11 Misalkana € R,0 <\p < 0,0 < g <o dan0 < A < oo, ruang

Herz-Morrey lemah Homogen WMKZ: merupakan himpunan terukur f € L}, (R"/

{0}) yang dilengkapi norm berikut didefiniskan didefinisikan:
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WIEREAR™) = {f € L (R /(0D ¢ Ity < )

Di mana

S

ko

p
ad, = SUpy sup 2 kot Z 2keP mk(y, )4
AN pice gny supy sup v.f

k:—(X)

Di manamy(y, f) = [{x € Axlf (x)| > v}I.

Teorema 3.12. Misalkan a,a;,a;, E R,A4,1,A, 21, 0<p<qg<0,0<p; <

q1 <oodan0 < p, < q, < oo. Sedemikian  sehinggaa; + a, < a,1; + 1, =

1 1 1 1 1 1 - . al,ﬂl ) al,lz n
A,p—l to= ;dan PR Jika f e wMK, ', (R")dang € wMK, ' (R")

maka

“f + g”WMKg;‘ < ”f”MKgll;f + ”g”Mnglgzz

Dimana f + g € wMK,

Bukti. Diketahui a; + @, S a4y + A, = L, —+— <> dan ~+ = <=
P1 P2 14 q1 q2 q

Perhatikan bahwa berdasarkan persamaan diatas, maka diperoleh:

1

ko
p
I/ +g||wM,-{§.3 = iﬁ%’yfﬁz 0 Z 2k P my(y, f + g)4
k=—o
1
ko v D
= supy sup 27 Y 2KPlx € A 1f () + g0 > VIl
y>0 ko€Z k=—oo
1
ko » P
<supysup2 | Y 25|x € g If ()] + g ()] > pla
y>0  ko€EZ k= —to

ko
< supy sup 2~ *o* Z (2kaapa
y>0 ko€Z

k=—0o0

S

14
+2K2P2)|{x € Ap: If (O + 1g ()| > v}
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1
Py
< supy sup 27%0? Z 2keps[(x € Ay IF GO >y}l

y>0 ko€Z

1

D2

+supy sup 2704 Z 2ka2Pz|{x € Ay: |g(x)| >y}|qZ
y>0 ko€EZ —

1

p1
14
2ka1p1 my (y’ f)qi)

y>0 ko€Z

+supysup?2
y>0 ko€EZ

= Supy sup 2 kot (

1
P2 P2
Zkazpzmk (YI g)Qz

= I1f Il + Ilgllmg;;;
Dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski, maka syarat cukup pada ruang

Herz-Morrey Lemah terbukti.

3.2 Keragaman Ruang Fungsi berkenaan dengan Luasnya Iimu Allah Swt.

Dalam Surah Lugman ayat 27 yang artinya "Dan seandainya pohon-pohon
di bumi menjadi pena dan laut (menjadi tinta), ditambahkan kepadanya tujuh laut
(lagi) sesudah (kering)nya, niscaya tidak akan habis-habisnya (dituliskan) kalimat
Allah. Sesungguhnya Allah Maha Perkasa lagi Mahabijaksana.” Allah
menjelaskan dengan perumpamaan yang begitu nyata tentang bagaimana luasnya
lImu Allah di Muka bumi. Sesungguhnya perumpamaan ilmu Allah di Muka bumi
hanyalah bagaikan setetes air diantara luasnya samudra. Hal ini berkenaan dengan
macam-macam ruang fungsi yang ada dalam analisis fungsional. Karena
keterbatasan ilmu yang dimiliki manusia, maka hanya beberapa ruang saja yang
dicantumkan penulis dalam penelitian ini.

Selain pembahasan mengenai ruang fugsi, penulis juga membahas tentang
ketaksamaan Minkowski yang merupakan perluasan dari konsep ketaksamaan
segitiga. Di mana ketaksamaan segitiga merupakan salah satu sifat penting yang
terkait dengan relasi urutan dari sifat-sifat nilai mutlak. Sebagaimana kita ketahui,

pada ayat yang penulis kutip diatas, telah dijelaskan bahwa kekuasaan dan keluasan
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ilmu Allah bersifat mutlak, artinya tidak ada yang dapat menandingi kekuasaan dan
keluasan ilmu tersebut. Hikmah yang diperoleh dari penjelasan ayat al-Qur'an
tersebut adalah betapa luasnya ilmu Allah di muka bumi ini. Termasuk pembahasan
mengenai ketaksamaan dan ruang fungsi pada analisis fungsional juga sangat
banyak. Kemudian dalam surat Ali 'Imron ayat 189-191 yang artinya "Kepunyaan
Allah-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah Maha Perkasa atas segala sesuatu.
Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam dan
siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal. (yaitu) orang-orang
yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan berbaring dan
mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): “Ya
Tuhan kami, tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha Suci Engkau,
maka peliharalah kami dari siksa neraka." juga diterangkan bahwa tanda-tanda
orang berakal ialah senantiasa berdzikir serta berfikir untuk mentadabburi
Keagungan Allah dan segala ciptaan-Nya. Oleh karena itu, kita sebagai manusia
hendaknya memenuhi tugas sebagai kholifah dibumi untuk senantiasa berfikir dan

mengembangkan keragaman ilmu pengetahuan yang ada di muka bumi.



BAB IV
PENUTUP

4.2 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembuktian yang telah dibahas pada bab sebelumnya,
penulis dapat menyimpulkan bahwa setelah mengaplikasikan ketaksamaan
Minkowski pada norm yang telah didefinisikan pada beberapa ruang yang telah
dicantumkan dalam pembahasan, maka terbukti syarat cukup ketaksamaan
Minkowski pada ruang Morrey, Herz, Herz-Morrey beserta fungsi dalam kondisi

lemahnya.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, Penulis menyarankan penggunaan ruang fungsi
yang lain, seperti perumuman ruang Morrey dan berbagai macam ruang yang
lainnya. Selain itu juga bisa dilakukan penelitian untuk syarat perlu ketaksamaan
Minkowski di ruang fungsi sehingga dapat diketahui nilai ekuivalen dari kedua

Syarat tersebut.
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