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ABSTRAK

Fajriyani, Amelia Nuril. 2021. Syarat Cukup Ketaksamaan Hoélder di Ruang
Herz-Morrey. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (1) Ach. Nashichuddin, M.A.

Kata kunci: Ketaksamaan Holder, Ruang Herz-Morrey, Syarat Cukup

Ketaksamaan Holder merupakan salah satu ketaksamaan dasar yang ada di
analisis fungsional. Ketaksamaan ini banyak digunakan untuk membuktikan
ketaksamaan-ketaksamaan lain. Pada awalnya, ketaksamaan Haolder diperkenalkan
diaplikasikan di ruang Lebesgue. Ruang Lebesgue adalah ruang Banach di mana
merupakan perumuman dari ruang vektor yang memiliki norma dan lengkap. Ruang
Lebesgue merupakan ruang fungsi. Sedangkan ruang fungsi sendiri merupakan
ruang vektor yang unsur-unsur di dalamnya merupakan fungsi kontinu. Beragam
ruang fungsi telah ditemukan dan dikembangkan dari ruang Lebesgue. Tidak hanya
itu, peneliti juga mengolaborasikan beberapa karakteristik ruang fungsi menjadi
definisi suatu ruang baru, salah satunya adalah ruang Herz-Morrey di mana ruang
ini merupakan kolaborasi antara ruang Herz dan ruang Morrey. Pada penelitian ini
dilakukan pengembangan pengaplikasian ketaksamaan Holder di ruang Herz-
Morrey beserta ruang lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah. Karena akan
ditunjukkan di ruang Herz-Morrey di mana merupakan ruang fungsi maka
ketaksamaan Holder yang digunakan adalah ketaksamaan Holder integral.
Penelitian ini menunjukkan syarat cukup dari ketaksamaan Hélder di ruang Herz-
Morrey dan Herz-Morrey lemah berdasarkan karakteristik dari ruang tersebut.
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ABSTRACT

Fajriyani, Amelia Nuril. 2021. Sufficient Condition of Hélder’s Inequality in
Herz-Morrey Space. Thesis. Department of Mathematics. Faculty of
Science and Technology, Islamic State University of Maulana Malik
Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (Il) Ach.
Nashichuddin, M.A.

Kata kunci: Holder’s Inequality, Herz-Morrey Space, Sufficient Condition

Holder’s Inequality is one of fundamental inequality in functional analysis.
This inequality used for proofing other inequality. Firstly, Holder’s Inequality was
applied in Lebesgue space. Lebesgue space is a Banach space which is generalized
of vector space which has norm and complete. Lebesgue space is a function space.
Meanwhile a function space is a vector space which their elements is continuous
functions. Many kinds of function spaces found and developed from Lebesgue
space. Not only that, researcher collaborate some characteristics of function space
become new definition of new space, one of them is Herz-Morrey space which is
this space is collaboration between Herz space and Morrey space. In this research,
the application development of Holder’s Inequality in Herz-Morrey space and its
weak space, namely weak Herz-Morrey, is done. Since in which space Herz-Morrey
space is function space, so Holder’s Inequality integral is used. This research show
sufficient condition of Holder’s Inequality in Herz-Morrey space and weak Herz-
Morrey space based on characteristic of the space.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang fungsi didefinisikan sebagai ruang vektor yang unsur-unsur di
dalamnya merupakan fungsi kontinu. Ruang fungsi merupakan ruang Banach
dengan karakteristik tertentu. Sedangkan ruang Banach sendiri adalah ruang vektor
yang memiliki norm (pemetaan) dan lengkap. Berbagai macam ruang fungsi telah
ditemukan dan akan terus dikembangkan sesuai dengan karakteristiknya masing-
masing. Salah satu ruang fungsi atas himpunan terukur dengan norm tertentu adalah
ruang LP (Amalina, 2018). Ruang L? atau biasa dikenal dengan ruang Lebesgue
pertama kali diperkenalkan oleh Henri Lebesgue, namun menurut pendapat lain,
ruang ini pertama kali dikenalkan oleh Frigyes Riesz pada tahun 1910. Ruang
Lebesgue sendiri merupakan ruang Banach dengan 1 < p < oo (Royden dan
Fitzpatrick, 2010). Penemuan ruang Lebesgue ternyata masih menyisakan beberapa
kondisi pada fungsi yang tidak terintegralkan secara Lebesgue. Oleh karena itu,
ditemukan pengembangan dari ruang Lebesgue dengan mendefinisikan suatu ruang
baru yang disebut ruang Lebesgue lemah atau wLP (Amalina, 2018). Ruang
Lebesgue adalah ruang fungsi dasar yang kemudian dikembangkan menjadi ruang-
ruang lain.

Setelah ditemukan ruang Lebesgue, penelitian selanjutnya dilakukan pada
tahun 1938 oleh C. B. Morrey yang memperkenalkan salah satu perumuman dari
ruang Lebesgue, yaitu ruang Morrey M;’ dengan 1 <p < q < oo (Mu’tazili,
2019). Sedangkan ruang Morrey lemah wa merupakan perumuman dari ruang

Lebesgue lemah. Akan tetapi ruang Morrey lemah bukanlah ruang Banach namun
ruang quasi-Banach sebagaimana ruang Lebesgue lemah. Keberadaan ruang
Morrey lemah karena terdapat fungsi-fungsi yang tidak terpenuhi di ruang Morrey.

Pada tahun 1968, Herz juga mendefinisikan salah satu ruang yang
merupakan perumuman dari ruang Lebesgue dengan 0 < p, g < oo dan tambahan

unsur lain yaitu ¢ € R, yang kemudian disebut dengan ruang Herz I'(gfq. Begitu
juga dengan ruang Herz lemah wK{,’fq yang merupakan perluasan dari ruang

Lebesgue lemah. Tidak hanya berhenti sampai di situ, para ahli matematika juga
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mengolaborasikan beberapa definisi ruang yang ada sehingga menghasilkan

definisi ruang yang baru. Seperti halnya yang dikemukakan oleh Lu dan Xu (2005)

yaitu ruang Herz-Morrey M 1'(;,""'l

"7 yang merupakan kombinasi antara ruang Herz

dan ruang Morrey beserta ruang lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah
wM Kz‘,’fj. Lu dan Xu (2005) mengombinasikan karakteristik kedua ruang tersebut
menjadi suatu karakteristik baru.

Dalam ilmu matematika, utamanya analisis fungsional, berbagai persamaan
maupun ketaksamaan diperkenalkan untuk dipelajari. Ketaksamaan memiliki peran
yang penting dalam bidang analisis, sering digunakan untuk menurunkan perkiraan
(estimasi) maupun mengontrol eror. Salah satu ketaksamaan dasar yang sering
menjadi topik penelitian adalah ketaksamaan Holder, di mana ketaksamaan ini
digunakan untuk membuktikan ketaksamaan-ketaksamaan lain. Ketaksamaan
Holder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard James Rogers (1888) dan
kemudian diperbaiki oleh Otto Holder pada tahun 1889 (Li dkk, 2018). Terdapat 3
macam ketaksamaan Holder, di antaranya ketaksamaan Holder summation,
ketaksamaan Holder integral, dan perumuman ketaksamaan Holder.

Ketaksamaan Holder pertama kali diaplikasikan di ruang Lebesgue
menggunakan Holder konjugat sebagai syarat cukup untuk membuktikannya.
Kemudian seiring berjalannya waktu, penelitian-penelitian tentang ketaksamaan
Holder semakin banyak dijumpai dan menghasilkan penemuan-penemuan baru
dengan memodifikasi ketaksamaan tersebut. Seperti yang dilakukan oleh Ifronika
dkk. pada tahun 2018, penelitian berjudul “Generalized Hélder’s Inequality in
Morrey Space” ini menunjukkan syarat cukup dan syarat perlu perumuman
ketaksamaan Holder di ruang Morrey. Dari penelitian tersebut dapat diketahui
bahwa ketaksamaan Holder dapat diaplikasikan di ruang fungsi dengan asumsi
bahwa ruang fungsi yang digunakan adalah ruang Banach.

Kemudian penulis terinspirasi untuk melakukan penelitian menggunakan
ketaksamaan Holder. Adapun penelitian yang dilakukan adalah mengaplikasikan
ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey beserta ruang lemahnya yaitu ruang
Herz-Morrey lemah. Ruang Herz-Morrey merupakan salah satu ruang yang sedang
banyak digunakan sebagai objek penelitian, seperti penelitian “Inclusion Properties
of The Homogeneous Herz-Morrey” yang dilakukan oleh Rahman (2020),
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“Fractional Integral on Herz-Morrey Spaces with Variabel Exponent” oleh Izuki
(2010), dan masih banyak lagi. Namun untuk pengaplikasian ketaksamaan Holder
di ruang tersebut masih belum dilakukan. Sehingga dirasa perlu untuk dilakukan
penelitian tersebut sebagai pengembangan penelitian tentang ketaksamaan Holder
maupun ruang Herz-Morrey sendiri. Oleh karena menggunakan objek ruang Herz-
Morrey di mana merupakan ruang fungsi, maka ketaksamaan Holder yang
digunakan adalah ketaksamaan Holder integral atas fungsi kontinu. Penelitian ini
akan menunjukkan syarat cukup dari ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey
dan Herz-Morrey lemah.

Pengaplikasian ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey sama halnya
dengan patuh terhadap aturan yang telah didefinisikan di ruang tersebut. Begitu
juga dalam Islam yang mengajarkan kepada orang-orang beriman untuk menaati
perintah sebagaimana tertuang di Surah An-Nisa' ayat 59 yang berbunyi:

Koo 8T Ul 02l iy A bl s o R 485 502 0 855 op

b sy i A T o3 AT SLE 280y Jsnaly AT )

“Hai orang-orang yang beriman, taatilah Allah dan taatilah Rasul (Nya), dan Ulil
Amri di antara kamu. Kemudian jika kamu berlainan pendapat tentang sesuatu,
maka kembalikanlah ia kepada Allah (Al-Qur'an) dan Rasul (sunnahnya), jika
kamu benar-benar beriman kepada Allah dan hari kemudian. Yang demikian itu
lebih utama (bagimu) dan lebih baik akibatnya."”

Surah ini memerintahkan manusia untuk taat kepada Allah, Rasul, dan Ulil

Amri. Terkhusus ketaatan terhadap Ulil Amri harus dilandaskan dengan syariat
Islam dan tidak mengarah kepada kemaksiatan dan kemungkaran (Ar-Rifa’i, 1999).
Sama halnya dengan topik penelitian yang diangkat oleh penulis, pengaplikasian
ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey juga harus selalu dilandasi dengan

dasar-dasar ilmu matematika.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada
penelitian ini adalah bagaimana syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Herz-

Morrey dan Herz-Morrey lemah?



1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan penelitian berdasarkan rumusan masalah tersebut adalah
untuk mengetahui syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey dan

Herz-Morrey lemah.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai ilmu
baru dan bahan kajian baru bagi peneliti selanjutnya yang berkaitan dengan
ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey lemah.

1.5 Batasan Masalah

Berdasarkan uraian masalah yang disebutkan, penulis merasa perlu untuk
membatasi masalah agar pembahasan tidak menyimpang dan meluas. Adapun
batasan masalahnya sebagai berikut:

1. Dalam menunjukkan keberlakukan ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey
dan Herz-Morrey lemah, digunakan proses pembuktian ruang Banach dan
ruang quasi-Banach terlebih dahulu.

2. Ketaksamaan yang digunakan dalam penelitian ini adalah ketaksamaan Holder

integral.

1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur
(literature study) atau kepustakaan. Metode ini berdasarkan pada informasi yang
diperoleh pada buku, jurnal, artikel dan sumber-sumber lain yang berkaitan dengan
rumusan masalah. Kegiatan yang dilakukan meliputi pengumpulan data
kepustakaan, membaca dan menelaah, serta menganalisa dan mengolah bahan
penelitian. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan untuk membuktikan
syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey lemah
adalah sebagai berikut
1.  Menunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey adalah ruang Banach dan ruang Herz-

Morrey lemah adalah ruang quasi-Banach.
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2. Menunjukkan keberlakuan syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Herz-

Morrey dan Herz-Morrey lemah menggunakan definisi norm pada ruang-ruang

tersebut di mana definisi normnya dituliskan oleh Lu dan Xu (2005) dalam

jurnalnya yang berjudul “Boundedness of Rough Singular Integral Operators

on The Homogeneous Morrey-Herz Spaces”.

3. Menarik kesimpulan atas hasil penelitian.

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri atas empat

bab, yaitu
Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan berisikan latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah serta sistematika
penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka di sini akan memaparkan teori-teori yang menjadi
landasan dalam menyelesaikan masalah, meliputi ukuran luar,
himpunan terukur, fungsi terukur, ketaksamaan Halder, ruang vektor,
ruang bernorma, ruang Banach, ruang fungsi, serta kajian keislaman
yang terkait dengan penelitian.

Pembahasan

Pada bab ini dibahas tentang pembuktian-pembuktian teorema
ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey dan analogi pengaplikasian
ketaksamaan Holder dengan konsep menaati perintah.

Penutup

Penutup tersusun atas kesimpulan hasil peneilitan yang telah dilakukan

serta saran-saran yang bersesuaian.



BAB Il
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ukuran Luar

Konsep ukuran luar berangkat dari konsep ukuran, di mana dilakukan
pemartisian pada suatu himpunan X menjadi himpunan-himpunan bagian yang
terukur. Dalam pemartisian domain dari suatu fungsi, diperlukan suatu fungsi
himpunan yang disebut ukuran luar pada himpunan X. Ukuran luar ini digunakan
untuk mengetahui apakah suatu himpunan bagian dari X terukur atau tidak (Fatihah
dkk., 2020).
Definisi 2.1. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Suatu ukuran luar yang dinotasikan
dengan m* merupakan fungsi himpunan untuk sembarang himpunan, dan
khususnya untuk sembarang interval. Ukuran luar untuk interval adalah
panjangnya sedangkan untuk himpunan, jika E merupakan himpunan terukur dan

{Ei}r-, adalah koleksi sembarang himpunan yang terukur, maka

m* <D Ek) < i m*(Ey), (2.1)
k k=1

=1

di mana ukuran luar merupakan countably subadditive.

2.2 Himpunan Terukur
Himpunan terukur didefinisikan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010)
sebagai berikut.
Definisi 2.2. Suatu himpunan E dikatakan terukur jika untuk sembarang himpunan
A memenuhi
mrx (A)=m** (ANE)+m"* (ANE"C), (2.2)

di mana m* merupakan ukuran luar.

2.3 Fungsi Terukur

Fungsi merupakan suatu pemetaan yang memetakan antara satu himpunan
yang disebut sebagai domain kepada himpunan lain yang disebut sebagai
kodomain. Sedangkan fungsi terukur merupakan fungsi yang berada di himpunan
terukur dan memenuhi syarat yang ditunjukkan oleh proposisi berikut.
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Proposisi 2.3. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan f adalah fungsi terukur
pada domain E dan E terukur Lebesgue. Maka pernyataan-pernyataan berikut
adalah ekuivalen:
1. vbeR{x€E|f(x)>c}fungsiterukur.
2. VbeR{x€E|f(x)=c}fungsiterukur.
3. VbeR{x€E|f(x)<c}fungsiterukur.
4. Vb e R, {x € E|f(x) < c} fungsi terukur.
Sifat-sifat tersebut berarti bahwa untuk setiap ¢ € R, maka
{x € E| f(x) = c} terukur. (2.3)

Bukti. Himpunan (1) dan (4) saling komplemen di E sama seperti himpunan (2) dan
(3). Komplemen dari suatu himpunan terukur adalah terukur, maka (1) dan (4)
ekuivalen, begitu juga dengan (2) dan (3). Jadi cukup ditunjukkan bahwa (1) < (2)
yang juga sama halnya dengan (3) < (4).
e Jika (1) maka (2)

Perhatikan bahwa,

oo

{xEEIf(x)Zc}=ﬂ{x€E|f(x)>c—%},

k=1

dikarenakan ¢ — % € R, maka {x € E | f(x) > c} fungsi terukur. Selanjutnya,

irisannya juga fungsi terukur. Jadi, {x € E | f(x) = ¢} fungsi terukur.
e Jika (2) maka (1)
Perhatikan bahwa,

e}

{xEEIf(x)>c}=U{er|f(x)2c+l},

k
k=1
dikarenakan ¢ +% € R, maka {x € E | f(x) = ¢} fungsi terukur. Sehingga

gabungannya juga fungsi terukur. Jadi, {x € E | f(x) > c} fungsi terukur.
Pernyataan (1)-(4) ekuivalen, sehingga keempat pernyataan tersebut memenuhi.
Jikac € R,
xeE|f()=cl=x€eE|fx)=c}n{x€E|f(x)>c}
maka f~1(c) fungsi terukur karena irisan dari dua himpunan terukur. Di sisi lain,

jika c = oo,



eE|f@ =)= |xeElf0 >
k=1

maka f ~1(o0) fungsi terukur karena irisan berhingga dari himpunan terukur. [

Contoh 2.1. (Amalina, 2018) Suatu himpunan terukur yang didefinisikan sebagai
X = (0, 1) dan fungsi terukur f : X —» R yang didefinisakan dengan
1
fx) = "
2.4 Ketaksamaan Holder
Sebelumnya akan didefinisikan terlebih dahulu terkait bilangan konjugat.
Definisi 2.4. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Konjugat dari suatu bilangan p €

(1, ) adalah g = ﬁ, di mana untuk g € (1, «) berlaku

= + L 1 (2.4)
P q '
Konjugat dari 1 didefinisikan co dan konjugat dari oo didefinisikan 1.

Ketaksamaan Holder merupakan salah satu ketaksamaan mendasar di
analisis fungsional, utamanya di ruang LP. Pada dasarnya, ketaksamaan Holder
memiliki beragam kondisi, namun dalam penelitian ini digunakan ketaksamaan
Holder integral. Ketaksamaan Holder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh
Leonard James Rogers (1888) dan kemudian diperbaiki oleh Otto Holder pada
tahun 1889 (Li dkk., 2018).

Proposisi 2.5. (Kantorovich dan Akilov, 1982) Misalkan f(x) dan g(x)
merupakan fungsi terukur pada himpunan terukur (X,u). Maka diperoleh

ketaksamaan

1

> i
[ |f<x)g<x>|dus<f If(x)lpdu> (f Ig(x)lqdu> 25)
X X X

di mana1+l= 1.
P q



Bukti. Pertama, asumsikan bahwa

0<ap:f |f COIP du < oo, 0<ﬁq:f lg (| du < oo,
X X

karena ketaksamaan tersebut akan terbukti trivial jika salah satu dari integral

tersebut bernilai nol atau tak hingga. Kemudian misalkan

f'(x) = %x) dan g'(x) = %x)

Untuk setiap x € X diperoleh % + i = 1 (bilangan konjugat), dan diperoleh
lf'GIP g’ ()]
b '

If'()g' (Il < 7

di mana ketika diintegralkan diperoleh
1 1
f lf' g’ (Oldp < —f I COIP du + —f |9’ ()19 du
X bJx qJx

1 1
—+-=1
p q
sehingga

f I (0g()| du < ap.
X

2.5 Ruang Vektor

Definisi 2.6. (Anton dan Rorres, 2014) Misalkan A sembarang himpunan tak
kosong dengan 2 operasi yang didefinisikan yaitu penjumlahan dan perkalian
dengan suatu bilangan yang disebut skalar. Penjumlahan yang dimaksud adalah
untuk mengelompokkan sebuah aturan dengan setiap pasangan elemen a dan b di
A yang mengandung elemen a + b, disebut penjumlahan dari a dan b; sedangkan
perkalian skalar yang dimaksud adalah untuk mengelompokkan setiap skalar r dan
setiap elemen a di A yang mengandung elemen ra, disebut perkalian skalar a oleh
r. Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi oleh setiap elemen a, b, ¢ di A dan semua
skalar r dan s, maka A disebut ruang vektor dan elemen di A disebut vektor:

1. Jikaadan b elemen di 4, maka a + b di A.

2. a+b=b+a.

3. a+t+(b+c)=(a+b)+c.
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4. Terdapat elemen0 € Ayang disebut vektor nol terhadap A sedemikian
sehingga 0 + a = a + 0 = a, untuk setiap a € A.

5. Untuk setiap a € A, terdapat elemen —adi Ayang disebut negatif dari
a sedemikian sehingga a + (—a) = (—a) + a = 0.

6. Jikar sembarang skalar dan a sembarang elemen di 4, maka ra di A.

7. r(a+b)=ra+rb.

8. (r+s)a=ra+sbhb.

9. r(sa) = (rs)(a).

10. 1a =a.

Aksioma 1-5 merupakan sifat grup komutatif terhadap penjumlahan sedangkan

aksioma 6-10 merupakan sifat dengan operasi perkalian skalar.

Sembarang himpunan tak kosong dengan operasi penjumlahan dan

perkalian sendiri disebut dengan lapangan, yang biasa dinotasikan dengan F.

Contoh 2.2. (Lestari, 2012) R? adalah ruang vektor terhadap operasi penjumlahan

dan perkalian skalar.

Bukti. Ambil sembarang (m4,n,), (m,,n,), (im3,n;) € R?dan a, B € R.

1.

Tertutup terhadap penjumlahan,
(my,ny), +(my, ny) = (my + my,ny +n,) € R?
Bersifat komutatif penjumlahan,
(my,ny) + (my,ny) = (Mg + My, ny +ny)
= (my + my,ny + 1)
= (my,ny) + (my,ny)
Bersifat asosiatif penjumlahan,

[(my,n1) + (Mg, no)] + (m3,n3) = (Mg + My, ny +ny) + (M3, n3)
= (my + my, + my,ny + n, + ny)
= (my,ny) + (my + mgz, Ny + n3)
= (my,ny) + [(my, ny) + (M3, n3)]

Memiliki identitas penjumlahan,
30 € R?,V(m,,n,) berlaku (m;,n;) + 0 = (my,n,)
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& 0= (my,ny) — (my,ny)
= (my —my,ny —ny)
= (0,0)
maka terdapat 0 = (0, 0) sehingga (m,,n;) + 0 = (my, ny).
5. Memiliki elemen invers,
v(mq,ny),3p € R? berlaku (my,n;) +p =0
o (myun)+p=0
p = (0,0) — (my,ny)
=(0—-my,0—ny)
= (-my,—ny)
maka, V(my,n,),3(—m,, —n,) berlaku (m,,n;) + (—=my,—n;) =0.
6. Tertutup terhadap perkalian skalar,
a(my,ny) = (amy, an,) € R?
7. Bersifat distributif,
(a + p)my,ny) = [(a + f)my, (@ + fIn,]
= (amy + fmq, an, + fn,)
= (amy, any) + (Bmy, fny)
= a(my,ny) + B(my,ny)
8. Bersifat distributif,
al(my,ny) + (my,ny)] = a(my + my,ny +ny)
= (am; + am,,an,; + an,)
= (amy, an,) + (am,, an,)
= a(my,ny) + a(my,ny)
9. Bersifat asosiatif terhadap perkalian skalar,
alp(my,ny)] = a(fmy, fny)
= (afmy, afn,)
= af(my,n,)
10. Memiliki elemen identitas perkalian,
1-(my,ny) = (1-my,ng) = (my,ny)

karena R? memenuhi aksioma ruang vektor, maka R? ruang vektor terbukti. [
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2.6 Ruang Bernorma

Ruang bernorma didefinisikan oleh Rynne dan Youngson (2000) sebagai
berikut.
Definisi 2.7. Misalkan A adalah ruang vektor atas lapangan F. Suatu norm di A
merupakan fungsi ||-]| : A — R sedemikian sehingga untuk setiap a,b € A dan a €

F, memenuhi aksioma-aksioma berikut:

L lall = 0;

2. |la]l = 0 jika dan hanya jika a = 0;

3. llaall = lalllall;

4. l|la+ bl < |lall + |Ib]| (Ketaksamaan Segitiga).

Suatu ruang vektor A yang memiliki norm disebut ruang vektor bernorma
atau ruang bernorma, salah satu contoh ruang bernorma adalah ruang Banach.
Sedangkan Kalton (2003) mendefinisikan quasi-norm sebagai berikut.

Definisi 2.8. Quasi-norm ||-|| pada ruang vektor A atas lapangan K = R atau C
merupakan suatu pemetaan ||-|| : A — [0, ) dengan a,b € A dan « sembarang
skalar di IK memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. |lal| = 0jika dan hanya jika a = 0;
2. |laall = lalllall;
3. Terdapat konstanta ¢ > 1 sedemikian sehingga

lla + bl < cllall + [IbID.

2.7 Ruang Banach

Definisi ruang Banach oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) berangkat dari
ruang linier bernorma sebagai berikut.
Definisi 2.9. Suatu barisan (f;,) merupakan ruang linier A dengan norma ||-||
disebut Cauchy di A dengan syarat untuk setiap € > 0, terdapat bilangan asli N
sedemikian sehingga untuk setiap m,n > N berlaku

Ifn — finll <e. (2.6)

Ruang bernorma A disebut lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di A

konvergen ke fungsi A. Ruang bernorma yang lengkap ini disebut Ruang Banach.
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Contoh 2.3. (Kreyszig, 1978) Ruang Euclid R™ merupakan himpunan semua

pasangan n-tuple atau barisan dari bilangan riil, yang dituliskan sebagai

y = (e 6,

yang dilengkapi dengan norma

1
n 2
Iyl = (Zw) Y T T T
i=1

Bukti. Akan dibuktikan bahwa R" adalah ruang Banach dengan menunjukkan

bahwa R™ ruang bernorma yang lengkap. R™ dikatakan sebagai ruang bernorma
jika memenuhi aksioma-aksioma ruang bernorma, yaitu
L llyll=o0
Berdasarkan definisi nilai mutlak, diperoleh bahwa [&;| bernilai positif,
sehingga jelas bahwa (Z?=1|§i|2)§ > 0.
2. |lyll = 0 jika dan hanya jikay = 0
(=) Jika |ly]| = 0 maka

<.i|<fi|2>E =0

2

1
(2@2)2 =0’
i=1
imz =0
i=1

fi = 0
(&) Jika y = 0 maka

Iyl

(2°)

— (0)2
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3. llayll = lalllyll; va € R

1

n 2

layll = <Z|aa|2>
i=1

= (|62 + |a&l + -+ |agn D)3

1
= (lal?1&: 1 + |al?|&21? + -+ + |al?|§,1%)2
1

= (a2 (162 + |6 + -+ 1&I2)°

= lal (ikﬂ-ﬁf
i=1

= |alllyll
4. |ly + z|| < llyll + llz|| (Ketaksamaan Segitiga)

Ambil sembarang z = (14, ..., 1), Sehingga diperoleh

1
n 2
ly +z|| = (Zla +m|2>
i=1

1

= (& +ml>+ &+l + -+ &, + 1,122
1
< &2+ Iml? + 1E 12 + Il + -+ 1E2 + a2

1 1
S (&P +H &P+ -+ &2+ Unl® + In2)? + - + [na]?)2

(Y)Y

= lly +zl.

maka terbukti bahwa R™ dengan norma ||y||=(2?=1|§i|2)§ adalah ruang
bernorma. Kemudian akan dibuktikan bahwa R™ ruang Banach dengan
menunjukkan kelengkapannya.

Misalkan (y,) merupakan barisan Cauchy di R, di mana y, = (¥, ..., &X).
Perhatikan bahwa

Vi) = 1, y2, )
dengan

V1= (611'621' ) € R"
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v, = (1,85, ..) ER"

Karena y, barisan Cauchy, berarti untuk setiap € > 0 terdapat K € N sedemikian
sehingga untuk setiap k,1 > K berlaku

1
n =

2
lyx =yl = (Zlfzk —Szillz) <e.

i=1
Kemudian untuk i = 1, 2, ..., n bernilai konstan, diperoleh
1

(lek &) <
1 2
(et =Py <o
ek -l <&
gk sl <
Diketahui bahwa (y,,, x7, ... ) barisan Cauchy di R™ dan R lengkap, maka barisan

tersebut konvergen. Misalkan &¥ konvergen ke &; Ketika k — oo, maka dapat

dituliskan

| =

n 2
2
lye ¥l = llyx — yill = (Zkik_fi' ) S¢€
i=1

sehingga diperoleh bahwa Cuachy y, konvergen di R™. Maka terbukti bahwa R"
lengkap. O

Ruang metrik didefinisikan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) sebagai
berikut.
Definisi 2.10. Misalkan A sembarang himpunan tak kosong. Suatu fungsi
f:Ax A — Rdisebut metrik jika untuk setiap a, b, dan ¢ € A memenuhi
. f(a,b) = 0;
. f(a,b) = 0 jika dan hanya jika a = b;
. f(a,b) < f(b,a);
. f(a,b) < f(a,c) + f(c,b).

[EEN

A WD
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Suatu himpunan tak kosong dengan metrik pada himpunan disebut ruang metrik

yang dituliskan dengan (4, f).

Definisi 2.11. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Suatu barisan (a,) di ruang metrik
(4, f) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0, terdapat indeks N di mana

jikan,m = N, maka f(a,, a;) < &.

Suatu ruang metrik A dikatakan lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di A

konvergen ke satu titik di A.

Wau dan Li (2008) dalam jurnalnya menuliskan definisi ruang quasi-Banach
sebagai berikut.
Definisi 2.12. Jika ||-|| quasi-norm di ruang vektor X berlaku ruang metrik lengkap,

maka ruang vektor X disebut ruang quasi-Banach.

2.8 Ruang Fungsi

Ruang fungsi merupakan ruang vektor dengan unsur-unsur di dalamnya
berupa fungsi kontinu. Ruang fungsi adalah salah satu objek penelitian yang sering
dikembangkan oleh para peneliti sehingga menghasilkan beberapa definisi ruang
baru. Ruang fungsi merupakan ruang Banach dengan kondisi yang berbeda pada
tiap ruang fungsi. Begitu juga, ruang fungsi memiliki kondisi lemah pada ruang
masing-masing.
2.8.1 Ruang Lebesgue

Ruang fungsi yang sering digunakan pada analisis fungsional adalah ruang
Lebesgue LP(R™). Ruang ini merupakan perumuman dari ruang vektor yang
memiliki norma. Ruang Lebesgue sendiri merupakan ruang dasar dalam ruang
fungsi, sebagaimana definisinya dituliskan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010)
dalam bukunya sebagai berikut.
Definisi 2.13. Untuk R™ himpunan terukur, 1 < p < oo, dan suatu fungsi f di R"
didefinisikan sebagai

1
p

Iflle = < If(x)lpdx> < o (2.7)
RTL
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Contoh 2.4. (Limanta, 2014) f(x) = i)(m_m] (x) € LP(R™) untuk p > 1, karena

fepa= [ —ar
R R

n[-1,1] |x|P

tetapi f ¢ L'(R™), karena

= 00,
1

*1
|f(x)|dx=2f —dx =Inx
R" 1 X

Akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue adalah ruang bernorma.
Ambil sembarang f, g € LP(R™).

Lo Aiflle =0

Perhatikan bahwa
1

i = If(x)lpdx>p
R
Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka jelas bahwa || f||,» = 0.
2. |Ifllr = 0 jika dan hanya jika f = 0
(=) Jikallfll,» =0

Iflle =0
1
( |f(x)|pdx>p -0 (definisi norm ruang Lebesgue)
R"
1, P
P
< |f (x)lpdx> = QP (kedua ruas dipangkatkan p)
Rn
|f(x)|Pdx =0 (hasil pemangkatan)

R‘n
fx)=0 (karena integral bernilai 0)
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4.
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(e)Jikaf =0
Wl = < If(x)lpdx> (definisi norm ruang Lebesgue)
( |0|pdx> (diketahui)
= ( 0 dx) (hasil pemangkatan)

— (hasil pengintegralan)

=0. (hasil pemangkatan)

lafllr = lalllfllp; Va € R
1

leflle = < |af(x)|pdx>p (definisi norm ruang Lebesgue)

]Rn

. ( |a|P|f(x)|pdx>p (sifat pemangkatan mutlak)
RN
1
p

= <|a|p If (0)|P dx> (sifat integral)
R‘l’l

= |a| ( If ()P dx)” (pengoperasian pangkat)
]Rn

= lalllfll.e. (definisi norm ruang Lebesgue)

If + glle < llflle + ligllLe
1

If + gl = <f If (x) + g(x)|P dx)” (definisi norm ruang Lebesgue)
R

1

s( AfF P + 197 dx>5 (sifat pemangkatan mutlak)
]Rn

(sifat integral tak

1
p
<|([ arcorax)+ ([ s a)| tenta)
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1 1

< <f (fGlP dx)p + <f (|g(x)|p)dx>p (operasi pangkat)
R R™

= Ifllr + llgllLp. (definisi norm ruang Lebesgue)

Dari aksioma-aksioma tersebut, diperoleh bahwa LP(R™) adalah ruang
bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa L? (R™) adalah ruang Banach dengan
menunjukkan kelengkapannya. Akan tetapi, akan ditunjukkan terlebih dahulu
beberapa lemma yang akan digunakan untuk membuktikan kelengkapan dari
LP(R™).

Lemma 2.14. (Standar Penjumlahan Cauchy) (Bowers dan Kalton, 2014) Ruang
bernorma X lengkap jika dan hanya jika setiap barisan ),,—; x,, konvergen ke X

ketika X o—qllx, |l < oo.

Bukti. Pertama, asumsikan X lengkap dengan norma ||| dan Y—;llx,|| < oco.

Untuk n € N, misalkan S,, = x; + - + x,,. Kemudian [|S,, — S, | < Z Ll Xl

untuk setiap m,n € N, maka (S,,),—, barisan Cauchy. Oleh karena itu, karena X

lengkap, maka barisan Y72, x; konvergen.

Sebaliknya, asumsikan Y.%_, x, konvergen ketika Yo,|lx,|l < oo. Misalkan
(Y )mr=1 barisan Cauchy di X. Ambil barisan monoton naik (1) ey dari bilangan

asli sedemikian sehingga
1 .
”:VP - yq” < IE ketikap > q = ny.
Misalkan y,, = 0. Maka

k
2 yn] yn]1 kEN.

Maka dari itu, diperoleh ||yle — Ynj_y

S y= 1,v] > 2, sedemikian diperoleh

< oo. Berarti bahwa subbarisan (ynk)oo_ konvergen ke

bahwa Z(;.;1 ||ynj - ynj_1
beberapa unsur di X. Misalkan y adalah nilai limit dari subbarisan (ynk)k 1

Misalkan diberikan ¢ > 0, dipilih K € N cukup besar sehingga ||y, — ¥ < = dan

=< 2 Berdasarkan definisi, jika m > ny, maka ||y, — v, || < zi,{ Maka,

1
lym = Y1 < [y = Vel + I, — Il < _+ 7 <&
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di mana m > ng. Oleh karena itu, (y,,)m=1 adalah barisan konvergen. O

Lemma 2.15. (Lemma Fatou) (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan {f;,}
barisan dari fungsi terukur tak negative di R™.

Jika (f,) — f hampir di mana-mana di R", maka [, f < liminf [, f,. (2.8)

Bukti. Fungsi f tak negatif dan terukur karena terdapat masing-masing titik limit
pada fungsi dari barisan fungsi tersebut. Untuk menunjukkan ketaksamaan lemma
tersebut, cukup dan perlu untuk menunjukkan bahwa jika h fungsi terbatas dan

terukur dimana 0 < h < f di R", maka
f h <liminf | f,.
R™ R™

Misalkan h suatu fungsi. Pilih M >0 di mana |h| <M di R™. Definisikan
Ey, = {x € R"|h(x) # 0}. Maka m(E,) < oo. Misalkan n bilangan asli, fungsi h,,
di R™ didefinisikan sebagai h,, = min{h, f;,,} di R™. Perhatikan bahwa fungsi h,
terukur, yaitu
0 < h, < MdiE,dan h,, = 0 di R"~E,.
Selanjutnya, untuk setiap x di E, karena h(x) < f(x) dan
{fn()} = f(x), {hp(x)} > h(x).

Berdasarkan teorema konvergen terbatas yang dibahas oleh Thomson (2020)
diaplikasikan pada barisan terbatas seragam yang dibatasi oleh h,, di R"~E, bahwa
lithn=lim hn=jh= h.
n—=c Jrn n=Jg, Eo R™
Akan tetapi, Vn, h, < f, di R", oleh karena itu dengan definisi integral f, atas

R™, [ hn < [gn fo- Maka,

f h=1lim | h, <liminf | f,.
R™ n—=90 Jrn R™

Proposisi 2.16 (Bowers dan Kalton, 2014) L? (R™) adalah ruang Banach.

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa L? (R™) lengkap, maka akan digunakan Standar
Penjumlahan Cauchy (Lemma (2.14)).
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Asumsikan (fi)r=, adalah barisan fungsi di LP(R™) sedemikian sehingga
Yl fillip < oo, Misalkan M = Y. 7°_; |l fill.». Untuk setiap n € N, definisikan
In(w) = X7l fk(w)| untuk setiap w € R™. Perhatikan bahwa (g,),-, adalah
fungsi barisan terukur tak negatif dan g,, < g,+1 untuk setiap n € N. Berdasarkan
Lemma Fatou (Lemma (2.15)), diperoleh
jlirrrll inf |g,|Pdx < Tllim inf]lgnlpdx = lirrlninfllgnllfp < MP < oo,
Berarti bahwa lim inf |g,|P dx < oo terukur hampir di mana-mana, dan akibatnya
n—-oo

diperoleh
P

n 14 n
(Zlfkl) = lim <Z|fk|) = lim inf|g,|P < o
k=1 " k=1 "

terukur di mana-mana. Sehingga, fungsi g = Y;.,lfi| ada dan ||gll, < M.
Kemudian, misalkan f = )7, fi, berarti bahwa f ada dan terukur di mana-mana,

karena |f (w)] < g(w); Yw € R™. Perhatikan juga bahwa

zn: fie(w)
k=1

Oleh karena itu, diperoleh bahwa Y}, fi konvergen ke f di LP. O

< g(w), w € R"

Kemudian didefinisikan ruang Lebesgue lokal sebagai berikut
Definisi 2.17. (Mu’tazili, 2019) Ruang Lebesgue lokal L? (R™) didefinisikan

loc

sebagai semua fungsi terukur f: R™ — R yang memenubhi
f If ()IP dx < oo (2.9)
K

untuk setiap subhimpunan kompak K € R™.

2.8.2 Ruang Lebesgue Lemah

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, masing-masing ruang fungsi
memiliki kondisi lemahnya, begitu juga yang terjadi pada ruang Lebesgue.
Definisi 2.18. (Grafakos, 2013) Misalkan 1 < p < oo. Ruang Lebesgue lemah

wLP (R™) adalah himpunan semua fungsi terukur f: R™ — R sehingga

1
e = iulg/l {x € R™:|f(x)]| > A}|P < o0 (2.10)
>
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dengan  |{x € R™:|f(x)| > A}| menyatakan ukuran lebesgue dari
{x € R™:|f(x)| > A}.

Contoh 2.5. (Amalina, 2018) Misalkan suatu himpunan terukur didefinisikan
sebagai X = R dan fungsi terukur f: X — R didefinisikan dengan

X
f(x) _ m,x € [—1,0]

0,x lainnya

untuk sembarang 0 < p < oo maka f € wlP.

Ruang Lebesgue lemah merupakan ruang quasi-Banach telah dibuktikan
oleh Limanta (2014) sebagai berikut. Pertama ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue
lemah adalah ruang quasi-norm.

Ambil sembarang f, g € wLP (R"™).
1. |[fllwer = 0 jika dan hanya jika f = 0
(=) Jika [|flly.r =0

If llwer =0
1
supA|{x € R™:|f(x)| > A}p =0 (norm ruang Lebesgue lemah)
A>0
1 14
(supl l{x € R™|f(x)| > /1}|p) =P (kedua ruas dipangkatkan p)
A>0
supAl{x e R™:|f(x)|> A} =0 i
N It [f Gl > A3 (hasil pemangkatan)

Perhatikan bahwa f (x) bernilai mutlak, maka jelas bahwa f(x) = 0.

(&) lJikaf(x)=0

1
Ifllwe = supA|{x € R™:|f(x)| > A}|P (norm ruang Lebesgue lemah)
1>0

1
=sup|{x € R™:|0] > A}|P (diketahui)
1>0
1
= sup1|0|» (hasil pemangkatan)
1>0
=supA(0 ;
,1>Ig (0) (hasil pemangkatan)

=0. (hasil perkalian)
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2. Mlafllwer = lalllfllwer; Va € R
Jika @ = 0, maka jelas bahwa ||af ||,z = lall|f]l,,Lr. Kemudian asumsikan

a # 0, maka diperoleh

{x € R™ |af(x)| > A}| = |{x e R™:|f(x)| > %ﬂ

berakibat
1

A)p
llafllp = supA |{x € R™|f(x)| > —}|
A>0 la

Ambil y = 2 maka diperoleh

||

1
lafllyee = suglaly [{x € R™:|f(x)| > y}IP
y>

1
= |a|supy [{x € R™: |f(x)| > y}|r
>0

= lalllf lwep

3. Nf +gllwer < cUifllwee + lgllwir); Ve = 1
Perhatikan bahwa

A
(x € R™ |f(x) + g(x)| > 1} < {x € R™ |f(x)| > 5}

A
U {x € R™:|g(x)| > E}
berakibat

[ € R £ () + g0l > ) < [fx e R £ G0l > %}|

+ |{x € R™|g(x)| > %}|

sehingga

1

1 A
Mx e R :|f(x)+gx)|>Ap <2 |{x € R™|f(x)| > §}|p

S

+1 |{x € R™|g(x)| > %}|

1 14
(A € R 1£G) + g1 > 1) = 2]fx e w10l > %}fa)
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1
N
+1 1 |{x € R™: |g(x)| > E}|p

A
APlx e R™|f(x) + g(x)| > A} < 2P [jx € R™: |f(x)] >§}|

A
+AP {x € R™|g(x)| > §}|

maka diperoleh

A A
17 + gl < 27 (sup 2 [ 17 Gl > ]+ supaw [fic s 19001 > )
2>0 2 >0 2

=22(IF 15,0 +Nglly,»).
Selanjutnya akan ditunjukkan kelengkapan dari ruang Lebesgue lemah
sebagai berikut.
Misalkan (f;,,) adalah barisan Cauchy di wLP (R™).

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen )., a; sedemikian sehingga

I fis1 — frellwer < ap; VE (2.11)
karena
n+k-1
fae—=fo= D = filvnk
J=n
maka
n+k—1

e = fallwir < D Ifies = £l
j=n

]

[ee]
-3
j=n

Misalkan x € wLP, maka

o)

|k (1) = fn(X)] < z a;; vn, k

j=n
Barisan .-, a; konvergen, maka (fn(x)) adalah barisan Cauchy terhadap
bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap.

Misalkan limit dari (£, (x)) adalah f(x), maka untuk k — oo diperoleh
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[o9)

If (x) — fu(O| < Z a; ;Vn,Vx € wLP

j=n
Sehingga diperoleh bahwa (f;,) konvergen seragam ke f (x). Karena f(n) kontinu,
maka berlaku juga pada f. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan
bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan
Cauchy di wLP memiliki subbarisan di mana persamaan (2.11) berlaku. Jadi,

diperoleh bahwa wL? (R™) adalah quasi-Banach.

2.8.3 Ruang Morrey

Ruang Morrey Mf (R™) merupakan salah satu ruang yang diperoleh dari
modifikasi ruang Lebesgue. Ruang ini digagas oleh C. B. Morrey pada tahun 1938.
Dikatakan demikian karena terdapat beberapa fungsi yang termuat di ruang Morrey
tetapi tidak termuat di ruang Lebesgue. Sawano dkk., (2020) dalam jurnalnya
menuliskan definisi ruang Morrey yang diambil dari definisi yang dituliskan oleh
C.B. Morrey.
Definisi 2.19. Misalkan 0 < p < g < co. Untuk suatu fungsi f merupakan fungsi
di P

loc

(R™), norm ruang Morrey didefinisikan sebagai

1

11 P
||f||M5 = sup |B(a,r)|a P <f( )|f(x)|p dx> _ (2.12)
B(a,r

acR™,r>0

Ruang Morrey yang diperoleh dari perluasan ruang Lebesgue dapat dilihat

pada kasus ketika p = g, yaitu

1

11 p L
up |B(a,m)|P P <] If (0)|P dx) (definisi untuk p = q)
B(a,r)

lfll,er = s
Mq a€R",r>0

1

P .
= sup |B(a,r)|°<f If (x)|P dx) (operasi pengurangan)
B(a,r)

aeR™,r>0
1
= (f If (x)|P dx>p (hasil perkalian)
B(a,r)
= |[fll» (definisi)

sehingga Mg’ = LP yang berarti merupakan perluasan dari ruang Lebesgue.
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Contoh 2.6. (Mu’tazili, 2019) Fungsi konstan tak nol f(x) = ¢ bukan anggota

ruang Morrey dikarenakan

1
11 P
Ifll,e = sup [B(a,7)| P(f Icl”dx>
4 B(a,r)

aeR™,r>0

11 1
= sup |[B(a,1)|? Pc||B(a,1)|P
aeR™,r>0

1

= sup |c||B(a,)|2

a€R™r>0

= 00,

Akan ditunjukkan bahwa ruang Morrey adalah ruang bernorma.
Ambil sembarang f, g € M7 (R™).

L Wl 2 0
1

11 D
”f”M]f = sup |B(a,7)|e p(f( )|f(x)|pdx>
B(a,r

a€R™,r>0

Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka jelas bahwa ||f||M5 > 0.
2. ||f||M5 = 0 jika dan hanya jika f = 0

(=) Jika lfll,p = 0

1

11 p
Ifllr = sup |B(ar)ld p(j If(x)lpdx> ~0

q aeR™,r>0 B(a,r)
Perhatikan bahwa |B(a,r)| merupakan ukuran Lebesgue dengan r > 0,
sehingga diperoleh |B(a,r)| > 0. Maka haruslah

1

( f If(x)lpdx>p =0
B(a,r)

1 14
p
< f |f (x)lpdx> =P (kedua ruas dipangkatkan p)
B(a,r)
f lf () |Pdx = 0 (hasil pemangkatan)
B(a,r)

f(x) =0. (karena integral bernilai 0)



27

(<) Jika f(x) = 0

1

p
Ifllup = sup |Ba, r)IWU ( )If(x)lpdx>
B(ar

aeR™,r>0
1
11 14 . .
= sup |B(am)]a P <f |0|de> (diketahui)
aeR™,r>0 B(a,r)
11 1
= sup |B(a,r)|a p(0)» (hasil pengintegralan)
aeR™,r>0
11
= sup |B(a,r)|a »(0) (hasil pemangkatan)
aeR™,r>0
=0. (hasil perkalian)

lafllpp = lalliflle ; untuk @ € R

1
11 P L
lafll,» = sup [B(a1)|da p(f |af(x)|pdx) (definisi)
4  geR"r>0 B(a,r)
11 (pemangkatan
= sup |B(a,r)|a P j alPl FOO) Pdx
ae[R{’l,Ir)>0| (@)l < B(ar)l PIf Gl ) mutlak)
11 -
= sup |B(a,r)|a p<|a|p If(x)lpdx> (sifat integral)
aeR™,r>0 B(ar)

1 .

- > (hasil

a D p
2 PO OPa) gy

SIS

11 . .
=|a| sup |B(a,m)|a P <f |f(x)|pdx> (sifat komutatif)
B(a,r)

a€R™r>0

= lallifllyp. (definisi)

I+ gllaep < Wfllyep + gl

1
11

If +gllap = sup [B(amlT? (f( )|f(x)+g(x)|pdx>p (definisi)
B(a,r

aeR™r>0
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1 1
< sup |[B(ar)|aP
acRtr>0 (sifat pemangkatan
1
p mutlak)
( [ areor+ |g(X)|p)dx>
B(a,r)
11
< sup |B(a,r)]a P
a€R™,r>0 (Sifat

1 1

(f U (X>I”dx>p - ( | |g<x)|de)” integral)
B(a,r) B(ar)

1

11 P

< sup |[B(a,r)|4 p(f If(x)lpdx>
B(a,r)

aER™,r>0 (operasi
1 .
11 > perkalian)
+ sup |B(a,7)|4 p(f |g(x)|pdx>
aeR™r>0 B(a,r)
= Ifllagp + llgllpep- (definisi)

Dari aksioma-aksioma di atas, diperoleh bahwa M}f (R™) adalah ruang
bernorma. Kemudian, untuk menunjukkan JV[;’(]R{”) adalah ruang Banach, perlu

dibuktikan kelengkapan ruangnya yang ditunjukkan oleh proposisi berikut.
Proposisi 2.20. (Rukmana, 2016) M(f(IR{") adalah ruang Banach.

Bukti. Ambil sembarang barisan Cauchy (x,) di M} (R™). Misalkan (xy,)
subbarisan dari (x,,) di manan,; < n, < --- yang memenuhi

”fm - fnk”]v[g’ < 2—k; vm = n,.

Kemudian, Yk € N, definisikan

k-1
Ik = |fn1| + Z|fni+1 - fnil'
i=1

Jelas bahwa
k-1

Hgk”M; = ||fn1||M5 + Z“fniH - fni”]\q7 < ||fn1||]v[5 +1< oo
i=1
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Misalkan
g = ,y_{{}ogk = |fn1| +Z|fni+1 _fnil'
i=1

Berdasarkan Lemma Fatou (Lemma 2.15) di atas, diperoleh IIQIIMg < ||fn1||M5 +

1. Secara umum, g(x) < oo hampir di mana-mana, sehingga deret

k-1
i@+ D (fara @) = £,00)
i=1

konvergen mutlak untuk hampir semua x. Kemudian definisikan jumlah pada deret
di atas sebagai f(x) untuk x di mana deret tersebut konvergen dan f(x) = 0 untuk

x lainnya. Karena

k-1
fnl + Z(fni+1 - fni) = fnk
i=1
maka diperoleh f(x) = lim £, 4 (x) hampir di mana-mana. Dengan begitu, cukup
l—>00

dibuktikan bahwa f adalah titik limit dari f,,. Ambil sembarang € > 0. Karena (f;,)

Cauchy, maka terdapat N € N sedemikian sehingga untuk semua m,n > N

diperoleh || fin _fn”M;’ < g Juga karena (fnk) konvergen ke f, dapat dipilih k
sedemikian sehingga n, > N dan ||f,, — fn”mg’ < 2 Oleh karena itu,

o= Fllagp = o = Fui + i = Fll

< W = oull g+ e = Fllgp

< & n & _
2727 ¢
untuk setiap n > N. Hal ini membuktikan f, — f. Jadi M (R") adalah ruang
Banach. O

2.8.4 Ruang Morrey Lemah

Ruang Morrey lemah yang merupakan kondisi lemah dari ruang Morrey juga
diperkenalkan oleh C.B. Morrey. Limanta (2014) menuliskan dalam penelitiannya
yang berjudul “Ruang Morrey Kuat dan Lemah” di mana ruang ini merupakan

bentuk perluasan dari ruang Lebesgue lemah.
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Definisi 2.21. Misalkan 1 <p < q <oo. Ruang Morrey lemah w]\/[}l"(IR{”)

merupakan himpunan semua fungsi terukur yang memenuhi
1 1 1
Ifllaer =  sup  |B(a,n)ad Pyl{x € B(a,n):|f(x)| > y}P <o, (2.13)
q a€R™,r,y>0

dengan |{x € B(a,7):|f(x)| > y}| menyatakan ukuran Lebesgue dari
{x € B(a,r):If(x)| >y}

Perhatikan bahwa jika p = g, maka
11 1
Ifll,p» = sup [B(a,7)IP Pyl{x € B(a,7): |f(x)| > y}P <o
q a€R™r,y>0
= sup |B(a,n)|°
aeR™,r,y>0

) (operasi pengurangan)

vI{x € B(a,r) : |[f(x)| > y}IP <

1
= sup yl{xeB(ar):|f(x)|>y}lP <o  (hasil pangkat 0)

aeR™,r,y>0

= [Ifllwep (definisi)
sehingga WM;’ = wlLP. Berarti bahwa ruang Morrey lemah merupakan

perumuman dari ruang Lebesgue lemah. Selain itu, perhatikan bahwa

lx€B(@r): [f] >y}l = j Xixes: |Gy () dx

B(a,r)
[ xgen UG ax
B(a,r)

merupakan quasi-norm di ruang Morrey lemah yang juga dapat dinyatakan sebagai
£ hacz = sup [y xarspll, = suplly X (FDI, 0
¥>0 q y>0 q

(Mu’tazili, 2019).

d
Contoh 2.7. (Mu’tazili, 2019) Misalkan 1 < p < q < oo dan h(x) = |x| @, maka
1

h € wMg’ dan ||h||wM5 = (%)E. Dengan menghitung langsung,

WAl e =sup|[yx _a
N {le 1>y

} p
Mq
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= sup (fyx
y>0 {

g O

Q|

=supy [ (0.774)|

-

Ruang Morrey lemah merupakan ruang quasi-Banach telah dibuktikan oleh
Rukmana (2016) sebagai berikut. Pertama ditunjukkan bahwa ruang Morrey lemah
adalah ruang quasi-norm.

Ambil sembarang f, g € wM (R™).
1. ||flle5 = 0 jika dan hanya jika f = 0

(=) Jika lIfllypgp = 0

Iflwap = _ sup |B(a,)|a P yl{x € B(a,r): |[f(x)| > y}IP

aeR™,r,y>0

11 1
0= sup |B(am)|e P yl{x€B(ar):If(x)| >y}

aeR™,r,y>0
Jelas bahwa |[{x € B(a,7):|f(x)| >y} =0 atau dengan kata lain
|{x € B(a,7):|f(x)| # 0}| = 0 sehingga diperoleh f = 0.

(=)Jikaf =0

1 1 1
IIflle; = Sup OIB(a,r)Iq P yl{x € B(a,r) : |[f(x)| > y}IP
aceR™ry>

11 1
= sup |B(a,7)|a P yl{x € B(a,r): |0| >y}P (diketahui)
aceR™,r,y>0

1 1 1
= sup |B(a,r)|9 P yl{x€B(a,r): 0>y}P (mutlak 0)
aeR™r,y>0

1 1
= sup [B(a,m)|a 7 y(0) (hasil pangkat)
a€R™r,y>0

= 0. (hasil perkalian)
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2. MNlafllyap = lallifllyp Ve € R

1 1 1

Ilaflleg; = _Sup OIB(a,r)Iq ryl{x € B(a,r) : laf(x)| > y}IP
aeR™,ry>

1

1 1 -
sup [B(a,)[a Py |{x eBar) : laf(o)l > l}|”
a€R™,r,y>0 la|

Pilihy’ = ﬁ sehingga diperoleh

1 1 1
lafllypp = _sup |B(a,7)|7 P laly’ [{x € B(a,r) : |f(x)| >y'}P

aceR™,r,y>0

1 1 1
=lal sup [B(a,r)|e Py'l{ix€B(ar): |fC) >y}

acR™,r,y>0

= |a| ||flleg;- (definisi)

3. MF + gllaer < € (IflLypr + gl ) 5¥e = 1

Pilih ¢ = 2 karena
[ € Bl@,) £ If () + g ()] > Y| < [tx € Bla,r) I ()] > ]
+ |{x € B(a,7r) : |gx)| > g|

dan pilih ' = - maka diperoleh

1 1 1
If +gllypp = _sup |B(a,r)|a P yl{x € B(a,7) : If(x) + g(x)| > y}IP

aceR™,r,y>0
1.1
< sup |B(an)fi P
aeR™,r,y>0
14 5 i
y |{x € B(a,r) : |f(x)]| > E}|p (akibat
11 pernyataan
+ sup [B(a,n)|e P sebelumnya)
aceR™,r,y>0
¥ 1
. Nie
14 |{x € B(a,7) : [g(x)] > 2}|
11
= sup [B(am)a P
aeRnry'>0 (karenay’ = g)

1
2y {x € B(a,7) : If ()| > y'}|P
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1 1
+ sup [B(amr)a P

a€R™r,y'>0

2y' {x € B(a,r) : |g()| > y'}IP

= 2< sup |B(a,)|7 P y'|[{x € B(a,r): |f(x)| > V’}I5>

aeR™,r,y'>0

1 1 1
+2< sup |B(a,m)|a P y'|[{xeB(ar):|glx)|> V’}I5>

a€R™r,y'>0

(sifat perkalian)

=2 (llflleg + ||g||wM5)- (definisi)
Selanjutnya akan ditunjukkan kelengkapan dari ruang Morrey lemah
sebagai berikut.
Misalkan (f;,) adalah barisan Cauchy di wM[ (R™).

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen )i, a; sedemikian sehingga

I k1 — fk”wmg < ag;Vk (2.14)
karena
n+k-1
fask=fa= ) [fes = Fl:¥n.k
j=n
maka

n+k-—1

Ve = Falluse < D Wiss = Fillper
j=n

[ee]
5

j=n
Misalkan x € w]vqf, maka

o)

@) = i < ) ay 59,k

j=n
Barisan Y., a;, konvergen, maka (f,(x)) adalah barisan Cauchy terhadap
bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap.

Misalkan limit dari (£, (x)) adalah f(x), maka untuk k — oo diperoleh
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[o9)

If () = () < Z aj ;Vn,vx € wMy

j=n
Sehingga diperoleh bahwa (f;,) konvergen seragam ke f (x). Karena f(n) kontinu,
maka berlaku juga pada f. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan
bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan

Cauchy di W]\/[(f memiliki subbarisan di mana persamaan (2.14) berlaku. Jadi,

diperoleh bahwa wMg’ (R™) adalah quasi-Banach.

2.8.5 Ruang Herz

Ruang Herz merupakan kelas ruang fungsi yang diperkenalkan oleh Herz
pada tahun 1968. Lu dkk. (2008) dalam bukunya yang berjudul “Herz Type Spaces
and Their Application” menuliskan definisi ruang Herz sebagai berikut.

Definisi 2.22. Misalkan 0 <p,q <o dan a € R. Ruang Herz K%, (R™)

didefinisikan sebagai

Kgq@R™ = {f € L, (R"/{0}) ; I f llicg,mmy < 0} (2.15)
di mana
1
q
Ifllig, = Z 259 || £yl oy | (2.16)
kKEZ

dengan Ay = {x € R";2* 1 < |x| <2¥} dan yx; = x,, merupakan fungsi

karakteristik dari Ay.

Ruang Herz merupakan perluasan dari ruang Lebesgue ketika a = 0,

q =p, dan y,, = 1yaitu

T

fllkg,, = (Z 2kp | ka||fp(Rn)> (diketahui)
k€EZ
1
= (12 ey )P (pangkat 0)
= If xiell Lo rm) (perkalian pangkat)

= [[fllp &m)- (diketahui dan perkalian)
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2.8.6 Ruang Herz Lemah

Seperti halnya ruang Herz lemah, Lu dkk. (2008) dalam bukunya yang
berjudul “Herz Type Spaces and Their Application” juga menuliskan definisi ruang
Herz lemah sebagai berikut.
Definisi 2.23. Misalkan ¢ € R,0 < g < oo dan 0 < p < oo. Suatu fungsi terukur f

di R™ merupakan fungsi pada ruang Herz lemah wl'(gfq jika

1

P p
Ifllwig, = supy (Z 2kaPm, (y, f)q) < oo, (2.17)
' y>0

keL
di mana my (v, f) = [{x € Ay : |[f ()] >y},

Perhatikan bahwa ketika @« = 0 dan g = p, maka diperoleh

1

p\P : .
Ifllyke, = supy Z 2k m, (y, FHp (diketahui)
e\
1

= supy(my(y, f))P (perkalian pangkat)

Y>0

1
= sugyl{x ER™: [f(x)| > y}P (definisi my (v, f))
y>

= Ifllwep (definisi)

sehingga disimpulkan bahwa ruang Herz lemah merupakan perluasan dari ruang

Lebesgue lemah.

2.8.7 Ruang Herz-Morrey

Seiring berjalannya waktu, banyak peneliti yang mulai mengombinasikan
beberapa beberapa karakteristik ruang yang ada menjadi karakteristik ruang baru.
Salah satunya adalah pengombinasian ruang Herz dengan ruang Morrey yang
dikenal dengan ruang Herz-Morrey J\/[I'(;f';(]]%”). Ruang ini diperkenalkan oleh Lu
dan Xu pada tahun 2005 yang dituliskan dalam jurnalnya yang berjudul
“Boundedness of Rough Singular Integral Operators on The Homogeneous
Morrey-Herz Spaces”.

Sebelum mendefinisikan ruang Herz-Morrey sendiri, kita definisikan

terlebih dahulu B, = B(0,2%) bola buka yang berpusat di 0 dan berjari-jari 2.
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Misalkan B, = B(0,2¥) = {x e R": |x| < 2*¥} dan A4, = B”i untuk k € Z.
k-1

Kemudian misalkan y, = x4, untuk k € Z fungsi karakteristik dari himpunan A,
(Lu dan Xu, 2005).
Definisi 2.24. Misalkan a € R,0 < p < 00,0 < g < o, dan 1 > 0. Ruang Herz-

Morrey MK (R™) didefenisikan sebagai

MEGTR™) = {f € LR/ {0, If lly gy my < 0}, 2.18)
di mana
1
k(] a
1 Nk cgny = :;16% 27 kol Z 2K f el gy | - (2.19)
k=—00

2.8.8 Ruang Herz-Morrey Lemah

Sama seperti ruang-ruang sebelumnya yang didefinisikan kondisi
lemahnya, ruang Herz-Morrey juga memiliki kondisi lemahnya yang dituliskan
juga definisinya oleh Lu dan Xu (2005) sebagai berikut.
Definisi 2.25. Misalkan a« € R,0 < p < 00,1 > 0, dan 0 < g < oo. Ruang Herz-

Morrey lemah (WMK;’:’;(R”)) merupakan himpunan semua fungsi terukur f €
L7 .(R™/ {0}) yang memenuhi
1
ko 5

P
= supy sup 2 ko? Z 2kapm, (v, £)a | <o,  (2:20)

WFI, pien
WMKpq (R™) y>0  Ko€Z

k:—OO

di mana my (v, f) = |{x € Ay : [f ()| > v},

2.9 Konsep Menaati Perintah

Menaati perintah Allah dan Rasul merupakan suatu kewajiban bagi orang
mukmin, karena dalam rukun iman telah disebutkan iman kepada Allah dan iman
kepada Rasul. Iman kepada Allah berarti mempercayai dengan sepenuh hati bahwa
Allah ada dan Esa, sedangkan iman kepada Rasul berarti mempercayai bahwa Rasul
adalah utusan Allah untuk mengajarkan syariat-syariat Islam yang harus ditaati oleh

orang-orang mukmin. Dalam Surah An-Nisa' ayat 59 disebutkan bahwa
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“Hai orang-orang yang beriman, taatilah Allah dan taatilah Rasul (Nya), dan Ulil
Amri di antara kamu. Kemudian jika kamu berlainan pendapat tentang sesuatu,
maka kembalikanlah ia kepada Allah (Al-Qur'an) dan Rasul (sunnahnya), jika
kamu benar-benar beriman kepada Allah dan hari kemudian. Yang demikian itu
lebih utama (bagimu) dan lebih baik akibatnya".

Ayat ini membahas tentang perintah untuk taat kepada Allah, Rasul, dan

Ulil Amri. Ar-Rifa’i (1999) menjelaskan bahwa kalimat "Taatlah kepada Allah™
berarti mengikuti kitab-Nya, "Taatlah kepada Rasul" berarti memegang teguh
sunnah-sunnahnya sedangkan "Taatlah kepada Ulil Amri di antara kamu" bermakna
ketaatan terhadap perintah mereka dengan ketaatan terhadap Allah, bukan ketaatan
terhadap kemaksiatan maupun kemungkaran, karena tidak ada ketaatan bagi
makhluk yang merupakan kemaksiataan kepada sang pencipta. Sebagaimana dalam
hadis sahih,

“Diriwayatkan oleh Imam Bukhari dan Muslim dari Abu Hurairah, ia berkata:
Bersabda Rasulullah saw. 'Barangsiapa menaatiku, maka dia menaati Allah.
Barangsiapa mendurhakaiku, maka dia mendurhakai Allah. Barangsiapa menaati
amirku, berarti dia menaati aku. Barangsiapa yang mendurhakai amirku, berarti
dia mendurhakai aku'”. (HR. Bukhari dan Muslim).

Hadis di atas diperjelas oleh Ibnu Hajar al-Asgalani,

“Dalam hadis tersebut terdapat dalil wajibnya menaati penguasa, dengan syarat
dalam perkara yang bukan maksiat. Adapun hikmah dari perintah untuk menaati
penguasa adalah terjaganya persatuan kaum muslimin. Sebab, dalam perpecahan
terdapat (banyak) kerusakan." (Al-°Asqalani, 2011)

‘Ali bin Abi Thalhah meriwayatkan, dari Ibu 'Abbas bahwa “Dan Ulil Amri

di antara kamu” adalah ahli figih (orang yang memahami ilmu-ilmu agama) dan
ahli agama. Demikian pula Mujahid, 'Atha’, al-Hasan al-Bashri dan Abul 'Aliyah
berkata bahwa “Dan Ulil Amri di antara kamu” adalah ulama. Namun secara
umum, Ulil Amri mencakup setiap pemegang urusan, baik umara maupun ulama
(Ghoffar, 2007).

Kemudian pada kalimat “Apabila kamu berselisih mengenai sesuatu, maka
kembalikanlah ia kepada Allah dan Rasul ” dijelaskan oleh Ar-Rifa’i (1999) bahwa
maksudnya adalah dalam menghadapi segala perkara yang menimbulkan

perselisihan di antara manusia maka dikembalikan kepada Al-Qur'an dan Sunnah.
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Selanjutnya pada “Perkara apa saja yang kamu perselisihkan, maka ketetapannya
dikembalikan kepada Allah” bermakna apapun yang telah ditetapkan oleh Al-
Qur'an dan Sunnah, kemudian keduanya membuktikan kesahihan perkara, maka
itulah kebenaran. Sedangkan “Jika kamu beriman kepada Allah dan hari akhir, hal
itu lebih baik ” berarti kembalikanlah perselisihan yang terjadi kepada Kitab Allah
dan Sunnah Rasul, di sanalah penyelesaian masalah akan ditunjukkan. Dijelaskan
juga bahwa ayat ini mengandung makna bahwa barangsiapa yang tidak berhakim
kepada Kitab Allah dan Sunnah Rasul dalam perkara yang diperselisinkan, maka
dia bukanlah orang yang beriman kepada Allah dan hari akhir.

Seorang mufasir Ibnu al-Arabi menafsirkan bahwa dalam Surah An-Nisa'
ayat 59 mencakup tiga pembahasan. Pertama, tentang hakikat taat. Kedua, dalam
firman Allah “dan Ulil Amri di antara kamu”, terdapat dua pendapat tentang Ulil
Amri, a) Maimun bin Mihran yaitu ahbab al-saraya (pemimpin pasukan), b) Jabir
mengatakan bahwa Ulil Amri yaitu ulama (ahli ilmu). Akan tetapi paling shahih
menurut sebagian besar ulama, sesungguhnya Ulil Amri adalah umara’ (para
pemimpin) dan ulama’ (ahli ilmu). Ketiga, penyelesaian perselisihan, Ibnu al-Arabi
menyatakan bahwa perbedaan pendapat diselesaikan dengan merujuk kepada kitab
Allah, Al-Qur'an. Apabila tidak ditemukan maka merujuk kepada sunnah Rasul.
Apabila jika masih tidak ditemukan, maka dilakukan ijtihad (Rahman, 2017).

Kemudian dari Surah An-Nisa' ayat 59 tersebut dipertegas lagi perintahnya

dalam Surah An-Nisa' ayat 80,
Laiss ol BTG 155 fagcd gl A8 329 oL 2

Barangsiapa menaati Rasul (Muhammad), maka sesungguhnya dia telah menaati
Allah. Dan barangsiapa berpaling (dari ketaatan itu), maka (ketahuilah) Kami
tidak mengutusmu (Muhammad) untuk menjadi pemelihara mereka ”.

Berdasarkan tafsir ayat dalam Ar-Rifa’i (1999), Allah memberitahukan

bahwa barangsiapa yang menaati rasul-Nya, maka sesungguhnya dia telah menaati
Allah. Dan barangsiapa yang mendurhakainya, maka dia mendurhakai Allah. Hal
ini dikarenakan apa yang dikatakan oleh Rasul-Nya adalah wahyu dari Allah.
Kemudian dalam kalimat “Dan barangsiapa berpaling, maka Kami tidak
mengutusmu untuk menjadi pemelihara mereka ”. maksudnya adalah bahwa tugas
Nabi Muhammad yaitu menyampaikan risalah. Sehingga barangsiapa yang
mengikuti Nabi Muhammad maka dia akan selamat dan berbahagia. Sedangkan
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barangsiapa yang berpaling dari Nabi Muhammad maka dia akan merugi dan Nabi
Muhammad tidak memiliki wewenang sedikitpun terhadap (keberpalingan) itu.
Menurut Imam Syafi'i, dalam Surah An-Nisa' ayat 80 tersebut menjelaskan
bahwa Allah mengistimewakan Nabi Muhammad sebagai penerima wahyu, dan
menjelaskan keutamaan beliau sebagai juru penerang bagi makhluk-Nya. Maka dari
itu Allah mewajibkan seluruh umat manusia agar menaati Nabi Muhammad. Setiap
makhluk Allah harus mengetahui bahwa Nabi Muhammad hanya menyabdakan
sesuatu sesuai dengan firman Allah. Dan pernyataan beliau tidak akan bertentangan
dengan Al-Qur'an. Dengan begitu, Al-Qur'an dan Sunnah merupakan dua sumber
hukum yang tidak ada pertentangan di dalamnya. Apabila umat manusia menentang
kedua hukum tersebut, berarti mereka telah bermaksiat kepada Allah dan

keputusan-keputusan yang diambil tidak sah (Al-Farran, 2008).
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3.1 Syarat Cukup Ketaksamaan Hélder di Ruang Herz-Morrey

Dalam mengaplikasikan ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey,
terlebih dahulu ditunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey adalah ruang Banach, begitu
juga dengan kondisi lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah yang ditunjukkan
ke ruang quasi-Banach. Ruang Herz-Morrey yang merupakan bentuk kolaborasi
antara ruang Herz dan ruang Morrey, sehingga mengharuskan untuk diketahui
terlebih dahulu jika kedua ruang tersebut adalah ruang Banach. Sedangkan kedua
ruang tersebut merupakan perluasan dari ruang Lebesgue. Sehingga perlu diketahui
terlebih dahulu bahwa ruang Lebesgue adalah ruang Banach. Tujuan dari perlu
ditunjukkannya bahwa ruang-ruang tersebut adalah ruang Banach yakni untuk
mengetahui keberlakuan norm dari ruang tersebut, di mana ruang Banach
merupakan ruang bernorma yang lengkap sebagaimana dituliskan dalam Definisi
2.9. Ruang Lebesgue adalah ruang Banach telah dibuktikan di Proposisi 2.16 dan
ruang Morrey adalah ruang Banach telah dibuktikan juga di Proposisi 2.20.
Sedangkan untuk ruang Lebesgue lemah dan ruang Morrey lemah masing-masing
telah dibuktikan oleh Limanta (2014) dan Rukmana (2016) di bab sebelumnya.
Sehingga pada bab ini akan dibuktikan bahwa ruang Herz dan ruang Herz-Morrey
adalah ruang Banach, begitu juga ruang Herz lemah dan ruang Herz-Morrey lemah

adalah ruang quasi-Banach.

Teorema 3.1. Misalkan 0 <p,q <o dan a € R, norm di ruang Herz
didefinisikan sebagai

1
q
”fllkgq = (Z 2kaa ”f)(k”Zp(Rn)) ) (3.1

k€EZ

maka ruang Herz I'{gfq (R™) adalah ruang Banach.

40
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Bukti. Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Sehingga akan
ditunjukkan bahwa ruang Herz Kgfq adalah ruang bernorma yang memuat barisan
Cauchy yang konvergen.

Ambil sembarang f, g € K&, (R™). Untuk menjadi ruang bernorma, maka ruang

Herz I'{;,’fq harus memenuhi keempat sifat berikut.

L Nfllgg, =0
1
q
Ifllkg, = 2 2kaa ”ka”ZP(]R{")
KEZ
1
2\7 (definisi norm ruang
= z 2kaq < |f Co) xpe [P dx) Lebesgue)
kezZ R

Perhatikan bahwa berdasarkan definisi mutlak dan sifat penjumlahan, maka

diperoleh ||f||1'<;}_q > 0.

2. ||f||,~{ﬁq = 0 jika dan hanya jika f = 0
(=) Jika lIflizs, = 0

Ifllig, =0

(definisi norm ruang

k q —
(Z 27 ”ka”LP(R")> =0 Herz)

kez

Q|

1
(definisi norm ruang

4\ q
14
E 2’“’“’( |f GO xclP dx> =0
- k Lebesgue)

keZ

1 q
4\ q
{ P \‘ (kedua ruas
szq< |f<x)xk|de> = 01
R‘n

e~ dipangkatkan q)

B

P
Z zkaq< If )y |P dx) =0 (perkalian pangkat)
]RTL

kez
Perhatikan bahwa k € Z sehingga diperoleh nilai 2%#? bernilai > 0. Kemudian

terdapat dua kemungkinan sebagai berikut.
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i) Untuk y, =1
Jelas bahwa untuk y;, = 1, f(x) akan bernilai 0.
i) Untuk y, = 0
Perhatikan bahwa
q
P
< |f COxec? dx) =0
]Rn
Untuk y, = 0 berarti memungkinan untuk nilai f(x) # 0. Akan tetapi
perhatikan bahwa berdasarkan Definisi 2.22, nilai y;, = x4, dan untuk
Ay = {x € R"; 271 < |x| < 2¥}. Oleh karena A, jelas bernilai positif
untuk sembarang k, maka dapat dipastikan bahwa f(x) = 0.
Sehingga dari kedua kemungkinan di atas diperoleh bahwa f(x) = 0.

(e)lJdikaf=0
1
q (definisi norm ruang
S k a
I lkg, -( gkag ||ka||Lp(Rn)> Herz)
KEZ
1
% a (definisi norm ruang
— k
=( > M( Rn|f(x)xk|pdx) Lebesque)
k€Z
1
a4\ q
P . .
_ Zkaq Ol dx) (diketahui)
kez R
1
% q
_ szaq f 0dx> (operasi perkalian)
kez R
1
I\ q
_ (2 Zkaq(o)p> (operasi pengintegralan)
kezZ
- (0)% (operasi penjumlahan)

= 0. (hasil pemangkatan)
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4.

lafllgg, = lalllf]

laf g, = (Z

k€EZ

keZ

=|a|<

|1'(g‘q;va ER

Zkaq ”ank”ZP(Rn))

— (Z 2kaq |a|q||f)(k||gp(uan)

> 2l

k€EZ

= latlllfllicg,,

If + gllig, < Ifllig

If + gllgg, = (Z

k€EZ

= ( 2kaq (f |(f(x) + g(x)))(klp dx)
Kez R

= <Z 2kaq ( |f (O xr + g0 x P dx>
kez R™

z Zkaq

keZ

d
(2
o

+lglikg,

kg,

Q|

)

)

Q|

Q=

1

q
2kaq I(f + g)Xk”ZP(]}g“))
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(definisi norm ruang
Herz)

(sifat ruang norm di

ruang Lebesgue)

(operasi perkalian

pangkat)

(definisi)

(definisi norm
ruang Herz)

1

% a (definisi norm
Lebesgue)

q 1

P\’ (sifat
distributif)

1

q
P
|f(x))(k|p + 19 GO x IP dx) >

(sifat penjumlahan pangkat mutlak)

1

q\ q
14
Zkaq lf COxelPdx + | 1g)xl? dx) )
RTL n

(sifat integral tak tentu)

1

a a1\
[ |f ) xp P dx) +< lg () xi|? dx) D
Rn Rn

(sifat bilangan berpangkat)
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1
a\q
P
< zzk“q< If(x))(kl”dx>
kez R
. (sifat
a\q distributif)
p
' ZZMO |g<x)xk|pdx)
kez R

= Ifligg, + lgllg,.
Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa K;,’fq(]R")

adalah ruang bernorma. Selanjutnya akan ditunjukkan kelengkapannya sebagai
berikut.

Ambil sembarang barisan Cauchy (x,,) di K&,(R™). Misalkan (x,, ) subbarisan
dari (x,,) di manan, < n, < --- yang memenuhi
_ ~k.
o fnk”kgq <27%Vm = ny.
Kemudian, Vk € N, definisikan

k-1
i = Ifal + Elfn#l _fni|'
i=1
Jelas bahwa
k-1
lgelig, < lfull g + ;||fni+1 ~ Fuillgg, < Mnallgg, +1 <o
Misalkan
k-1
g= Iy_{{}ogk = |fn1| + Z|fni+1 - fni"
i=1

Berdasarkan Lemma Fatou (Lemma 2.15) di atas, diperoleh
lallig, < g +1

Secara umum, g(x) < co hampir di mana-mana, sehingga deret

k-1
Fie @+ D (Fan 0 = o, @)
i=1

konvergen mutlak untuk hampir semua x. Kemudian definisikan jumlah pada deret
di atas sebagai f(x) untuk x di mana deret tersebut konvergen dan f(x) = 0 untuk

x lainnya. Karena
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k—1
fn1 + Z(fnﬁl - fni) = fnkJ
i=1

maka diperoleh f(x) = lim £, .4 (x) hampir di mana-mana. Dengan begitu, cukup
{—>0co

dibuktikan bahwa f adalah titik limit dari f,,. Ambil sembarang € > 0. Karena (f;,)

Cauchy, maka terdapat N € N sedemikian sehingga untuk semua m,n > N

diperoleh [If, — fallga, < % Juga karena (f,, ) konvergen ke f, dapat dipilih k

sedemikian sehingga n, > N dan ||f,, — fnll,-(gq < § Oleh karena itu,

lfn — f”Kg;L = ”fn - fnk + fnk - f”,'q{q

< ”fn _fnk”f(;i‘,q + ”fnk - f”f(g‘q

<€+€_
2727 ¢

untuk setiap n > N. Hal ini membuktikan f, — f. Jadi K%,(R™) adalah ruang
Banach. O

Teorema 3.2. Misalkana € R,0 < p < 0,0 < g < o, dan A = 0, norm di ruang

Herz-Morrey didefinisikan sebagai

=

ko

1 gz = sup 9—kol Z 25| s | 3.2)

Sl

k=—o0

maka ruang Herz-Morrey M K;"';(Rn) adalah ruang Banach.

Bukti. Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Sehingga akan
ditunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey ]\/[K;f;f adalah ruang bernorma yang
memuat barisan Cauchy yang konvergen.

Ambil sembarang f, g € MKXQ(]R”). Untuk menjadi ruang bernorma, maka ruang

Herz-Morrey M K;f;{‘ harus memenuhi keempat sifat berikut.

L Il =0

1
ko q
I lygea = sup 27804 (> 2411yl

p.q koEZ k=—o0
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ko a3 (definisi
14
= sup 2"0’1< Z 2kaq ([ If(x))(klpdx> ) norm ruang
koEZ k= —oo R"
Lebesgue)

Perhatikan bahwa berdasarkan definisi mutlak dan sifat penjumlahan, maka

diperoleh ”f”ngﬁ > 0.

£ 1l¢¢ea = 0 jika dan hanya jika f = 0

(=) Jika [Ifll a2 = O

1
ko q
su Z—ko/l Z Zkaq q n =0
koepZ L ”ka”Lp(]R )
ko a3 (definisi
14
Supzko’l( Z 2kaq (f If(x))(klpdx> ) =0 norm ruang
Kko€EZ et R
Lebesgue)
Perhatikan bahwa untuk k, € Z, 2 %04 = 2,% > 0, sehingga haruslah
1
ko a\ q
p
Z okaq <.f |f(x))(k|pdx> =0
k=—o00 R™
N
ko a\q
p (kedua ruas
2kaq f x) xi|Pdx =04 :
RZOO ( R AR ) dipangkatkan q)
< z (hasil
P asi
kaq P =
z 2 ( fRn e dx) 0 pemangkatan)
k=—o0

Perhatikan bahwa k € Z sehingga diperoleh nilai 2%¢? bernilai > 0. Kemudian

terdapat dua kemungkinan sebagai berikut.

|) Untuk Xk — 1
Jelas bahwa untuk y;, = 1, f(x) akan bernilai 0.
i) Untuk y,, = 0

Perhatikan bahwa



47

S 1S

( If(x))(kl”dx) =0
RN

Untuk y; = 0 berarti memungkinan untuk nilai f(x) # 0. Akan tetapi
perhatikan bahwa berdasarkan Definisi 2.22, nilai y, = x4, dan untuk
Ay = {x € R"; 271 < |x| < 2*}. Oleh karena A, jelas bernilai positif
untuk sembarang k, maka dapat dipastikan bahwa f(x) = 0.

Sehingga dari kedua kemungkinan di atas diperoleh bahwa f(x) = 0.

(<) Jikaf =0
ko q
If Nl gan = sup2*o 2k fell T g
/ MKpq koe% Rl EOHICE
1
ko a4\ q
p (definisi norm
= sup 2ok 2kaaq <.f x pdx)
kOE% <k=_oo o |f C)xel Lebesgue)
1
ko 9\ q
= sup 2‘k0’1< 2kaq (f I(O))(klpdx) (diketahui)
KoEL R R
1
ko a\ q hasil
P asi
= sup2~*ol 2kaq <] 0 dx> k(l'
ko€ el R™ perkalian)
1
ko q q )
= sup Z—ko/l Z Zka’q (0)5 - (haS||
ko€Z = pengintegralan)
1
ko q
= sup 27*o? Z 2kea(0) (operasi perkalian)
KoEZ R
koA (Y7
= sup 270 (0)4 (operasi penjumlahan)
ko€EZ

= 0. (operasi perkalian)
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3 N0fllyggaz = lalIfll g ¥ € R

1
ko q

lafllyggar = sup2 0t [ " 2Klaf g% gy
p.q koEZ
k=—o00
1
ko qa . .
(sifat ruang norm di

_ —koA kaq| 149 q
i;legz RZOO 25 Ul o ey ruang Lebesgue)

QR

k
—koA - K q (operasi perkalian
= Supz 0 |a| 2 2 aq"f)(k"Lp(Rn) pangkat)

ko€EL e

Q=

ko

IaIIqupZZ"‘M z zk“qiikaiizpmn) (sifat komutatif)
0

k=—0o0

= |a YA
lalf pge

4 NF + Glyeger < W llegar + 1l
1
ko q

If + gllpegar = Ifﬁf"ol Z 29U (f + @l fo ey
k=—o0

(definisi norm ruang Herz-Morrey)

1
ko q

q
= sup 2o’ Z okaq <fRn |(F(x) + g(x)))(k|pdx>p

ko€EL

k=—0o0

(definisi norm Lebesgue)
1
ko a\ q
P

= sup? 2o [ 1o+ gomdra)

ko€Z .

(sifat distributif)
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< sup2~kod
ko€Z
ko q
p
>k ( f IF OOl + |g(x)xk|de>
k=—o00 R™
(sifat penjumlahan pangkat mutlak)
< sup 27kol
ko€EZ
1
ko a\ q
p
> gk ( | reoxdrax+ | |g<x>xk|pdx>
e R™ R™
(sifat integral tak tentu)
< sup 2ok
ko€
1
ko a AN\ q
p p
z 2kar <f If(x)xklpdx> +<f Ig(x)xklpdx>
Ko R™ R"
(sifat bilangan berpangkat)
ko a\ q
14
< sup 270! Z 2kap < f If(x)xklpdx>
koEZ RT"
k=—o0
ko a\ q
p
+sup 27kt 2 2kap (f Ig(x))(klpdx>
ko€EZ R
k=—o0
(sifat distributif)
=|f IIng,; + IIgIIM,-(;;.;. (definisi)

Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa M K,ff;f(]R")

adalah ruang bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa M I'(I‘,’f';(R") adalah

ruang Banach dengan menunjukkan kelengkapannya sebagai berikut

Ambil sembarang barisan Cauchy (x,,) di MK&;?(R”). Misalkan (xnk)

subbarisan dari (x,) di manan; < n, <...yang memenuhi

||fm - fnk”MKg'g < 2—k; vym = ng.
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Kemudian, Vk € N, definisikan

k-1
9 =Vl + ) [foes =
i=1

Jelas bahwa
k-1

19y < Wl s+ D Wers = gz < Wl gges + 1<
i=1

Misalkan

k-1
g = Ill—glogk = |f7’l1| + Z|fni+1 - fnil-
i=1
Berdasarkan Lemma Fatou (Lemma 2.15) di atas, diperoleh
”g”]\/[l'{g,';‘ < ”fnl”MKﬁ'; + 1.

Secara umum, g(x) < co hampir di mana-mana, sehingga deret

k-1
Fir @)+ D (s () = fo ()

Konvergen mutlak untuk hampir semua x. Kemudian definisikan jumlah pada deret
di atas sebagai f(x) untuk x di mana deret tersebut konvergen dan f(x) = 0 untuk

x lainnya. Karena

k-1
fn1 + z (fniﬂ - fni) = fnku
i=1
maka diperoleh f(x) = lim f;, ;4 (x) hampir di mana-mana. Dengan begitu, cukup
1—>00

dibuktikan bahwa f adalah titik limit dari f,,. Ambil sembarang € > 0. Karena (f;,)

Cauchy, maka terdapat N € N sedemikian sehingga untuk semua m,n > N

diperoleh || f,, — f””MKi.",'{} < % Juga karena (fnk) konvergen ke f, dapat dipilih k
sedemikian sehingga n, > N dan ||f,, — ntIMK% < % Oleh karena itu,
1fo = Flacgaa = = Fosc+ Foie = Fllpgias
< = el oo + Wi = £l

<§+§=£
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untuk setiap n > N. Hal ini membuktikan f,, - f. Jadi MKﬁf;f(R") adalah ruang
Banach. O

Teorema 3.3. Misalkan @ € R,0 < g < oo dan 0 < p < oo, norm di ruang Herz

lemah didefinisikan sebagai
1

r\P
Wfllwkg, = Sggy(i 2"“pmk(y,f)q> , (3.3)
y

k€EZ

maka ruang Herz lemah wKy, adalah ruang quasi-Banach.

Bukti. Ruang quasi-Banach adalah ruang quasi-norm yang lengkap. Sehingga akan
ditunjukkan bahwa ruang Herz lemah wKy, adalah ruang quasi-norm yang
memiliki kelengkapan.
Ambil sembarang f,g € wkgfq (R™). Untuk menjadi ruang quasi-norm, maka
ruang Herz lemah wKg, harus memenuhi ketiga sifat berikut.
1. ||f||W,-<gq = 0 jika dan hanya jika f = 0

(=) Jika Il fllig, = O

1
p\P
e (3 2 B =
¥>0 \iez
1

p\P .
supy (Z 2kar|{x € Ay: |f ()] > y}|5> =0 (definisi my (v, 1))

r>0 \yez

Perhatikan bahwa k € Z yang menyebabkan nilai 2%P pasti bernilai positif
meskipun dipangkatkan dengan nilai berapapun, perhatikan juga bahwa f(x)
bernilai mutlak yang menyebabkan nilai f(x) harus bernilai positif, sehingga

untuk persamaan di atas jelas bahwa berlaku untuk f(x) = 0.

(e)Jikaf =0
1
4 p
Ifllwkg, = supy (Z 2Py (y, f)q>
r>0 \iez
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p\P (definisi
=su 2kep|{x € A, |f(x)| > v}
YJSYQZ [{x € A 1f ) y}l) P
1
=supy z Zkapl{x € Ak |O| > Y}Iq (d|ketahU|)
v>0 \kez
1
P
= supy Z 2kap () (pangkat 0)
v>0 \kez
1
=supy (0)p (sifat perkalian)
v>0
=S 0 . .
y‘ig)’( ) (sifat perkalian)
= 0. (sifat perkalian)

lef g, = lalllf g, Va € R
1

P
lafllwig, = = supy <z 24Py (y, af)fl)

kel
5 (definisi
—s 2kaP |(x € Ayt |af ()| > y}|a
yggyg;z Ibx € At laf (O] > ) ) me(y, )
1
p  (sifat perkalian
=5 2kar|{x € Ap:|allf(x)| > v}4
yggy(é I{ i el lf ()] Y}| mutlak)
1
y gg (operasi
= 2kap { € Ap: >—}| :
iggy(; x € Ag: |f ()] ] pembagian)

Pilihy’ = ﬁ , sehingga diperoleh

A\
lafllwkg, = suplaly’ (Z 2kaP|{x € Ap: If ()] > y’}lq>

>0 kez

1
P
= |a| supy’ (Z 2kap|{x € Ap: |f (x)] > y’}|§>

yr>0 el

= lalllf llug,
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If + gllwis, < € (Ifllwig, + Igllwig, )s Ve = 1

1
b
If + G lhuig, supy(ZZk“pmk(yf+g)q>

k€EZ

o\
= supy <z 2keP|{x € Ag: If () + g(x)| > Y}|q>

y>0 \iez
Pilih ¢ = 2, karena

|ix € At 1f () + g > W < |{x € 4 1F )] > %}|
+ |{x € Ap: lgx)| > %H

Kemudian pilihy’ = g maka diperoleh

S

f+gllwkg, = Supy (Z 2keP|{x € A: |f(x) + g(x)| > Y}|q>

kez

= supy Z 2kap |{x € Ap: If (x)] > %}ﬁ

v>0 \ ez

1
p p

+ |{x € Ak: lg(x)| > %Hq

(akibat pernyataan sebelumnya)
1

< supy (Z 2kap |{x € Ap: |f ()| > %}ﬁ)p

¥>0 \iez

1
+ supy (Z 2kap |{x € Ay lgx)| > %Hg)p

kEZ
(sifat distributif)

1

14
< sup 2y’ (Z 2447 |(x € Ag: [F (O] >y }|q>

k€EZ

1
p
+sup 2y’ (Z 24| (x € Ay 19 ()| >y}|q>

keZ
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1
P
=2| supy’ (Z 2kaP|{x € Ay: If ()| > y’}lg>

!
y'>0 kez

1

14 p
+2| supy’ (2 2keP|{x € Ap:1g(x)| > v’}IQ>

r'>0 \iez
(sifat asosiatif)
= 2(Ilf g, + Iglhig, ) (definisi)
Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa ngfq (R™)
adalah ruang quasi-norm. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa wf(,?fq(]R") adalah
ruang quasi-Banach dengan menunjukkan kelengkapannya sebagai berikut.

Misalkan (f;,) adalah barisan Cauchy di wK;,’fq([R{").

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen };;’, a; sedemikian sehingga

| fiesr — fk”wk;{q < ag;Vk (3.4)
karena
n+k-1
fak=fa= ) [fia = ] vn ke
j=n
maka
n+k—-1

Wk = Fullog, < D Wfis = fill s,
j=n '

[ee]
S

J=n

Misalkan x € wK%,, maka

b.q’

oo

k@ = a0 < ) a5 ¥mk

j=n
Barisan .-, a; konvergen, maka (fn(x)) adalah barisan Cauchy terhadap
bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap.

Misalkan limit dari (£, (x)) adalah f(x), maka untuk k — oo diperoleh



55

co

If (x) = fr(x)] < Z a; ;vn,Vx € WK,‘ij

j=n
Sehingga diperoleh bahwa (f;,) konvergen seragam ke f (x). Karena f(n) kontinu,
maka berlaku juga pada f. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan
bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan

Cauchy di wI'(;,’fq memiliki subbarisan di mana persamaan (3.1) berlaku. Jadi,

diperoleh bahwa wI'(I;’fq (R™) adalah quasi-Banach. 0O

Teorema 3.4. Misalkana € R,0 < p < 0,1 > 0,dan 0 < g < oo, norm di ruang
Herz-Morrey lemah didefinisikan sebagai

1

ko
p
1 lypgez = supy :uepzz—ko/l Z 2kavin (v, F)a | (3.5)
0

k=—o0

maka ruang Herz-Morrey lemah wM K{,’f;f adalah ruang quasi-Banach.

Bukti. Ruang quasi-Banach adalah ruang quasi-norm yang lengkap. Sehingga akan
ditunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey lemah wM K,‘jfj adalah ruang quasi-norm
yang memiliki kelengkapan.

Ambil sembarang f,g € WMK;:’;(Rn). Untuk menjadi ruang quasi-norm, maka
ruang Herz-Morrey lemah WMK;?; harus memenuhi ketiga sifat berikut.

L lIf Nl pegea = O jika dan hanya jika f = 0
(=) Jika llfll,,5gze2 =0
o = 0
1Nl peiar

1
ko ” D
= supy sup 27Fo4 Z 2kePmy (y, f)a

1

ko
p
=supysup 27t [ D" 24Pl (x € A 5 IF GOl > e
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Perhatikan bahwa untuk y, k, harus bernilai positif dan f(x) bernilai mutlak,

maka jelas bahwa f(x) = 0.

(e)Jikaf(x)=0

1

ko D
p ...
”f”wMKgg - i‘ilgylfue%z_RO)l( Z zkapmk(% f)q (definisi)
0 k——oco
1
ko . D
= supy sup 2ot ) 24P|{x € Ay s IF Ol > 3l
(definisi fungsi m, (y, f))
1
ko \P
= supy sup 270 | 3" 2K {x € A+ 0] > yHa
y>0 kOEZ E——.
(diketahur)
1
Ko >
= supy sup 2~%o4 2 2kap () (operasi perkalian)
y>0 koEZ k= —00
1
= supy sup 27504 (0)P (operasi penjumlahan)
- oy (0) (operasi perkalian)
=0. (operasi perkalian)

2. M1afllypeger = 1lllF g Ve € R

1

ko » P

1tf L pegecs = supy sup 2702 " 2Ky, af)a
! y>0 kOEZ k=—o0

1

ko
p
= supy sup 2704 " 2kP|(x € A+ laf ()] > pHa

]/>0 koEZ k=—oo

(definisi fungsi my (y, )
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1
ko O\
=supy sup 2704 [ 3" 26 |{x € Ay s lallf Ol > yHa
(sifat perkalian mutlak)
1
ko p\ P
= supy sup 2~ %04 Z 2kap {x € A : |f(x)] > L}|q
y>0 k€L la|

(operasi pembagian)
Pilihy’ = ﬁ sehingga diperoleh

1

ko
p
2l pcigy = suplaly’ sup 2 ( D 2Pl € A 1FGI > )i
0

k=—o00

1
p

ko
P
|| sup ¥’ sup 2702 z 2KeP|{x € Ay : |f ()| >y}
y'>0  ko€Z

k=—o0

= |a S .
el 1 pge

3. MF + allysergs < € (1 ypiea + 190pgiea) Ve 21

1

ko
P
If +gllypegar = s;;}gyzue%f"ol Z 2Py (v, f + g)4
! 0

k=—o0

= supy sup 2~ ko4
y>0 koEZ

1
p

ko
> 2kl e A 1)+ g(ol > e

k=—0o0

Pilih ¢ = 2, karena

[ € Ayt laf () + g0l > V) < [{x € 4,1 1 ()1 > 2]

|{x e 4 gl >g}|
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Kemudian pilihy’ = Z, maka diperoleh

If + gll wack@} = SUPY Sup 27k

Y>0 Kko€Z
1
ko » p
> 2K e Ay IF () + g (] > pHa
k=—o0
< sup y sup 27ko4
1
ko y P y P\ \?
kap . rla . r14
k_z 2 <|{x€Ak.|f(x)| >2}| +|{x e A s 17l >2}| )

(akibat pernyataan sebelumnya)
1

ko p\P
< supy sup 2"‘”( Z 2kap |{x € Ay : |f ()] > g}l"

S

0
+ supy sup 2 kot

14
>0 ko€Z zkap XEAk lg(l > |q>
Y 0

(sifat distributif)
1

ko p
= sup 2y’ sup 27k ( z 2kP|{x € Ay : If ()| >y }|q>
y'>0 ko€Z -

1
ko

Z 2keP|{x € Ay : |g(x)| > y’}lq

=—00

+ sup 2y’ sup 27F
y'>0 k€L

(permisalan y’ = g)

!

—2<supy'supz ko3 Z i€ A, Gl > o)

ko

+2 (sup y' sup 27 Ko4 Z 2kaP|{x € Ay : |g(x)| > Y'}|q

y’>0 koEZ

k=—o0
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(sifat asosiatif)
= 2(If Nypeges + N9l peges ) (definisi)
Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa
wMI'(;f;f(R”) adalah ruang quasi-norm. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
wM I'{sz’;(]Rn) adalah ruang quasi-Banach dengan menunjukkan kelengkapannya
sebagai berikut.
Misalkan (f,,) adalah barisan Cauchy di wM K,ﬁfﬁ(]}%n).

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen }.7°_; a; sedemikian sehingga

| ficrr — fk||‘,VMI-<;;{,;l < ag;Vk (3.6)
karena
n+k-1
fre=fo= D [ = flivnk
j=n
maka
n+k-1

[ee]
S

j=n

Vi = Fillperga < D Wfiws = illyges
j=n '

Misalkan x € WMI'{;,’fj, maka

o)

|frek () — ()| < Z aj;vn, k

j=n
Barisan .-, a; konvergen, maka (fn(x)) adalah barisan Cauchy terhadap
bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap.
Misalkan limit dari (£, (x)) adalah f(x), maka untuk k — oo diperoleh

If(x) — fn(x)] < z a; ;Vn,Vx € W]V[Kg";

j=n
Sehingga diperoleh bahwa (f;,) konvergen seragam ke f (x). Karena f(n) kontinu,
maka berlaku juga pada f. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan

bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan



60

Cauchy di WMI'(;?; memiliki subbarisan di mana persamaan (3.2) berlaku. Jadi,

diperoleh bahwa wM I'(gf;;‘(ﬂ%”) adalah quasi-Banach. O

Setelah terbukti bahwa ruang Herz dan ruang Morrey adalah ruang Banach,
begitu juga dengan ruang Herz-Morrey yang juga terbukti merupakan ruang
Banach, maka definisi norm di ruang Herz-Morrey berlaku dan dapat digunakan
sebagai pengaplikasian ketaksamaan Holder. Hal yang sama juga terbukti pada
ruang Herz-Morrey lemah. Ketaksamaan Ho6lder merupakan salah satu dari
ketaksamaan dasar yang ada di analisis fungsional. Banyak penelitian-penelitian
yang telah dilakukan menggunakan ketaksamaan Holder dan modifikasinya.
Ketaksamaan Holder yang digunakan pada penelitian ini adalah ketaksamaan
Holder integral atas fungsi kontinu yang didefinisikan oleh Kantorovich dan Akilov
(1982) dan dituliskan di Proposisi 2.5 dikarenakan objek yang digunakan adalah
ruang Herz-Morrey yang merupakan ruang fungsi. Penelitian yang dilakukan
adalah menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey

MKS? dan Herz-Morrey lemah wM K,

Teorema 3.5. Misalkan «a,a;,a, E R,A4,4;,1, 20,0<p<qg<0,0<p; <
q1 < oo, dan 0 < p, < q, < oo, sedemikian sehingga a; + a, < a, 1, + 1, = 14,

1 1 1 1 1 1 4. .
=+ <> dan—+ - =~ Jikaf € MK
p a1 92 q 1

n >z, A2 n
P1 P2 i (R™) dan g € MK, 2, 2(R™) maka

2,92
cal < aq,A o
”fg”JV[Kgq ”f”MKg;q:”g”Mngzqzz (36)

di mana fg € MK (R™).

Bukti. Diketahui bahwa untuk sembarang fg € M Kr‘,’fﬁ(R”) sehingga berdasarkan
definisi norm di MK, diperoleh

MEGGRY) = (g € Lipc(R/{01), £ g1l ey < 03,
di mana

1
ko a

179l ehgs = sup 2% > 25 (Gl | <o
0

k=—o0
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Kemudian berdasarkan definisi norm di ruang Lebesgue, diperoleh

1
ko a

4\ q
- v, \P
£ Glsexga = sup2™" D, 2k ( fRnl(f<x>g<x>)xk| dx>

k=—c0
Oleh karena fg bernilai mutlak dalam pernyataan di atas, maka jelas bahwa

”fg”MKa,)l bernilai tak negatif. Kemudian, diketahui juga bahwa

f € MK, h 1(R™) dan g € MK, A2 2(R™), sehingga diperoleh

1
q1

111, gass = sup 2-kos Z 240 | %, gy | < 00

P1.91 koEZ k=—o00

dan
1
ko qz2

||g||MKocz/12 = sup 2~ ko% Z 2ka2%2 | g, 1%, gy | < 00,
2,492 ko€EZ —s

kemudian berdasarkan definisi norm di ruang Lebesgue, diperoleh
1

ko 4\ q1
P1
f Nl gar = sup2~*oha z 2keata <.f |f(x))(k|p1dx>
p.q ko€Z s R"
dan
1
ko 4\ q,

D2
191z = sup 2ot > zk“zqz(f |g(x)xk|pzdx)
IRTI

P2.42 ko€Z Koo
Oleh karena f dan g dalam pernyataan di atas bernilai mutlak, maka nilai ||f||MK 2
dan ||g|| Koz e bernilai tak negatif. Selanjutnya akan ditunjukkan keberlakuan

Persamaan 3.6 di atas menggunakan definisi yang telah dijabarkan.
~ 4= <<, dan—+—=

Diketahui a; + ay < @, Ay + A, = A, S
P1 P2 14 q1 q2 q

Kemudian berangkat dari definisi || fgll,, KA dlperoleh

1
ko q

1£9lchgs = sup 2% > 24l ()l cary
0

k=—o00
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1
a\ q

ko q
= sup2~ko? Z 2kaq (f |(f(x)g(x)))(k|pdx>p
=—00 ]Rn

ko€EZ R

(definisi norm di ruang Lebesgue)

1

ko q

D

< sup2~ko? z 2kaq (f If(x)xklpllg(x)xklpzdx>
]Rn

ko€LZ Rl

(sifat perkalian pangkat)

< sup 27kt
ko€EZ
1
ko % q
Z 2kaa (f If(x)xklpldXXf Ig(X))(kI”de>
e R™ R™
(sifat integral tak tentu)
< sup 27kol
koEZ
1
ko a1 22\ \1
P1 D2
Z 2kaa (f If(x)xklpldx> ><<f Ig(x)xklpzdx>
[y R R
(sifat perkalian bilangan berpangkat)
1
ko 41\ q,
D1
< sup 2~*oh Z 2ka1d ( j If(x))(klpldX>
koEZ R"
k=—o0
1
ko @\ q,
D2
X sup 2 kot Z 2ka2az <j |g(x))(k|pzdx>
kOEZ — RN
k=—o0
(sifat distributif)
1
ko q1
= sup 2 kot Z 2kaiq;
koepz pa ”ka”Lpl(]R )
1
ko qz

X sup 27 Fot2 z 2ka2q2||ng||Z§z(Rn)

ko€EZ k= —oo
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(definisi norm di ruang Lebesgue)

= Il egeanaligllyppans. (definisi)
Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Persamaan 3.6 terbukti berlaku di ruang

Herz-Morrey. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan Holder di ruang Herz-

MorreyMK“adalah ata, <a i+, =241, i+is1,dani+i=1.
P1 P2 14 q1 qz q

O

Teorema 3.6. Misalkan «a,aq,a; ER,A4,14;,1,20,0<p<qg<0,0<p; <
q1 <o, dan 0 < p, < q, < o, sedemikian sehingga a; + a, < a, A, + 1, = 4,
=+ <=, dan —+— == Jika f € wMK; /(R dan g € wM K272 (R™)
P1 D2 p q1 qz q
maka

£ gl aexar < IIf IIWM,-(gll_gllIlglle,-(g%Zz (3.7)

dimana fg € WMI'(;’,;?(]R”).

Bukti. Diketahui bahwa untuk sembarang fg € wMK,ﬁf;f(R”) sehingga
berdasarkan definisi norm di wM' K dlperoleh
WM K5g (R™) = {fg € Lipe(R*/ {0, I gl pepeany < 3
di mana
1
ko 7

p
1fgll,ypcxaar = supy sup 27k Z 2Py (y, fg)1 | < oo.

Kemudian berdasarkan definisi fungsi my(y, fg), diperoleh

S

ko

1fgllypegar = supy sup 270k Z 2K (x € 4y s |fF (W g(0)] > ya
0

k=—o0
Oleh karena fg bernilai mutlak dalam pernyataan di atas, maka jelas bahwa

”fg”kaa,/'l bernilai tak negatif. Kemudian, diketahui juga bahwa

fe w]vl‘K"‘1 H(R™) dan g € w]\/l‘K"‘2 2(R™), sehingga diperoleh
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ko » p1
P1
Il g1 = supy sup 270k Z 2k (y, )4 | <o

P1.41 Y>0 koEZ Koo

dan

ko P D2
F2
gl o2tz = supy sup 27 o%2 E 2k@2Pamy (y, g)92 | < oo,

p2.42 Y>0 kg€EZ k=—oo

kemudian berdasarkan definisi fungsi m; (y, f) dan m; (y, g), diperoleh
1

P

p1

1 lypegar = supy sup 27hehs [ 3" 2kemsifx € Ay [F ()] >y

]/>0 koEZ
k=—o0
dan

1
kO pz

P2
I egzis = supy sup2-tsts [ " 2kl € 4, s lg ()l > i
q2 v>0 koEZ k=—o0

Oleh karena f dan g dalam pernyataan di atas bernilai mutlak, maka nilai ||f||MK 2

dan IIgII (@22 bernilai tak negatif. Selanjutnya akan ditunjukkan keberlakuan
pz q2

Persamaan 3.7 di atas menggunakan definisi yang telah dijabarkan.

Diketahui a; + @y < @, A, + A, = A, —+—<— dan—+ — ==,
D2 q1 qz q

Kemudian berangkat dari definisi || fgll . kG2 dlperoleh

b1

)
||fg||wMKa/1 = supy sup 2 Ko4 Z 2kerm, (v, fg)a

D=

P
= supy sup 2 ko? z 2kap|{x € A : |f(x)g(x)| > y}4
v>0 koEZ

k=—o0
(definisi fungsi my (v, f9))
1

p
= supy sup 2~ %o’ E 2kaP|{x € Ay : IfF (O Ilgx)]| > y}la

(sifat perkalian mutlak)
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< supy sup 27ko4

1

ko
Z (2ka1p1 x 2kazp2)|{x € A, : |[f(x)|lg(x)] > V}|g

k=—o0

(diketahui bahwa a; + @, < & dan — + — < 3
P11 D2 14

1
P1

ko
P1
<supysup 2ot | Y 2kmix e A IF (] > Yo
Y>0 ko€EZ

k=—o0
1
ko p D2
P2
X supy sup 2otz z 2kazpz|{x € Ay : |g(x)| > y}|e
y>0 koEZ k=—oco
(sifat distributif)
1
ko p P1
P1
< supy sup 2 kot 2kaPim, (y, f)a
1
ko P2
P2
X sup y sup 2 Kotz k2P (y, g) e
vy>0 koEZ k=—o0
(definisi fungsi my, (v, f) dan m,(y, g))
= WAl g2 llgll, p gzt (definisi)

Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Persamaan 3.7 terbukti berlaku di ruang

Herz-Morrey lemah. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan Holder di ruang

Herz-Morrey lemah wMI'(;jf;f adalah @y + @y, < a, 4, + 1, = 4, pi +pi < %, dan
1 2

1 1 1

q1 qz q

3.2 Analogi Menaati Perintah dan Pengaplikasian Ketaksamaan Holder
Konsep menaati perintah yang telah dijelaskan di bab 2.9 ternyata dapat
dianalogikan terhadap topik penelitian yang dibahas pada sub bab sebelumnya,

yaitu pengaplikasian ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey. Ketaksamaan
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Holder yang ditunjukkan berlaku atau tidak di ruang Herz-Morrey beserta ruang
lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah di mana prosesnya menggunakan
definisi norm dari masing-masing ruang tersebut. Kemudian dioperasikan
sedemikian rupa dengan berdasar pada dasar-dasar ilmu matematika, sehingga
memberikan hasil akhir berlaku atau tidak pada ruang tersebut. Konsep dari proses
tersebut dapat dianalogikan dengan konsep ketaatan seorang mukmin. Seorang
mukmin memiliki kewajiban untuk taat kepada Allah, Rasul, dan Ulil Amri
sebagaimana ayat yang telah dijelaskan di bab sebelumnya. Dalam Islam, 3 macam
ketaatan dilakukan secara berjenjang, bahkan ketaatan terhadap Ulil Amri boleh
dilanggar apabila bertentangan dengan perintah Allah dan Rasul-Nya. Dan apabila
seorang mukmin melanggar atau tidak taat kepada Rasul dan Ulil Amri (dalam hal
yang tidak bertentangan), sama halnya dengan mendurhakai Allah yang berakibat
mendapatkan dosa besar dan bencana-bencana lain yang dapat merugikan diri
seorang mukmin.

Ketaksamaan Holder sendiri diibaratkan sebagai seorang mukmin yang
harus menaati perintah-perintah yang berlaku. Perintah-perintah yang dimaksudkan
adalah definisi-definisi norm dari masing-masing ruang (Herz-Morrey dan Herz-
Morrey lemah). Sama seperti konsep ketaatan yang dilakukan secara berjenjang,
dalam pengaplikasian ketaksamaan Holder apabila ruang Herz-Morrey bukan
merupakan ruang Banach dan ruang Herz-Morrey lemah bukan merupakan ruang
quasi-Banach, maka definisi norm boleh dilanggar karena bertentangan dengan
asumsi keberlakukan ketaksamaan Holder di ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey
lemah, sehingga definisi norm tersebut dapat diabaikan dan tidak perlu dibuktikan,
perlu dilakukan kajian ulang terkait definisi norm tersebut. Sehingga dapat
disimpulkan bahwa bukan hanya manusia saja yang diwajibkan untuk menaati
perintah-perintah yang berlaku (baik perintah dari Allah, Rasul, maupun Ulil Amri),
namun suatu ketaksamaan yang merupakan cabang dari ilmu juga diharuskan untuk
menaati perintah agar mereka berlaku di ruang tersebut. Apabila ketaksamaan
tersebut tidak memenuhi definisi dari norm ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey
lemah, maka bisa berakibat ketaksamaan tersebut tidak berlaku di ruang fungsi

tersebut.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas pada bab sebelumnya, maka

penulis dapat menyimpulkan bahwa syarat cukup ketaksamaan Holder di ruang

Herz-Morrey ]\/[R'I‘,’fg1 dan ruang Herz-Morrey lemah WJV[I'Q,‘jfgq"L adalah a; + a, <

a, A+ 4, =4, pil+piZS%,danqil+q—2=$
4.2 Saran

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya menggunakan ruang
fungsi lain, utamanya ruang-ruang yang baru didefinisikan. Selain itu juga bisa
dilakukan penelitian untuk syarat perlu ketaksamaan Hélder di ruang Herz-Morrey
sehingga dapat diketahui untuk nilai ekuivalen dari kedua syarat tersebut. Apabila
ingin mengembangkan penelitian di ruang Herz-Morrey, peneliti menyarankan

untuk mengaplikasikan ketaksamaan-ketaksamaan lain sebagai bahan penelitian.
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