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ABSTRAK 

 

Fajriyani, Amelia Nuril. 2021. Syarat Cukup Ketaksamaan Hӧlder di Ruang 

Herz-Morrey. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

Kata kunci: Ketaksamaan Hӧlder, Ruang Herz-Morrey, Syarat Cukup 

 

Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah satu ketaksamaan dasar yang ada di 

analisis fungsional. Ketaksamaan ini banyak digunakan untuk membuktikan 

ketaksamaan-ketaksamaan lain. Pada awalnya, ketaksamaan Hӧlder diperkenalkan 

diaplikasikan di ruang Lebesgue. Ruang Lebesgue adalah ruang Banach di mana 

merupakan perumuman dari ruang vektor yang memiliki norma dan lengkap. Ruang 

Lebesgue merupakan ruang fungsi. Sedangkan ruang fungsi sendiri merupakan 

ruang vektor yang unsur-unsur di dalamnya merupakan fungsi kontinu. Beragam 

ruang fungsi telah ditemukan dan dikembangkan dari ruang Lebesgue. Tidak hanya 

itu, peneliti juga mengolaborasikan beberapa karakteristik ruang fungsi menjadi 

definisi suatu ruang baru, salah satunya adalah ruang Herz-Morrey di mana ruang 

ini merupakan kolaborasi antara ruang Herz dan ruang Morrey. Pada penelitian ini 

dilakukan pengembangan pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-

Morrey beserta ruang lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah. Karena akan 

ditunjukkan di ruang Herz-Morrey di mana merupakan ruang fungsi maka 

ketaksamaan Hӧlder yang digunakan adalah ketaksamaan Hӧlder integral. 

Penelitian ini menunjukkan syarat cukup dari ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-

Morrey dan Herz-Morrey lemah berdasarkan karakteristik dari ruang tersebut. 
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ABSTRACT 

 

Fajriyani, Amelia Nuril. 2021. Sufficient Condition of Hӧlder’s Inequality in 

Herz-Morrey Space. Thesis. Department of Mathematics. Faculty of 

Science and Technology, Islamic State University of Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Ach. 

Nashichuddin, M.A. 

 

Kata kunci: Hӧlder’s Inequality, Herz-Morrey Space, Sufficient Condition 

 

Hӧlder’s Inequality is one of fundamental inequality in functional analysis. 

This inequality used for proofing other inequality. Firstly, Hӧlder’s Inequality was 

applied in Lebesgue space. Lebesgue space is a Banach space which is generalized 

of vector space which has norm and complete. Lebesgue space is a function space. 

Meanwhile a function space is a vector space which their elements is continuous 

functions. Many kinds of function spaces found and developed from Lebesgue 

space. Not only that, researcher collaborate some characteristics of function space 

become new definition of new space, one of them is Herz-Morrey space which is 

this space is collaboration between Herz space and Morrey space. In this research, 

the application development of Hӧlder’s Inequality in Herz-Morrey space and its 

weak space, namely weak Herz-Morrey, is done. Since in which space Herz-Morrey 

space is function space, so Hӧlder’s Inequality integral is used. This research show 

sufficient condition of Hӧlder’s Inequality in Herz-Morrey space and weak Herz-

Morrey space based on characteristic of the space. 
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 ملخص

 
. بحث  موري- الفضا هيرز في lderӧH عدم المساواة شروط كافية .  ٢٠٢١الفجريان, أملية نور.  

إبرا مالك  مولانا  جامعة  الرياضيات.  قسم  بمالانج.  جامعي.  الحكومية  الإسلامية  هيم 
 الماجستير. ،أحمد نصح الدين (٢، الماجستير. )كتور. هيرالرحمن(الد ١) : المشروف

 
 ، شروط كافية موري-  هيرزالفضاء في  ، Hӧlder المساواة: عدم الكلمة المفتاحية

 
 .الوظيفي التحليل في   الأساسية عدم المساواة هي واحدة من أوجه Hӧlder المساواةعدم  

الأخرى المساواة  عدم  لإثبات  التفاوت  هذا  يستخدم  ما  المساواة    .غالبًا  عدم  تقديم  تم   ، البداية  في 
Hӧlder    مساحة على  تعميم    بناح   الفضاء هي    لبسغوي   الفضاء   .لبسغويلتطبيقها  عن  عبارة  وهي 

وكامل.    للفضاء معيار  لها  بينما    الفضاءهي    لبسغوي  الفضاءمتجه  نفسها   الفضاءوظيفية.  الوظيفة 
عن   المناسبات    الفضاء عبارة  قاعات  من  العديد  اكتشاف  تم  مستمرة.  وظائف  عناصرها  متجهية 

. ليس ذلك فحسب ، فقد تعاون الباحثون أيضًا في العديد من خصائص  لبسغويفضاء  وتطويرها من  
عبارة    الفضاءموري حيث هذه -زهير  الفضاء الوظيفة لتحديد مساحة جديدة ، إحداها هي  الفضاء

بين   تعاون  المساواة   موري.   فضاء  و موري  - زهير   فضاءعن  عدم  تطبيق  تطوير  ،تم  الدراسة  هذه  في 
Hӧlder    وهي  موري  -زهير   فضاءفي  ، الضعيفة  لأنه  موري  - زهير   الفضاءومساحتها  نظرًا  الضعيفة. 

في مساحة هيرتس موري ، وهي مساحة دالة ، فإن متباينة هيلدر المستخدمة هي عدم    افضاءسيتم  
المساواة   لعدم  الكافي  الشرط  أن  الدراسة  هذه  تظُهر  متكاملة.  هولدر    الفضاءفي    Hӧlderمساواة 

 ضعيف بناءً على خصائص الفضاء.  موري-هيرزو   موري -هيرز
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Ruang fungsi didefinisikan sebagai ruang vektor yang unsur-unsur di 

dalamnya merupakan fungsi kontinu. Ruang fungsi merupakan ruang Banach 

dengan karakteristik tertentu. Sedangkan ruang Banach sendiri adalah ruang vektor 

yang memiliki norm (pemetaan) dan lengkap. Berbagai macam ruang fungsi telah 

ditemukan dan akan terus dikembangkan sesuai dengan karakteristiknya masing-

masing. Salah satu ruang fungsi atas himpunan terukur dengan norm tertentu adalah 

ruang 𝐿𝑝 (Amalina, 2018). Ruang 𝐿𝑝 atau biasa dikenal dengan ruang Lebesgue 

pertama kali diperkenalkan oleh Henri Lebesgue, namun menurut pendapat lain, 

ruang ini pertama kali dikenalkan oleh Frigyes Riesz pada tahun 1910. Ruang 

Lebesgue sendiri merupakan ruang Banach dengan 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ (Royden dan 

Fitzpatrick, 2010). Penemuan ruang Lebesgue ternyata masih menyisakan beberapa 

kondisi pada fungsi yang tidak terintegralkan secara Lebesgue. Oleh karena itu, 

ditemukan pengembangan dari ruang Lebesgue dengan mendefinisikan suatu ruang 

baru yang disebut ruang Lebesgue lemah atau 𝑤𝐿𝑝 (Amalina, 2018). Ruang 

Lebesgue adalah ruang fungsi dasar yang kemudian dikembangkan menjadi ruang-

ruang lain. 

Setelah ditemukan ruang Lebesgue, penelitian selanjutnya dilakukan pada 

tahun 1938 oleh C. B. Morrey yang memperkenalkan salah satu perumuman dari 

ruang Lebesgue, yaitu ruang Morrey ℳ𝑞
𝑝
 dengan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞ (Mu’tazili, 

2019). Sedangkan ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝑞
𝑝
 merupakan perumuman dari ruang 

Lebesgue lemah. Akan tetapi ruang Morrey lemah bukanlah ruang Banach namun 

ruang quasi-Banach sebagaimana ruang Lebesgue lemah. Keberadaan ruang 

Morrey lemah karena terdapat fungsi-fungsi yang tidak terpenuhi di ruang Morrey. 

Pada tahun 1968, Herz juga mendefinisikan salah satu ruang yang 

merupakan perumuman dari ruang Lebesgue dengan 0 <  𝑝, 𝑞 ≤ ∞ dan tambahan 

unsur lain yaitu 𝛼 ∈ ℝ, yang kemudian disebut dengan ruang Herz  �̇�𝑝,𝑞
𝛼 . Begitu 

juga dengan ruang Herz lemah 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼  yang merupakan perluasan dari ruang 

Lebesgue lemah. Tidak hanya berhenti sampai di situ, para ahli matematika juga
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mengolaborasikan beberapa definisi ruang yang ada sehingga menghasilkan 

definisi ruang yang baru. Seperti halnya yang dikemukakan oleh Lu dan Xu (2005) 

yaitu ruang Herz-Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 yang merupakan kombinasi antara ruang Herz 

dan ruang Morrey beserta ruang lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah 

𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

. Lu dan Xu (2005) mengombinasikan karakteristik kedua ruang tersebut 

menjadi suatu karakteristik baru. 

Dalam ilmu matematika, utamanya analisis fungsional, berbagai persamaan 

maupun ketaksamaan diperkenalkan untuk dipelajari. Ketaksamaan memiliki peran 

yang penting dalam bidang analisis, sering digunakan untuk menurunkan perkiraan 

(estimasi) maupun mengontrol eror. Salah satu ketaksamaan dasar yang sering 

menjadi topik penelitian adalah ketaksamaan Hӧlder, di mana ketaksamaan ini 

digunakan untuk membuktikan ketaksamaan-ketaksamaan lain. Ketaksamaan 

Hӧlder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Leonard James Rogers (1888) dan 

kemudian diperbaiki oleh Otto Hӧlder pada tahun 1889 (Li dkk, 2018). Terdapat 3 

macam ketaksamaan Hӧlder, di antaranya ketaksamaan Hӧlder summation, 

ketaksamaan Hӧlder integral, dan perumuman ketaksamaan Hӧlder. 

Ketaksamaan Hӧlder pertama kali diaplikasikan di ruang Lebesgue 

menggunakan Hӧlder konjugat sebagai syarat cukup untuk membuktikannya. 

Kemudian seiring berjalannya waktu, penelitian-penelitian tentang ketaksamaan 

Hӧlder semakin banyak dijumpai dan menghasilkan penemuan-penemuan baru 

dengan memodifikasi ketaksamaan tersebut. Seperti yang dilakukan oleh Ifronika 

dkk. pada tahun 2018, penelitian berjudul “Generalized Hӧlder’s Inequality in 

Morrey Space” ini menunjukkan syarat cukup dan syarat perlu perumuman 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Morrey. Dari penelitian tersebut dapat diketahui 

bahwa ketaksamaan Hӧlder dapat diaplikasikan di ruang fungsi dengan asumsi 

bahwa ruang fungsi yang digunakan adalah ruang Banach. 

Kemudian penulis terinspirasi untuk melakukan penelitian menggunakan 

ketaksamaan Hӧlder. Adapun penelitian yang dilakukan adalah mengaplikasikan 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey beserta ruang lemahnya yaitu ruang 

Herz-Morrey lemah. Ruang Herz-Morrey merupakan salah satu ruang yang sedang 

banyak digunakan sebagai objek penelitian, seperti penelitian “Inclusion Properties 

of The Homogeneous Herz-Morrey” yang dilakukan oleh Rahman (2020), 



3 

 

“Fractional Integral on Herz-Morrey Spaces with Variabel Exponent” oleh Izuki 

(2010), dan masih banyak lagi. Namun untuk pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder 

di ruang tersebut masih belum dilakukan. Sehingga dirasa perlu untuk dilakukan 

penelitian tersebut sebagai pengembangan penelitian tentang ketaksamaan Hӧlder 

maupun ruang Herz-Morrey sendiri. Oleh karena menggunakan objek ruang Herz-

Morrey di mana merupakan ruang fungsi, maka ketaksamaan Hӧlder yang 

digunakan adalah ketaksamaan Hӧlder integral atas fungsi kontinu. Penelitian ini 

akan menunjukkan syarat cukup dari ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey 

dan Herz-Morrey lemah. 

Pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey sama halnya 

dengan patuh terhadap aturan yang telah didefinisikan di ruang tersebut. Begitu 

juga dalam Islam yang mengajarkan kepada orang-orang beriman untuk menaati 

perintah sebagaimana tertuang di Surah An-Nisa' ayat 59 yang berbunyi: 

رِ مِنكُمأ  ٰمأ يٰ ُّهٰا ٱلَّذِينٰ ءٰامٰنُ وأا۟ أٰطِيعُوا۟ ٱللََّّٰ وٰأٰطِيعُوا۟ ٱلرَّسُولٰ وٰأوُ۟لِِ ٱلأأ ءٍ فٰ رُدُّوهُ   يَأٰٓ تُمأ فِِ شٰىأ فإِٰن تٰ نٰٓزٰعأ

سٰنُ تَٰأوِيلً إِلِٰ ٱللََِّّ وٰٱلرَّسُولِ إِن كُنتُمأ ت ُ  لِكٰ خٰيرأٌ وٰأٰحأ ءٰاخِرِ ذٰٓ مِ ٱلأ مِنُونٰ بٱِللََِّّ وٰٱلأيٰ وأ ؤأ   

“Hai orang-orang yang beriman, taatilah Allah dan taatilah Rasul (Nya), dan Ulil 

Amri di antara kamu. Kemudian jika kamu berlainan pendapat tentang sesuatu, 

maka kembalikanlah ia kepada Allah (Al-Qur'an) dan Rasul (sunnahnya), jika 

kamu benar-benar beriman kepada Allah dan hari kemudian. Yang demikian itu 

lebih utama (bagimu) dan lebih baik akibatnya." 

Surah ini memerintahkan manusia untuk taat kepada Allah, Rasul, dan Ulil 

Amri. Terkhusus ketaatan terhadap Ulil Amri harus dilandaskan dengan syariat 

Islam dan tidak mengarah kepada kemaksiatan dan kemungkaran (Ar-Rifa’i, 1999). 

Sama halnya dengan topik penelitian yang diangkat oleh penulis, pengaplikasian 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey juga harus selalu dilandasi dengan 

dasar-dasar ilmu matematika. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada 

penelitian ini adalah bagaimana syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-

Morrey dan Herz-Morrey lemah? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian berdasarkan rumusan masalah tersebut adalah 

untuk mengetahui syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey dan 

Herz-Morrey lemah. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai ilmu 

baru dan bahan kajian baru bagi peneliti selanjutnya yang berkaitan dengan 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey lemah. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Berdasarkan uraian masalah yang disebutkan, penulis merasa perlu untuk 

membatasi masalah agar pembahasan tidak menyimpang dan meluas. Adapun 

batasan masalahnya sebagai berikut: 

1. Dalam menunjukkan keberlakukan ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey 

dan Herz-Morrey lemah, digunakan proses pembuktian ruang Banach dan 

ruang quasi-Banach terlebih dahulu. 

2. Ketaksamaan yang digunakan dalam penelitian ini adalah ketaksamaan Hӧlder 

integral. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur 

(literature study) atau kepustakaan. Metode ini berdasarkan pada informasi yang 

diperoleh pada buku, jurnal, artikel dan sumber-sumber lain yang berkaitan dengan 

rumusan masalah. Kegiatan yang dilakukan meliputi pengumpulan data 

kepustakaan, membaca dan menelaah, serta menganalisa dan mengolah bahan 

penelitian. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan untuk membuktikan 

syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey lemah 

adalah sebagai berikut 

1. Menunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey adalah ruang Banach dan ruang Herz-

Morrey lemah adalah ruang quasi-Banach. 
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2. Menunjukkan keberlakuan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-

Morrey dan Herz-Morrey lemah menggunakan definisi norm pada ruang-ruang 

tersebut di mana definisi normnya dituliskan oleh Lu dan Xu (2005) dalam 

jurnalnya yang berjudul “Boundedness of Rough Singular Integral Operators 

on The Homogeneous Morrey-Herz Spaces”. 

3. Menarik kesimpulan atas hasil penelitian. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri atas empat 

bab, yaitu 

Bab I Pendahuluan 

 Pendahuluan berisikan latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah serta sistematika 

penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

 Kajian pustaka di sini akan memaparkan teori-teori yang menjadi 

landasan dalam menyelesaikan masalah, meliputi ukuran luar, 

himpunan terukur, fungsi terukur, ketaksamaan Hӧlder, ruang vektor, 

ruang bernorma, ruang Banach, ruang fungsi, serta kajian keislaman 

yang terkait dengan penelitian. 

Bab III Pembahasan 

 Pada bab ini dibahas tentang pembuktian-pembuktian teorema 

ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey dan analogi pengaplikasian 

ketaksamaan Hӧlder dengan konsep menaati perintah. 

Bab IV Penutup 

 Penutup tersusun atas kesimpulan hasil peneilitan yang telah dilakukan 

serta saran-saran yang bersesuaian. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Ukuran Luar 

Konsep ukuran luar berangkat dari konsep ukuran, di mana dilakukan 

pemartisian pada suatu himpunan 𝑋 menjadi himpunan-himpunan bagian yang 

terukur. Dalam pemartisian domain dari suatu fungsi, diperlukan suatu fungsi 

himpunan yang disebut ukuran luar pada himpunan 𝑋. Ukuran luar ini digunakan 

untuk mengetahui apakah suatu himpunan bagian dari 𝑋 terukur atau tidak (Fatihah 

dkk., 2020). 

Definisi 2.1. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Suatu ukuran luar yang dinotasikan 

dengan 𝑚∗ merupakan fungsi himpunan untuk sembarang himpunan, dan 

khususnya untuk sembarang interval. Ukuran luar untuk interval adalah 

panjangnya sedangkan untuk himpunan, jika 𝐸 merupakan himpunan terukur dan 

{𝐸𝑘}𝑘=1
∞  adalah koleksi sembarang himpunan yang terukur, maka 

𝑚∗ (⋃𝐸𝑘

∞

𝑘=1

) ≤ ∑𝑚∗(𝐸𝑘)

∞

𝑘=1

, (2.1) 

di mana ukuran luar merupakan countably subadditive. 

 

2.2 Himpunan Terukur 

Himpunan terukur didefinisikan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) 

sebagai berikut. 

Definisi 2.2. Suatu himpunan 𝐸 dikatakan terukur jika untuk sembarang himpunan 

𝐴 memenuhi 

𝑚^ ∗ (𝐴) = 𝑚^ ∗ (𝐴 ∩ 𝐸) +𝑚^ ∗ (𝐴 ∩ 𝐸^𝐶 ), (2.2) 

di mana 𝑚∗ merupakan ukuran luar. 

 

2.3 Fungsi Terukur 

Fungsi merupakan suatu pemetaan yang memetakan antara satu himpunan 

yang disebut sebagai domain kepada himpunan lain yang disebut sebagai 

kodomain. Sedangkan fungsi terukur merupakan fungsi yang berada di himpunan 

terukur dan memenuhi syarat yang ditunjukkan oleh proposisi berikut. 
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Proposisi 2.3. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan 𝑓 adalah fungsi terukur 

pada domain 𝐸 dan 𝐸 terukur Lebesgue. Maka pernyataan-pernyataan berikut 

adalah ekuivalen: 

1. ∀𝑏 ∈ ℝ, {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) > 𝑐} 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑡𝑒𝑟𝑢𝑘𝑢𝑟. 

2. ∀𝑏 ∈ ℝ, {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑡𝑒𝑟𝑢𝑘𝑢𝑟. 

3. ∀𝑏 ∈ ℝ, {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) < 𝑐} 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑡𝑒𝑟𝑢𝑘𝑢𝑟. 

4. ∀𝑏 ∈ ℝ, {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ≤ 𝑐} 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑡𝑒𝑟𝑢𝑘𝑢𝑟. 

Sifat-sifat tersebut berarti bahwa untuk setiap 𝑐 ∈ ℝ, maka 

{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) = 𝑐} 𝑡𝑒𝑟𝑢𝑘𝑢𝑟. (2.3) 

 

Bukti. Himpunan (1) dan (4) saling komplemen di 𝐸 sama seperti himpunan (2) dan 

(3). Komplemen dari suatu himpunan terukur adalah terukur, maka (1) dan (4) 

ekuivalen, begitu juga dengan (2) dan (3). Jadi cukup ditunjukkan bahwa (1) ⟺ (2) 

yang juga sama halnya dengan (3) ⟺ (4). 

• Jika (1) maka (2) 

Perhatikan bahwa, 

{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} =⋂{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) > 𝑐 −
1

𝑘
} ,

∞

𝑘=1

 

dikarenakan 𝑐 −
1

𝑘
∈ ℝ, maka {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) > 𝑐} fungsi terukur. Selanjutnya, 

irisannya juga fungsi terukur. Jadi, {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} fungsi terukur. 

• Jika (2) maka (1) 

Perhatikan bahwa, 

{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) > 𝑐} =⋃{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ≥ 𝑐 +
1

𝑘
} ,

∞

𝑘=1

 

dikarenakan 𝑐 +
1

𝑘
∈ ℝ, maka {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} fungsi terukur. Sehingga 

gabungannya juga fungsi terukur. Jadi, {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) > 𝑐} fungsi terukur. 

Pernyataan (1)-(4) ekuivalen, sehingga keempat pernyataan tersebut memenuhi. 

Jika 𝑐 ∈ ℝ, 

{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) = 𝑐} = {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} ∩ {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) > 𝑐} 

maka 𝑓−1(𝑐) fungsi terukur karena irisan dari dua himpunan terukur. Di sisi lain, 

jika 𝑐 = ∞, 
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{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) = ∞} =⋂{𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) > 𝑘}

∞

𝑘=1

 

maka 𝑓−1(∞) fungsi terukur karena irisan berhingga dari himpunan terukur. 

 

Contoh 2.1. (Amalina, 2018) Suatu himpunan terukur yang didefinisikan sebagai 

𝑋 = (0, 1) dan fungsi terukur 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ yang didefinisakan dengan 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
. 

 

2.4 Ketaksamaan Hӧlder 

Sebelumnya akan didefinisikan terlebih dahulu terkait bilangan konjugat. 

Definisi 2.4. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Konjugat dari suatu bilangan 𝑝 ∈

(1,∞) adalah 𝑞 =
𝑝

𝑝−1
, di mana untuk 𝑞 ∈ (1,∞) berlaku 

1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 (2.4) 

Konjugat dari 1 didefinisikan ∞ dan konjugat dari ∞ didefinisikan 1. 

 

Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah satu ketaksamaan mendasar di 

analisis fungsional, utamanya di ruang 𝐿𝑝. Pada dasarnya, ketaksamaan Hӧlder 

memiliki beragam kondisi, namun dalam penelitian ini digunakan ketaksamaan 

Hӧlder integral. Ketaksamaan Hӧlder sendiri pertama kali diperkenalkan oleh 

Leonard James Rogers (1888) dan kemudian diperbaiki oleh Otto Hӧlder pada 

tahun 1889 (Li dkk., 2018). 

Proposisi 2.5.  (Kantorovich dan Akilov, 1982) Misalkan 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) 

merupakan fungsi terukur pada himpunan terukur (𝑋, 𝜇). Maka diperoleh 

ketaksamaan 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
𝑋

𝑑𝜇 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝑋

𝑑𝜇)

1
𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞

𝑋

𝑑𝜇)

1
𝑞

 (2.5) 

di mana 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1. 
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Bukti.  Pertama, asumsikan bahwa  

0 < 𝛼𝑝 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝑋

𝑑𝜇 < ∞,       0 < 𝛽𝑞 = ∫ |𝑔(𝑥)|𝑞

𝑋

𝑑𝜇 < ∞, 

karena ketaksamaan tersebut akan terbukti trivial jika salah satu dari integral 

tersebut bernilai nol atau tak hingga. Kemudian misalkan 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝛼
        dan        𝑔′(𝑥) =

𝑔(𝑥)

𝛽
. 

Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 diperoleh 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 (bilangan konjugat), dan diperoleh 

|𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)| ≤
|𝑓′(𝑥)|𝑝

𝑝
+
|𝑔′(𝑥)|𝑞

𝑞
, 

di mana ketika diintegralkan diperoleh 

∫ |𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)|𝑑𝜇
𝑋

≤
1

𝑝
∫ |𝑓′(𝑥)|𝑝

𝑋

𝑑𝜇 +
1

𝑞
∫ |𝑔′(𝑥)|𝑞

𝑋

𝑑𝜇 

=
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1  

sehingga  

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
𝑋

𝑑𝜇 ≤ 𝛼𝛽. 

 

2.5 Ruang Vektor 

Definisi 2.6. (Anton dan Rorres, 2014) Misalkan 𝐴 sembarang himpunan tak 

kosong dengan 2 operasi yang didefinisikan yaitu penjumlahan dan perkalian 

dengan suatu bilangan yang disebut skalar. Penjumlahan yang dimaksud adalah 

untuk mengelompokkan sebuah aturan dengan setiap pasangan elemen 𝒂 dan 𝒃 di 

𝐴 yang mengandung elemen 𝒂 + 𝒃, disebut penjumlahan dari 𝒂 dan 𝒃; sedangkan 

perkalian skalar yang dimaksud adalah untuk mengelompokkan setiap skalar 𝑟 dan 

setiap elemen 𝒂 di 𝐴 yang mengandung elemen 𝑟𝒂, disebut perkalian skalar 𝒂 oleh 

𝑟. Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi oleh setiap elemen 𝒂, 𝒃, 𝒄 di 𝐴 dan semua 

skalar 𝑟 dan 𝑠, maka 𝐴 disebut ruang vektor dan elemen di 𝐴 disebut vektor: 

1. Jika 𝒂 dan 𝒃 elemen di 𝐴, maka 𝒂 + 𝒃 di 𝐴. 

2. 𝒂 + 𝒃 = 𝒃 + 𝒂. 

3. 𝒂 + (𝒃 + 𝒄) = (𝒂 + 𝒃) + 𝒄. 
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4. Terdapat elemen 0 ∈ 𝐴 yang disebut vektor nol terhadap 𝐴 sedemikian 

sehingga 0 + 𝒂 = 𝒂 + 0 = 𝒂 , untuk setiap 𝒂 ∈ 𝐴. 

5. Untuk setiap 𝒂 ∈  𝐴, terdapat elemen −𝒂 di 𝐴 yang disebut negatif dari 

𝒂 sedemikian sehingga 𝒂 + (−𝒂) = (−𝒂) + 𝒂 = 0. 

6. Jika 𝑟 sembarang skalar dan 𝒂 sembarang elemen di 𝐴, maka 𝑟𝒂 di 𝐴. 

7. 𝑟(𝒂 + 𝒃) = 𝑟𝒂 + 𝑟𝒃. 

8. (𝑟 + 𝑠)𝒂 = 𝑟𝒂 + 𝑠𝒃. 

9. 𝑟(𝑠𝒂) = (𝑟𝑠)(𝒂). 

10. 1 𝒂 = 𝒂. 

Aksioma 1-5 merupakan sifat grup komutatif terhadap penjumlahan sedangkan 

aksioma 6-10 merupakan sifat dengan operasi perkalian skalar. 

 

Sembarang himpunan tak kosong dengan operasi penjumlahan dan 

perkalian sendiri disebut dengan lapangan, yang biasa dinotasikan dengan 𝐹. 

Contoh 2.2. (Lestari, 2012) ℝ2 adalah ruang vektor terhadap operasi penjumlahan 

dan perkalian skalar. 

 

Bukti. Ambil sembarang (𝑚1, 𝑛1), (𝑚2, 𝑛2), (𝑚3, 𝑛3) ∈ ℝ
2 dan 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. 

1. Tertutup terhadap penjumlahan, 

(𝑚1, 𝑛1), +(𝑚2, 𝑛2) = (𝑚1 +𝑚2, 𝑛1 + 𝑛2) ∈ ℝ
2 

2. Bersifat komutatif penjumlahan,  

(𝑚1, 𝑛1) + (𝑚2, 𝑛2) = (𝑚1 +𝑚2, 𝑛1 + 𝑛2) 

                                      = (𝑚2 +𝑚1, 𝑛2 + 𝑛1) 

                                      = (𝑚2, 𝑛2) + (𝑚1, 𝑛1) 

3. Bersifat asosiatif penjumlahan, 

[(𝑚1, 𝑛1) + (𝑚2, 𝑛2)] + (𝑚3, 𝑛3) = (𝑚1 +𝑚2, 𝑛1 + 𝑛2) + (𝑚3, 𝑛3) 

                                                               = (𝑚1 +𝑚2 +𝑚3, 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3) 

                                                               = (𝑚1, 𝑛1) + (𝑚2 +𝑚3, 𝑛2 + 𝑛3) 

                                                                  = (𝑚1, 𝑛1) + [(𝑚2, 𝑛2) + (𝑚3, 𝑛3)] 

4. Memiliki identitas penjumlahan, 

∃0̅ ∈ ℝ2, ∀(𝑚1, 𝑛1) berlaku (𝑚1, 𝑛1) + 0̅ = (𝑚1, 𝑛1) 
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⇔ 0̅ = (𝑚1, 𝑛1) − (𝑚1, 𝑛1) 

          = (𝑚1 −𝑚1, 𝑛1 − 𝑛1) 

= (0, 0)                 

maka terdapat 0̅ = (0, 0) sehingga (𝑚1, 𝑛1) + 0̅ = (𝑚1, 𝑛1).  

5. Memiliki elemen invers, 

∀(𝑚1, 𝑛1), ∃𝑝 ∈ ℝ
2 berlaku (𝑚1, 𝑛1) + 𝑝 = 0̅ 

⇔ (𝑚1, 𝑛1) + 𝑝 = 0̅ 

𝑝 = (0, 0) − (𝑚1, 𝑛1) 

 = (0 −𝑚1, 0 − 𝑛1) 

                                                   = (−𝑚1, −𝑛1) 

maka, ∀(𝑚1, 𝑛1), ∃(−𝑚1, −𝑛1) berlaku (𝑚1, 𝑛1) + (−𝑚1, −𝑛1) = 0̅ . 

6. Tertutup terhadap perkalian skalar, 

𝛼(𝑚1, 𝑛1) = (𝛼𝑚1, 𝛼𝑛1) ∈ ℝ
2 

7. Bersifat distributif, 

(𝛼 + 𝛽)(𝑚1, 𝑛1) = [(𝛼 + 𝛽)𝑚1, (𝛼 + 𝛽)𝑛1] 

                                   = (𝛼𝑚1 + 𝛽𝑚1, 𝛼𝑛1 + 𝛽𝑛1) 

                                   = (𝛼𝑚1, 𝛼𝑛1) + (𝛽𝑚1, 𝛽𝑛1) 

                             = 𝛼(𝑚1, 𝑛1) + 𝛽(𝑚1, 𝑛1) 

8. Bersifat distributif, 

𝛼[(𝑚1, 𝑛1) + (𝑚2, 𝑛2)] = 𝛼(𝑚1 +𝑚2, 𝑛1 + 𝑛2) 

                                                     = (𝛼𝑚1 + 𝛼𝑚2, 𝛼𝑛1 + 𝛼𝑛2) 

                                                     = (𝛼𝑚1, 𝛼𝑛1) + (𝛼𝑚2, 𝛼𝑛2) 

                                               = 𝛼(𝑚1, 𝑛1) + 𝛼(𝑚2, 𝑛2) 

9. Bersifat asosiatif terhadap perkalian skalar, 

𝛼[𝛽(𝑚1, 𝑛1)] = 𝛼(𝛽𝑚1, 𝛽𝑛1) 

                            = (𝛼𝛽𝑚1, 𝛼𝛽𝑛1) 

                      = 𝛼𝛽(𝑚1, 𝑛1) 

10. Memiliki elemen identitas perkalian, 

1 ∙ (𝑚1, 𝑛1) = (1 ∙ 𝑚1,∙ 𝑛1) = (𝑚1, 𝑛1) 

karena ℝ2 memenuhi aksioma ruang vektor, maka ℝ2 ruang vektor terbukti.  
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2.6 Ruang Bernorma 

Ruang bernorma didefinisikan oleh Rynne dan Youngson (2000) sebagai 

berikut. 

Definisi 2.7. Misalkan 𝐴 adalah ruang vektor atas lapangan 𝐹. Suatu norm di 𝐴 

merupakan fungsi ‖∙‖ ∶ 𝐴 → ℝ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 dan 𝛼 ∈

𝐹, memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. ‖𝑎‖ ≥ 0; 

2. ‖𝑎‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑎 = 0; 

3. ‖𝛼𝑎‖ = |𝛼|‖𝑎‖; 

4. ‖𝑎 + 𝑏‖ ≤ ‖𝑎‖ + ‖𝑏‖   (Ketaksamaan Segitiga). 

 

Suatu ruang vektor 𝐴 yang memiliki norm disebut ruang vektor bernorma 

atau ruang bernorma, salah satu contoh ruang bernorma adalah ruang Banach. 

Sedangkan Kalton (2003) mendefinisikan quasi-norm sebagai berikut. 

Definisi 2.8. Quasi-norm ‖∙‖ pada ruang vektor 𝐴 atas lapangan 𝕂 = ℝ atau ℂ 

merupakan suatu pemetaan ‖∙‖ ∶ 𝐴 → [0,∞) dengan 𝒂, 𝒃 ∈ 𝐴 dan 𝛼 sembarang 

skalar di 𝕂 memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. ‖𝑎‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑎 = 0; 

2. ‖𝛼𝑎‖ = |𝛼|‖𝑎‖; 

3. Terdapat konstanta 𝑐 ≥ 1 sedemikian sehingga  

‖𝑎 + 𝑏‖ ≤ 𝑐(‖𝑎‖ + ‖𝑏‖). 

 

2.7 Ruang Banach 

Definisi ruang Banach oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) berangkat dari 

ruang linier bernorma sebagai berikut. 

Definisi 2.9. Suatu barisan (𝑓𝑛) merupakan ruang linier 𝐴 dengan norma ‖∙‖ 

disebut Cauchy di 𝐴 dengan syarat untuk setiap 𝜖 > 0, terdapat bilangan asli 𝑁 

sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚,𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖ < 𝜖. (2.6) 

Ruang bernorma A disebut lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di A 

konvergen ke fungsi A. Ruang bernorma yang lengkap ini disebut Ruang Banach. 

 



13 

 

Contoh 2.3. (Kreyszig, 1978) Ruang Euclid ℝ𝑛 merupakan himpunan semua 

pasangan n-tuple atau barisan dari bilangan riil, yang dituliskan sebagai  

𝑦 = (𝜉1, … , 𝜉𝑛), 

yang dilengkapi dengan norma  

‖𝑦‖ = (∑|𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

= √|𝜉𝑖|2 +⋯+ |𝜉𝑛|2. 

Bukti. Akan dibuktikan bahwa ℝ𝑛 adalah ruang Banach dengan menunjukkan 

bahwa ℝ𝑛 ruang bernorma yang lengkap. ℝ𝑛 dikatakan sebagai ruang bernorma 

jika memenuhi aksioma-aksioma ruang bernorma, yaitu 

1. ‖𝑦‖ ≥ 0 

Berdasarkan definisi nilai mutlak, diperoleh bahwa |𝜉𝑖| bernilai positif, 

sehingga jelas bahwa (∑ |𝜉𝑖|
2𝑛

𝑖=1 )
1

2 ≥ 0. 

2. ‖𝑦‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑦 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑦‖ = 0 maka 

(∑|𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

= 0 

((∑|𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

)

2

= 02       

        ∑|𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

= 0 

                   𝜉𝑖 = 0. 

(⇐) Jika 𝑦 = 0 maka 

‖𝑦‖ = (∑|𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

       = (∑|0|2
𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

= (0)
1
2       

= 0.            
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3. ‖𝛼𝑦‖ = |𝛼|‖𝑦‖; ∀𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑦‖ =  (∑|𝛼𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

                                              = (|𝛼𝜉1|
2 + |𝛼𝜉2|

2 +⋯+ |𝛼𝜉𝑛|
2)
1
2 

                                                             = (|𝛼|2|𝜉1|
2 + |𝛼|2|𝜉2|

2 +⋯+ |𝛼|2|𝜉𝑛|
2)
1
2 

                                                      = (|𝛼|2)
1
2 (|𝜉1|

2 + |𝜉𝑞|
2
+⋯+ |𝜉𝑛|

2)

1
2
 

             = |𝛼|(∑|𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

 = |𝛼|‖𝑦‖    

4. ‖𝑦 + 𝑧‖ ≤ ‖𝑦‖ + ‖𝑧‖ (Ketaksamaan Segitiga) 

Ambil sembarang 𝑧 = (𝜂1, … , 𝜂𝑛), sehingga diperoleh 

‖𝑦 + 𝑧‖ = (∑|𝜉𝑖 + 𝜂𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

  = (|𝜉1 + 𝜂1|
2 + |𝜉2 + 𝜂2|

2 +⋯+ |𝜉𝑛 + 𝜂𝑛|
2)
1
2 

  ≤ (|𝜉1|
2 + |𝜂1|

2 + |𝜉2|
2 + |𝜂2|

2 +⋯+ |𝜉𝑛|
2 + |𝜂𝑛|

2)
1
2 

  ≤ (|𝜉1|
2 + |𝜉2|

2 +⋯+ |𝜉𝑛|
2)
1
2 + (|𝜂1|

2 + |𝜂2|
2 +⋯+ |𝜂𝑛|

2)
1
2 

  = (∑|𝜉𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

+ (∑|𝜂𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

  = ‖𝑦 + 𝑧‖. 

maka terbukti bahwa ℝ𝑛 dengan norma ‖𝑦‖ = (∑ |𝜉𝑖|
2𝑛

𝑖=1 )
1

2 adalah ruang 

bernorma. Kemudian akan dibuktikan bahwa ℝ𝑛 ruang Banach dengan 

menunjukkan kelengkapannya. 

Misalkan (𝑦𝑘) merupakan barisan Cauchy di ℝ𝑛, di mana 𝑦𝑘 = (𝜉𝑖
𝑘, … , 𝜉𝑛

𝑘). 

Perhatikan bahwa 

(𝑦𝑘) = (𝑦1, 𝑦2, … ) 

dengan  

𝑦1 = (𝜉1
1, 𝜉2

1, … ) ∈ ℝ𝑛 
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𝑦2 = (𝜉1
2, 𝜉2

2, … ) ∈ ℝ𝑛 

⋮                                      

Karena 𝑦𝑘 barisan Cauchy, berarti untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝐾 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga untuk setiap 𝑘, 𝑙 > 𝐾 berlaku 

‖𝑦𝑘 − 𝑦𝑙‖ = (∑|𝜉𝑖
𝑘 − 𝜉𝑖

𝑙|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

≤ 𝜀. 

Kemudian untuk 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 bernilai konstan, diperoleh 

(|𝜉𝑖
𝑘 − 𝜉𝑖

𝑙|
2
)

1
2
< 𝜀 

((|𝜉𝑖
𝑘 − 𝜉𝑖

𝑙|
2
)

1
2
)

2

< 𝜀2      

         |𝜉𝑖
𝑘 − 𝜉𝑖

𝑙|
2
< 𝜀2 

      |𝜉𝑖
𝑘 − 𝜉𝑖

𝑙|
2
< 𝜀 

Diketahui bahwa (𝑦1𝑘, 𝑥𝑘
2, … ) barisan Cauchy di ℝ𝑛 dan ℝ lengkap, maka barisan 

tersebut konvergen. Misalkan 𝜉𝑖
𝑘 konvergen ke 𝜉𝑖 Ketika 𝑘 → ∞, maka dapat 

dituliskan  

‖𝑦𝑘, 𝑦‖ =  ‖𝑦𝑘 − 𝑦𝑙‖ = (∑|𝜉𝑖
𝑘 − 𝜉𝑖|

2
𝑛

𝑖=1

)

1
2

≤ 𝜀 

sehingga diperoleh bahwa Cuachy 𝑦𝑘 konvergen di ℝ𝑛. Maka terbukti bahwa ℝ𝑛 

lengkap.  

 

Ruang metrik didefinisikan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) sebagai 

berikut. 

Definisi 2.10. Misalkan A sembarang himpunan tak kosong. Suatu fungsi 

𝑓: 𝐴 × 𝐴 → ℝ disebut metrik jika untuk setiap 𝑎, 𝑏, dan 𝑐 ∈ 𝐴 memenuhi 

1. 𝑓(𝑎, 𝑏) ≥ 0; 

2. 𝑓(𝑎, 𝑏) = 0 jika dan hanya jika 𝑎 = 𝑏; 

3. 𝑓(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑓(𝑏, 𝑎); 

4. 𝑓(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑐, 𝑏). 
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Suatu himpunan tak kosong dengan metrik pada himpunan disebut ruang metrik 

yang dituliskan dengan (𝐴, 𝑓). 

 

Definisi 2.11. (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Suatu barisan (𝑎𝑛) di ruang metrik 

(𝐴, 𝑓) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat indeks 𝑁 di mana 

jika 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁, maka 𝑓(𝑎𝑛 , 𝑎𝑚) < 𝜀. 

Suatu ruang metrik 𝐴 dikatakan lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di 𝐴 

konvergen ke satu titik di 𝐴. 

 

 Wu dan Li (2008) dalam jurnalnya menuliskan definisi ruang quasi-Banach 

sebagai berikut. 

Definisi 2.12. Jika ‖⋅‖ quasi-norm di ruang vektor 𝑋 berlaku ruang metrik lengkap, 

maka ruang vektor 𝑋 disebut ruang quasi-Banach. 

 

2.8 Ruang Fungsi 

Ruang fungsi merupakan ruang vektor dengan unsur-unsur di dalamnya 

berupa fungsi kontinu. Ruang fungsi adalah salah satu objek penelitian yang sering 

dikembangkan oleh para peneliti sehingga menghasilkan beberapa definisi ruang 

baru. Ruang fungsi merupakan ruang Banach dengan kondisi yang berbeda pada 

tiap ruang fungsi. Begitu juga, ruang fungsi memiliki kondisi lemah pada ruang 

masing-masing. 

2.8.1 Ruang Lebesgue 

Ruang fungsi yang sering digunakan pada analisis fungsional adalah ruang 

Lebesgue 𝐿𝑝(ℝ𝑛). Ruang ini merupakan perumuman dari ruang vektor yang 

memiliki norma. Ruang Lebesgue sendiri merupakan ruang dasar dalam ruang 

fungsi, sebagaimana definisinya dituliskan oleh Royden dan Fitzpatrick (2010) 

dalam bukunya sebagai berikut. 

Definisi 2.13. Untuk ℝ𝑛 himpunan terukur, 1 < 𝑝 < ∞, dan suatu fungsi 𝑓 di ℝ𝑛 

didefinisikan sebagai  

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

< ∞  (2.7) 
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Contoh 2.4. (Limanta, 2014) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
𝜒ℝ[−1,1](𝑥) ∈ 𝐿

𝑝(ℝ𝑛) untuk 𝑝 > 1, karena  

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

= ∫
1

|𝑥|𝑝
𝑑𝑥

ℝ𝑛[−1,1]

 

                  = 2∫
1

𝑥𝑝

∞

1

𝑑𝑥 

                     =
1

1 − 𝑝
𝑥1−𝑝|

1

∞

 

      =
1

𝑝 − 1
 

tetapi 𝑓 ∉ 𝐿1(ℝ𝑛), karena 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = 2
ℝ𝑛

∫
1

𝑥

∞

1

𝑑𝑥 = ln 𝑥|
1

∞

= ∞. 

 

Akan ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue adalah ruang bernorma. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛). 

1. ‖𝑓‖𝐿𝑝 ≥ 0 

Perhatikan bahwa  

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka jelas bahwa ‖𝑓‖𝐿𝑝 ≥ 0. 

2. ‖𝑓‖𝐿𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑓‖𝐿𝑝 = 0 

                               ‖𝑓‖𝐿𝑝 = 0  

        (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

= 0 (definisi norm ruang Lebesgue) 

((∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

)

𝑝

= 0𝑝 (kedua ruas dipangkatkan 𝑝) 

           ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

= 0 (hasil pemangkatan) 

                           𝑓(𝑥) = 0 (karena integral bernilai 0) 
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(⇐) Jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 (definisi norm ruang Lebesgue) 

             = (∫ |0|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 (diketahui) 

         = (∫ 0 𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 (hasil pemangkatan) 

= 0
1
𝑝         (hasil pengintegralan) 

= 0.          (hasil pemangkatan) 

 

3. ‖𝛼𝑓‖𝐿𝑝 = |𝛼|‖𝑓‖𝐿𝑝;  ∀𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝛼𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 (definisi norm ruang Lebesgue) 

                            = (∫ |𝛼|𝑝|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 (sifat pemangkatan mutlak) 

                           = (|𝛼|𝑝∫ |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
)

1
𝑝

 (sifat integral) 

                        = |𝛼| (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
)

1
𝑝

 (pengoperasian pangkat) 

 = |𝛼|‖𝑓‖𝐿𝑝 . (definisi norm ruang Lebesgue) 

 

4. ‖𝑓 + 𝑔‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝐿𝑝 

‖𝑓 + 𝑔‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
)

1
𝑝

    (definisi norm ruang Lebesgue) 

 ≤ (∫ (|𝑓(𝑥)|𝑝 + |𝑔(𝑥)|𝑝) 𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
)

1
𝑝

 (sifat pemangkatan mutlak) 

≤ [(∫ (|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
) + (∫ (|𝑔(𝑥)|𝑝) 𝑑𝑥

 

ℝ𝑛
)]

1
𝑝

 

(sifat integral tak 

tentu) 
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≤ (∫ (|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
)

1
𝑝

+ (∫ (|𝑔(𝑥)|𝑝)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
)

1
𝑝

 (operasi pangkat) 

= ‖𝑓‖𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝐿𝑝 . (definisi norm ruang Lebesgue) 

Dari aksioma-aksioma tersebut, diperoleh bahwa 𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang 

bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang Banach dengan 

menunjukkan kelengkapannya. Akan tetapi, akan ditunjukkan terlebih dahulu 

beberapa lemma yang akan digunakan untuk membuktikan kelengkapan dari 

𝐿𝑝(ℝ𝑛). 

Lemma 2.14. (Standar Penjumlahan Cauchy) (Bowers dan Kalton, 2014) Ruang 

bernorma 𝑋 lengkap jika dan hanya jika setiap barisan ∑ 𝑥𝑛
∞
𝑛=1  konvergen ke 𝑋 

ketika  ∑ ‖𝑥𝑛‖
∞
𝑛=1 < ∞. 

 

Bukti. Pertama, asumsikan 𝑋 lengkap dengan norma ‖∙‖ dan ∑ ‖𝑥𝑛‖ < ∞.
∞
𝑛=1  

Untuk 𝑛 ∈ ℕ, misalkan 𝑆𝑛 = 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛. Kemudian ‖𝑆𝑚 − 𝑆𝑛‖ ≤ ∑ ‖𝑥𝑘‖
𝑚
𝑗=𝑛+1  

untuk setiap 𝑚,𝑛 ∈ ℕ, maka (𝑆𝑛)𝑛=1
∞  barisan Cauchy. Oleh karena itu, karena 𝑋 

lengkap, maka barisan ∑ 𝑥𝑗
∞
𝑗=1  konvergen. 

Sebaliknya, asumsikan ∑ 𝑥𝑛
∞
𝑛=1  konvergen ketika ∑ ‖𝑥𝑛‖

∞
𝑛=1 < ∞. Misalkan 

(𝑦𝑛)𝑛=1
∞  barisan Cauchy di 𝑋. Ambil barisan monoton naik (𝑛𝑘)𝑘∈ℕ dari bilangan 

asli sedemikian sehingga 

‖𝑦𝑝 − 𝑦𝑞‖ <
1

2𝑘
 , ketika 𝑝 > 𝑞 ≥ 𝑛𝑘 . 

Misalkan 𝑦𝑛0 = 0. Maka  

𝑦𝑛𝑘 =∑(𝑦𝑛𝑗 − 𝑦𝑛𝑗−1) , 𝑘 ∈ ℕ

𝑘

𝑗=1

. 

Maka dari itu, diperoleh ‖𝑦𝑛𝑗 − 𝑦𝑛𝑗−1‖ <
1

2𝑗−1
, ∀𝑗 ≥ 2, sedemikian diperoleh 

bahwa ∑ ‖𝑦𝑛𝑗 − 𝑦𝑛𝑗−1‖
∞
𝑗=1 < ∞. Berarti bahwa subbarisan (𝑦𝑛𝑘)𝑘=1

∞
 konvergen ke 

beberapa unsur di 𝑋. Misalkan 𝑦 adalah nilai limit dari subbarisan (𝑦𝑛𝑘)𝑘=1
∞

. 

Misalkan diberikan 𝜀 > 0, dipilih Κ ∈ ℕ cukup besar sehingga ‖𝑦𝑛𝑘 − 𝑦‖ <
𝜀

2
 dan 

1

2𝐾
<
𝜀

2
. Berdasarkan definisi, jika 𝑚 > 𝑛𝐾, maka ‖𝑦𝑚 − 𝑦𝑛𝑘‖ ≤

1

2𝐾
. Maka, 

‖𝑦𝑚 − 𝑦‖ ≤ ‖𝑦𝑚 − 𝑦𝑛𝑘‖ + ‖𝑦𝑛𝑘 − 𝑦‖ <
1

2𝐾
+
𝜀

2
< 𝜀, 
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di mana 𝑚 > 𝑛𝐾 .  Oleh karena itu, (𝑦𝑚)𝑚=1
∞  adalah barisan konvergen.  

 

Lemma 2.15. (Lemma Fatou) (Royden dan Fitzpatrick, 2010) Misalkan {𝑓𝑛} 

barisan dari fungsi terukur tak negative di ℝ𝑛. 

Jika (𝑓𝑛) → 𝑓 hampir di mana-mana di ℝ𝑛, maka ∫ 𝑓 ≤ lim inf ∫ 𝑓𝑛
 

ℝ𝑛
 

ℝ𝑛
. (2.8) 

 

Bukti. Fungsi 𝑓 tak negatif dan terukur karena terdapat masing-masing titik limit 

pada fungsi dari barisan fungsi tersebut. Untuk menunjukkan ketaksamaan lemma 

tersebut, cukup dan perlu untuk menunjukkan bahwa jika ℎ fungsi terbatas dan 

terukur di mana 0 ≤ ℎ ≤ 𝑓 di ℝn, maka 

∫ ℎ ≤ lim inf∫ 𝑓𝑛

 

ℝ𝑛

 

ℝ𝑛
. 

Misalkan ℎ suatu fungsi. Pilih 𝑀 ≥ 0 di mana |ℎ| ≤ 𝑀 di ℝ𝑛. Definisikan           

𝐸0 = {𝑥 ∈ ℝ
𝑛|ℎ(𝑥) ≠ 0}. Maka 𝑚(𝐸0) < ∞. Misalkan 𝑛 bilangan asli, fungsi ℎ𝑛 

di ℝ𝑛 didefinisikan sebagai ℎ𝑛 = min{ℎ, 𝑓𝑛} di ℝ𝑛. Perhatikan bahwa fungsi ℎ𝑛 

terukur, yaitu 

0 ≤ ℎ𝑛 ≤ 𝑀 di 𝐸0 dan ℎ𝑛 = 0 di ℝ𝑛~𝐸0. 

Selanjutnya, untuk setiap 𝑥 di 𝐸, karena ℎ(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) dan  

{𝑓𝑛(𝑥)} → 𝑓(𝑥), {ℎ𝑛(𝑥)} → ℎ(𝑥). 

Berdasarkan teorema konvergen terbatas yang dibahas oleh Thomson (2020) 

diaplikasikan pada barisan terbatas seragam yang dibatasi oleh ℎ𝑛 di ℝ𝑛~𝐸0 bahwa 

lim
𝑛→∞

∫ ℎ𝑛

 

ℝ𝑛
= lim
𝑛→∞

∫ ℎ𝑛

 

𝐸0

= ∫ ℎ
 

𝐸0

= ∫ ℎ
 

ℝ𝑛
. 

Akan tetapi, ∀𝑛, ℎ𝑛 ≤ 𝑓𝑛 di ℝ𝑛, oleh karena itu dengan definisi integral 𝑓𝑛 atas 

ℝ𝑛, ∫ ℎ𝑛
 

𝐸
≤ ∫ 𝑓𝑛

 

ℝ𝑛
. Maka, 

∫ ℎ =
 

ℝ𝑛
lim
𝑛→∞

∫ ℎ𝑛

 

ℝ𝑛
≤ lim inf∫ 𝑓𝑛

 

ℝ𝑛
. 

 

Proposisi 2.16 (Bowers dan Kalton, 2014) 𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang Banach. 

 

Bukti.  Untuk menunjukkan bahwa 𝐿𝑝(ℝ𝑛) lengkap, maka akan digunakan Standar 

Penjumlahan Cauchy (Lemma (2.14)). 
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Asumsikan (𝑓𝑘)𝑘=1
∞  adalah barisan fungsi di 𝐿𝑝(ℝ𝑛) sedemikian sehingga 

∑ ‖𝑓𝑘‖𝐿𝑝
∞
𝑘=1 < ∞. Misalkan 𝑀 = ∑ ‖𝑓𝑘‖𝐿𝑝

∞
𝑘=1 . Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, definisikan 

𝑔𝑛(𝜔) = ∑ |𝑓𝑘(𝜔)|
∞
𝑘=1  untuk setiap 𝜔 ∈ ℝ𝑛. Perhatikan bahwa (𝑔𝑛)𝑛=1

∞  adalah 

fungsi barisan terukur tak negatif dan 𝑔𝑛 ≤ 𝑔𝑛+1 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan 

Lemma Fatou (Lemma (2.15)), diperoleh 

∫lim inf 
𝑛→∞

|𝑔𝑛|
𝑝𝑑𝑥 ≤ lim

𝑛→∞
𝑖𝑛𝑓∫|𝑔𝑛|

𝑝𝑑𝑥 = lim inf
𝑛→∞

‖𝑔𝑛‖𝐿𝑝
𝑝 ≤ 𝑀𝑝 < ∞. 

Berarti bahwa lim inf 
𝑛→∞

|𝑔𝑛|
𝑝 𝑑𝑥 < ∞ terukur hampir di mana-mana, dan akibatnya 

diperoleh 

(∑|𝑓𝑘|

𝑛

𝑘=1

)

𝑝

= lim
𝑛→∞

(∑|𝑓𝑘|

𝑛

𝑘=1

)

𝑝

= lim inf
𝑛→∞

|𝑔𝑛|
𝑝 < ∞ 

terukur di mana-mana. Sehingga, fungsi 𝑔 = ∑ |𝑓𝑘|
∞
𝑘=1  ada dan ‖𝑔‖𝑝 ≤ 𝑀. 

Kemudian, misalkan 𝑓 = ∑ 𝑓𝑘
∞
𝑘=1 , berarti bahwa 𝑓 ada dan terukur di mana-mana, 

karena |𝑓(𝜔)| ≤ 𝑔(𝜔); ∀𝜔 ∈ ℝ𝑛. Perhatikan juga bahwa 

|∑𝑓𝑘(𝜔)

𝑛

𝑘=1

| ≤ 𝑔(𝜔), 𝜔 ∈ ℝ𝑛 

Oleh karena itu, diperoleh bahwa ∑ 𝑓𝑘
𝑛
𝑘=1  konvergen ke 𝑓 di 𝐿𝑝.  

 

Kemudian didefinisikan ruang Lebesgue lokal sebagai berikut 

Definisi 2.17. (Mu’tazili, 2019) Ruang Lebesgue lokal 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛) didefinisikan 

sebagai semua fungsi terukur 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ yang memenuhi 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
 

𝐾

 𝑑𝑥 < ∞ (2.9) 

untuk setiap subhimpunan kompak 𝐾 ⊆ ℝ𝑛. 

 

2.8.2 Ruang Lebesgue Lemah 

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, masing-masing ruang fungsi 

memiliki kondisi lemahnya, begitu juga yang terjadi pada ruang Lebesgue. 

Definisi 2.18. (Grafakos, 2013) Misalkan 1 ≤ 𝑝 < ∞. Ruang Lebesgue lemah 

𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah himpunan semua fungsi terukur 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ sehingga 

‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝 < ∞ (2.10) 
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dengan |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}| menyatakan ukuran lebesgue dari                             

{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > λ}. 

 

Contoh 2.5. (Amalina, 2018) Misalkan suatu himpunan terukur didefinisikan 

sebagai 𝑋 = ℝ dan fungsi terukur 𝑓:𝑋 → ℝ didefinisikan dengan 

𝑓(𝑥) = {

𝑥

𝑥 − 1
, 𝑥 ∈ [−1,0]

       0, 𝑥 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 

untuk sembarang 0 < 𝑝 < ∞ maka 𝑓 ∈ 𝑤𝐿𝑝 . 

 

Ruang Lebesgue lemah merupakan ruang quasi-Banach telah dibuktikan 

oleh Limanta (2014) sebagai berikut. Pertama ditunjukkan bahwa ruang Lebesgue 

lemah adalah ruang quasi-norm. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑛). 

1. ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⟹) Jika ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = 0 

‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = 0   

sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝 = 0 (norm ruang Lebesgue lemah) 

(sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝)
𝑝

= 0𝑝 (kedua ruas dipangkatkan 𝑝) 

 sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = 0 (hasil pemangkatan) 

Perhatikan bahwa 𝑓(𝑥) bernilai mutlak, maka jelas bahwa 𝑓(𝑥) = 0. 

 

(⇐) Jika 𝑓(𝑥) = 0 

‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}|
1
𝑝 (norm ruang Lebesgue lemah) 

    = sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |0| > 𝜆}|
1
𝑝 (diketahui) 

= sup
𝜆>0

𝜆 |0|
1
𝑝                      (hasil pemangkatan) 

= sup
𝜆>0

𝜆 (0)                            (hasil pemangkatan) 

= 0.                                         (hasil perkalian) 
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2. ‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = |𝛼|‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝; ∀𝛼 ∈ ℝ 

Jika 𝛼 = 0, maka jelas bahwa ‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = |𝛼|‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝. Kemudian asumsikan 

𝛼 ≠ 0, maka diperoleh 

|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

|𝛼|
}| 

berakibat 

‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
𝜆>0

𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

|𝛼|
}|

1
𝑝
 

Ambil 𝛾 =
𝜆

|𝛼|
 maka diperoleh 

‖𝛼𝑓‖𝑤𝐿𝑝 = sup
𝛾>0
|𝛼|𝛾 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 

                   = |𝛼| sup
𝛾>0

𝛾 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1
𝑝 

= |𝛼|‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝                                 

 

3. ‖𝑓 + 𝑔‖𝑤𝐿𝑝 ≤ 𝑐(‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝑤𝐿𝑝); ∀𝑐 ≥ 1 

Perhatikan bahwa 

{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆} ⊆ {𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
} 

                                                                 ∪ {𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}. 

berakibat 

|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆}| ≤ |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}| 

                                                                 + |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}|. 

sehingga 

𝜆|𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆|
1
𝑝 ≤ 𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >

𝜆

2
}|

1
𝑝
 

                                                                  +𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}|

1
𝑝
 

(𝜆|𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆|
1
𝑝)
𝑝

= (𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|

1
𝑝
)

𝑝
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                                                                      +(𝜆 |{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}|

1
𝑝
) 

𝜆𝑝|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝜆} ≤ 𝜆𝑝  |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}|  

                                                                 +𝜆𝑝 |{ 𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑔(𝑥)| >
𝜆

2
}| 

maka diperoleh 

     ‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤𝐿𝑝

≤ 2𝑝  (sup
𝜆>0

𝜆𝑝  |{𝑥 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝜆

2
}| + sup

𝜆>0
𝜆𝑝  |{𝑥 ∶ |𝑔(𝑥)| >

𝜆

2
}|) 

= 2𝑝(‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝
𝑝  + ‖𝑔‖𝑤𝐿𝑝

𝑝 ).                                       

Selanjutnya akan ditunjukkan kelengkapan dari ruang Lebesgue lemah 

sebagai berikut. 

Misalkan (𝑓𝑛) adalah barisan Cauchy di 𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑛). 

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  sedemikian sehingga 

‖𝑓𝑘+1 − 𝑓𝑘‖𝑤𝐿𝑝 ≤ 𝑎𝑘; ∀𝑘 (2.11) 

karena 

𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛 = ∑ [𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗]; ∀𝑛, 𝑘

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

maka 

‖𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛‖𝑤𝐿𝑝 ≤ ∑ ‖𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗‖𝑤𝐿𝑝

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

   ≤  ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑤𝐿𝑝, maka 

|𝑓𝑛+𝑘(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤∑𝑎𝑗; ∀𝑛, 𝑘

∞

𝑗=𝑛

 

Barisan ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  konvergen, maka (𝑓𝑛(𝑥)) adalah barisan Cauchy terhadap 

bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap. 

Misalkan limit dari (𝑓𝑛(𝑥)) adalah 𝑓(𝑥), maka untuk 𝑘 → ∞ diperoleh 
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|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑𝑎𝑗 ; ∀𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝑤𝐿
𝑝

∞

𝑗=𝑛

 

Sehingga diperoleh bahwa (𝑓𝑛) konvergen seragam ke 𝑓(𝑥). Karena 𝑓(𝑛) kontinu, 

maka berlaku juga pada 𝑓. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan 

bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan 

Cauchy di 𝑤𝐿𝑝 memiliki subbarisan di mana persamaan (2.11) berlaku. Jadi, 

diperoleh bahwa 𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑛) adalah quasi-Banach. 

 

2.8.3 Ruang Morrey 

Ruang Morrey ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) merupakan salah satu ruang yang diperoleh dari 

modifikasi ruang Lebesgue. Ruang ini digagas oleh C. B. Morrey pada tahun 1938. 

Dikatakan demikian karena terdapat beberapa fungsi yang termuat di ruang Morrey 

tetapi tidak termuat di ruang Lebesgue. Sawano dkk., (2020) dalam jurnalnya 

menuliskan definisi ruang Morrey yang diambil dari definisi yang dituliskan oleh 

C.B. Morrey. 

Definisi 2.19. Misalkan 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Untuk suatu fungsi 𝑓 merupakan fungsi 

di 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛), norm ruang Morrey didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐵(𝑎,𝑟)
𝑑𝑥)

1
𝑝

. (2.12) 

 

Ruang Morrey yang diperoleh dari perluasan ruang Lebesgue dapat dilihat 

pada kasus ketika 𝑝 = 𝑞, yaitu 

‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑝
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐵(𝑎,𝑟)
𝑑𝑥)

1
𝑝

 (definisi untuk 𝑝 = 𝑞) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|0 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐵(𝑎,𝑟)
𝑑𝑥)

1
𝑝

   (operasi pengurangan) 

= (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐵(𝑎,𝑟)
𝑑𝑥)

1
𝑝

 (hasil perkalian) 

= ‖𝑓‖𝐿𝑝                                                         (definisi) 

sehingga ℳ𝑞
𝑝 = 𝐿𝑝 yang berarti merupakan perluasan dari ruang Lebesgue. 
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Contoh 2.6. (Mu’tazili, 2019) Fungsi konstan tak nol 𝑓(𝑥) = 𝑐 bukan anggota 

ruang Morrey dikarenakan 

‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑐|𝑝

𝐵(𝑎,𝑟)
𝑑𝑥)

1
𝑝

 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝|𝑐||𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑝  

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝑐| |𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞                   

= ∞.                                                       

 

Akan ditunjukkan bahwa ruang Morrey adalah ruang bernorma. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛). 

1. ‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 ≥ 0 

‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 

Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka jelas bahwa ‖𝑓‖𝑀𝑞
𝑝 ≥ 0. 

2. ‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = 0 

‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

= 0 

Perhatikan bahwa |𝐵(𝑎, 𝑟)| merupakan ukuran Lebesgue dengan 𝑟 > 0, 

sehingga diperoleh |𝐵(𝑎, 𝑟)| > 0. Maka haruslah 

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

= 0  

((∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

)

𝑝

= 0𝑝 (kedua ruas dipangkatkan 𝑝) 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

= 0 (hasil pemangkatan) 

 𝑓(𝑥) = 0. (karena integral bernilai 0) 
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(⇐) Jika 𝑓(𝑥) = 0 

‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

                              

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |0|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 (diketahui) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝(0)

1
𝑝 (hasil pengintegralan) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝(0) (hasil pemangkatan) 

= 0.                           (hasil perkalian) 

 

3. ‖𝛼𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 = |𝛼|‖𝑓‖ℳ𝑞

𝑝  ; untuk 𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑓‖𝑀𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝛼𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 (definisi) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝛼|𝑝|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 

(pemangkatan 

mutlak) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝 (|𝛼|𝑝∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 (sifat integral) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝|𝛼| (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 

(hasil 

pemangkatan) 

= |𝛼| sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 (sifat komutatif) 

= |𝛼|‖𝑓‖𝑀𝑞
𝑝.                                  (definisi) 

 

4. ‖𝑓 + 𝑔‖ℳ𝑞
𝑝 ≤ ‖𝑓‖ℳ𝑞

𝑝 + ‖𝑔‖ℳ𝑞
𝑝 

‖𝑓 + 𝑔‖ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 (definisi) 
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≤ sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝             

(∫ (|𝑓(𝑥)|𝑝 + |𝑔(𝑥)|𝑝)𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

 

(sifat pemangkatan 

mutlak) 

≤ sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝                             

[(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

+ (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝐵(𝑎,𝑟)

)

1
𝑝

] 

(sifat 

integral) 

≤ sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 

 + sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
−
1
𝑝 (∫ |𝑔(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐵(𝑎,𝑟)
)

1
𝑝

 

(operasi 

perkalian) 

= ‖𝑓‖ℳ𝑞
𝑝 + ‖𝑔‖ℳ𝑞

𝑝 .           (definisi) 

Dari aksioma-aksioma di atas, diperoleh bahwa ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang 

bernorma. Kemudian, untuk menunjukkan ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang Banach, perlu 

dibuktikan kelengkapan ruangnya yang ditunjukkan oleh proposisi berikut. 

Proposisi 2.20. (Rukmana, 2016) ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang Banach. 

 

Bukti. Ambil sembarang barisan Cauchy (𝑥𝑛) di ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛). Misalkan (𝑥𝑛𝑘) 

subbarisan dari (𝑥𝑛) di mana 𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ yang memenuhi 

‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛𝑘‖ℳ𝑞
𝑝 < 2−𝑘; ∀𝑚 ≥ 𝑛𝑘 . 

Kemudian, ∀𝑘 ∈ ℕ, definisikan 

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛1| +∑|𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖|

𝑘−1

𝑖=1

. 

Jelas bahwa 

‖𝑔𝑘‖ℳ𝑞
𝑝 ≤ ‖𝑓𝑛1‖ℳ𝑞

𝑝 +∑‖𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖‖ℳ𝑞
𝑝

𝑘−1

𝑖=1

< ‖𝑓𝑛1‖ℳ𝑞
𝑝 + 1 < ∞. 
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Misalkan  

𝑔 = lim
𝑘→∞

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛1| +∑|𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖|

∞

𝑖=1

. 

Berdasarkan Lemma Fatou (Lemma 2.15) di atas, diperoleh ‖𝑔‖ℳ𝑞
𝑝 ≤ ‖𝑓𝑛1‖ℳ𝑞

𝑝 +

1. Secara umum, 𝑔(𝑥) < ∞ hampir di mana-mana, sehingga deret 

𝑓𝑛1(𝑥) +∑(𝑓𝑛𝑖+1(𝑥) − 𝑓𝑛𝑖(𝑥))

𝑘−1

𝑖=1

 

konvergen mutlak untuk hampir semua 𝑥. Kemudian definisikan jumlah pada deret 

di atas sebagai 𝑓(𝑥) untuk 𝑥 di mana deret tersebut konvergen dan 𝑓(𝑥) = 0 untuk 

𝑥 lainnya. Karena 

𝑓𝑛1 +∑(𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖) = 𝑓𝑛𝑘

𝑘−1

𝑖=1

 

maka diperoleh 𝑓(𝑥) = lim
𝑖→∞

𝑓𝑛𝑖+1 (𝑥) hampir di mana-mana. Dengan begitu, cukup 

dibuktikan bahwa 𝑓 adalah titik limit dari 𝑓𝑛. Ambil sembarang 𝜀 > 0. Karena (𝑓𝑛) 

Cauchy, maka terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk semua 𝑚,𝑛 ≥ 𝑁 

diperoleh ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖ℳ𝑞
𝑝 <

𝜀

2
. Juga karena (𝑓𝑛𝑘) konvergen ke 𝑓, dapat dipilih 𝑘 

sedemikian sehingga 𝑛𝑘 > 𝑁 dan ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖ℳ𝑞
𝑝 <

𝜀

2
. Oleh karena itu, 

∥∥𝑓𝑛 − 𝑓∥∥ℳ𝑞
𝑝 = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘 + 𝑓𝑛𝑘 − 𝑓‖ℳ𝑞

𝑝

≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘‖ℳ𝑞
𝑝 + ‖𝑓𝑛𝑘 − 𝑓‖ℳ𝑞

𝑝

<
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀

 

untuk setiap 𝑛 > 𝑁. Hal ini membuktikan 𝑓𝑛 → 𝑓. Jadi ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) adalah ruang 

Banach.  

 

2.8.4 Ruang Morrey Lemah 

Ruang Morrey lemah yang merupakan kondisi lemah dari ruang Morrey juga 

diperkenalkan oleh C.B. Morrey. Limanta (2014) menuliskan dalam penelitiannya 

yang berjudul “Ruang Morrey Kuat dan Lemah” di mana ruang ini merupakan 

bentuk perluasan dari ruang Lebesgue lemah. 
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Definisi 2.21. Misalkan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Ruang Morrey lemah 𝑤ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) 

merupakan himpunan semua fungsi terukur yang memenuhi 

‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
−
1
𝑝 𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 < ∞, (2.13) 

dengan |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| menyatakan ukuran Lebesgue dari                  

{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}. 

 

Perhatikan bahwa jika 𝑝 = 𝑞, maka 

‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0 
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑝
−
1
𝑝𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 < ∞ 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0 

|𝐵(𝑎, 𝑟)|0                      

𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1
𝑝 < ∞ 

(operasi pengurangan) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0 

𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1
𝑝 < ∞ (hasil pangkat 0) 

        = ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝                                                         (definisi) 

sehingga 𝑤ℳ𝑞
𝑝 = 𝑤𝐿𝑝. Berarti bahwa ruang Morrey lemah merupakan 

perumuman dari ruang Lebesgue lemah. Selain itu, perhatikan bahwa 

|{𝑥 ∈ 𝐵 (𝑎, 𝑟) ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| = ∫ χ{𝑥∈ℝ𝑛∶ |𝑓(𝑥)|>𝛾}
𝐵(𝑎,𝑟)

(𝑥) 𝑑𝑥                   

                               = ∫ 𝜒(𝛾,∞)
𝐵(𝑎,𝑟)

 (|𝑓(𝑥)|) 𝑑𝑥, 

merupakan quasi-norm di ruang Morrey lemah yang juga dapat dinyatakan sebagai 

‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝛾>0
 ‖𝛾 𝜒{|𝑓|>𝛾}‖ℳ𝑞

𝑝  =  sup
𝛾>0 

‖𝛾 𝜒(𝛾,∞)(|𝑓|)‖ℳ𝑞
𝑝 

(Mu’tazili, 2019). 

 

Contoh 2.7. (Mu’tazili, 2019) Misalkan 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ dan ℎ(𝑥) = |𝑥|
−
𝑑

𝑞 , maka 

ℎ ∈ 𝑤ℳ𝑞
𝑝
 dan ‖ℎ‖𝑤ℳ𝑞

𝑝 = (
𝐶𝑑

𝑑
)

1

𝑞
. Dengan menghitung langsung, 

‖ℎ‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝛾>0
‖𝛾𝜒

{|𝑥|
−
𝑑
𝑞>𝛾}

‖

ℳ𝑞
𝑝
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= sup
𝛾>0

‖𝛾𝜒
{|𝑥|<𝛾

−
𝑞
𝑑}
‖

ℳ𝑞
𝑝

        

= sup
𝛾>0

‖𝛾𝜒
𝐵(0,𝛾

−
𝑞
𝑑)
‖

ℳ𝑞
𝑝

         

= sup
𝛾>0

𝛾 |𝐵 (0, 𝛾−
𝑞
𝑑)|

1
𝑞
           

= (
𝐶𝑑
𝑑
)

1
𝑞
 .                                  

 

Ruang Morrey lemah merupakan ruang quasi-Banach telah dibuktikan oleh 

Rukmana (2016) sebagai berikut. Pertama ditunjukkan bahwa ruang Morrey lemah 

adalah ruang quasi-norm. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑤ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛). 

1. ‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = 0 

‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 

              0 = sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞 
 − 
1
𝑝  𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 

Jelas bahwa |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| > 𝛾}| = 0 atau dengan kata lain                 

|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝑓(𝑥)| ≠ 0}| = 0 sehingga diperoleh 𝑓 = 0. 

 

(⟸) Jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 

                = sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |0| > 𝛾}|

1
𝑝 (diketahui) 

      = sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  0 > 𝛾}|

1
𝑝   (mutlak 0) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾(0)                   (hasil pangkat) 

= 0.                                                                  (hasil perkalian) 
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2. ‖𝛼𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = |𝛼| ‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞

𝑝  ; ∀𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
 − 
1
𝑝 𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝛼𝑓(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝  

                      = sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝 𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝛼𝑓(𝑥)| >

𝛾

|𝛼|
}|

1
𝑝
 

Pilih 𝛾′ =
𝛾

|𝛼|
 sehingga diperoleh 

‖𝛼𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
 − 
1
𝑝 |𝛼| 𝛾′ |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|

1
𝑝 

        = |𝛼| sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝 𝛾′|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|

1
𝑝 

 = |𝛼| ‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 .               (definisi) 

 

3. ‖𝑓 + 𝑔‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 ≤ 𝑐 (‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞

𝑝 + ‖𝑔‖𝑤ℳ𝑞
𝑝) ; ∀𝑐 ≥ 1 

Pilih 𝑐 = 2 karena 

|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}| ≤ |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝛾

2
| 

                                                                           + |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝛾

2
| 

dan pilih 𝛾′ =
𝛾

2
 maka diperoleh 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0
|𝐵(𝑎, 𝑟)|

1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾|{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|

1
𝑝 

≤ sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝                       

𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝛾

2
}|

1
𝑝
 

+ sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝 

 𝛾 |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝛾

2
}|

1
𝑝
 

(akibat 

pernyataan 

sebelumnya) 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾′>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝                

2𝛾′ |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|
1
𝑝 

(karena 𝛾′ =
𝛾

2
) 
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+ sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾′>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝  

2𝛾′ |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑔(𝑥)| > 𝛾′}|
1
𝑝 

= 2( sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾′>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾′ |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|

1
𝑝) 

+2( sup
𝑎∈ℝ𝑛,𝑟,𝛾′>0

|𝐵(𝑎, 𝑟)|
1
𝑞
 − 
1
𝑝  𝛾′ |{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝑔(𝑥)| > 𝛾′}|

1
𝑝) 

(sifat perkalian) 

 = 2 (‖𝑓‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 + ‖𝑔‖𝑤ℳ𝑞

𝑝).  (definisi) 

Selanjutnya akan ditunjukkan kelengkapan dari ruang Morrey lemah 

sebagai berikut. 

Misalkan (𝑓𝑛) adalah barisan Cauchy di 𝑤ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛). 

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  sedemikian sehingga 

‖𝑓𝑘+1 − 𝑓𝑘‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 ≤ 𝑎𝑘  ; ∀𝑘 (2.14) 

karena 

𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛 = ∑ [𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗] ; ∀𝑛, 𝑘

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

maka 

‖𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛‖𝑤ℳ𝑞
𝑝 ≤ ∑ ‖𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗‖𝑤ℳ𝑞

𝑝

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

  ≤ ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑤ℳ𝑞
𝑝

, maka 

|𝑓𝑛+𝑘(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑𝑎𝑗  ; ∀𝑛, 𝑘

∞

𝑗=𝑛

 

Barisan ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  konvergen, maka (𝑓𝑛(𝑥)) adalah barisan Cauchy terhadap 

bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap. 

Misalkan limit dari (𝑓𝑛(𝑥)) adalah 𝑓(𝑥), maka untuk 𝑘 → ∞ diperoleh 
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|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤∑𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 ; ∀𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝑤ℳ𝑞
𝑝
 

Sehingga diperoleh bahwa (𝑓𝑛) konvergen seragam ke 𝑓(𝑥). Karena 𝑓(𝑛) kontinu, 

maka berlaku juga pada 𝑓. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan 

bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan 

Cauchy di 𝑤ℳ𝑞
𝑝
 memiliki subbarisan di mana persamaan (2.14) berlaku. Jadi, 

diperoleh bahwa 𝑤ℳ𝑞
𝑝(ℝ𝑛) adalah quasi-Banach. 

 

2.8.5 Ruang Herz 

Ruang Herz merupakan kelas ruang fungsi yang diperkenalkan oleh Herz 

pada tahun 1968. Lu dkk. (2008) dalam bukunya yang berjudul “Herz Type Spaces 

and Their Application” menuliskan definisi ruang Herz sebagai berikut. 

Definisi 2.22. Misalkan 0 < 𝑝, 𝑞 ≤ ∞ dan 𝛼 ∈ ℝ. Ruang Herz �̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) 

didefinisikan sebagai 

�̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) ≔ {𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑛/{0}) ; ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 (ℝ𝑛) < ∞} (2.15) 

di mana 

‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≔ (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

 , (2.16) 

dengan 𝐴𝑘 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ; 2𝑘−1 ≤ |𝑥| < 2𝑘} dan 𝜒𝑘 = 𝜒𝐴𝑘 merupakan fungsi 

karakteristik dari 𝐴𝑘 . 

  

Ruang Herz merupakan perluasan dari ruang Lebesgue ketika 𝛼 = 0,        

𝑞 = 𝑝, dan 𝜒𝐴𝑘 = 1 yaitu 

‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑝0 = (∑2𝑘(0)𝑝

𝑘∈ℤ

‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑝 )

1
𝑝

   (diketahui) 

= (‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑝 )

1
𝑝
                (pangkat 0) 

= ‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)                       (perkalian pangkat) 

= ‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑛).                          (diketahui dan perkalian) 
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2.8.6 Ruang Herz Lemah 

Seperti halnya ruang Herz lemah, Lu dkk. (2008) dalam bukunya yang 

berjudul “Herz Type Spaces and Their Application” juga menuliskan definisi ruang 

Herz lemah sebagai berikut. 

Definisi 2.23. Misalkan 𝛼 ∈ ℝ, 0 < 𝑞 < ∞ dan 0 < 𝑝 ≤ ∞. Suatu fungsi terukur 𝑓 

di ℝ𝑛 merupakan fungsi pada ruang Herz lemah 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼  jika 

‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≔ sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

< ∞, (2.17) 

di mana 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓) = |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|. 

 

Perhatikan bahwa ketika 𝛼 = 0 dan 𝑞 = 𝑝, maka diperoleh 

‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑝0 = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘(0)𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑝

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 (diketahui) 

= sup
𝛾>0

𝛾(𝑚𝑘(𝛾, 𝑓))
1
𝑝     (perkalian pangkat) 

   = sup
𝛾>0

𝛾|{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
1
𝑝 (definisi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)) 

= ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝                           (definisi) 

sehingga disimpulkan bahwa ruang Herz lemah merupakan perluasan dari ruang  

Lebesgue lemah. 

 

2.8.7 Ruang Herz-Morrey 

Seiring berjalannya waktu, banyak peneliti yang mulai mengombinasikan 

beberapa beberapa karakteristik ruang yang ada menjadi karakteristik ruang baru. 

Salah satunya adalah pengombinasian ruang Herz dengan ruang Morrey yang 

dikenal dengan ruang Herz-Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛). Ruang ini diperkenalkan oleh Lu 

dan Xu pada tahun 2005 yang dituliskan dalam jurnalnya yang berjudul 

“Boundedness of Rough Singular Integral Operators on The Homogeneous 

Morrey-Herz Spaces”. 

 Sebelum mendefinisikan ruang Herz-Morrey sendiri, kita definisikan 

terlebih dahulu 𝐵𝑘 = 𝐵(0,2
𝑘) bola buka yang berpusat di 0 dan berjari-jari 2𝑘. 
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Misalkan 𝐵𝑘 = 𝐵(0,2
𝑘) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶  |𝑥| ≤ 2𝑘} dan 𝐴𝑘 =

𝐵𝑘

𝐵𝑘−1
 untuk 𝑘 ∈ ℤ. 

Kemudian misalkan 𝜒𝑘 = 𝜒𝐴𝑘  untuk 𝑘 ∈ ℤ fungsi karakteristik dari himpunan 𝐴𝑘 

(Lu dan Xu, 2005). 

Definisi 2.24. Misalkan 𝑎 ∈ ℝ, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < 𝑞 < ∞, dan 𝜆 ≥ 0. Ruang Herz-

Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) didefenisikan sebagai 

ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑛/ {0}) , ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆(ℝ𝑛)
< ∞} , (2.18) 

di mana 

‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆(ℝ𝑛)
= sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑞‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞

. (2.19) 

 

2.8.8 Ruang Herz-Morrey Lemah 

Sama seperti ruang-ruang sebelumnya yang didefinisikan kondisi 

lemahnya, ruang Herz-Morrey juga memiliki kondisi lemahnya yang dituliskan 

juga definisinya oleh Lu dan Xu (2005) sebagai berikut. 

Definisi 2.25. Misalkan 𝛼 ∈ ℝ, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝜆 ≥ 0, dan 0 < 𝑞 < ∞. Ruang Herz-

Morrey lemah (𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛)) merupakan himpunan semua fungsi terukur 𝑓 ∈

𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛/ {0}) yang memenuhi 

‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆(ℝ𝑛)
= sup

𝛾>0
𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

< ∞. (2.20) 

di mana 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓) = |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|. 

 

2.9 Konsep Menaati Perintah 

Menaati perintah Allah dan Rasul merupakan suatu kewajiban bagi orang 

mukmin, karena dalam rukun iman telah disebutkan iman kepada Allah dan iman 

kepada Rasul. Iman kepada Allah berarti mempercayai dengan sepenuh hati bahwa 

Allah ada dan Esa, sedangkan iman kepada Rasul berarti mempercayai bahwa Rasul 

adalah utusan Allah untuk mengajarkan syariat-syariat Islam yang harus ditaati oleh 

orang-orang mukmin. Dalam Surah An-Nisa' ayat 59 disebutkan bahwa 
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تُمأ فِِ يَأٰٰٓ   رِ مِنكُمأ فإِٰن تٰ نٰٓزٰعأ ٰمأ ءٍ فٰ رُدُّوهُ  ي ُّهٰا ٱلَّذِينٰ ءٰامٰنُ وأا۟ أٰطِيعُوا۟ ٱللََّّٰ وٰأٰطِيعُوا۟ ٱلرَّسُولٰ وٰأوُ۟لِِ ٱلأأ  شٰىأ

سٰنُ تَٰأ  لِكٰ خٰيرأٌ وٰأٰحأ ءٰاخِرِ ذٰٓ مِ ٱلأ مِنُونٰ بٱِللََِّّ وٰٱلأيٰ وأ وِيلً إِلِٰ ٱللََِّّ وٰٱلرَّسُولِ إِن كُنتُمأ تُ ؤأ   

“Hai orang-orang yang beriman, taatilah Allah dan taatilah Rasul (Nya), dan Ulil 

Amri di antara kamu. Kemudian jika kamu berlainan pendapat tentang sesuatu, 

maka kembalikanlah ia kepada Allah (Al-Qur'an) dan Rasul (sunnahnya), jika 

kamu benar-benar beriman kepada Allah dan hari kemudian. Yang demikian itu 

lebih utama (bagimu) dan lebih baik akibatnya". 

Ayat ini membahas tentang perintah untuk taat kepada Allah, Rasul, dan 

Ulil Amri. Ar-Rifa’i (1999) menjelaskan bahwa kalimat "Taatlah kepada Allah" 

berarti mengikuti kitab-Nya, "Taatlah kepada Rasul" berarti memegang teguh 

sunnah-sunnahnya sedangkan "Taatlah kepada Ulil Amri di antara kamu" bermakna 

ketaatan terhadap perintah mereka dengan ketaatan terhadap Allah, bukan ketaatan 

terhadap kemaksiatan maupun kemungkaran, karena tidak ada ketaatan bagi 

makhluk yang merupakan kemaksiataan kepada sang pencipta. Sebagaimana dalam 

hadis sahih, 

“Diriwayatkan oleh Imam Bukhari dan Muslim dari Abu Hurairah, ia berkata: 

Bersabda Rasulullah saw. 'Barangsiapa menaatiku, maka dia menaati Allah. 

Barangsiapa mendurhakaiku, maka dia mendurhakai Allah. Barangsiapa menaati 

amirku, berarti dia menaati aku. Barangsiapa yang mendurhakai amirku, berarti 

dia mendurhakai aku'”. (HR. Bukhari dan Muslim). 

Hadis di atas diperjelas oleh Ibnu Hajar al-Asqalani, 

“Dalam hadis tersebut terdapat dalil wajibnya menaati penguasa, dengan syarat 

dalam perkara yang bukan maksiat. Adapun hikmah dari perintah untuk menaati 

penguasa adalah terjaganya persatuan kaum muslimin. Sebab, dalam perpecahan 

terdapat (banyak) kerusakan." (Al-‘Asqalani, 2011) 

'Ali bin Abi Thalhah meriwayatkan, dari Ibu 'Abbas bahwa “Dan Ulil Amri 

di antara kamu” adalah ahli fiqih (orang yang memahami ilmu-ilmu agama) dan 

ahli agama. Demikian pula Mujahid, 'Atha', al-Hasan al-Bashri dan Abul 'Aliyah 

berkata bahwa “Dan Ulil Amri di antara kamu” adalah ulama. Namun secara 

umum, Ulil Amri mencakup setiap pemegang urusan, baik umara maupun ulama 

(Ghoffar, 2007). 

Kemudian pada kalimat “Apabila kamu berselisih mengenai sesuatu, maka 

kembalikanlah ia kepada Allah dan Rasul” dijelaskan oleh Ar-Rifa’i (1999) bahwa 

maksudnya adalah dalam menghadapi segala perkara yang menimbulkan 

perselisihan di antara manusia maka dikembalikan kepada Al-Qur'an dan Sunnah. 
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Selanjutnya pada “Perkara apa saja yang kamu perselisihkan, maka ketetapannya 

dikembalikan kepada Allah” bermakna apapun yang telah ditetapkan oleh Al-

Qur'an dan Sunnah, kemudian keduanya membuktikan kesahihan perkara, maka 

itulah kebenaran. Sedangkan “Jika kamu beriman kepada Allah dan hari akhir, hal 

itu lebih baik” berarti kembalikanlah perselisihan yang terjadi kepada Kitab Allah 

dan Sunnah Rasul, di sanalah penyelesaian masalah akan ditunjukkan. Dijelaskan 

juga bahwa ayat ini mengandung makna bahwa barangsiapa yang tidak berhakim 

kepada Kitab Allah dan Sunnah Rasul dalam perkara yang diperselisihkan, maka 

dia bukanlah orang yang beriman kepada Allah dan hari akhir. 

Seorang mufasir Ibnu al-Arabi menafsirkan bahwa dalam Surah An-Nisa' 

ayat 59 mencakup tiga pembahasan. Pertama, tentang hakikat taat. Kedua, dalam 

firman Allah “dan Ulil Amri di antara kamu”, terdapat dua pendapat tentang Ulil 

Amri, a) Maimun bin Mihran yaitu ahbāb al-saraya (pemimpin pasukan), b) Jabir 

mengatakan bahwa Ulil Amri yaitu ulama (ahli ilmu). Akan tetapi paling shahih 

menurut sebagian besar ulama, sesungguhnya Ulil Amri adalah umara’ (para 

pemimpin) dan ulama’ (ahli ilmu). Ketiga, penyelesaian perselisihan, Ibnu al-Arabi 

menyatakan bahwa perbedaan pendapat diselesaikan dengan merujuk kepada kitab 

Allah, Al-Qur'an. Apabila tidak ditemukan maka merujuk kepada sunnah Rasul. 

Apabila jika masih tidak ditemukan, maka dilakukan ijtihad (Rahman, 2017). 

Kemudian dari Surah An-Nisa' ayat 59 tersebut dipertegas lagi perintahnya 

dalam Surah An-Nisa' ayat 80, 

ٰ ۚ وٰمٰنأ تٰ وٰلِٰٓ فٰمٰاأ ارٰأسٰلأنٓكٰ عٰلٰيأهِمأ حٰفِيأظاً  لٰ فٰ قٰدأ اطٰاٰعٰ اللَّٰٓ   مٰنأ يُّطِعِ الرَّسُوأ

Barangsiapa menaati Rasul (Muhammad), maka sesungguhnya dia telah menaati 

Allah. Dan barangsiapa berpaling (dari ketaatan itu), maka (ketahuilah) Kami 

tidak mengutusmu (Muhammad) untuk menjadi pemelihara mereka”. 

Berdasarkan tafsir ayat dalam Ar-Rifa’i (1999), Allah memberitahukan 

bahwa barangsiapa yang menaati rasul-Nya, maka sesungguhnya dia telah menaati 

Allah. Dan barangsiapa yang mendurhakainya, maka dia mendurhakai Allah. Hal 

ini dikarenakan apa yang dikatakan oleh Rasul-Nya adalah wahyu dari Allah. 

Kemudian dalam kalimat “Dan barangsiapa berpaling, maka Kami tidak 

mengutusmu untuk menjadi pemelihara mereka”. maksudnya adalah bahwa tugas 

Nabi Muhammad yaitu menyampaikan risalah. Sehingga barangsiapa yang 

mengikuti Nabi Muhammad maka dia akan selamat dan berbahagia. Sedangkan 
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barangsiapa yang berpaling dari Nabi Muhammad maka dia akan merugi dan Nabi 

Muhammad tidak memiliki wewenang sedikitpun terhadap (keberpalingan) itu. 

Menurut Imam Syafi'i, dalam Surah An-Nisa' ayat 80 tersebut menjelaskan 

bahwa Allah mengistimewakan Nabi Muhammad sebagai penerima wahyu, dan 

menjelaskan keutamaan beliau sebagai juru penerang bagi makhluk-Nya. Maka dari 

itu Allah mewajibkan seluruh umat manusia agar menaati Nabi Muhammad. Setiap 

makhluk Allah harus mengetahui bahwa Nabi Muhammad hanya menyabdakan 

sesuatu sesuai dengan firman Allah. Dan pernyataan beliau tidak akan bertentangan 

dengan Al-Qur'an. Dengan begitu, Al-Qur'an dan Sunnah merupakan dua sumber 

hukum yang tidak ada pertentangan di dalamnya. Apabila umat manusia menentang 

kedua hukum tersebut, berarti mereka telah bermaksiat kepada Allah dan 

keputusan-keputusan yang diambil tidak sah (Al-Farran, 2008). 

 

 



 

40 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Syarat Cukup Ketaksamaan Hӧlder di Ruang Herz-Morrey 

Dalam mengaplikasikan ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey, 

terlebih dahulu ditunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey adalah ruang Banach, begitu 

juga dengan kondisi lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah yang ditunjukkan 

ke ruang quasi-Banach. Ruang Herz-Morrey yang merupakan bentuk kolaborasi 

antara ruang Herz dan ruang Morrey, sehingga mengharuskan untuk diketahui 

terlebih dahulu jika kedua ruang tersebut adalah ruang Banach. Sedangkan kedua 

ruang tersebut merupakan perluasan dari ruang Lebesgue. Sehingga perlu diketahui 

terlebih dahulu bahwa ruang Lebesgue adalah ruang Banach. Tujuan dari perlu 

ditunjukkannya bahwa ruang-ruang tersebut adalah ruang Banach yakni untuk 

mengetahui keberlakuan norm dari ruang tersebut, di mana ruang Banach 

merupakan ruang bernorma yang lengkap sebagaimana dituliskan dalam Definisi 

2.9. Ruang Lebesgue adalah ruang Banach telah dibuktikan di Proposisi 2.16 dan 

ruang Morrey adalah ruang Banach telah dibuktikan juga di Proposisi 2.20. 

Sedangkan untuk ruang Lebesgue lemah dan ruang Morrey lemah masing-masing 

telah dibuktikan oleh Limanta (2014) dan Rukmana (2016) di bab sebelumnya. 

Sehingga pada bab ini akan dibuktikan bahwa ruang Herz dan ruang Herz-Morrey 

adalah ruang Banach, begitu juga ruang Herz lemah dan ruang Herz-Morrey lemah 

adalah ruang quasi-Banach. 

 

Teorema 3.1. Misalkan 0 < 𝑝, 𝑞 ≤ ∞ dan 𝛼 ∈ ℝ, norm di ruang Herz 

didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≔ (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

 , (3.1) 

maka ruang Herz �̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) adalah ruang Banach. 
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Bukti. Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Sehingga akan 

ditunjukkan bahwa ruang Herz �̇�𝑝,𝑞
𝛼  adalah ruang bernorma yang memuat barisan 

Cauchy yang konvergen. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ �̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛). Untuk menjadi ruang bernorma, maka ruang 

Herz �̇�𝑝,𝑞
𝛼  harus memenuhi keempat sifat berikut. 

1. ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≥ 0 

‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

                      

           = (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(definisi norm ruang 

Lebesgue) 

Perhatikan bahwa berdasarkan definisi mutlak dan sifat penjumlahan, maka 

diperoleh ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≥ 0. 

 

2. ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = 0 

                                                         ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = 0  

                       (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

)

1
𝑞

= 0 
(definisi norm ruang 

Herz) 

       (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

= 0 

(definisi norm ruang 

Lebesgue) 

(

 
 
(∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝 𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

)

 
 

𝑞

= 0𝑞 
(kedua ruas 

dipangkatkan 𝑞) 

                   ∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

= 0     (perkalian pangkat) 

Perhatikan bahwa 𝑘 ∈ ℤ sehingga diperoleh nilai 2𝑘𝛼𝑝 bernilai > 0. Kemudian 

terdapat dua kemungkinan sebagai berikut. 
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i) Untuk 𝜒𝑘 = 1 

Jelas bahwa untuk 𝜒𝑘 = 1, 𝑓(𝑥) akan bernilai 0. 

ii) Untuk 𝜒𝑘 = 0 

Perhatikan bahwa  

(∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑞
𝑝

= 0 

Untuk 𝜒𝑘 = 0 berarti memungkinan untuk nilai 𝑓(𝑥) ≠ 0. Akan tetapi 

perhatikan bahwa berdasarkan Definisi 2.22, nilai 𝜒𝑘 = 𝜒𝐴𝑘 dan untuk 

𝐴𝑘 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ; 2𝑘−1 ≤ |𝑥| < 2𝑘}. Oleh karena 𝐴𝑘 jelas bernilai positif 

untuk sembarang 𝑘, maka dapat dipastikan bahwa 𝑓(𝑥) = 0. 

Sehingga dari kedua kemungkinan di atas diperoleh bahwa 𝑓(𝑥) = 0. 

 

(⇐) Jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

                 
(definisi norm ruang 

Herz) 

               = (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(definisi norm ruang 

Lebesgue) 

             = (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |(0)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 (diketahui) 

= (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ 0𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 (operasi perkalian) 

= (∑2𝑘𝛼𝑞(0)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝
)

1
𝑞

               (operasi pengintegralan) 

= (0)
1
𝑞                                     (operasi penjumlahan) 

= 0.                                         (hasil pemangkatan) 
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3. ‖𝛼𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = |𝛼|‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ; ∀𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖𝛼𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

               
(definisi norm ruang 

Herz) 

         = (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

|𝛼|𝑞‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

 

(sifat ruang norm di 

ruang Lebesgue) 

   = |𝛼|(∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

 
(operasi perkalian 

pangkat) 

= |𝛼|‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 .                                    (definisi) 

 

4. ‖𝑓 + 𝑔‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≤ ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 + ‖𝑔‖�̇�𝑝,𝑞𝛼  

‖𝑓 + 𝑔‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 = (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈ℤ

‖(𝑓 + 𝑔)𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

)

1
𝑞

                                               

= (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝜒𝑘|
𝑝
𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

               

= (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘 + 𝑔(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

              

≤ (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 + |𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝 𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

        

(sifat penjumlahan pangkat mutlak) 

        ≤ (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
+∫ |𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝 𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

   

(sifat integral tak tentu) 

                 ≤ (∑2𝑘𝛼𝑞

𝑘∈𝑍

[(∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑞
𝑝

+ (∫ |𝑔(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑞
𝑝

])

1
𝑞

 

(sifat bilangan berpangkat) 

(definisi norm 

ruang Herz) 

(definisi norm 

Lebesgue) 

(sifat 

distributif) 



44 

 

≤ (∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

                                

+(∑2𝑘𝛼𝑞 (∫ |𝑔(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑘∈𝑍

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

                     

= ‖𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 + ‖𝑔‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 .                                                            

Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa �̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) 

adalah ruang bernorma. Selanjutnya akan ditunjukkan kelengkapannya sebagai 

berikut. 

Ambil sembarang barisan Cauchy (𝑥𝑛) di �̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛). Misalkan (𝑥𝑛𝑘) subbarisan 

dari (𝑥𝑛) di mana 𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ yang memenuhi 

‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛𝑘‖�̇�𝑝,𝑞𝛼
< 2−𝑘; ∀𝑚 ≥ 𝑛𝑘 . 

Kemudian, ∀𝑘 ∈ ℕ, definisikan 

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛| +∑|𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖|

𝑘−1

𝑖=1

. 

Jelas bahwa 

‖𝑔𝑘‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≤ ‖𝑓𝑛1‖�̇�𝑝,𝑞𝛼
+∑‖𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖‖�̇�𝑝,𝑞𝛼

𝑘−1

𝑖=1

< ‖𝑓𝑛1‖�̇�𝑝,𝑞𝛼
+ 1 < ∞. 

Misalkan 

𝑔 = lim
𝑘→∞

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛1| +∑|𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖|

𝑘−1

𝑖=1

. 

Berdasarkan Lemma Fatou (Lemma 2.15) di atas, diperoleh 

‖𝑔‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≤ ‖𝑓𝑛1‖�̇�𝑝,𝑞𝛼
+ 1. 

Secara umum, 𝑔(𝑥) < ∞ hampir di mana-mana, sehingga deret 

𝑓𝑛1(𝑥) +∑(𝑓𝑛𝑖+1(𝑥) − 𝑓𝑛𝑖(𝑥))

𝑘−1

𝑖=1

 

konvergen mutlak untuk hampir semua 𝑥. Kemudian definisikan jumlah pada deret 

di atas sebagai 𝑓(𝑥) untuk 𝑥 di mana deret tersebut konvergen dan 𝑓(𝑥) = 0 untuk 

𝑥 lainnya. Karena 

(sifat 

distributif) 
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𝑓𝑛1 +∑(𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖)

𝑘−1

𝑖=1

= 𝑓𝑛𝑘 , 

maka diperoleh 𝑓(𝑥) = lim
𝑖→∞

𝑓𝑛𝑖+1 (𝑥) hampir di mana-mana. Dengan begitu, cukup 

dibuktikan bahwa 𝑓 adalah titik limit dari 𝑓𝑛. Ambil sembarang 𝜀 > 0. Karena (𝑓𝑛) 

Cauchy, maka terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk semua 𝑚,𝑛 ≥ 𝑁 

diperoleh ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 <
𝜀

2
. Juga karena (𝑓𝑛𝑘) konvergen ke 𝑓, dapat dipilih 𝑘 

sedemikian sehingga 𝑛𝑘 > 𝑁 dan ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖�̇�𝑝,𝑞𝛼 <
𝜀

2
. Oleh karena itu, 

∥∥𝑓𝑛 − 𝑓∥∥�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘 + 𝑓𝑛𝑘 − 𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼

≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘‖�̇�𝑝,𝑞𝛼
+ ‖𝑓𝑛𝑘 − 𝑓‖�̇�𝑝,𝑞𝛼

<
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀

 

untuk setiap 𝑛 > 𝑁. Hal ini membuktikan 𝑓𝑛 → 𝑓. Jadi �̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) adalah ruang 

Banach.  

 

Teorema 3.2. Misalkan 𝑎 ∈ ℝ, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < 𝑞 < ∞, dan 𝜆 ≥ 0, norm di ruang 

Herz-Morrey didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 ≔ sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑞‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞

 , (3.2) 

maka ruang Herz-Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) adalah ruang Banach. 

 

Bukti. Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Sehingga akan 

ditunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 adalah ruang bernorma yang 

memuat barisan Cauchy yang konvergen. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛). Untuk menjadi ruang bernorma, maka ruang 

Herz-Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 harus memenuhi keempat sifat berikut. 

1. ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆  ≥ 0 

‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑞‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞
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                  = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆 ( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(definisi 

norm ruang 

Lebesgue) 

Perhatikan bahwa berdasarkan definisi mutlak dan sifat penjumlahan, maka 

diperoleh ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆  ≥ 0. 

 

2. ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 0 

sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑞‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞

= 0  

   𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

= 0 

(definisi 

norm ruang 

Lebesgue) 

Perhatikan bahwa untuk 𝑘0 ∈ ℤ, 2
−𝑘0𝜆 =

1

2𝑘0𝜆
> 0 , sehingga haruslah 

( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

= 0

(

 
 
( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

)

 
 

𝑞

= 0𝑞

∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

= 0

 

Perhatikan bahwa 𝑘 ∈ ℤ sehingga diperoleh nilai 2𝑘𝛼𝑝 bernilai > 0. Kemudian 

terdapat dua kemungkinan sebagai berikut. 

 

i) Untuk 𝜒𝑘 = 1 

Jelas bahwa untuk 𝜒𝑘 = 1, 𝑓(𝑥) akan bernilai 0. 

ii) Untuk 𝜒𝑘 = 0 

Perhatikan bahwa  

(kedua ruas 

dipangkatkan 𝑞) 

(hasil 

pemangkatan) 
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(∫ |𝑓(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝 𝑑𝑥

ℝ𝑛
)

𝑞
𝑝

= 0 

Untuk 𝜒𝑘 = 0 berarti memungkinan untuk nilai 𝑓(𝑥) ≠ 0. Akan tetapi 

perhatikan bahwa berdasarkan Definisi 2.22, nilai 𝜒𝑘 = 𝜒𝐴𝑘 dan untuk 

𝐴𝑘 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ; 2𝑘−1 ≤ |𝑥| < 2𝑘}. Oleh karena 𝐴𝑘 jelas bernilai positif 

untuk sembarang 𝑘, maka dapat dipastikan bahwa 𝑓(𝑥) = 0. 

Sehingga dari kedua kemungkinan di atas diperoleh bahwa 𝑓(𝑥) = 0. 

 

(⇐) Jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|(0)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
0 𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞(0)
𝑞
𝑝)

1
𝑞

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞(0))

1
𝑞

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆(0)
1
𝑞

= 0.

 

(definisi norm 

Lebesgue) 

(diketahui) 

(hasil 

perkalian) 

(hasil 

pengintegralan) 

(operasi perkalian) 

(operasi penjumlahan) 

(operasi perkalian) 
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3. ‖𝛼𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = |𝛼|‖𝑓‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 ; ∀𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞∥∥𝛼𝑓𝜒𝑘∥∥𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

                                    

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞|𝛼|𝑞∥∥𝑓𝜒𝑘∥∥𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

          

= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆|𝛼|( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞∥∥𝑓𝜒𝑘∥∥𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

            

= |𝛼|𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞∥∥𝑓𝜒𝑘∥∥𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

)

1
𝑞

            

= |𝛼|‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 .                                                               

 

4. ‖𝑓 + 𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 ≤ ‖𝑓‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 + ‖𝑔‖ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆  

‖𝑓 + 𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞‖(𝑓 + 𝑔)𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞 )

1
𝑞

                     

(definisi norm ruang Herz-Morrey) 

                        = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(definisi norm Lebesgue) 

                         = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘 + 𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(sifat distributif) 

(sifat ruang norm di 

ruang Lebesgue) 

(operasi perkalian 

pangkat) 

(sifat komutatif) 
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≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆                                                                

( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝 + |𝑔(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(sifat penjumlahan pangkat mutlak) 

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆                                                               

( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥 + ∫  
ℝ𝑛
|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(sifat integral tak tentu) 

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆                                                              

( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑝 [(∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

+ (∫  
ℝ𝑛
|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

])

1
𝑞

 

(sifat bilangan berpangkat) 

          ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑝 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

+𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑝 (∫  
ℝ𝑛
|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(sifat distributif) 

= ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 + ‖𝑔‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 .                                   

Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) 

adalah ruang bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) adalah 

ruang Banach dengan menunjukkan kelengkapannya sebagai berikut 

Ambil sembarang barisan Cauchy (𝑥𝑛) di ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛). Misalkan (𝑥𝑛𝑘) 

subbarisan dari (𝑥𝑛) di mana 𝑛1 < 𝑛2 < . . . yang memenuhi 

‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛𝑘‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 < 2

−𝑘; ∀𝑚 ≥ 𝑛𝑘 . 

 

(definisi) 
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Kemudian, ∀𝑘 ∈ ℕ, definisikan 

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛| +∑|𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖|

𝑘−1

𝑖=1

. 

Jelas bahwa 

‖𝑔𝑘‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 ≤ ‖𝑓𝑛1‖ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 +∑‖𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

𝑘−1

𝑖=1

<  ‖𝑓𝑛1‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 + 1 < ∞. 

Misalkan 

𝑔 = lim
𝑘→∞

𝑔𝑘 = |𝑓𝑛1| +∑|𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖|

𝑘−1

𝑖=1

. 

Berdasarkan Lemma Fatou (Lemma 2.15) di atas, diperoleh 

‖𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 ≤ ‖𝑓𝑛1‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 + 1. 

Secara umum, 𝑔(𝑥) < ∞ hampir di mana-mana, sehingga deret  

𝑓𝑛1(𝑥) +∑  

𝑘−1

𝑖=1

(𝑓𝑛𝑖+1(𝑥) − 𝑓𝑛𝑖(𝑥)) 

Konvergen mutlak untuk hampir semua 𝑥. Kemudian definisikan jumlah pada deret 

di atas sebagai 𝑓(𝑥) untuk 𝑥 di mana deret tersebut konvergen dan 𝑓(𝑥) = 0 untuk 

𝑥 lainnya. Karena 

𝑓𝑛1 +∑  

𝑘−1

𝑖=1

(𝑓𝑛𝑖+1 − 𝑓𝑛𝑖) = 𝑓𝑛𝑘 ,, 

maka diperoleh 𝑓(𝑥) = lim
𝑖→∞

𝑓𝑛𝑖+1 (𝑥) hampir di mana-mana. Dengan begitu, cukup 

dibuktikan bahwa 𝑓 adalah titik limit dari 𝑓𝑛. Ambil sembarang 𝜀 > 0. Karena (𝑓𝑛) 

Cauchy, maka terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk semua 𝑚,𝑛 ≥ 𝑁 

diperoleh ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 <

𝜀

2
. Juga karena (𝑓𝑛𝑘) konvergen ke 𝑓, dapat dipilih 𝑘 

sedemikian sehingga 𝑛𝑘 > 𝑁 dan ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 <

𝜀

2
. Oleh karena itu, 

∥∥𝑓𝑛 − 𝑓∥∥ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘 + 𝑓𝑛𝑘 − 𝑓‖ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆

≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑘‖ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 + ‖𝑓𝑛𝑘 − 𝑓‖ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆

<
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀
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untuk setiap 𝑛 > 𝑁. Hal ini membuktikan 𝑓𝑛 → 𝑓. Jadi ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) adalah ruang 

Banach.  

 

Teorema 3.3. Misalkan 𝛼 ∈ ℝ, 0 < 𝑞 < ∞ dan 0 < 𝑝 ≤ ∞, norm di ruang Herz 

lemah didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≔ sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 , (3.3) 

maka ruang Herz lemah 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼  adalah ruang quasi-Banach. 

 

Bukti. Ruang quasi-Banach adalah ruang quasi-norm yang lengkap. Sehingga akan 

ditunjukkan bahwa ruang Herz lemah 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼  adalah ruang quasi-norm yang 

memiliki kelengkapan. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛). Untuk menjadi ruang quasi-norm, maka 

ruang Herz lemah 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼  harus memenuhi ketiga sifat berikut. 

1. ‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = 0 

                          sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

= 0 

 

sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| > γ}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

= 0 (definisi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)) 

Perhatikan bahwa 𝑘 ∈ ℤ yang menyebabkan nilai 2𝑘𝛼𝑝 pasti bernilai positif 

meskipun dipangkatkan dengan nilai berapapun, perhatikan juga bahwa 𝑓(𝑥) 

bernilai mutlak yang menyebabkan nilai 𝑓(𝑥) harus bernilai positif, sehingga 

untuk persamaan di atas jelas bahwa berlaku untuk 𝑓(𝑥) = 0. 

 

(⇐) Jika 𝑓 = 0 

‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝
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  = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| > γ}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

(definisi 

𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)) 

  = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |0| > γ}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 (diketahui) 

= sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝(0)

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

                                       (pangkat 0) 

= sup
𝛾>0

𝛾 (0)
1
𝑝                                                (sifat perkalian) 

= sup
𝛾>0

𝛾 (0)                                                   (sifat perkalian) 

= 0.                                                                 (sifat perkalian) 

 

2. ‖𝛼𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = |𝛼|‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ; ∀𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝛼𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

                            

 

          = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝛼𝑓(𝑥)| > γ}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

(definisi 

𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)) 

                  = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝛼||𝑓(𝑥)| > γ}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 
(sifat perkalian 

mutlak) 

       = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝 |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| >
γ

|𝛼|
}|

𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

(operasi 

pembagian) 

Pilih γ′ =
γ

|𝛼|
 , sehingga diperoleh  

‖𝛼𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = sup
𝛾′>0

|𝛼|𝛾′(∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

                    = |𝛼| sup
𝛾′>0

𝛾′ (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

= |𝛼|‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 .                                             
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3. ‖𝑓 + 𝑔‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≤ 𝑐 (‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 + ‖𝑔‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ) ; ∀𝑐 ≥ 1 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓 + 𝑔)
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

                                                  

       = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > γ}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

Pilih 𝑐 = 2, karena 

|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > γ}| ≤ |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| >
γ

2
}| 

                                                                  + |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑔(𝑥)| >
γ

2
}|. 

Kemudian pilih 𝛾′ =
𝛾

2
 maka diperoleh 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 = sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > γ}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

              

= sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝(|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| >
γ

2
}|

𝑝
𝑞
         

𝑘∈ℤ

+ |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑔(𝑥)| >
γ

2
}|

𝑝
𝑞
))

1
𝑝

 

(akibat pernyataan sebelumnya) 

≤ sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝 |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| >
γ

2
}|

𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

      + sup
𝛾>0

𝛾 (∑2𝑘𝛼𝑝 |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑔(𝑥)| >
γ

2
}|

𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

(sifat distributif) 

   ≤ sup
𝛾′>0

2𝛾′(∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| > γ
′}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 

        + sup
𝛾′>0

2𝛾′(∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑔(𝑥)| > γ
′}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

 



54 

 

       = 2(sup
𝛾′>0

𝛾′ (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑓(𝑥)| > γ
′}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

) 

            +2(sup
𝛾′>0

𝛾′ (∑2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘: |𝑔(𝑥)| > γ
′}|
𝑝
𝑞

𝑘∈ℤ

)

1
𝑝

) 

(sifat asosiatif) 

= 2(‖𝑓‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 + ‖𝑔‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ).                                    

Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) 

adalah ruang quasi-norm. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) adalah 

ruang quasi-Banach dengan menunjukkan kelengkapannya sebagai berikut. 

Misalkan (𝑓𝑛) adalah barisan Cauchy di 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛). 

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  sedemikian sehingga 

‖𝑓𝑘+1 − 𝑓𝑘‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≤ 𝑎𝑘  ; ∀𝑘 (3.4) 

karena 

𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛 = ∑ [𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗] ; ∀𝑛, 𝑘

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

maka 

‖𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼 ≤ ∑ ‖𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗‖𝑤�̇�𝑝,𝑞𝛼

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

  ≤ ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼 , maka 

|𝑓𝑛+𝑘(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑𝑎𝑗  ; ∀𝑛, 𝑘

∞

𝑗=𝑛

 

Barisan ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  konvergen, maka (𝑓𝑛(𝑥)) adalah barisan Cauchy terhadap 

bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap. 

Misalkan limit dari (𝑓𝑛(𝑥)) adalah 𝑓(𝑥), maka untuk 𝑘 → ∞ diperoleh 

(definisi) 
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|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 ; ∀𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼  

Sehingga diperoleh bahwa (𝑓𝑛) konvergen seragam ke 𝑓(𝑥). Karena 𝑓(𝑛) kontinu, 

maka berlaku juga pada 𝑓. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan 

bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan 

Cauchy di 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼  memiliki subbarisan di mana persamaan (3.1) berlaku. Jadi, 

diperoleh bahwa 𝑤�̇�𝑝,𝑞
𝛼 (ℝ𝑛) adalah quasi-Banach.  

 

Teorema 3.4. Misalkan 𝛼 ∈ ℝ, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝜆 ≥ 0, dan 0 < 𝑞 < ∞, norm di ruang 

Herz-Morrey lemah didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 ≔ sup
𝛾>0

𝛾  sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆 ( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 , (3.5) 

maka ruang Herz-Morrey lemah 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 adalah ruang quasi-Banach. 

 

Bukti. Ruang quasi-Banach adalah ruang quasi-norm yang lengkap. Sehingga akan 

ditunjukkan bahwa ruang Herz-Morrey lemah 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 adalah ruang quasi-norm 

yang memiliki kelengkapan. 

Ambil sembarang 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛). Untuk menjadi ruang quasi-norm, maka 

ruang Herz-Morrey lemah 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 harus memenuhi ketiga sifat berikut. 

1. ‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

(⇒) Jika ‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 0 

‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 0  

= sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

                  

= sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆 ( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝
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Perhatikan bahwa untuk 𝛾, 𝑘0 harus bernilai positif dan 𝑓(𝑥) bernilai mutlak, 

maka jelas bahwa 𝑓(𝑥) = 0. 

 

(⇐) Jika 𝑓(𝑥) = 0 

‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

                             

                   = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

 (definisi fungsi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)) 

          = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆 ( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |0| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(diketahui) 

= sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝(0)

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

                           

= sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆 (0)
1
𝑝                                                    

= sup
𝛾>0

𝛾 (0)                                                                           

= 0.                                                                                         

 

2. ‖𝛼𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = |𝛼|‖𝑓‖𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆  ; ∀𝛼 ∈ ℝ 

‖𝛼𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝛼𝑓)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

                            

                       = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝛼𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(definisi fungsi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)) 

(definisi) 

(operasi perkalian) 

(operasi penjumlahan) 

(operasi perkalian) 

(operasi perkalian) 
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                         = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝛼||𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(sifat perkalian mutlak) 

                       = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝 |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝛾

|𝛼|
}|

𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(operasi pembagian) 

Pilih 𝛾′ =
𝛾

|𝛼|
, sehingga diperoleh 

‖𝛼𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾′>0

|𝛼|𝛾′ sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

                         = |𝛼| sup
𝛾′>0

𝛾′ sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾′}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

             = |𝛼|‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆  .                                                                          

 

3. ‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 ≤ 𝑐 (‖𝑓‖𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 + ‖𝑔‖𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆) ; ∀𝑐 ≥ 1 

‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓 + 𝑔)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

                  

= sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆                                            

( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

 

 

Pilih 𝑐 = 2, karena 

|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝛼𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}| ≤ |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝛾

2
}| 

                                                                     + |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝛾

2
}| 



58 

 

Kemudian pilih 𝛾′ =
𝛾

2
, maka diperoleh 

‖𝑓 + 𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆                                                                         

( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

≤ sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆                                           

( ∑ 2𝑘𝛼𝑝 (|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝛾

2
}|

𝑝
𝑞
+ |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| >

𝛾

2
}|

𝑝
𝑞
)

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(akibat pernyataan sebelumnya) 

≤ sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝 |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| >
𝛾

2
}|

𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

+sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝 |{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑔(𝑥)| >
𝛾

2
}|

𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(sifat distributif) 

= sup
𝛾′>0

2𝛾′ sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾
′}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

+ sup
𝛾′>0

2𝛾′ sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑔(𝑥)| > 𝛾′}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(permisalan 𝛾′ =
𝛾

2
) 

= 2

(

 
 
sup
𝛾′>0

𝛾′ sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾
′}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

)

 
 

 

  +2

(

 
 
sup
𝛾′>0

𝛾′ sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆 ( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑔(𝑥)| > 𝛾′}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

)
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(sifat asosiatif) 

= 2(‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 + ‖𝑔‖𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆).                                 

Dari aksioma-aksioma yang telah dibuktikan di atas, diperoleh bahwa 

𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) adalah ruang quasi-norm. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 

𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) adalah ruang quasi-Banach dengan menunjukkan kelengkapannya 

sebagai berikut. 

Misalkan (𝑓𝑛) adalah barisan Cauchy di 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛). 

Anggap bahwa terdapat barisan konvergen ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  sedemikian sehingga 

‖𝑓𝑘+1 − 𝑓𝑘‖𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 ≤ 𝑎𝑘  ; ∀𝑘 (3.6) 

karena 

𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛 = ∑ [𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗] ; ∀𝑛, 𝑘

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

maka 

‖𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛‖𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆 ≤ ∑ ‖𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗‖𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆

𝑛+𝑘−1

𝑗=𝑛

 

  ≤ ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

, maka 

|𝑓𝑛+𝑘(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ ∑𝑎𝑗  ; ∀𝑛, 𝑘

∞

𝑗=𝑛

 

Barisan ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  konvergen, maka (𝑓𝑛(𝑥)) adalah barisan Cauchy terhadap 

bilangan riil. Himpunan bilangan riil merupakan ruang yang lengkap. 

Misalkan limit dari (𝑓𝑛(𝑥)) adalah 𝑓(𝑥), maka untuk 𝑘 → ∞ diperoleh 

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤∑𝑎𝑗

∞

𝑗=𝑛

 ; ∀𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 

Sehingga diperoleh bahwa (𝑓𝑛) konvergen seragam ke 𝑓(𝑥). Karena 𝑓(𝑛) kontinu, 

maka berlaku juga pada 𝑓. Kasus umum mengikuti kasus khusus dengan catatan 

bahwa barisan Cauchy konvergen jika terdapat barisan konvergen dan barisan 

(definisi) 
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Cauchy di 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 memiliki subbarisan di mana persamaan (3.2) berlaku. Jadi, 

diperoleh bahwa 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) adalah quasi-Banach.  

 

Setelah terbukti bahwa ruang Herz dan ruang Morrey adalah ruang Banach, 

begitu juga dengan ruang Herz-Morrey yang juga terbukti merupakan ruang 

Banach, maka definisi norm di ruang Herz-Morrey berlaku dan dapat digunakan 

sebagai pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder. Hal yang sama juga terbukti pada 

ruang Herz-Morrey lemah. Ketaksamaan Hӧlder merupakan salah satu dari 

ketaksamaan dasar yang ada di analisis fungsional. Banyak penelitian-penelitian 

yang telah dilakukan menggunakan ketaksamaan Hӧlder dan modifikasinya. 

Ketaksamaan Hӧlder yang digunakan pada penelitian ini adalah ketaksamaan 

Hӧlder integral atas fungsi kontinu yang didefinisikan oleh Kantorovich dan Akilov 

(1982) dan dituliskan di Proposisi 2.5 dikarenakan objek yang digunakan adalah 

ruang Herz-Morrey yang merupakan ruang fungsi. Penelitian yang dilakukan 

adalah menunjukkan syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey 

ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 dan Herz-Morrey lemah 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

. 

 

Teorema 3.5. Misalkan 𝛼, 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ, 𝜆, 𝜆1, 𝜆2 ≥ 0, 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞, 0 ≤ 𝑝1 ≤

𝑞1 < ∞, dan 0 ≤ 𝑝2 ≤ 𝑞2 < ∞, sedemikian sehingga 𝛼1 + 𝛼2 ≤ 𝛼, 𝜆1 + 𝜆2 = 𝜆,

1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
 , dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=
1

𝑞
. Jika 𝑓 ∈ ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈ ℳ�̇�𝑝2,𝑞2
𝛼2,𝜆2(ℝ𝑛) maka 

‖𝑓𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 ≤ ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1‖𝑔‖ℳ�̇�𝑝2,𝑞2
𝛼2,𝜆2  (3.6) 

di mana 𝑓𝑔 ∈ ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛). 

 

Bukti. Diketahui bahwa untuk sembarang 𝑓𝑔 ∈ ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) sehingga berdasarkan 

definisi norm di ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 diperoleh 

ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) = {𝑓𝑔 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑛/ {0}) , ‖𝑓𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆(ℝ𝑛)
< ∞} , 

di mana 

‖𝑓𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑞‖(𝑓𝑔)𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞

< ∞. 
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Kemudian berdasarkan definisi norm di ruang Lebesgue, diperoleh 

‖𝑓𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))𝜒𝑘|

𝑝
𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

. 

Oleh karena 𝑓𝑔 bernilai mutlak dalam pernyataan di atas, maka jelas bahwa 

‖𝑓𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 bernilai tak negatif. Kemudian, diketahui juga bahwa                                

𝑓 ∈ ℳ�̇�𝑝1,𝑞1
𝛼1,𝜆1(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈ ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2(ℝ𝑛), sehingga diperoleh 

‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1 = sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆1 ( ∑ 2𝑘𝛼1𝑞1‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝1(ℝ𝑛)
𝑞1

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞1

< ∞ 

dan 

‖𝑔‖
ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2 = sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆2 ( ∑ 2𝑘𝛼2𝑞2‖𝑔𝜒𝑘‖𝐿𝑝2(ℝ𝑛)
𝑞2

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞2

< ∞, 

kemudian berdasarkan definisi norm di ruang Lebesgue, diperoleh 

‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆1 ( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼1𝑞1 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝1𝑑𝑥)

𝑞1
𝑝1
)

1
𝑞1

 

dan 

‖𝑔‖
ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2 = 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆1 ( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼2𝑞2 (∫  
ℝ𝑛
|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝2𝑑𝑥)

𝑞2
𝑝2
)

1
𝑞2

. 

Oleh karena 𝑓 dan 𝑔 dalam pernyataan di atas bernilai mutlak, maka nilai ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 

dan ‖𝑔‖
ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2  bernilai tak negatif. Selanjutnya akan ditunjukkan keberlakuan 

Persamaan 3.6 di atas menggunakan definisi yang telah dijabarkan. 

Diketahui 𝛼1 + 𝛼2 ≤ 𝛼, 𝜆1 + 𝜆2 = 𝜆,
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
 , dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=
1

𝑞
. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆  diperoleh 

‖𝑓𝑔‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑞‖(𝑓𝑔)𝜒𝑘‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞
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= 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))𝜒𝑘|

𝑝
𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(definisi norm di ruang Lebesgue) 

          ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝1|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|
𝑝2𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(sifat perkalian pangkat) 

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆                                                                                 

                ( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝1𝑑𝑥 × ∫  
ℝ𝑛
|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝2𝑑𝑥)

𝑞
𝑝

)

1
𝑞

 

(sifat integral tak tentu) 

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆                                                                              

                        ( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼𝑞 ((∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝1𝑑𝑥)

𝑞1
𝑝1
× (∫  

ℝ𝑛
|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝2𝑑𝑥)

𝑞2
𝑝2
))

1
𝑞

 

(sifat perkalian bilangan berpangkat) 

  ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆1 ( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼1𝑞1 (∫  
ℝ𝑛
|𝑓(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝1𝑑𝑥)

𝑞1
𝑝1
)

1
𝑞1

 

          × 𝑠𝑢𝑝
𝑘0∈ℤ

 2−𝑘0𝜆1 ( ∑  

𝑘0

𝑘=−∞

2𝑘𝛼2𝑞2 (∫  
ℝ𝑛
|𝑔(𝑥)𝜒𝑘|

𝑝2𝑑𝑥)

𝑞2
𝑝2
)

1
𝑞2

 

(sifat distributif) 

= sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆1 ( ∑ 2𝑘𝛼1𝑞1‖𝑓𝜒𝑘‖𝐿𝑝1(ℝ𝑛)
𝑞1

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞1

                  

× sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆2 ( ∑ 2𝑘𝛼2𝑞2‖𝑔𝜒𝑘‖𝐿𝑝2(ℝ𝑛)
𝑞2

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑞2
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(definisi norm di ruang Lebesgue) 

= ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1‖𝑔‖ℳ�̇�𝑝2,𝑞2
𝛼2,𝜆2 .                                                     

Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Persamaan 3.6 terbukti berlaku di ruang 

Herz-Morrey. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-

Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 adalah 𝛼1 + 𝛼2 ≤ 𝛼, 𝜆1 + 𝜆2 = 𝜆,
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
 , dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=
1

𝑞
. 

 

 

Teorema 3.6. Misalkan 𝛼, 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ, 𝜆, 𝜆1, 𝜆2 ≥ 0, 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞, 0 ≤ 𝑝1 ≤

𝑞1 < ∞, dan 0 ≤ 𝑝2 ≤ 𝑞2 < ∞, sedemikian sehingga 𝛼1 + 𝛼2 ≤ 𝛼, 𝜆1 + 𝜆2 = 𝜆,

1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
 , dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=
1

𝑞
. Jika 𝑓 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝2,𝑞2
𝛼2,𝜆2(ℝ𝑛) 

maka 

‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 ≤ ‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1‖𝑔‖𝑤ℳ�̇�𝑝2,𝑞2
𝛼2,𝜆2  (3.7) 

di mana 𝑓𝑔 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛). 

 

Bukti. Diketahui bahwa untuk sembarang 𝑓𝑔 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) sehingga 

berdasarkan definisi norm di 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 diperoleh 

𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆(ℝ𝑛) = {𝑓𝑔 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑛/ {0}) , ‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆(ℝ𝑛)
< ∞} , 

di mana 

‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓𝑔)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

< ∞. 

Kemudian berdasarkan definisi fungsi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓𝑔), diperoleh 

‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

. 

Oleh karena 𝑓𝑔 bernilai mutlak dalam pernyataan di atas, maka jelas bahwa 

‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 bernilai tak negatif. Kemudian, diketahui juga bahwa                             

𝑓 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝1,𝑞1
𝛼1,𝜆1(ℝ𝑛) dan 𝑔 ∈ 𝑤ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2(ℝ𝑛), sehingga diperoleh 

(definisi) 
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‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆1 ( ∑ 2𝑘𝛼1𝑝1𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝1
𝑞1

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝1

< ∞ 

dan 

‖𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆2 ( ∑ 2𝑘𝛼2𝑝2𝑚𝑘(𝛾, 𝑔)
𝑝2
𝑞2

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝2

< ∞, 

kemudian berdasarkan definisi fungsi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓) dan 𝑚𝑘(𝛾, 𝑔), diperoleh 

‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆1 ( ∑ 2𝑘𝛼1𝑝1|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝1
𝑞1

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝1

 

dan 

‖𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆2 ( ∑ 2𝑘𝛼2𝑝2|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝2
𝑞2

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝2

. 

Oleh karena 𝑓 dan 𝑔 dalam pernyataan di atas bernilai mutlak, maka nilai ‖𝑓‖
ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 

dan ‖𝑔‖
ℳ�̇�𝑝2,𝑞2

𝛼2,𝜆2  bernilai tak negatif. Selanjutnya akan ditunjukkan keberlakuan 

Persamaan 3.7 di atas menggunakan definisi yang telah dijabarkan. 

Diketahui 𝛼1 + 𝛼2 ≤ 𝛼, 𝜆1 + 𝜆2 = 𝜆,
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
 , dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=
1

𝑞
. 

Kemudian berangkat dari definisi ‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆  diperoleh 

‖𝑓𝑔‖
𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞

𝛼,𝜆 = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝𝑚𝑘(𝛾, 𝑓𝑔)
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

                                         

                = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(definisi fungsi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓𝑔)) 

                  = sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆( ∑ 2𝑘𝛼𝑝|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(sifat perkalian mutlak) 
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≤ sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆                                                                      

              ( ∑ (2𝑘𝛼1𝑝1 × 2𝑘𝛼2𝑝2)|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝
𝑞

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝

 

(diketahui bahwa 𝛼1 + 𝛼2 ≤ 𝛼 dan 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
) 

             ≤ sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆1 ( ∑ 2𝑘𝛼1𝑝1|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝1
𝑞1

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝1

 

                       × sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆2 ( ∑ 2𝑘𝛼2𝑝2|{𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∶ |𝑔(𝑥)| > 𝛾}|
𝑝2
𝑞2

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝2

 

(sifat distributif) 

≤ sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆1 ( ∑ 2𝑘𝛼1𝑝1𝑚𝑘(𝛾, 𝑓)
𝑝1
𝑞1

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝1

                

× sup
𝛾>0

𝛾 sup
𝑘0∈ℤ

2−𝑘0𝜆2 ( ∑ 2𝑘𝛼2𝑝2𝑚𝑘(𝛾, 𝑔)
𝑝2
𝑞2

𝑘0

𝑘=−∞

)

1
𝑝2

      

(definisi fungsi 𝑚𝑘(𝛾, 𝑓) dan 𝑚𝑘(𝛾, 𝑔)) 

= ‖𝑓‖
𝑤ℳ�̇�𝑝1,𝑞1

𝛼1,𝜆1‖𝑔‖𝑤ℳ�̇�𝑝2,𝑞2
𝛼2,𝜆2 .                                                    

Dari persamaan di atas diperoleh bahwa Persamaan 3.7 terbukti berlaku di ruang 

Herz-Morrey lemah. Sehingga syarat cukup dari ketaksamaan Hӧlder di ruang 

Herz-Morrey lemah 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 adalah 𝛼1 + 𝛼2 ≤ 𝛼, 𝜆1 + 𝜆2 = 𝜆,
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
 , dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=
1

𝑞
. 

 

 

3.2 Analogi Menaati Perintah dan Pengaplikasian Ketaksamaan Hӧlder 

Konsep menaati perintah yang telah dijelaskan di bab 2.9 ternyata dapat 

dianalogikan terhadap topik penelitian yang dibahas pada sub bab sebelumnya, 

yaitu pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey. Ketaksamaan 

(definisi) 
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Hӧlder yang ditunjukkan berlaku atau tidak di ruang Herz-Morrey beserta ruang 

lemahnya yaitu ruang Herz-Morrey lemah di mana prosesnya menggunakan 

definisi norm dari masing-masing ruang tersebut. Kemudian dioperasikan 

sedemikian rupa dengan berdasar pada dasar-dasar ilmu matematika, sehingga 

memberikan hasil akhir berlaku atau tidak pada ruang tersebut. Konsep dari proses 

tersebut dapat dianalogikan dengan konsep ketaatan seorang mukmin. Seorang 

mukmin memiliki kewajiban untuk taat kepada Allah, Rasul, dan Ulil Amri 

sebagaimana ayat yang telah dijelaskan di bab sebelumnya. Dalam Islam, 3 macam 

ketaatan dilakukan secara berjenjang, bahkan ketaatan terhadap Ulil Amri boleh 

dilanggar apabila bertentangan dengan perintah Allah dan Rasul-Nya. Dan apabila 

seorang mukmin melanggar atau tidak taat kepada Rasul dan Ulil Amri (dalam hal 

yang tidak bertentangan), sama halnya dengan mendurhakai Allah yang berakibat 

mendapatkan dosa besar dan bencana-bencana lain yang dapat merugikan diri 

seorang mukmin. 

Ketaksamaan Hӧlder sendiri diibaratkan sebagai seorang mukmin yang 

harus menaati perintah-perintah yang berlaku. Perintah-perintah yang dimaksudkan 

adalah definisi-definisi norm dari masing-masing ruang (Herz-Morrey dan Herz-

Morrey lemah). Sama seperti konsep ketaatan yang dilakukan secara berjenjang, 

dalam pengaplikasian ketaksamaan Hӧlder apabila ruang Herz-Morrey bukan 

merupakan ruang Banach dan ruang Herz-Morrey lemah bukan merupakan ruang 

quasi-Banach, maka definisi norm boleh dilanggar karena bertentangan dengan 

asumsi keberlakukan ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey 

lemah, sehingga definisi norm tersebut dapat diabaikan dan tidak perlu dibuktikan, 

perlu dilakukan kajian ulang terkait definisi norm tersebut. Sehingga dapat 

disimpulkan bahwa bukan hanya manusia saja yang diwajibkan untuk menaati 

perintah-perintah yang berlaku (baik perintah dari Allah, Rasul, maupun Ulil Amri), 

namun suatu ketaksamaan yang merupakan cabang dari ilmu juga diharuskan untuk 

menaati perintah agar mereka berlaku di ruang tersebut. Apabila ketaksamaan 

tersebut tidak memenuhi definisi dari norm ruang Herz-Morrey dan Herz-Morrey 

lemah, maka bisa berakibat ketaksamaan tersebut tidak berlaku di ruang fungsi 

tersebut. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas pada bab sebelumnya, maka 

penulis dapat menyimpulkan bahwa syarat cukup ketaksamaan Hӧlder di ruang 

Herz-Morrey ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 dan ruang Herz-Morrey lemah 𝑤ℳ�̇�𝑝,𝑞
𝛼,𝜆

 adalah 𝛼1 + 𝛼2 ≤

𝛼, 𝜆1 + 𝜆2 = 𝜆,
1

𝑝1
+

1

𝑝2
≤
1

𝑝
, dan 

1

𝑞1
+

1

𝑞2
=
1

𝑞
. 

 

4.2 Saran 

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya menggunakan ruang 

fungsi lain, utamanya ruang-ruang yang baru didefinisikan. Selain itu juga bisa 

dilakukan penelitian untuk syarat perlu ketaksamaan Hӧlder di ruang Herz-Morrey 

sehingga dapat diketahui untuk nilai ekuivalen dari kedua syarat tersebut. Apabila 

ingin mengembangkan penelitian di ruang Herz-Morrey, peneliti menyarankan 

untuk mengaplikasikan ketaksamaan-ketaksamaan lain sebagai bahan penelitian. 
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