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ABSTRAK

Ainiyah, Nisaul. 2021. Studi Mesin Brayton Kuantum Berbasis Sistem Partikel
Tunggal pada Sumur Potensial tak Hingga 1 Dimensi dan Sistem Osilator
Harmonik. Skripsi. Jurusan Fisika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Drs. Abdul Basid,
M.Si. (1) Arista Romadani, M.Sc.

Kata Kunci: Mesin Brayton Kuantum, Sumur Potensial tak Hingga 1 Dimensi, Osilator
Harmonik

Studi tentang interaksi termodinamika dan mekanika kuantum saat ini tengah banyak
dikaji dan didalami oleh para peneliti, salah satunya tentang mesin panas kuantum. Kajian
mesin panas kuantum dilakukan sebagai usaha untuk mendapatkan efisiensi mesin panas
yang lebih tinggi. Dalam prosesnya, mesin panas kuantum menerapkan sistem dan objek
kuantum sebagai zat kerjanya. Pada penelitian ini, telah dikaji mesin panas kuantum
berdasarkan sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem
osilator harmonik sebagai zat kerjanya dengan siklus yang bekerja adalah siklus Brayton.
Penelitian ini menggunakan proses adiabatik dan isobarik yang diperluas dalam ranah
kuantum. Hasil yang diperoleh pada penelitian ini berupa efisiensi mesin Brayton
kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi
dan sistem osilator harmonik. Hasil ini memverifikasi bahwa mesin Brayton kuantum
memiliki efisiensi yang lebih tinggi darpada mesin Brayton klasik.
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ABTRACT

Ainiyah, Nisaul. 2021. Study of Brayton Quantum Engine Based on Single Particle in
Infinite Potential Well System and Harmonic Oscillator System. Thesis.
Physics Department, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim
State Islamic University, Malang. Advisor: (I) Drs. Abdul Basid, M.Si. (1) Arista
Romadani, M.Sc.

Keywords: Brayton Quantum Engine, Infinite Potential Well System, Harmonic
Oscillator

The study of the interaction of thermodynamics and quantum mechanics is currently
being studied and explored by many researchers, one of which is the quantum heat
engine. The study of quantum heat engine was carried out in an attempt to obtain a higher
heat engine efficiency. In the process, quantum heat engines apply quantum systems and
guantum objects as their working substances. In this research, a quantum heat engine has
been studied based on a single particle in a 1-dimensional infinite potential well system
and a harmonic oscillator system as its working substance with a cycle that works is the
Brayton cycle. This research uses adiabatic and isobaric processes that are extended in the
quantum regime. The results obtained in this study are the efficiency of a quantum
Brayton engine based on a single particle in a 1-dimensional infinite potential well system
and a harmonic oscillator system. These results verify that the quantum Brayton engine
has a higher efficiency than the classical Brayton engine.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Termodinamika kuantum adalah suatu studi yang menghubungkan dua
teori fisika; termodinamika dan mekanika kuantum, yang mana membahas tentang
dinamika panas dan kerja pada sistem kuantum (Gemmer, dkk., 2004). Studi ini
menjelaskan dinamika panas dan kerja pada ranah limit yang ekstrim dari suatu
sistem kecil yang hanya memiliki beberapa derajat kebebasan, yang berarti efek
kuantum sangat mempengaruhi proses termodinamika didalamnya. Hal ini tidak
bisa dijelaskan dalam termodinamika klasik karena pada termodinamika klasik
hanya berlaku untuk sistem-sistem makroskopis. Oleh karena itu, interaksi antara
termodinamika dan mekanika kuantum perlu dilakukan.

Hubungan antara termodinamika dan fisika kuantum telah menjadi riset
yang menarik sejak tahun 1950an (Scovil dan E. O. Schulz-DuBois, 1959).
Ditambah dengan semakin berkembangnya teknologi nano dan proses informasi
kuantum dalam beberapa tahun terakhir, membuat studi tentang termodinamika
dan fisika kuantum menjadi perhatian lebih untuk dikaji secara mendalam.
Banyak hal yang dapat dipelajari pada termodinamika kuantum ini, seperti
aplikasi potensial pada teknologi nano dan proses informasi kuantum, pemahaman
mengenai Maxwell’s Demon, dan salah satu hal yang menarik untuk dikaji adalah
tentang perluasan mekanika kuantum dari proses dan siklus termodinamika klasik
seperti proses isohorik, isothermal, adiabatik, dan isobarik pada mesin panas
kuantum.

Mesin panas kuantum adalah suatu perangkat yang mengubah energi

panas menjadi kerja dengan menggunakan objek kuantum dan sistem mekanika



kuantum sebagai substansi kerjanya (working substance). Sistem mekanika
kuantum yang digunakan dapat berupa sistem sumur potensial, osilator harmonik,
hingga spin partikel. Mesin panas kuantum menjadi salah satu usaha dari peneliti
dalam menciptakan mesin panas dengan efisiensi yang lebih tinggi karena
terdapat masalah pada mesin panas klasik, yaitu efisiensinya yang rendah,
sehingga diharapkan kajian tentang mesin panas kuantum dapat meningkatkan
efisiensi dari mesin panas.

Sehubungan dengan penerapan teori kuantum pada kajian mesin panas
kuantum, teori kuantum sendiri diisyaratkan dalam Al-Qur’an Surat Al-
Dzaariyaat ayat 1-6. Allah SWT berfirman:

W) (£) 1580 cilandalla(7) 150 o A () 1585 collalE (1) 1353w
(1) 815 Gl O)5(0) Gaial st 5

“(1) Demi partikel-partikel yang sangat halus (2) Yang membawa beban

berat (3) Yang mengalir dengan mudah (4) Yang membagi-bagi urusan (5)

Sesungguhnya yang dijanjikan padamu pasti benar (6) Dan sesungguhnya
pembalasan pasti terjadi” (Q.S. Al-Dzaariyaat [51]: 1-6).

Mesin panas kuantum pertama kali diteliti oleh Scovil dan E. O. Schulz-
DuBois (1959) dengan menggunakan maser tiga tingkat sebagai zat kerjanya.
Penelitian ini menyebutkan bahwa perbedaan konsep yang mendasar antara mesin
panas kuantum dengan mesin panas klasik yaitu mesin panas kuantum berkaitan
tentang level energi diskrit dari suatu partikel yang nilainya tergantung dari
probabilitas tingkat keadaan sistem, sedangkan mesin panas klasik berkaitan
dengan energi yang keadaannya kontinu. Dengan konsep level energi diskrit pada
mesin panas kuantum tersebut, konsep penelitian ini menjadi acuan oleh para

peneliti setelahnya dalam membangun mesin panas kuantum dengan berbagai



sistem mekanika kuantum. Setelah penelitian ini dilakukan, terdapat banyak paper
yang membahas tentang mesin panas kuantum.

Bender, dkk. (2000) mengkaji mesin Carnot kuantum menggunakan model
analogi termodifikasi dengan sistem partikel mekanika kuantum tunggal yang
dibatasi olen sumur potensial sebagai zat kerjanya. Pemilihan sistem sumur
potensial kuantum sebagai zat kerjanya merupakan bentuk usaha dalam
menganalogikan sistem mesin panas klasik pada mesin panas kuantum dalam
bentuk analogi terdekat. Jika pada mesin panas klasik sistemnya merupakan
silinder berpiston yang mana pistonnya bergerak maju mundur, maka pada mesin
panas kuantum dianalogikan dengan sumur potensial tak hingga yang mana salah
satu dinding potensialnya bergerak. Kajian ini dilakukan dengan mengidentifikasi
nilai ekspektasi Hamiltonian atau nilai eigen energi sebagai bentuk ganti
temperatur dan bertujuan untuk mencari efisiensi dari mesin Carnot kuantum.
Efisiensi yang didapatkan sama dengan efisiensi pada mesin Carnot klasik.

Latifah dan Agus Purwanto (2011) kemudian mengembangkan penelitian
dari Bender dengan mengkaji mesin Carnot kuantum menggunakan sistem
partikel tunggal dengan multi keadaan (multi-state) pada sumur potensial tak
hingga 1 dimensi sebagai zat kerjanya. Penelitian dengan menggunakan zat kerja
yang serupa juga dikaji menggunakan siklus yang lain, yaitu siklus Otto (Latifah
dan Agus Purwanto, 2014). Kedua penelitian ini menggunakan model analogi
termodifikasi. Pada penelitian ini, dilakukan analogi besaran-besaran fisis yang
ada pada mesin panas klasik ke dalam bentuk kuantitas mikroskopik pada mesin
panas kuantum, seperti: kuantitas volume pada sistem klasik dianalogikan dengan

operator densitas untuk sistem kuantum, temperatur sistem yang terkait dengan



energi internal pada sistem klasik dianalogikan dengan nilai eigen energi pada
sistem kuantum, dan tekanan piston pada sistem klasik dianalogikan dengan gaya
pada dinding potensial yang bergerak untuk sistem kuantum. Selain itu, pada
penelitian ini juga dilakukan penerapan hukum pertama termodinamika yang
dimodifikasi dalam sistem kuantum. Hasil yang didapatkan dari kedua penelitian
ini adalah efisiensi mesin Carnot multi-state kuantum dapat ditingkatkan dengan
pengurangan volume ekspansi isotermal yang sama dari total volume ekspansi dan
efisiensi mesin Otto multi-state kuantum bergantung pada rasio awal dan akhir
dari lebar sistem pada proses adiabatiknya.

Munoz dan Francisco J. Pena (2012) mengkaji efisiensi mesin Carnot
kuantum dengan zat kerja berupa partikel Dirac tunggal yang dibatasi sumur
potensial 1 dimensi menggunakan skema atau model yang berbeda dengan
penelitian Bender (2000). Skema yang digunakan adalah skema model analogi
termodifikasi dan model statistik. Model statistik ini menggunakan kuantitas
temperatur dan distribusi Maxwell-Boltzmann untuk mendefinisikan probabilitas
pengukuran keadaan sistem dengan menganggap sistem berada dalam
kesetimbangan termal. Model ini merupakan analogi kuantum dari siklus Carnot
klasik.

Beberapa penelitian mengenai mesin panas kuantum yang telah disebutkan
seluruhnya menggunakan sistem sumur potensial tak hingga 1 dimensi sebagai
sistem zat kerjanya. Hal ini dikarenakan banyak penelitian yang hanya
memodifikasi jenis partikel yang digunakan pada zat kerjanya seperti partikel
tunggal, partikel Dirac, dan lain sebagainya, namun tidak mengubah sistem

kuantumnya. Rezek dan Ronnie Kosloff (2006) mengkaji mesin panas kuantum



dengan menggunakan sistem kuantum yang lain sebagai zat kerjanya, yaitu
mengkaji mesin panas kuantum dengan ensemble pada osilator harmonik sebagai
zat kerjanya. Sistem kuantum yang digunakan adalah sistem osilator harmonik
dan siklus yang digunakan adalah siklus Otto. Pada penelitian ini, potensial
osilator harmonik berperan dalam proses siklus Otto kuantum, yaitu pada proses
ekspansi dan kompresi zat kerja di siklus Otto yang mana dapat dilakukan secara
eksternal dengan mengatur kelengkungan potensial harmoniknya.

Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut, maka penulis ingin mengkaji
mesin panas kuantum menggunakan 2 sistem kuantum yang berbeda, yaitu sistem
partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem osilator
harmonik sebagai zat kerjanya. Penambahan kajian mengenai sistem osilator
harmonik sebagai zat kerja pada mesin panas kuantum dilakukan karena masih
belum banyak penelitian tentang ini dan kajian ini sebagai upaya menguji dan
menambah kemapanan teoretik ilmu fisika, terutama dalam kajian mesin panas
kuantum. Penelitian ini mengacu pada konsep-konsep mesin panas kuantum yang
terdapat pada penelitian sebelumnya, seperti menggunakan penerapan hukum
pertama termodinamika yang dimodifikasi dengan aspek kuantum untuk
mendeskripsikan setiap proses termodinamika yang berlangsung, menggunakan
analogi-analogi yang termodifikasi dalam bentuk kuantitas kuantum untuk
diterapkan pada mesin panas kuantum, dan menggunakan metode statistik yang
memenuhi  distribusi  Maxwell-Boltzmann untuk membangun kuantitas
termodinamika dalam mesin panas kuantum.

Pengerjaan  yang berbeda antara tugas akhir ini dengan beberapa

penelitian sebelumnya terletak pada siklus yang bekerja di mesin panas



kuantumnya. Pada tugas akhir ini, mesin panas kuantum dikaji menggunakan

siklus Brayton dimana pada siklus Brayton terdiri dari 2 proses isobarik dan 2

proses adiabatik. Penelitian ini ingin mengkaji proses isobarik dan proses

adiabatik pada siklus Brayton yang telah diperluas pada ranah kuantum dan ingin

mendapatkan nilai efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel

tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem osilator harmonik.

Nilai efisiensi dari mesin Brayton kuantum pada 2 sistem tersebut kemudian

dibandingkan dan dianalisis.

1.2

1.3

Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang terdapat pada penelitian ini adalah:

. Bagaimana deskripsi proses isobarik dan adiabatik kuantum pada mesin

Brayton kuantum dengan sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak

hingga 1 dimensi dan sistem osilator harmonik?

. Bagaimana efisiensi dari mesin Brayton kuantum dengan sistem partikel

tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem osilator
harmonik?
Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:
Untuk mengetahui deskripsi proses isobarik dan adiabatik pada mesin
Brayton kuantum dengan sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak
hingga 1 dimensi dan sistem osilator harmonik
Untuk mengetahui nilai efisiensi dari mesin Brayton kuantum dengan sistem
partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem

osilator harmonik.



1.4 Manfaat Penelitian
Diharapkan dari penelitian ini dapat memberikan dasar mengenai mesin
panas kuantum dan dapat menjadi tambahan rujukan bagi peneliti selanjutnya
dalam mengeksplorasi mesin panas kuantum lebih lanjut.
1.5 Batasan Masalah
Agar penelitian ini lebih terfokus dan tidak melebar, maka diberikan
batasan masalah sebagai berikut:
1. Penelitian ini hanya membahas mesin Brayton kuantum.
2. Sistem dipertimbangkan berada dalam kesetimbangan termal dan sistem
memenuhi  distribusi Maxwell-Boltzmann. Digunakan pula kuantitas

temperatur didalamnya.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Dasar-Dasar Termodinamika Klasik
Termodinamika merupakan ilmu fisika yang mempelajari tentang proses
perpindahan energi sebagai kalor dan kerja. Termodinamika dibangun dari fakta-
fakta yang terdapat dalam eksperimen, sehingga kajian yang terdapat pada
termodinamika hanya berfokus pada keadaan makroskopik atau skala besar dari
suatu materi atau zat (Sears dan Gerhard L. Salinger, 1982).
lImu Termodinamika mulai berkembang pada abad ke-19 sebagai upaya
untuk meningkatkan efisiensi mesin kalor. Pada mulanya termodinamika hanya
membahas hubungan antara panas dan kerja mekanik, tetapi kemudian diketahui
bahwa terdapat banyak bentuk-bentuk energi yang lain sehingga ruang lingkup
termodinamika yang semula hanya terbatas kini menjadi ilmu pengetahuan yang
mengkaji semua bentuk-bentuk energi, transformasi energi dari satu bentuk ke
bentuk lainnya, bahkan mengkaji hasil-hasil dari perpindahan energi dan
transformasinya (Ginting, 1989).
2.1.1 Sistem Termodinamika
Dalam termodinamika, terdapat istilah “sistem” dan “lingkungan”.
Sistem adalah benda atau sekumpulan apa saja yang akan diteliti atau diamati
dan menjadi pusat perhatian, sedangkan lingkungan adalah bagian diluar
sistem. Sistem Termodinamika adalah Bagian dari keseluruhan sistem dan
lingkungannya yang dibatasi oleh permukaan tertutup yang disebut dinding
atau batas.
Istilah sistem dalam termodinamika mengacu pada bagian tertentu dari

alam semesta di dalam suatu permukaan tertutup yang disebut batas atau



dinding sistem. Batas tersebut dapat berupa zat padat, cair, gas, kumpulan dipol
magnet, atau bahkan kumpulan energi radiasi atau foton dalam ruang hampa.
Batas tersebut juga tidak harus tetap (fixed) dalam bentuk maupun isi,
melainkan bisa mengembang atau menyusut (Sears dan Gerhard L. Salinger,

1982).

semesta

lingkungan

Gambar 2.1 Skema Sistem Termodinamika

Pada sistem termodinamika terdapat 3 jenis sistem (Giancoli, 2001):
1. Sistem terbuka, yaitu sistem yang didalamnya terdapat pertukaran zat
kerja dan energi sistem dengan lingkungan
2. Sistem tertutup, yaitu sistem yang didalamnya terdapat pertukaran energi
sistem namun tidak terjadi pertukaran zat kerja sistem dengan lingkungan
3. Sistem terisolasi, yaitu sistem yang didalamnya tidak terdapat pertukaran
zat kerja dan energi sistem dengan lingkungan.
2.1.2 Persamaan Keadaan
2.1.2.1 Hubungan Variabel Keadaan
Dalam termodinamika, terdapat 3 variabel yang biasanya digunakan
untuk mendeskripsikan keadaan suatu sistem, yaitu tekanan (P), volume (V),

dan temperatur (T). Ketiga variabel ini memiliki hubungan yang saling
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berkaitan dimana ketika dua variabel telah diketahui, maka variabel ke tiga pun
dapat ditentukan nilai pastinya. Secara matematis dapat ditulis dengan
persamaan berikut

F(P,T,V) =0 2.1)

Persamaan (2.1) disebut dengan persamaan keadaan suatu zat.
Umumnya, persamaan ini digunakan untuk menjelaskan keadaan sistem pada
sistem tertutup dan sistem terisolasi dimana sistem berada pada kesetimbangan
kimia (tidak mengalami perubahan jumlah zat kerjanya).
2.1.2.2 Persamaan Gas ldeal

Persamaan gas ideal merupakan persamaan keadaan suatu zat dengan
menggunakan gas ideal sebagai zat kerjanya. Dalam sistem termodinamika
klasik, zat kerja (working substance) yang biasanya digunakan adalah gas ideal.
Gas ideal dianggap sebagai gas yang tersusun dari banyak molekul yang saling
berjauhan sehingga interaksi antar molekul dapat diabaikan dan tumbukan
antar molekulnya lenting sempurna (Purwanto, 2007).

Persamaan gas ideal dikembangkan dari teori Kkinetik gas atau dari
kombinasi dari hukum Boyle dan hukum Gay-Lussac (Ginting, 1989). Hukum
Boyle menyatakan bahwa tekanan gas (P) yang mengembang pada temperatur
(T) konstan berbanding terbalik dengan volumenya (V). Secara matematis
dapat ditulis sebagai berikut

[PV]r=0 = konstan (2.2)

sedangkan hukum Gay-Lussac menyatakan bahwa tekanan suatu gas

berbanding lurus dengan temperatur bila volume konstan dan volume
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berbanding lurus dengan temperatur bila tekanan konstan. Apabila ditulis

secara matematis

P
[—] = konstan (2.3.1)
Tlav=o

|74
[—] = konstan (2.3.2)
Tlgp=o

Dengan menggabungkan hukum Boyle dan hukum Gay Lussac, maka

akan didapatkan hubungan

PV
[T] = konstan (2.4)

Bila volume (V) digantikan dengan volume persatuan massa dan konstanta

pada ruas kanan diganti dengan konstanta gas spesifik (R), maka

14
P— =RT

m

PV = mRT (2.5)

Persamaan ini disebut dengan persamaan gas ideal dimana (P) adalah tekanan,
(V) adalah volume, (m) adalah massa zat, (R) adalah konstanta gas, dan (T)
adalah temperatur.

Bila kuantitas persamaan gas ideal dinyatakan dalam satuan mol

(kilogram.mol atau gram.mol), dimana

dengan n adalah jumlah mol, m adalah massa zat, dan M adalah massa relatif

atom/molekul, maka persamaan gas ideal menjadi
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PV = nMRT
PV =nR,T (2.6)

dimana R, menunjukkan konstanta gas universal yang tidak bergantung jenis
zat dengan nilai Ry = MR = 8,314 .10% J/ Kg.mol K.
Persamaan gas ideal juga dapat dinyatakan dalam bentuk lain, yaitu

dalam satuan jumlah molekul dimana

N

n=N—A

dengan N adalah jumlah molekul dan N, adalah bilangan Avogadro yang

nilainya N, = 6,02 .102% molekul/kg.mol , maka

PV NRT
=R
PV —NROT
=Ny
PV = NkT 2.7)

Persamaan (2.7) merupakan persamaan gas ideal yang dinyatakan dalam
bentuk satuan jumlah molekul. Pada persamaan (2.7) ini dikenalkan konstanta
k yang disebut dengan konstanta Boltzmann yang merupakan perbandingan
konstanta gas universal R, dengan bilangan Avogadro N, yang nilainya k =

1,38.10723 J /molekul .K.
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2.1.3 Kerja

Bila sistem mengalami pergeseran karena beraksinya gaya, maka
dikatakan kerja telah dilakukan. Kerja didefinisikan sebagai hasil kali gaya
yang bersangkutan dengan komponen arah pergeseran yang sejajar dengan
gaya tersebut. Jika hasil sistem secara keseluruhan menimbulkan gaya pada
lingkungannya dan terjadi pergeseran, maka kerja yang dilakukan oleh sistem
atau pada sistem disebut dengan kerja eksternal. Sedangkan jika Kkerja
dilakukan oleh bagian sistem tertentu pada bagian sistem yang lain, maka
disebut kerja internal. Dan dalam termodinamika, yang berperan bukanlah
kerja internal melainkan kerja eksternal, yaitu kerja yang melibatkan interaksi
sistem dan lingkungannya (Zemansky dan Richard H. Dittman, 1986).

Terdapat beberapa macam cara kerja yang dilakukan pada atau oleh
sistem. Untuk kasus mesin panas, kerja dilakukan dengan meninjau proses
kuasistatik. Proses kuasistatik adalah proses yang berjalan sedemikian rupa
pada sistem dimana simpangan dari kesetimbangannya sangat kecil sehingga
dapat diabaikan.

Bila sistem dianggap seperti sebuah silinder yang dilengkapi dengan
piston yang dapat bergerak, maka besar infinitesimal dari kerja atau usaha

untuk kerja kuasistatik pada sistem tersebut adalah dengan mengalikan skalar
antara gaya eksternal (ﬁ) yang bekerja pada piston tersebut terhadap perubahan
posisi piston sejauh ( df). Secara matematis dapat ditulis

SW = —F.dL (2.8)

Tanda negatif (—) menunjukkan bahwa gaya eksternal yang bekerja pada

piston berlawanan arah dengan pergeseran atau perubahan posisi piston.
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Besarnya gaya dapat diubah dalam bentuk tekanan (P) pada penampang

piston dikali luas (A) penampang piston. Persamaan (2.8) dapat ditulis ulang

menjadi
SW = —F.dL
SW = —PA.dL
SW = —PdV (2.9)

dimana 6W adalah kerja infinitesimal sistem, P adalah tekanan, dan dV =

A.dL adalah volume infinitesimal sistem. Tanda negatif (—) didepan
P dV menyatakan bahwa untuk dV yang bernilai positif (pemuaian) akan
menghasilkan kerja yang bernilai negatif, dan untuk dV yang bernilai negatif
(penyusutan) akan menghasilkan kerja yang bernilai positif (Zemansky dan
Richard H. Dittman, 1986).

Total kerja dalam proses kuasistatik dari keadaan sistem bervolume awal
V; hingga mencapai volume V; dapat ditentukan dengan mengintegralkan

persamaan (2.9)

SW = —P dV
Vy
W= —f P dv (2.10)
Vi

Pengintegralan ini dapat dilakukan jika mengetahui hubungan antara P dan V
yang dimiliki sistem selama proses berlangsung. Hubungan tersebut bisa

dinyatakan dalam suatu persamaan atau grafik.
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2.1.4 Kalor

Kalor (Q) adalah perpindahan energi internal. Kalor mengalir dari satu
bagian sistem ke bagian yang lain atau dari sistem ke sistem yang lain karena
adanya perbedaan temperatur. Kalor belum diketahui sewaktu proses
berlangsung dan baru setelah aliran kalor berhenti seseorang dapat mengacu
pada kalor, atau dalam kata lain energi internal yang telah dipindahkan dari
sistem bertemperatur lebih tinggi ke sistem lain yang bertemperatur lebih
rendah (Zemansky dan Richard H. Dittman, 1986).

Kalor (Q) bukan merupakan fungsi koordinat termodinamika. Kalor
bergantung pada lintasan yang dilalui sistem dari keadaan awal ke keadaan
akhir. Jadi, sejumlah kalor infinitesimal adalah diferensial non-eksak dan
dilambangkan dengan §Q.

Kalor dan kerja memiliki beberapa kesamaan untuk sistem
termodinamika, yaitu (Akbar, 2016):

e Kalor dan kerja adalah gejala transisi. Sistem tidak pernah memiliki
pernah memliki kalor dan Kerja, tetapi kalor dan kerja melewati batas
sistem ketika sistem mengalami perubahan keadaan

e Baik kalor dan kerja adalah gejala batas (boundary phenomena),
keduanya dikenali hanya pada batas sistem dan keduanya menyatakan
energi yang melewati batas sistem

e Baik kalor maupun kerja, keduanya adalah fungsi lintasan dan merupakan

turunan non-eksak.
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2.1.5 Fungsi Energi Internal

Fungsi energi internal (energi dalam) diberi lambang U. Energi internal
adalah suatu fungsi kooordinat termodinamika yang banyaknya sama dengan
yang diperlukan untuk merinci atau menetapkan keadaan sistem. Misalnya
pada keadaan setimbang sistem hidrostatik tertutup, terdapat tiga koordinat
termodinamika yang digunakan untuk mendeskripsikan keadaan sistem
tersebut, yaitu P,V, dan T. Tiga koordinat tersebut dapat ditentukan
sepenuhnya oleh koordinat diantaranya saja, karena koordinat ketiga ditentukan
oleh persamaan keadaan. Sehingga energi internal dapat dibayangkan sebagai
fungsi dari dua koordinat termodinamika (sembarang koordinat dari P, V, dan
T).

Jika koordinat yang dipakai untuk memeriksa kedua keadaan hanya
berbeda secara infinitesimal, maka perubahan energi internalnya adalah dU,
dimana dU merupakan diferensial eksak. Untuk sistem hidrostatik tertutup

dimana U dipandang sebagai fungsi T dan VV, maka

dU(T,V) = (Z—?)V dT + (3—3>T av (2.11)

atau dengan memandang U sebagai fungsi T dan P, maka

au au 2.12)
dU(T, P) = (—) dT (—) dP (2.
TP =\57), 4T+ (3p),
. (U CIAN
Kedua turunan parsial (5)Vdan (E)le tidak sama karena turunan

parsial pertama merupakan fungsi T dan V dan turunan parsial yang kedua

merupakan fungsi T dan P, sehingga kedua bentuk ini berbeda secara
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matematis dan memiliki arti fisis yang berbeda (Zemansky dan Richard H.
Dittman, 1986).
2.1.6 Hukum Pertama Termodinamika

Hukum pertama termodinamika berbunyi (Zemansky dan Richard H.
Dittman, 1986):

“Jika suatu sistem diubah dari keadaan mula ke keadaan akhir

hanya secara adiabat, maka kerja yang dilakukan sama besar

untuk semua lintasan adiabat yang menghubungkan kedua

keadaan ini”

Hukum pertama termodinamika didapatkan dari dua eksperimen yang
berbeda dalam sistem terutup yang sama. Eksperimen pertama dilakukan
dengan mengukur kerja yang diperlukan sepanjang proses adiabatik (tidak ada
interaksi kalor antara sistem dengan lingkungan) untuk mengubah keadaan
sistem dari keadaan awal hingga keadaan akhir. Hasil eksperimen
menunjukkan terdapat suatu fungsi koordinat termodinamika yang mana harga
pada keadaan akhir dikurangi dengan harga pada keadaan awal sama dengan
kerja adiabatik yang bekerja dari satu keadaan ke keadaan yang lainnya. Fungsi
ini dikenal dengan fungsi energi internal (U). Bila ditulis dalam bentuk
matematis,

W,_,r(adiabatik) = Uy — U; (2.13)

Pada eksperimen Kkedua, prosesnya terjadi secara diatermik
(dimungkinkan terjadi aliran kalor antara sistem dengan lingkungan). Hasil

eksperimen menunjukkan bahwa kerja non-adiabatik tidak sama dengan Uy —

U; seperti hasil eksperimen pertama. Supaya hasil ini sesuai dengan asas atau
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prinsip kekekalan energi, maka disimpulkan bahwa energi telah dipindahkan
dengan cara yang lain dari pelaksanaan kerja. Perpindahan energi antara sistem
dan lingkungan ini terjadi disebabkan karena adanya perbedaan temperatur
antara sistem dan lingkungan yang disebut kalor, sehingga dapat didefenisikan
(Zemansky dan Richard H. Dittman, 1986):

“Bila suatu sistem, yang lingkungannya bertemperatur berbeda

dan kerja dilakukan padanya, mengalami suatu proses, maka

energi yang dipindahkan dengan cara non-mekanis yang sama

dengan perbedaan antara perubahan energi internal dan kerja

yang dilakukan, disebut kalor”

Bila ditulis secara matematis,

Q=Us-U;— (W)

U —U;i=Q+W
AU=Q+W (2.14)

dimana Q adalah kalor, AU adalah perubahan energi internal, dan W adalah
kerja. Q bernilai positif bila kalor masuk ke dalam sistem, dan Q bernilai
negatif bila kalor keluar sistem; W bernilai positif jika sistem menerima kerja,
dan W bernilai negatif jika sistem mengeluarkan kerja. Persamaan ini
menunjukkan hubungan antara kalor, kerja, dan energi internal sistem dan
dikenal sebagai perumusan matematis hukum pertama termodinamika.

Hukum pertama termodinamika dari persamaan (2.14) untuk sistem yang
mengalami perubahan infinitesimal dapat ditulis

50 = dU — (W)
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dU = 8Q + W (2.15)

dengan substusi persamaan (2.9) ke dalam persamaan (2.15) maka hukum
pertama termodinamika juga dapat ditulis dengan

dU = 8Q + 6W
dU = 8Q + (=P dV)

dU =6Q —Pdv (2.16)

2.1.7 Kapasitas Kalor

Dalam kasus dimana tidak ada kerja pada suatu sistem, maka seluruh
kalor yang masuk atau keluar sistem akan mengubah energi dalam. Jika kalor
masuk, maka energi internal sistem akan bertambah, begitupun sebaliknya.
Aliran kalor ke dalam sistem disebut dengan kapasitas kalor (C).

Dalam kondisi volume tetap, kalor jenis didefinisikan sebagai

Sedangkan dalam kondisi tekanan tetap, kapasitas kalor didefinisikan sebagai

Bila persamaan (2.17) dihubungkan dengan hukum pertama
termodinamika pada persamaan (2.16)

dU = 8Q — P dV

dU = C,dT — P(0)
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dU = C,dT (2.19)

Untuk kasus tekanan konstan,

dU =8Q —PdV

6Q =dU+PdV

C,dT = C,dT + P dV

dimana P dV bisa dihubungkan dengan persamaan gas ideal pada persamaan

(2.6)
PV =nRT
V
P—=RT
n
P K = RT
Vol per mol
PdV+  VdP  =RdT
0,karena P konstan
PdV =RdT
maka

CpdT = C,dT + P dV

CpdT = C,dT + R dT

C,=C,+R

Untuk kasus gas ideal, nilai dari selisih C,, dan Cp sama dengan konstanta R.
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Bila dikenalkan konstanta Laplace (y) , yaitu perbandingan antara

kapasitas kalor pada tekanan konstan dengan kapasitas kalor pada volume

konstan,

maka didapatkan hubungan antara kapasitas kalor pada volume tetap, kapasitas

kalor pada tekanan konstan, dan konstanta Laplace sebagai berikut

CP_CV:R
(%92
Cy Cy
-1 =2
c =& (2.21)
=
-1
dan
CP_CV—R
(1_&)25
C,)  Cp
(1-3)=¢
14 Cp
c R
P=
1
(1"7)
R
Cp:

Y
=

(2.22)

“=6-D
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2.1.8 Proses- Proses Termodinamika

Proses di dalam termodinamika merupakan suatu perubahan keadaan

sistem dari keadaan satu ke keadaan yang lain. Bila sistem melakukan

serangkaian proses dan akhirnya kembali ke keadaan semula, maka dikatakan

sistem tersebut telah melakukan suatu siklus.

Proses yang dijabarkan disini merupakan proses pada sistem tertutup.

Proses-proses tersebut meliputi hubungan P-V-T, kerja (W), dan kalor (Q).

Berikut beberapa macam proses dalam termodinamika:

1.

Proses Isobarik
Proses Isobarik adalah proses dimana sistem memiliki tekanan
konstan selama proses berlangsung (P = konstan).

Kerja yang dilakukan sistem dalam proses ini sebesar

W=—<—f‘:deV>

Ve
W = PdVv
Vi
W = P(Vf -V (2.23)

Penambahan tanda negatif (—) diberikan karena sistem melakukan kerja.
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P
A
1 2
Py [ —_—
: : > U
Vi V,

Gambar 2.2. Proses Isobarik dalam Diagram P — V
2. Proses Isohorik
Proses isohorik adalah proses dimana sistem memiliki volume
konstan selama proses berlangsung (VV = konstan). Pada proses ini, sistem

tidak melakukan kerja meskipun terdapat aliran kalor pada sistem. Bila

ditulis
Ve
W = Pdv
Vi
W = P.(0)
W=20 (2.24)

Berdasarkan hukum pertama termodinamika,

dU = 8Q + W
dU = 8Q + 0
dU = 80 (2.25)

Ini menunjukkan bahwa pada proses isohorik, diperoleh perubahan energi

dalam sebesar kalor yang masuk atau keluar sistem dengan §W = 0.
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P
A
R — ? 2
V' N
R R o 1
> v
V1=V2

Gambar 2.3. Proses Isohorik dalam Diagram P — V

3. Proses Isotermal
Proses Isotermal adalah proses dimana sistem memiliki temperatur
konstan selama proses berlangsung (T = konstan). Tidak adanya
perubahan temperatur pada proses isotermal membuat perubahan energi
internalnya sama dengan nol. Berdasarkan hukum pertama
termodinamika, didapatkan

dU = §Q + W

0 =68Q + (—6W)

5Q = 5W (2.26)

Gambar 2.4. Proses Isotermal dalam Diagram P — V



25

4. Proses Adiabatik
Proses adiabatik adalah proses dimana tidak ada kalor yang masuk
atau keluar pada sistem selama proses berlangsung (6Q = 0).

Berdasarkan hukum pertama termodinamika, didapatkan

dU = 8Q + W
dU = 0 + W
du = §W (2.27)

Berdasarkan definisi sebelumya pada persamaan (2.19) dan (2.9)
(Abdullah, 2016)

dU = C, dT

W =—-PdV

maka untuk proses adiabatik dipenuhi

C,dT = —P dV (2.28)

Dari persamaan gas ideal PV = nRT dapat ditulis T = PV /nR.
Dengan melakukan differensial ke dua ruas, diperoleh
PdV +VdP
T = (2.29)
nR
Substitusi persamaan (2.29) ke dalam persamaan (2.28), diperoleh

(PdV + VdP
| —————

— )z —pav

C,PdV + C,VdP = —nRPdV
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C,PdV + nRPAV + C,VdP = 0

(C, +nR) PdV + C,VdP = 0
Cp

C,PaV + C,VdP = 0

CP
-2 pdv +VdP = 0
Cy

dvV dP 0 (2.30)

dengany = C,/C,.
Selanjutnya, dengan melakukan integral dua ruas persamaan

(2.30), maka didapatkan

il —=C
VV+ P 1

yInV+1InP =C;

f dav dP

InVY+InP =(;

InPVY = C,
PVY =eC1
PVY =C (2.31)

dimana C dan C; adalah konstanta. Persamaan (2.31) menunjukkan proses
adiabatik untuk gas ideal dimana PV bernilai konstan sepanjang proses.
Persamaan (2.31) juga dapat ditulis ulang dengan memasukkan

definisi P = nRT /V untuk gas ideal, dan didapatkan persamaan proses
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PVY =C
(nRT) VY = C
v =
TV-lyY = i
nR
konstan
TVY-1=¢ (2.32)

dimana C adalah konstanta.

P,

Gambar 2.5. Pro;es Adiabatik dalam Diagram P —V

2.1.9 Hukum Kedua Termodinamika

Hukum kedua termodinamika dinyatakan oleh Kevin-Planck sebagai
berikut:

“Tidak mungkin suatu sistem yang bekerja dalam satu siklus

untuk mengubah panas dengan hanya satu reservoir dan

menghasilkan sejumlah kerja positif yang ekuivalen”

Kevin-Planck menyatakan bahwa kalor dari reservoir bertemperatur
lebih tinggi tidak mungkin sepenuhnya diserap sistem menjadi kerja, melainkan
terdapat sebagian dari kalor tersebut yang harus dikeluarkan ke reservoir yang

bertemperatur lebih rendah.
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Bila pada hukum pertama termodinamika menjelaskan tentang prinsip
kekekalan energi, maka hukum kedua termodinamika ini menjelaskan tentang
bagaimana cara energi tersebut dipindahkan. Hukum kedua termodinamika
menyatakan tentang aliran kalor dimana kalor mengalir dari reservoir
bertemperatur tinggi ke reservoir bertemperatur rendah, namun tidak dapat
dibalikkan (irreversible). Aplikasi dari hukum kedua termodinamika ini
terdapat dalam sistem mesin panas.

Pada mesin panas, terdapat kalor yang masuk dari reservoir panas (Qg)
ke sistem, kemudian sebagian kalor tersebut dikonversi menjadi kerja mekanis
(W) dan sebagian kalor lainnya dikeluarkan atau dibuang oleh sistem ke
reservoir dingin (Q.). Ketiga kuantitas Q, Q., dan W dinyatakan dalam harga
mutlak atau bilangan positif. Oleh karena kalor pada reservoir panas tidak
dapat diubah sepenuhnya dalam bentuk kerja mekanis, maka efisiensi mesin
panas akan kurang dari 100%.

Hot reservoir
at temperature Ty

| Oyl

Engine

>

W= QH + QC
< Oc| = |Qy| — Q¢

Cold reservoir at
temperature 7

Gambar. 2.6. Diagram Aliran Kalor Mesin Panas (Young dan Roger A. Freedman.
2012)
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Efisiensi mesin panas didefinisikan sebagai rasio dari kerja yang
diperoleh sistem terhadap kalor yang diserap sistem dari reservoir panas.

Secara matematis ditulis

(2.33)

=
i
SIES

Karena kalor pada sistem merupakan jumlah kalor dari reservoir panas Qg
yang masuk pada sistem yang kemudian keluar ke reservoir dingin Q., dapat
ditulis

Q=0un—0c (2.34)
6Q =Qu — Q¢

Dengan menggunakan persamaan hukum pertama termodinamika dengan
dU =0 dimana tidak terjadi perubahan energi internal karena proses

membentuk siklus penuh Uy = U;, maka

dU = 8Q + 6W
0 =6Q + (—5W)
SW =68Q
W = 1Qyul —1Qcl (2.35)

Sehingga efisiensi mesin panas pada persamaan (2.33) dapat ditulis ulang

dengan

77=6

_1Qul = 1Qc]
0]
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1Qc| (2.36)
|Qxl

2.2 Mesin Brayton

Mesin panas Brayton merupakan mesin panas dengan menggunakan siklus
Brayton selama proses berlangsung pada suatu sistem. Siklus Brayton pertama
kali diusulkan oleh John Barber pada 1791 dan dikembangkan lebih lanjut oleh
George Brayton. Siklus Brayton merupakan konsep dasar untuk mesin turbin gas

(Singh, 2019).

v

_ %4 — S
Diagram P -V Diagram T — S

Gambar 2.7. Siklus Brayton dalam Diagram P —V danT — S

Siklus Brayton dalam kasus ini dianggap berlangsung pada sistem tertutup
dan zat kerja (working substance) yang digunakan adalah gas ideal dengan
kapasitas kalor tetap. Lintasan siklusnya digambarkan pada gambar 2.6. Lintasan
siklus Brayton dimulai dari titik 1 dan berakhir pada titik 1, yaitu 1-2-3-4-1.
Siklus Brayton terdiri dari 2 proses adiabatik dan 2 proses Isobarik (Callen, 1985).

1. Pada tahap 1-2, proses yang terjadi pada sistem adalah proses kompresi
adiabatik. Kompresi terjadi dari V; menuju V, dengan besar kerja yang

dilakukan adalah (Abidin, 2017)
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dUu = —-6W

2 2
[ow=-[‘av
1 1

2
Wl—Z == _.[- C‘U dT
1
Wi, =-G, (Tz - Tl)
Wi, =0, (T, — Tz) (2-37)

2. Pada tahap 2-3, proses yang terjadi adalah proses ekspansi isobarik.
Ekspansi isobarik terjadi dari V, menuju V5. Pada proses ini, sistem

menyerap panas dari lingkungan dengan Q,_; > 0 sebesar

Q2-3 =Qy
3
= f 6Qy
2
3
(e
2
Q-3 =Cp (T3 —T3) (2-38)

dengan T; > T,. Selanjutnya, perubahan energi dalam yang terjadi pada

proses ini sebesar

3
dU2_3 =j dU
2

3
[ cvar
2

dUy—3 = C,(T3 = T) (2.39)
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dengan menggunakan hukum pertama termodinamika pada persamaan
(2.15), dan dilakukan substitusi persamaan (2.38) dan (2.39) pada
persamaan (2.15), maka didapatkan besar kerja yang dilakukan sistem

sebesar

dU = 8Q + W
dU = 6Q + (—6W)
dU =6Q — W
W = 6Q —dU
Wo 3 =0Q2-3 —dU,_3
W3 =Cp (T3 —T5) = C,(T5 —T3)
Wp—3 = (Cp — C,)(T3 = T2) (2.40)

3. Pada tahap 3-4, proses yang terjadi adalah proses ekspansi adiabatik. Pada
tahap ini sistem mengalami proses ekspansi adiabatik dari V5 menuju V,

dan kerja yang dilakukan sistem adalah

4 4

[‘ow=-[a
3 3
4

Wsi_y = —f C,dT
3
Wi_y =—C, (T, — T3)

Wiy =C, (T3 —Ty) (2.41)
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4. Pada tahap 4-1, proses yang terjadi adalah proses kompresi isobarik.
Kompresi isobarik terjadi dari V, menuju V;. Pada tahap ini, sistem

mengeluarkan panas ke lingkungan dengan Q,_, < 0 sebesar

Qs-1 = Q¢
1
= f 5Qc
4
1
[
4
Qs-1=Cp (T1 —T,) (2-42)

dengan T, > T,. Selanjutnya, perubahan energi dalam yang terjadi pada

proses ini sebesar

1
dU4__1 = j dU
4
1
= f C, dT
4
AUy = C,(T1 —Ty) (2.43)

Dengan didapatkan besar kerja yang dilakukan sistem sebesar

dU = 8Q — W

SW = §Q —dU

Wioqy = Q4-q —dUy—4

Wy 1 =0Cp (T1 - T4) - Cv( T, — T4)

Wy_1=(Cp— Cv)( Ty —Ty) (2.44)
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Kemudian dari keseluruhan proses yang terjadi pada siklus Brayton, kerja
total yang dilakukan sistem diperoleh dengan menjumlahkan kerja pada tiap

proses atau dengan menggunakan persamaan (2.35), yaitu

Wiotat = Wig + Wo s+ Ws_y + Wy

= C, (T —To) + (Cp—C)(T5 —T2) + C, (T3 — Tu) + (Cp

- v)(Tl - T4)

= C,T, — C,Ty + CpTs — CpTy — C,Ts + C,Ty + CpTs — C, T,

+ CpTl - CPT4 - Cle + CvT4

= CPT3 - CPTZ + CPTl - CPT4,

Wiotar = Cpl(T3 —T2) — (T4 — T1)] (2.45)

atau

Wiotat = |QH| - |Qc|

= Q-3 — Q41

=Cp(T3—T5) = Cp (Ty — Ta)

Weotar = CP[(T3 —T;) — (Ty — T1)] (2.46)

Sehingga dapat ditentukan efisiensi siklus Brayton sebesar

_ Wtotal

~ Qu

_ Cpl(T5 —T) — (T, — Tl)]

- Cp (T3 —T,)

po1- LT (2.47)

(T3 —Ty)
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Jika diketahui bahwa (Abidin, 2017):

1-y
u__<a)7f__cqy“1 (2.48.1)
T, \P \I,
1-y 1-y
T3 (P4)T _ (Pl)T (2.48.2)
T, \P —\p,
L_Ts (2.48.3)
T, Ty
L_Ts (2.48.4)
T, T,

dimana P, = P, dan r;, = V—1 adalah rasio kompresi, maka efisiensi mesin Brayton
2

dapat dinyatakan dengan

(2.49)

atau

n=1-—m (2.50)
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2.3 Sumur Potensial Tak Hingga 1 Dimensi
Sebuah partikel Sebuah partikel bermassa m berada didalam sumur atau
kotak potensial satu dimensi sepanjang L. llustrasinya seperti gambar dibawah ini

(Purwanto, 2005):

- @
» X

Gambar 2.8 Partikel dalam Kotak Satu Dimensi

Potensial V — oo di x =0 dan x = L dibuat untuk menjamin agar partikel tidak
dapat menembus dinding dan keluar kotak. Artinya, tidak mungkin partikel berada
di luar sumur potensial. Secara matematis hal ini berarti

PYx)=0 untuk x <0danx > L (2.51)

Karena didalam kotak V' (x) = 0, maka persamaan Schrodinger sistem ini

h? d*p Ey untuk x < 0danx > L (2.52)

2m dx?

atau

dz_v,l} 2mE (2.53)

Jika dituliskan

(2.54)
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maka persamaan Schrodinger yang tak bergantung waktu pada persamaan (2.53)
menjadi

d? (2.55)
— 1+ k%Y =
ax2 +k“yp =0

Persamaan (2.55) adalah persamaan differensial orde-2 dengan akar-akar bilangan
kompleks yang berlainan, dan solusinya adalah

Y(x) = Asin kx + B cos kx (2.56)

Lalu dimasukkan syarat batas saat x = 0, fungsi ¥(0) = 0,

Y(x) = Asin kx + B cos kx
Y (0) = Asink(0) + B cos k(0)
0=0+B(1) (2.57)

disini B berarti harus B = 0. Oleh karena itu, ¥ (x) menjadi

Y(x) = Asinkx (2.58)

Dimasukkan lagi syarat batas saat x = L, fungsi ¥ (L) = 0,

Y(x) = Asinkx
Y(L) = Asink(L)
0=Asink(L) (2.59)

Nilai sin k(L) akan sama dengan nol jika memenuhi sin kL = sinnr,

kL = nm

k="" dengan n = 1,2,3,4, ... (2.60)
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Dari hubungan antara E pada persamaan (2.54) dan k pada persamaan
(2.60), maka diperoleh ungkapan energi partikel didalam kotak yaitu:

2mE _

TR

n?mn?h?

2ml2

E =n%E, (2.61)

dengan

2 h? (2.62)
E1 ==
2mlL?

adalah energi terendah.

Ini menunjukkan bahwa energi partikel dalam kotak tidak bernilai
sembarang atau kontinu, melainkan secara diskrit hanya boleh ada pada nilai
tertentu, yaitu kuadrat bilangan bulat (n?) kali energi terendah E;. Keadaan
dengan energi terendah disebut dengan keadaan dasar (ground state) (Purwanto,
2005).

Substitusi bentuk akhir k kedalam fungsi 1 (x) dan didapatkan fungsi eigen

P(x) = P, (x) = A sin nL—”x (2.63)

dimana v,, (x) harus ternormalisasi.
Konstanta A ditentukan dengan proses normalisasi, yaitu partikel pasti

berada di dalam sumur. Oleh karena itu,

1= f YY) dx
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1= (A sin n_nx) (A sin n_nx) dx

L L

O\h

Y L 2nm
= Zx 4stm I X
0 0
L
=)
2
2
A? =—
L

Ao 2
L (2.64)

Dengan demikian, fungsi gelombang ternormalisasi untuk kasus partikel

yang terperangkap dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi berukuran L
adalah

nm

2
Y, (x) = \/; sin T (2:65)

dan keadaan dasarnya adalah
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2 m
Y, (x) = \/; sin Zx (2.66)

2.4 Osilator Harmonik
Di mekanika klasik, osilator harmonik dianggap sebagai sebuah benda
bermassa m yang salah satu ujungnya diikat diikat dengan sebuah pegas dengan

konstanta pegas k. Gerak benda tersebut diatur oleh hukum Hooke (Griffiths,

1994):
F = —kx (2.67)
—kx = ma
o d?x
xX=m TS
d?x _k
dt? mx
d?x 3
o wx

dengan w = k/m adalah frekuensi anguler osilasi. Dan solusinya didapatkan

x(t) = Asinwt + B cos wt (2.68)

Energi potensial sistem adalah

1 2
V(x) = Ekx

1 2.69
V(x) = Ema)zx2 (2.69)
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Dalam mekanika kuantum, fungsi gelombang dari sistem osilator
harmonik didapatkan dengan memecahkan persamaan Schrodinger dengan

potensial V (x):
1
V(x) = Ema)zx2

Apabila digambar dalam bentuk grafik, bentuk potensial osilator harmonik

sebagai berikut:

V(x)

v
=

Gambar 2.9 Potensial Osilator Harmonik
Karena V(x) tidak bergantung waktu, maka digunakan persamaan Schrodinger
tak bergantung waktu untuk osilator harmonik

h? d*p(x)

2m  dx?

+V()Y(x) = EY(x)

_h_zdzt,l}(x) 1

a7 + Ema)zxzt,l}(x) = Ey(x) (2.70)

Persamaan (2.70) diselesaikan menggunakan metode aljabar.

Persamaan (2.70) dapat ditulis ulang sebagai berikut (Suana, 2012):

1
2m

hd\? 1
(F3) ¥ +3merx?pe) = Bp)

idx
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1 (Ei> + mza)zle Y(x) = EY(x) (2.71)

2m|\i dx

dengan menggunakan sifat aljabar

a’ + b? = (a — ib)(a + ib)

maka ruas Kiri pada persamaan (2.71) dapat dinyatakan dengan perkalian dua

faktor
g+ e 0 =g oo

= mex] —— + lmwx] Y(x)

\/_ [l dx \/_
=a_a;Pp(x)

dimana a_ dan a, adalah suatu operator dan didefinisikan sebagai berikut

h d

1 -
a_. = —|———imwx 2.72.1
o |7 dx ( )
= _1 7 d +1 - 2.72.2
a, = T ax lmwx_ (2.72.2)

Disini a_ dan a, adalah bukan bilangan biasa, melainkan sebuah operator.
Pada umumnya suatu operator bersifat tidak komut (ab # ba), sehingga

perlu diperiksa produk dari a_a, jika bekerja pada suatu fungsi, misalnya f (x).

) = 1 [hd 1 1 [hd b ] @)
a_a,f(x = T liax lmwx_m_idx imwx| f(x
1 [hd 1 1 hdf( )+ £ )l
= —|-—— imwx|— imwxf (x
\2mli dx \/Zm_L dx
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1 h
= Zm{ T J ] [ 4f ) —+ mexf(x)l}
d*f (x) d[xf (x)] df (x)
ﬁ{(z) T T hmo—————hmox— =+ (mw x)zf(x)}

2m dx? dx

2 42
= —1 {(E) ) + (hmwf(x) + Aimwx df(x)) — himwx df (%)
i dx

+ (mwx)?f (X)}

2m (\i dx?

= i{(ﬁ) @f ) + Amwf(x) + (mwx)zf(X)}

2m dx?

2 32
= i{(?) a4 + himw + (ma)X)Z}f(x)

Dengan mengeliminasi f(x), maka didapatkan produk dari a_a,

-7 (h)z L+ b + (mox)?
a_a, = om ; dx2 mw mwx

a_a, = i{(ﬁ) d—2+ (mwx)? } hTa)

2m dx?

hw 1 ((h\" d?
a_a, — 7 = %{(—> E + (ma)x) } (273)

Substitusi persamaan (2.73) ke persamaan (2.71), dan didapatkan bentuk

persamaan Schrodinger baru

S [(ﬁ_i) + mzwzle PO = Ep)

2m|\i dx
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(a_a+ — hTw) Y(x) = EY(x) (2.74)

a_a,P(x) = (E + h7w> Y(x) (2.75)

Persamaan (2.69) dapat ditulis dengan

Hoy ¥ (x) = EY(x) (2.76)

dengan

hw
Hon = ( - 7)

adalah bentuk satu dari operator Hamiltonian untuk osilator harmonik. Persamaan
(2.76) merupakan persamaan nilai eigen, dengan y(x) adalah fungsi eigen (solusi
dari persamaan Schrodinger) dan E adalah nilai eigen.

Setelah didapatkan produk a_a,, kemudian dicari pula produk a,a_

dengan cara yang serupa seperti pada langkah-langkah sebelumnya, dan

didapatkan
1 (/h\* d? hw
- J[(Z)y —_ 2 2.77
- =om {(l) dx? + (o) } 2 (.77)
hw 1 (/h\* d?
) = 2 2.78
a,a_ + > T {(l) 2 + (mwx) } ( )

dengan mensubstitusi persamaan (2.78) ke persamaan (2.71), maka didapatkan

bentuk persamaan Schrodinger baru

il(h d )2 + mzwzle Y(x) = EP(x)

2m 7&
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(ava+22) o) = o) (2.79)

ava () = (E -2 yx) (280)
Persamaan (2.79) dapat dituliskan dengan
Hoy Y(x) = EYp(x) (2.81)

dengan

hw
Hon = ( + 7)

adalah bentuk dua dari operator Hamiltonian untuk osilator harmonik.

Selanjutnya, dilihat sifat dari operator a_ jika bekerja pada fungsi eigen

Y (x). Misalkan suatu fungsi ¢ (x) = a_y(x). Jika operator Hyy = (a_a+ — %‘“)

bekerja pada ¢ (x), maka menghasilkan

Hopo(x) = Hopa_(x)

- (o= ") oo

h
Hong () = a_a,a () - 5-a_p(x)

dengan substitusi persamaan (2.80), diperoleh

hw
Hopop(x) = a_aya_p(x) — > a_p(x)

—a (& —%“’) P(x) —%“’a_w(x)
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- (& h“’) a_(x) - %“’a_w)

2

= (E — hw)a_1(x)
Honp(x) = (E — hw)e(x) (2.82)

Jika dibandingkan persamaan (2.82) dengan persamaan (2.76), maka
persamaan (2.82) juga merupakan persamaan nilai eigen. Namun, pada persamaan
(2.82) nilai energi E berkurang sebesar hw dibandingkan dengan persamaan
(2.76). Ini menunjukkan bahwa operator a_ menurunkan energi sebesar hw.
Demikian juga jika operator yang bekerja pada ¥ (x) adalah a_a_ , maka operator

tersebut akan menurunkan energi sebesar 2aw, begitupun seterusnya.

Jika
p(x) =a_a_a_..a_yp(x)
= a’y(x)
maka
Hop¢(x) = (E — nhw)d(x) (2.83)

Setelah mengetahui sifat a_ yang bekerja pada fungsi eigen (x),

selanjutnya akan dilihat sifat operator a, bila bekerja pada fungsi eigen ¥ (x).
Misalkan suatu fungsi ¢@(x) = a,¥(x). Jika operator Hyy = (a+a_ +h7“’)

bekerja pada ¢ (x), maka menghasilkan
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Hopo(x) = Hopa, (x)

= (a+a_ + hTO)) a,P(x)

hw
Hopop(x) = aya_a,p(x) + > a,P(x)

dengan substitusi persamaan (2.75), diperoleh

hw
Hopp(x) = aya_ap(x) + Ta#/}(x)

=ay (E + hTw) P(x) + hTwa#/’(x)

= <E+h—w)a I/J(x)+h—wa Y(x)
B 2/ 2

_( hw how

E+ - + 7) a,P(x)

= (E + hw)a, P (x)
Hopo(x) = (E + hw)p(x) (2.84)

Terlihat bahwa ¢ (x) menaikkan nilai eigen E + Aw. Hal ini menunjukkan bahwa
operator a, bersifat menaikkan energi sebesar hw. Demikian juga jika operator
yang bekerja pada y(x) adalah a,a, , maka operator tersebut akan menaikkan

energi sebesar 2Aw, begitupun seterusnya. Sehingga jika

¢(x) = araay ...aP(x)
= aiyp(x)

maka
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Hopd(x) = (E + nhw)p(x) (2.85)

Disini bentuk ¥ (x) masih belum spesifik. Sebagai upaya untuk memperoleh
bentuk spesifik dari ¥(x), cara yang coba digunakan adalah dengan
mengoperasikan operator a_ pada keadaan dasar y,(x). Pada keadaan dasar
energi yang ada adalah energi terendah, sehingga bila diberikan operator penurun
a_ pada keadaan dasar maka hasilnya nol karena tidak ada lagi keadaan dengan

energi yang lebih rendah. Apabila ditulis secara matematis

a_Po(x) =0
1 thd .
ﬁ[?@ - lmwx] Yo(x) =0
1 [hd ]
T n t/);)fx) — imwxyPy(x)| =0
? dl’l};;x) — imwxYy(x)[=0
?dl/);}fx) = imwxyy(x)

dipo () _ moxpo(x)

dx h
dipo(x) mw g
Po(x) T h e
dipo(x)  mw g
Po(x) T h e

mo
Inyy(x) = —oR X +C
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_mw, 2
Po(x) = e 2h" e°
mw_,
PYo(x) = Ae™ 28" (2.86)

Persamaan (2.86) merupakan fungsi gelombang dari osilator harmonik yang
belum ternormalisasi.

Setelah didapatkan fungsi gelombang untuk keadaan dasar, maka dapat
ditentukan fungsi gelombang pada keadaan tereksitasi ke n, ¥,(x) dengan

mengoperasikan operator penaik a., yaitu

Y () = (@) $o@)
Pa) = (@) (A7)

P(x) = Aay)e 2" (2.87)

Selanjutnya, dicari energi osilator harmonik pada keadaan dasar dengan cara

memecahkan persamaan Schrodinger pada persamaan (2.80) untuk ¥(x) =

Po(x).

(ava+ %‘”) P(x) = Eyp(x)
<a+a_ + h7w> Po(x) = Egpo(x)

h
a, a_Po(x) + de’o(x) = Ego(x)
0

h
Tw'l’o (x) = Eqo(x)
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Ey = = (2.88)

Ternyata energi pada keadaan dasar osilator harmonik tidak nol seperti pada kasus
partikel dalam sumur potensial tak hingga. Lalu untuk energi pada keadaan

tereksitasi ke n, E,, didapatkan dari penurunan persamaan (2.85)

En = EO + nha)
hw
E, = —+nhw
2
1
E, = (n + E) hw (2.89)

Sehingga bila disimpulkan, telah didapat solusi persamaan Schrodinger tak
bergantung waktu dan energi dari osilator harmonik yang masing-masing terdapat
pada persamaan (2.87) dan (2.89) (Sauna, 2012).
2.4 Analogi Sistem Termodinamika Klasik ke dalam Sistem Kuantum

Dalam termodinamika klasik, seluruh kuantitas yang ada merupakan
besaran makroskopis dan bisa diukur, seperti tekanan (P), volume (V), dan
temperatur (7). Kuantitas-kuantitas tersebut seluruhnya tidak didapati atau
ditemukan pada sistem mekanika kuantum. Oleh karena itu, pada kajian mesin
panas kuantum dilakukan analogi sistem termodinamika klasik ke dalam sistem
mekanika kuantum dalam bentuk analogi terdekat.

Analogi dari besaran atau kuantitas termodinamika klasik ke dalam sistem

mekanika kuantum adalah sebagai berikut (Akbar, 2016):
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1. Energi internal (U) yang berkaitan dengan temperatur pada sistem klasik
direpresentasikan dengan nilai harap hamiltonian atau nilai eigen energi
pada sistem kuantum.

Temperatur pada sistem klasik berkaitan langsung dengan energi Kinetik
rata-rata partikel zat kerja. Sedangkan dalam sistem kuantum, representasi
dari jumlah energi kinetik rata-rata setiap keadaan dalam sistem adalah nilai
harap hamiltoniannya, sehingga didapatkan kesimpulan bahwa nilai harap
hamiltonian dalam sistem kuantum merupakan representasi dari energi
internal sistem dalam sistem klasik.

2. Kuantitas tekanan (P) dan Volume (V) pada sistem klasik direpresentasikan
dengan kuantitas gaya (F) dan lebar sumur (L) pada sistem kuantum.

Hal ini dikarenakan pada sistem kuantum ditinjau dalam 1 dimensi.

3. Kalor (Q) yang masuk atau keluar sistem pada sistem Klasik
direpresentasikan dengan perubahan probabilitas dari jumlah tingkatan
energi setiap keadaan.

Partikel dalam sistem kuantum memiliki tingkat kedaan energi
terkuantisasi yang bergantung pada bilangan kuantum dan nilai eigen energi.
Pada sistem atom berlaku bahwa partikel akan mengalami eksitasi jika
menerima sejumlah energi yang sama atau lebih tinggi dari energi
ambangnya; Dalam termodinamika klasik, kalor merupakan energi. Jika
dihubungkan pada sistem kuantum, kalor yang masuk dalam sistem
termodinamika kuantum akan menyebabkan probabilitas tingkat keadaan
eigen mengalami eksitasi sehingga probabilitas tingkat keadaan sistem yang

lebih besar dari keadaan dasar mengalami peningkatan. Begitupun untuk
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kalor yang keluar dari sistem (sistem melepas kalor) akan menyebabkan
probabilitas tingkat keadaan eigen sistem mengalami relaksasi sehingga
probabilitas tingkat keadaan eigen pada keadaan tertinggi akan mengalami
penurunan. Sehingga dapat ditarik kesimpulan bahwa kalor pada sistem
klasik dapat direpresentasikan dengan perubahan probabilitas dari jumlah

tingkatan energi pada setiap keadaan.

. Kerja (W) vyang dilakukan sistem pada sistem termodinamika

direpresentasikan oleh perubahan probabilitas dari nilai eigen energi pada
sistem kuantum.

Dalam termodinamika klasik, jika sistem melakukan kerja maka membuat
energi internal sistem turun. Energi internal sistem direpresentasikan dengan
nilai harap hamiltoninan pada sistem kuantum. Nilai harap hamiltonian
merupakan jumlah probabilitas nilai eigen energi partikel disetiap keadaan.
Sehingga ditarik kesimpulan bahwa kerja yang dilakukan sistem dalam
termodinamika klasik direpresentasikan oleh perubahan probabilitas dari
nilai eigen energi pada sistem kuantum.

Integrasi mengenai Mesin Panas Kuantum

Mesin panas kuantum adalah suatu perangkat yang mengubah energi panas

menjadi kerja dengan menggunakan objek kuantum dan sistem mekanika

kuantum sebagai zat kerjanya. Mesin panas kuantum merupakan salah satu

aplikasi dari teori kuantum dalam dunia termodinamika yang menjelaskan

dinamika panas dan kerja dalam tinjauan mikroskopis dari suatu partikel yang

tidak dapat diamati secara langsung.
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Sehubungan dengan penerapan teori kuantum pada kajian mesin panas
kuantum, teori kuantum sendiri diisyaratkan dalam Al-Qur’an Surat Al-
Dzaariyaat ayat 1-6. Allah SWT berfirman:

W) (£) 150 culazdalla(1) 1508 el Hladla (Y) 158 5 cadlaladla (1) 1355 el A
(1) &5 5l G 3(2) Galial 5l S

“(1) Demi partikel-partikel yang sangat halus (2) Yang membawa beban

berat (3) Yang mengalir dengan mudah (4) Yang membagi-bagi urusan (5)

Sesungguhnya yang dijanjikan padamu pasti benar (6) Dan sesungguhnya
pembalasan pasti terjadi” (Q.S. Al-Dzaariyaat [51]: 1-6).

Secara tekstual, kata dzaariyaat berasal dari dzarrah yang bermakna
“partikel-partikel lembut”. Namun dalam pendefinisian tersebut, terdapat
beberapa pertanyaan tentang jenis partikel apa yang lembut namun mampu
membawa beban berat dan mengalir dengan mudah. Menurut Mulyono dan
Ahmad Abtokhi (2006), jawaban untuk memahami ayat tersebut yakni
dihubungkan pada teori kuantum.

Pada awal abad XIX, Einstein menemukan bahwa elektromagnetik yang
sebelumnya dipandang sebagai gelombang (energi), dapat dipandang sebagai
satuan-satuan kecil bulat, atau disebut dengan partikel (dzarrah) (Mulyono dan
Ahmad Abtokhi, 2006). Dalam kasus efek fotolistrik, Einstein mengemukakan
penjelasan berupa kebergantungan fotoelektron pada frekuensi radiasi.
Menurutnya, radiasi yang sampai pada permukaan menjadi sebungkus (bundle)
energi yang terlokalisasi E = hv dan merambat dalam kecepatan cahaya.
Sebungkus atau paket cahaya ini kemudian disebut sebagai foton (Purwanto,
2005).

Penjelasan yang dikemukakan Einstein kemudian membuka wawasan baru

bagi ilmu fisika yang memunculkan teori kuantum. Teori kuantum memandang
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setiap gelombang energi sebagai paket-paket kecil berbilangan bulat. Contohnya,
diperoleh cahaya sebesar satu paket, dua paket, dan kelipatan bilangan bulat
lainnya (Mulyono dan Ahmad Abtokhi, 2006).
Pembahasan mengenai kuanta (paket) energi secara tersirat dijelaskan dalam
Al-Qur’an Surat An-Nuur ayat 35. Allah SWT berfirman:
ASla 818 ) ¢ il Bt gl 3 K8 5 38 O G315 oyl 53840
1 So s sy 26 %e on R R R Rt T P I I N T VL I
3 élem ey A0 A58 VAEHI Y 450 )48 50e 5080 (e M 3 (5 530 (S S K
0K 280 5 B0 Q06 40 oyt s FL83 (o500 (i 538 e 55 Hazaa o
“Allah, cahaya langit dan bumi. Perumpamaan cahaya Allah adalah
seperti lubang yang tak tembus, yang didalamnya ada pelita besar. Pelita itu ada
di dalam kaca (dan) kaca itu seakan-akan bintang (yang bercahaya) seperti
mutiara, yang dinyalakan dengan minyak dari pohon yang berkahnya, (yaitu)
pohon zaitun yang tumbuh tidak di sebelah timur dan tidak pula di sebelah
barat(nya), yang minyaknya hampir-hampir menerangi, walaupun tidak disentuh
api. Cahaya diatas cahaya. Allah membimbing kepada cahaya-Nya siapa yang

Dia kehendaki, dan Allah membuat perumpamaan-perumpamaan bagi manusia,
dan Allah Maha Mengetahui segala sesuatu” (Q.S. An-Nuur [24]: 35).

Terdapat kalimat “nuurun ‘alaa nuurin” pada ayat tersebut yang artinya “cahaya
diatas cahaya”. Para mufassir memiliki beberapa pandangan mengenai makna dari
“cahaya diatas cahaya”.

Dalam Tafsir Ibnu Katsir (2004), Al-Aufi meriwayatkan dari Abdullah bin
Abbas, maksud “cahaya diatas cahaya (berlapis-lapis)” adalah cahaya iman
seorang hamba dan cahaya amalnya. Sementara Ubay bin Ka’ab berkata, maksud
“cahaya diatas cahaya” merupakan wujud dari lima cahaya seorang mukmin,
yaitu: perkataannya adalah cahaya, amalnya adalah cahaya, tempat masuknya
adalah cahaya, tempat keluarnya adalah cahaya, dan tempat kembalinya adalah

cahaya pada hari kiamat, yakni surga.
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As-Saddi mengatakan, maksud “cahaya diatas cahaya” adalah cahaya api
dan cahaya minyak. Cahaya api dan cahaya minyak apabila bersatu akan bersinar,
namun keduanya tidak akan bersinar jika tidak berpasangan satu sama lain.
Demikian pula dengan cahaya iman dan cahaya Al-Qur’an yang mana tidak akan
bercahaya kecuali jika bersatu (Ibnu Katsir, 2004).

Menurut Imam Al-Qurthubi dalam Tafsir Al-Qurthubi (2008), kata nuur
tidak selamanya berarti cahaya, bisa juga merupakan majas untuk memaknai
sesuatu yang sulit diungkapkan. Sedangkan maksud dari “cahaya diatas cahaya”
adalah pada lubang yang tak tembus (al-misykatu) terkumpul cahaya pelita dan
cahaya minyak, sehingga menjadi cahaya diatas cahaya. Cahaya-cahaya tersebut
tertahan pada lubang yang yang tidak tembus, sehingga menjadi cahaya diatas
cahaya yang belum pernah ada.

Agus Purwanto (2008) memberikan tafsiran mengenai ‘“cahaya diatas
cahaya” secara saintifik, yakni “cahaya diatas cahaya (berlapis-lapis)” bermakna
spektrum cahaya. Jika cahaya dibiarkan melewati prisma segitiga, maka cahaya
yang keluar dari prisma berupa sebaran pita warna-warni yang teratur. Fenomena
inilah yang dianggap mampu menggambarkan cahaya yang bertumpuk-tumpuk.

Alternatif lain dalam memahani “cahaya diatas cahaya” dapat dilihat pada
teori kuantum, yakni pada kasus efek Compton. Pada tahun 1922, Arthur
Compton melakukan eksperimen penembakan sinar-X terhadap suatu bahan.
Dalam eksperimen tersebut dideteksi cahaya atau sinar-X dan elektron terhambur.
Menurut Compton, proses hamburan tersebut merupakan tumbukan elastis antara

foton (cahaya) dan elektron dimana ini mengindikasikan bahwa gelombang
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berperilaku seperti partikel. Perilaku ini menyatakan bahwa gelombang
“memaketkan diri” dalam bentuk kuanta energi E = hv (Purwanto, 2005).

Dalam skala yang amat kecil, kuanta atau paket-paket kuantum tampak
seolah-olah seperti partikel yang sangat halus. Perlu dipahami bahwa partikel-
partikel yang sangat halus ini dijadikan Allah SWT sebagai sarana pengatur
kelangsungan alam semesta. Keteraturan pergerakan alam semesta dalam
lintasannya, mulai dari skala yang sedemikian besar hingga skala terkecil, terjadi
atas sarana partikel-partikel halus ini, sehingga partikel halus ini bisa diartikan
“mampu membawa beban berat”. Selain itu, partikel-partikel kuantum halus ini
juga dapat diartikan “mengalir dengan mudah” karena sifat partikel kuantum yang
mampu bergerak dalam kecepatan cahaya (Mulyono dan Ahmad Abtokhi. 2006).

Selain itu, representasi dari mesin panas kuantum juga tidak luput dari
penerapan hukum termodinamika di dalamnya. Dalam kajian mesin panas
kuantum ini, dilakukan penerapan hukum pertama termodinamika yang diperluas
dalam ranah kuantum. Berkenaan tentang hukum pertama termodinamika, dalam
Al-Qur’an Surat Al-Buruuj ayat 13 disebutkan

5335 {sai 34 A

“sesungguhnya Dialah Yang menciptakan (makhluk) dari permulaan dan
menghidupkannya kembali " (Q.S. Al-Buruuj [85]: 13).

Dari segi bahasa, makna yubdi'u diambil dari kata bada’a yang mana
bentuk masdarnya (continuous tense) berupa bad’an dan mabda’an. Mabda’an
bermakna “mendahulukan sesuatu dari lainnya karena merupakan bagian yang
harus didahulukan’. Sedangkan yu ‘iidu berasal dari kata ‘aada - ya 'uudu — ‘audan

yang artinya “kembali ke sesuatu setelah selesai”.
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Menurut Ahmad Baiquni (2014) dalam Tafsir ilmiah Salman, ayat ini
mengisyaratkan tentang hukum pertama termodinamika dimana inti ayat ini
memungkinkan pemaparan tentang siklus. Jika berbicara tentang siklus, hukum
fisika yang mempelajarinya adalah hukum termodinamika. Hukum pertama
termodinamika berbunyi bahwa “energi tidak dapat diciptakan dan dimusnahkan
tetapi bisa dikonversi dari satu bentuk ke bentuk yang lain”. Hukum pertama
termodinamika pada prinsipnya merupakan hukum kekekalan energi yang

menyatakan bahwa jumlah energi selalu tetap.



PERLUASAN TERMODINAM :BKAAI? il(lliASIK KE TERMODINAMIKA
KUANTUM
3.1 Hukum Pertama Termodinamika untuk Sistem Kuantum
Kajian mesin panas kuantum dilakukan dengan mengimplementasikan
hukum pertama termodinamika dalam ranah kuantum. Hukum pertama

termodinamika didefinisikan seperti pada persamaan (2.15)

dU = 6Q + W

dimana dU, 6Q, dan W masing-masing adalah energi internal, kalor, dan kerja
sistem yang mengalami perubahan secara infinitesimal.

Dalam sistem mekanika kuantum, energi internal sistem direpresentasikan
oleh nilai harap hamiltonian, dimana nilai harap hamiltonian adalah jumlah
probabilitas nilai eigen energi partikel disetiap keadaan. Bila ditulis secara

matematis

E =(H)= Z P(E,)E, (3.1)
n=1

Nilai harap Hamiltonian merupakan energi rata-rata dari pengukuran
seluruh anggota ensembel. Nilai harap Hamiltonian juga bisa disebut dengan
energi sistem. Persamaan dari nilai harap hamiltonian pada persamaan (3.1) secara

infinitesimal dengan menerapkan persamaan diferensial eksak dinyatakan dengan

E=(H)= ) P(E)E,
n=1

dE = Z(EndPn + P,dE,) (32)
n=1
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dimana E, adalah nilai eigen energi ke- n dan B, adalah probabilitas okupasi
pada eigen-state ke-n.
Bila dihubungkan dengan hukum pertama termodinamika pada persamaan

(2.15), maka

dU = Z(EndPn + PdE,)

n=1

oo

U = z E,dP, + Z P,dE, (3.3)

n=1 n=1
5Q Sw

o

50 = Z E,dP, (3.4)

n=1

(0]

SW = 2 p.dE, (35)

n=1
dengan 6Q dan §W masing-masing adalah kalor dan kerja yang dilakukan sistem
selama proses termodinamika berlangsung.

Persamaan (3.3) adalah ungkapan hukum pertama termodinamika dalam
sistem kuantum. Dua suku yang terdapat pada persamaan (3.3) menunjukkan
bahwa terdapat dua cara yang berbeda secara fundamental untuk mengubah energi
sistem. Suku pertama merepresentasikan perubahan okupasi rata-rata atau
probabilitas (dP,) dan suku kedua merepresentasikan perubahan level energi
(dEy,). Masing-masing dari suku tersebut mengidentifikasikan bahwa bentuk
Yo—1 E,dB, berhubungan dengan kalor sistem dan bentuk -, B, dE,
berhubungan dengan kerja yang dilakukan sistem (Latifah dan Agus Purwanto,

2013).
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3.2 Gaya (Tekanan) dalam Sistem Kuantum
Definisi gaya umum untuk sistem kuantum bisa didapatkan dari definisi
gaya umum pada sistem klasik
6W = —F dL

__w (3.6)
dL

dengan W adalah kerja dan L adalah koordinat yang sesuai dengan F. Kemudian
digunakan ekspresi kerja 6W dalam sistem kuantum yang terdapat pada

persamaan (3.5) dan disubstitusikan pada persamaan (3.6) yang apabila ditulis

oW
dL
_ N\, 9 (3.7)
F= ‘Z B
n=1

Persamaan (3.7) merupakan definisi gaya untuk sistem kuantum sembarang
(untuk kasus satu dimensi, gaya sama dengan tekanan) dan diasumsikan koordinat
umum L berubah secara infinitesimal, sehingga nilai eigen energi E, berubah
dalam fungsi L.

Selain itu, ungkapan gaya (3.7) pada sistem kuantum bisa juga diperoleh
dengan cara mekanika statistik (Pathria dan Paul D. Beale, 1972). Cara ini

digunakan saat sistem berada pada kesetimbangan termal dengan penangas panas
(heat bath) dalam suhu terbalik =% , dimana sistem memenuhi distribusi
Maxwell-Boltzmann Pnzge‘BEn dengan P, adalah probabilitas okupasi, k

adalah konstanta Boltzmann, dan Z = 3., e #F» adalah fungsi partisi. Ungkapan

gaya dengan cara mekanika statistik didapatkan dengan
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1 AE, (L)
k=N (—p)e-BEnw) ZEn\Z)
KT E (-B)e —5
n

kT <zne-ﬂ5n<”> 0E, (L)

kT 7 oL
Py
_ N\, (3.8)
F= _ZP” dL

n=1

dimana f = —kT In Z adalah energi bebas pada sistem kuantum.

Persamaan (3.8) menunjukkan bentuk yang sama dengan ungkapan gaya
pada persamaan (3.7). Namun yang membedakan adalah bentuk persamaan (3.7)
lebih umum dari pada persamaan (3.8) dimana persamaan (3.7) dapat digunakan
dalam sembarang keadaan, tidak peduli apakah sistem berada dalam
kesetimbangan termal atau tidak, sedangkan persamaan (3.8) mensyaratkan bahwa
sistem harus berada dalam kesetimbangan termal dan memenuhi distribusi

Maxwell-Boltzmann.
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3.3 Proses-Proses Termodinamika Kuantum
3.3.1 Proses Adiabatik Kuantum

Proses adiabatik kuantum merupakan analogi kuantum dari proses adiabatik
klasik. Dalam proses adiabatik klasik, tidak ada perpindahan kalor yang terjadi
pada sistem, sehingga proses adiabatik mengarah pada penggunaan energi internal
untuk bisa melakukan atau menghasilkan kerja (dU = §W). Jika dihubungkan

dengan hukum pertama termodinamika pada sistem kuantum

U = 2 E,dP, + z P.dE,
n=1 n=1
5Q )

w

dimana perubahan kalor direpresentasikan dengan perubahan probabilitas
okupasi dP, , maka dikatakan bahwa dalam proses adiabatik kuantum tidak terjadi
perubahan probabilitas okupasinya (dP, = 0), sehingga hukum pertama

termodinamika dalam sistem kuantum menjadi

U = z E,dP, + z p.dE,
n=1 TJ n=1

U = z P.dE, (3.9)
n=1

Ini menandakan bahwa dalam proses adiabatik kuantum, teorema adiabatik
diperolen dengan memodifikasi tingkat energi tanpa mengubah probabilitas
okupasinya.
3.3.2 Proses Isobarik Kuantum

Proses isobarik kuantum merupakan perluasan dari proses isobarik klasik.

Proses isobarik Kklasik adalah proses termodinamika kuasistatik dimana tekanan
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sistem dijaga untuk tetap konstan. Pada proses isobarik Kklasik, tekanan sistem
dapat dijaga konstan dengan mengatur temperaturnya secara hati-hati, seperti
contoh ketika ingin suatu sistem klasik dijaga tekanannya untuk konstan, maka
perlu diatur temperatur penangas panasnya (termostat) secara hati-hati ketika
mengubah volume sistem.

Dalam contoh lainnya, yaitu pada kasus gas ideal klasik dimana persamaan
keadaan gas didapatkan dari fakta empiris berupa PV = NkT. Untuk menjaga
tekanan P konstan, maka temperatur sistem T harus proporsional dengan volume
gas (T «< V). Berdasarkan contoh tersebut, dapat dilihat bahwa pengaturan
temperatur dalam proses isobarik dapat dilakukan dengan mengetahui persamaan
keadaan sistemnya. Sedangkan dalam sistem mekanika kuantum persamaan
keadaannya belum diketahui, sehingga berikut ini akan dideskripsikan proses
isobarik kuantum dengan menjabarkan pula kuantitas termodinamikanya seperti
gaya (F), entropi (S), dan energi internal (U) untuk mendapatkan persamaan
keadaan sistem kuantum yang digunakan dalam membangun analisis pada proses
isobarik kuantum. Deskripsi proses isobarik kuantum akan dikaji dalam dua
sistem, yaitu sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi
dan sistem osilator harmonik dengan menggunakan pendekatan statistik yang
memenuhi distribusi Maxwell-Boltzmann.

3.3.2.1 Proses Isobarik Kuantum pada Sistem Partikel Tunggal dalam
Sumur Potensial Tak Hingga 1 Dimensi
Gaya untuk sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1

dimensi diperoleh dari persamaan (3.7)
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- dE,
F==) Rt
n=1
Untuk kasus partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1
dimensi, koordinat umum L merupakan lebar dari potensial sumur dan energi
eigen E, bergantung pada koordinat L nya. Ungkapan energi eigen E,, untuk

kasus partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi terdapat pada

persamaan (2.56)

E = n2E1
n?m?h?
~ 2ml?
dimana
B o= konstanta Planck
- 21
n = bilangan kuantum
m = massa partikel.
A B B
|
E,(L)) |
/] 1
| /ANVANE Y7
7 T M 7
E\(L))] N |EE R
; Ne_ N
=7 £
E;(Luf I
: Lz,
g 1
E (L) |
/] i E (L)
LA AAAT L L AAAAAL LS
3

Gambar 3.1 Skema Diagram Gaya untuk Sistem Partikel Tunggal pada Sumur
Potensial Tak Hingga 1 Dimensi (Quan, 2009)
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Kemudian diperoleh turunan E, (L) terhadap L

n?m?h?

d (nmh)?

d

ar () = dL 2ml?
h 2

= _sz—s
2m

B (nmh)? 1

2ml? L

En(L) (3.10)
L

dE(L)— 2
dL "

Dipertimbangkan sistem berada dalam kesetimbangan termal dengan

penangas panas pada suhu terbalik = . oleh karena itu, gaya yang bekerja

kT’
pada salah satu dinding potensial dapat dihitung dengan mensubstitusikan
%En(L) dan distribusi Maxwell-Boltzmann B, = %e‘ﬁEn ke dalam persamaan

(3.7).

g5

2,252
_p(LT h
_ e PO Zmiz » E,(L) (3.11.1)
_pnin?h? L
n Zne 2mlL?

Bentuk sigma pada fungsi partisi Z = 3, e "#F» diubah dalam bentuk integral

Ze_ﬁEn :fe_BEn dn
0

n
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dan penyelesaiannya menggunakan integral fungsi gamma. Dimisalkan

[o0) (o)
n2m2h2 ,
fe_ﬁ 2mlL? dn=fe‘a" dn
0

0

dimana

_ pr*n? (3.11.2)
2ml?

Dilakukan permisalan pula

an’ =y ; dy=2andn

3
Il
SRS

y
;ody=2a |-d
y aJ; n

d
dn = —Y_

ZaX
a

S
[l
=

Syarat batas yang semula terhadap n kemudian diubah menjadi syarat batas
terhadap n.

darin - 0 menjadiy — 0

dan dari n - oo menjadi y = oo

sehingga persamaan f0°° e~ dn menjadi

f‘a”dnzfey
0

%
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ooe‘yd 1 OO1 vy
f % y_Ef_ye y
0 2a a aO
= \/a y—1/2 e—ydy
2\/5\/50
1
= —1 y(i_l)e_ﬁ)’dy
2vVa :
0  fungsi Gamma dg F(y):r(i)
7= )
T 2va \2
1
=—n (3.11.3)
2Va

Substitusi persamaan (3.11.2) ke dalam persamaan (3.11.3)

o

n2m2h? 1
fe B amiz dn = ——\r
0]

1 2ml? (3.11.4)
2 |B(L)mh?

Kembali pada persamaan (3.11.1)

n?n?h?

POy <_2En(L)>

F = _z annzhz

n Zn e " 2mi?
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n?m?h?
F = Z(e’“” Zmi? ( 2n2n2h2>
= 1 [ omz L 2mi?

\2 B(L)mh?

2mL2
2mlL2

[ 1

_4 B 0 N pal I
L 2miz | 9B |
. |

diubah dalam bentuk integral
4 mR2B(L)[ 0 (1 | 2ml?

T L 2m1? | ap\ 2. |BL)nA?

4 |mh?2B(L)|1 [2mI2 d 1

T Ly 2mI? |2 mh? 3B(L) <m>

— 2P (555 507)

h2B (L) z gy nznzhzl
— e —

2 A0 < 1 1 1 >
L 2B(L) . /B(L)
e (3.12)
LB(L)
Persamaan (3.12) merupakan ungkapan gaya (tekanan) pada sistem
partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi. Persamaan (3.12)
juga dapat dianggap sebagai persamaan keadaan untuk sistem partikel tunggal

pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi, yaitu

o L
~LB(L)
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FL = kT (3.13)

. 1
dimana § = =

Persamaan (3.12) menunjukkan bahwa pada proses isobarik kuantum
sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi, untuk

menjaga agar F tetap konstan, maka perlu ditinjau temperatur sistem agar

proporsional dengan lebar dinding potensial (L) = (F%) saat sistem di dalam

kotak mendorong salah satu dinding untuk melakukan kerja. Disini perlu
diketahui bahwa fungsi temperatur S(L) terhadap lebar dinding potensial
(volume) pada proses isobarik kuantum bergantung dengan sistem (system
dependent). Konsekuensinya, fungsi temperatur (L) terhadap lebar dinding
potensial (volume) pada proses isobarik kuantum akan berbeda untuk setiap
sistem kuantum yang berbeda.

Selanjutnya, dijabarkan mengenai entropi pada sistem partikel tunggal
pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi. Ungkapan entropi ditulis secara

matematis sebagai berikut

)
S=k— [TInZ]

aT
[ ]
0 | _annzhz |
S=kﬁrln ze 2mlL? ‘
N
diubah dalam bentuk integral
S=k [T 1

i 0 1 2mlL? }
0 h?
T l;; 2 /ﬁ(L)n j
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dengan menggunakan turunan differensial eksak,

S=k[u'v+vul (3.14.1)

Lalu dimisalkan
u="T (3.14.2)
u' =1 (3.14.3)

1 1 2ml2
V=2 B2
1 [2mL2kT (3.14.4)
v=1In > ’ 7

1

, 1 1(1/2mL*kT\ 22mL%k
v= 1 ZmLZkT 2 2 7Tfl2 Tl'hz
7\} Th?

Th? [1 1 mLZkl
2mL2kT lz 2mLZkT nhZJ
h?

3 mh? mh? mlL%k
| 2mIL2kT | 2mL2kT mh?

3 mh? mL%*k
"~ 2ml2kT mh?

;1 (3.14.5)
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Substitusi persamaan (3.14.2), (3.14.3), (3.14.4), dan (3.14.5) kedalam
persamaan (3.14.1) dan didapatkan ungkapan entropi untuk sistem partikel

tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi adalah

S=k 1.ln<

1

S=k E+n
1
S=k|=+1In

2

1
2

| 1 [2mL2kT
2 h?

(

2mlL2kT N
h?

1 [ 2miz \
2 |mh?B(L)

1

2T

4

(3.15)

Jika ungkapan entropi pada persamaan (3.15) dibandingkan dengan
ungkapan entropi pada gas ideal klasik, maka didapatkan bahwa entropi gas
ideal klasik mereproduksi entropi pada sistem partikel tunggal pada sumur
potensial tak hingga 1 dimensi jika jumlah molekul pada gas ideal klasik N =

1, dimana ungkapan entropi pada gas ideal klasik yaitu

S—N[kl Z+U]

Energi internal untuk sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak
hingga 1 dimensi juga dapat diperoleh secara analitik. Pertama, digunakan

definisi energi internal seperti persamaan (3.1)

U= Pa(EE,

1
_ Z (Ee—m)En(L)) E, (L)

n
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e—BLELL) \ p272K2
N z Zne_ﬁ(L)En(L) 2ml2
n

Kemudian subtitusi persamaan (3.11.4), dan didapatkan

U1 [ e—/z(L)Enu)ﬂ]
1| 2mi2 % 2mL?
2 |mh2B(L)
1 9 _ﬁ(L)nznzlezl
- |- — e 2mlL
1| 2ml? [ oF Zn:
2 |[ThZB(0)
__ v |_98 (1| 2m&_
T o | 9B\ 2R
2 |7h2B(L)
_ 1 12ml2o () 1
1 [z [P OB\ (B
2 |ThZB(0)
__, [mBW1 zmi2( 1 1 1
=T Tomiz |2 ke <‘EM,/3@>>
_11
~2B()
s Lo (3.16)

Persamaan (3.16) merupakan ungkapan energi internal dalam sistem
partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi. Ungkapan ini
memverifikasi teorema ekipartisi dimana temperatur suatu sistem direlasikan

dengan energi rata-ratanya. Disini menunjukkan bahwa energi internal untuk
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sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi hanya
bergantung pada temperatur saja dan energi internalnya memiliki bentuk yang
sama seperti energi internal untuk gas ideal klasik dengan jumlah molekul N =
1 dimana energi internal gas ideal klasik berbentuk
_ kT
2

Selain entropi dan energi internal pada sistem partikel tunggal pada
sumur potensial tak hingga 1 dimensi yang memiliki bentuk yang sama dengan
entropi dan energi internal pada gas ideal klasik, bentuk persamaan keadaan
untuk sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi
(persamaan (3.13)) pun memiliki bentuk yang sama dengan persamaan keadaan
untuk gas ideal klasik jika jumlah molekul N = 1. Persamaan keadaan gas
ideal klasik diungkapkan sebagai berikut

PV = NkT

Dari seluruh kuantitas termodinamika yang telah dijabarkan diatas,
maka dapat dilihat bahwa antara sistem klasik dan sistem kuantum memiliki
bentuk yang sama. Dengan itu dapat dinyatakan bahwa sistem partikel tunggal
pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi merupakan padanan dari gas ideal
pada sistem klasik.

3.3.2.2 Proses Isobarik Kuantum pada Sistem Osilator Harmonik
Untuk kasus partikel tunggal dalam potensial osilator harmonik atau

bisa disebut sistem osilator harmonik, energi eigennya dinyatakan dengan

E, = Z (n + %) hw (3.17)

n
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dengan w = SLLC dimana:
E,, = Energi eigen

n = bilangan kuantum

B = konstanta Planck

2T
w = frekuensi osilator harmonik
s = integer
c = kecepatan cahaya
L = lebar potensial osilator harmonik.

Disini menunjukkan bahwa lebar potensial osilator harmonik L berbanding
terbalik dengan frekuensinya L o %

Selanjutnya, untuk gaya pada sistem osilator harmonik diilustrasikan

oleh gambar 3.2

>

N L

E,(B).\ [ [

E, ([&{'\i:::::: ::::.::%-Zé J(Ly)
! (LB )

EINGEA AL x

Gambar 3.2 Skema Diagram Gaya untuk Sistem Osilator Harmonik

Potensial osilator harmonik diasumsikan dapat bergerak dari bentuk yang

curam ke bentuk yang landai karena adanya gaya yang diberikan padanya.
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Gaya pada sistem osilator harmonik diperoleh dari persamaan (3.7) dengan

gaya osilator harmonik F sebagai fungsi temperatur 8 dan lebar potensial L

dE. (L
Fe=-yn

-2 (Falt 2]

E 1, -5, ( 1) _hsme 1
Z 2 L L
n

hw

1

z e—ﬁ(L)(n+§)hw [( N 1) . 1

= 1 n - w ] -

- Zne—ﬁ(L)(rHE)hw 2 L
_BL)hw

e BLnhw o= 1 1
=) _mfnm[(“z)h‘“]z

w Y, e BLnhwg

B(L)nhw
e 2 e -B(L)nhw 1 " 1
- (e 3)e |3

(L)nh
e TS ompWmhe

Y, e Flmhe 1 1 3.18.1
“Wm[(“z)hw]z S84

suku Y, e BInh@ vang perada di ruas bawah diubah dalam bentuk deret

dengan memisalkan

x = fhw

z = e Bho

sehingga
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z e—B(L)nhw — z e nx

n n

_ Y

n
= 2% +z' + 2% +...
= 14z +z%+...

1 (3.18.2)
1—2z

Substitusi persamaan (3.18.2) ke persamaan (3.18.1)

Zn e—ﬁ(L)nha) 1 1
P2 |(n )]

11—z

1 1 1
— -B(L)nhw — —
T2 ()

1— e Bhw T

_d=e ﬁhw) e-BLINhG . Z T | B
2 L
n
_(L—eFrey

a 1 1

—_ e~ BLnhw -f(Lnhw , _ _

1 ( 0B £ >+<Ze zh‘”)]L
_a- e~Proy [ a 1 1 1
A—e™IN(_0 ) N <__ . _ha,) 1
1 aﬁ 1—e" Bhw 1— e Bho 2 L

(1 —ehhey < how e B ) 1 1h l1

1 |\@—eproy) T @ —epmoy 2T
e how e B L1 h 1
(1 — e hrw) “Iz
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dengan melakukan manipulasi matematis, maka didapatkan definisi gaya untuk

sistem osilator harmonik

[ hw e Fhe [efh@] 1 ll
F= +-hw|-

(1 — e=Bhw) [eBhe] © 2 L
N hw 1 " 1
T epho — 1 +§ “’]Z
hsmc
T 1 Asmc 1 (3.19)

B(L)hsmc oL
L 1

e

dimana w = “Lt—c Persamaan (3.19) menunjukkan ungkapan gaya pada sistem

osilator harmonik F sebagai fungsi temperatur g dan lebar potensial L.
Persamaan (3.19) juga menyatakan persamaan keadaan sistem osilator
harmonik, yaitu

hsmc

_ T 1 Asmc 3.20
FL = B(L)hsmc " + E L ( )
L

e

Kembali pada persamaan (3.19), persamaan (3.19) mengindikasikan bahwa
gaya berupa fungsi yang bergantung pada temperatur 8 dan lebar potensial L.
Untuk memperoleh gaya F konstan, maka harus ditinjau definisi temperatur
secara cermat (subtle way) sebagai berikut:

hsmc

T 1hAsnc|1
F = B + = —
bhsmc 2 L |L
e L —1
hsmc
I 1 Asmc
FL —

+
Bhstc
By 2 L



hsmc
1 Asmtc T
FL —— =
2 L Phsmc
e L —1

1 Asmtc Bhsmc hsTc
(-3 () -

2 L L
L thnc FL 1 Asmc thﬂc+ 1 Asmc _ hsmc
€ 21 ¢ 2 L L
L thﬂc 1 Asmc Bflznc B hsmc 1hsmc
¢ 21 ¢ TTL T271
ﬁhznc (F 1hsnc> B 1 Asmc FL
€ 271 )21

1 Asmc

Bh 5—— + FL
%_(2 L

)

o =
(FL -

dengan menggunakan manipulasi matematis, didapatkan definisi (L)

1 hsmc
Bhinc _ (jT + FL) [ZL]

(-

e

thﬂc _ (2FL* + hsmc)

¢ "~ (2FL? — hsmc)

thn’c B (ZFLZ + hAsmc)
-n (2FL? — hsmc)

Ine

Bhsmc  (2FL* + hsmc)
L "(2FIZ = hsnc)

WL = L (2FL? + hsmc)
BlL) = hsmc n (2FL? — hsmc)

1 hsmc

)

2

L
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(3.21)
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Disini dapat dilihat bahwa saat gaya F dibuat konstan, maka fungsi temperatur
B (L) dalam sistem osilator harmonik di persamaan (3.21) memiliki bentuk
yang lebih kompleks daripada B(L) oc% dalam sistem partikel tunggal pada

sumur potensial tak hingga 1 dimensi.
Kemudian, untuk entropi S pada sistem osilator harmonik kuantum

diungkapkan dengan

d
S = ka_T [TInZ]
0 1
_, 9 -B(L)(n+z)hw
kaT Tane ]
n
' BL)hw
=k—=|TIn (Z e~Anhw e_T>]
L n
2| | _nhe _he
= Kk — k k
kaT T In Ze T e 2kT
L n
I d [ 1 nhw 1 hw
= Kk— kT 2kT
ar T|In Ze +Ilne
L n
2 ot _nho|
= k— 2kT kT
S aT Tlne + Tln Ze
| n
Kemudian substitusi persamaan (3.18.2)

s Zlr(= Y

~ T <_2k_T> n _hw
1—e kT

k(-2 4 7 (1 -m(1 -71-‘%’)

=37 |(- %) o n(1-e

_ d hw ka Tl (1 _Z_;))

= aT( Zk) aT( e )

0



80

ka TIn(1 -
= —K— — kT
oT §n< € )

v

dengan menggunakan turunan differensial eksak,

S =—k[u'v+vu] (3.22.1)
dan dimisalkan
u=T (3.22.2)
uw =1 (3.22.3)
A
v=1In (1 — e_k_(;) (3.22.4)
, 1 hw _Z_OT)
v = |~ (e )|
(1 —e k‘%’) kT*
ho _he

_ kT2 ¥ (3.22.5)

Dilakukan substitusi persamaan (3.22.2), (3.22.3), (3.22.4), dan (3.22.5) ke

dalam persamaan (3.22.1)
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Dilakukan manipulasi matematis

hw hao

hw Te_ﬁ [e kT]
S=—kln(1—e“ﬁ>— —

w hw

o-) [#]

dan dikalikan (—1) pada ruas kanan, sehingga didapat

1

hw h hw -
S=kln (1 _ e_ﬁ) + T“’(eﬁ _ 1) (3.23.1)
Apabila dimisalkan
1
(n) = —— (3.23.2)
ekT —1
maka
L _ e
_— ekT —
(n)
1 1 hw
—+ 1 = ekT
(n)
1+ (n) hw
= ekT
(n)
(n) 1
Tho
1+ (n) ek(;
A
i = (3.23.3)
1+ (n)

Kemudian substitusi persamaan (3.23.2) dan (3.23.3) ke persamaan (3.23.4)

(n) hw
1+ (n)> t

:kln<w)+h_‘”<n>

S=kln<1—

1+ (n) T
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- kln(1 n (n)) +hTw<">

=kIn(1+ ()t + hTw(n)

= —kIn(1+(n)) + hTw(n)

S = kin(1+ (n) + hT“’m) (3.:24)

dimana (n) adalah jumlah rata-rata partikel.

Selanjutnya, energi internal untuk sistem osilator harmonik juga dapat

diperoleh secara analitik dengan menggunakan definisi awal pada persamaan

3.1)

U= P(EE,

_ z (%e—ﬁ(L)En(L)) ((n + %) hw>

z e_ﬁ(L)(n+%)flw << . 1) . )
= n ~ w
~ Zne—ﬁ(L)(n+%)hw 2

_BWhw
2

e—[s’(L)nhwe 1
= Z Bnhe (n + E) hw

n Zne—B(L)nhwe— 2

_BWnhw 3 e-BLmhw
e 2 e” 1
- B(L)nhw - <(n + E) hw) (529
e~ 2 Zn e~ BL)nhw

Substitusi persamaan (3.18.2) ke dalam persamaan (3.25)

1 1
— -B(L)nhw _
U 1 E e ((n + 2) hw)

1—eBhw ™
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U= (1-eFho (( e~ Plnhw nhw) (Z e~ BLnhw -%hw)

n

1 1
o~ BLnho L1
) + (1 — e Bhw 2 hw)

—<1—e-ﬂhw>(( YR ) YA S
(

hw e Pho 1 1h
(1—e" ﬁh‘”) (1—6‘1”“*’ 2 co)

U= hw e Bhe 1h
T A —eFrey T2

dengan manipulasi matematis, didapatkan

hw e~ Phw [eﬁh“’]_l_ "
—hw

U= Ty el 2

B hw
(efre—1)

= (<n> 4 %) ha (3.26)

+1h
5 hw

dimana (n) = m adalah jumlah rata-rata partikel.

Dari persamaan (3.24) dan (3.26) dapat dengan mudah diketahui bahwa
entropi dan energi internal untuk kasus sistem osilator harmonik memiliki
bentuk yang berbeda dengan entropi (persamaan (3.15)) dan energi internal

(persamaan (3.16)) pada sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak
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hingga 1 dimensi. Energi internal pada sistem osilator harmonik yang
diungkapkan di persamaan (3.26) bergantung pada fungsi temperatur S dan
lebar potensial osilator harmonik L, sedangkan energi internal pada sistem
partikel tunggal pada sumur potensial tak hingga 1 dimensi yang diungkapkan
di persamaan (3.16) bergantung pada fungsi temperatur 8 saja. Selain itu,
bentuk persamaan keadaan sistem osilator harmonik pada persamaan (3.20)
dengan persamaan keadaan sistem partikel tunggal pada sumur potensial tak
hingga 1 dimensi pada persamaan (3.13) juga berbeda, sehingga dari observasi
ini disimpulkan bahwa sistem osilator harmonik memiliki sifat/properti
termodinamika yang sangat berbeda dengan gas ideal klasik dan ditemukan

hasil baru diluar gas ideal klasik yang selama ini dikaji.



BAB IV
EFISIENSI MESIN BRAYTON KUANTUM

Mesin Brayton kuantum adalah mesin panas yang menggunakan siklus
Brayton kuantum selama proses berlangsung dalam suatu sistem kuantum. Siklus
Brayton kuantum merupakan generalisasi dari siklus Brayton klasik menjadi
kasus kuantum yang terdiri dari 2 proses adiabatik kuantum dan 2 proses isobarik
kuantum. Siklus ini bersifat reversibel dan lintasan siklus dapat dilihat pada

gambar 4.1.

Gambar 4.1 Diagram Gaya-Perpindahan F — L pada Mesin Brayton Kuantum
berdasarkan Sistem Partikel Tunggal dalam Kotak 1 Dimensi (Quan, 2009)

Lintasan siklus Brayton kuantum dimulai dari titik A dan berakhir di titik
A. Berdasarkan gambar 4.1 dapat dilihat bahwa terdapat 4 tahap dalam lintasan
siklus Brayton kuantum. Lintasan siklus Brayton kuantum akan dijabarkan
sebagai berikut:

1. Tahap 1, yaitu tittk A — B. Proses yang terjadi adalah proses ekspansi
isobarik kuantum dimana gaya F; dijaga konstan dengan ekspansi terjadi
secara infinitesimal dari lebar potensial L, ke Lg. Pada tahap ini, sistem
menyerap kalor dari penangas panas yang bergantung waktu (time-

dependent heat bath) dan beberapa kerja dilakukan pada sistem. Untuk
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memastikan bahwa kalor terserap dari lingkungan, maka Ly harus lebih
besar dari Ly (Lg > Ly).

2. Tahap 2, yaitu titik B — C. Proses yang terjadi adalah proses ekspansi
adiabatik kuantum dimana ekspansi terjadi secara infinitesimal dari lebar
potensial Lz ke L.. Dalam proses ini tidak terjadi perpindahan kalor dalam
sistem sehingga kerja yang dilakukan pada sistem hanya dihasilkan dari
perubahan energi internal. Pada tahap ini, entropi sistem juga tidak berubah.

3. Tahap 3, yaitu titikk C — D. Proses yang terjadi adalah proses kompresi
isobarik kuantum dimana gaya F, dijaga konstan dengan lebar potensial
berkurang secara infinitesimal dari L. ke Lp. Proses ini merupakan
kebalikan dari proses ekspansi isobarik kuantum yang mana di tahap ini
sistem melepaskan kalor.

4. Tahap 4, yaitu titik D — A. Proses yang terjadi adalah proses kompresi
adiabatik kuantum dimana terjadi pengurangan lebar potensial secara
infinitesimal dari L, ke L,. Sama dengan proses ekspansi adiabatik kuantum
bahwa dalam proses ini juga tidak terjadi perpindahan kalor dalam sistem
dan entropi sistem juga tidak berubah.

Dalam menjalankan siklus Brayton kuantum seperti yang digambarkan
diatas, terdapat ketentuan yang harus dipenuhi untuk menjaga kereversibelan
siklus, yaitu pada proses adiabatik kuantum sistem terisolasi secara termal, tidak
ada eksitasi antar keadaan (interstate) energi dan jarak level energi (energy-level
spacing) dari zat kerja berubah dalam rasio yang sama. Ketentuan ini diterapkan

mengingat definisi proses adiabatik kuantum menggunakan analogi atau padanan



87

dari proses adiabatik Kklasik yang berjalan secara quasistatik, sehingga jika
ketentuan ini tidak dipenuhi, maka keireversibelan siklus akan mucul.

Berikut ini akan dijabarkan lebih rinci terkait tahapan proses
termodinamika yang berjalan dalam siklus Brayton kuantum berdasarkan sistem
partikel tuggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem osilator
harmonik hingga didapatkan efisiensi mesin Brayton berdasarkan masing-masing
sistem tersebut.

4.1 Sistem Partikel Tunggal dalam Sumur Potensial Tak Hingga 1 Dimensi

Siklus Brayton kuantum pada sistem partikel tuggal dalam sumur potensial
tak hingga 1 dimensi dimulai dari proses ekspansi isobarik kuantum A — B
dimana gaya F; dijaga konstan dengan lebar potensial meluas dari L, ke Lg. Pada
proses ini, diperoleh kalor yang diserap oleh sistem dari penangas panas yang
bergantung waktu (time-dependent heat bath) menggunakan definisi kalor pada

persamaan (3.4)

6Q4-p = z E,dP,
n
Lp

= [ Y nwanw g

Ly T

ZE(L) n()

dengan menggunakan integral parsial [ u dv, maka didapatkan

Lp Lp

[ B0,

Lp La

605 = ) [Ba(LIPL)

n
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= BB —fh}@)"”]
Lp
= > [ (L)Bal) = En(L)B ()] = [ [=F ()] dL
n Ly
Lp
= [ (L)Ba() = EnCL)B ()] + [ FCLY
n Ly
= D [Ea(La)Pa(Ls) = En(L)Pu(L)] + FL

80n-5 = ) [En(Lp)Pulls) = En(La)Ba(L)] +F(Lg — L) @y

n

selanjutnya, digunakan hubungan persamaan keadaan sistem partikel tunggal pada

sumur potensial tak hingga 1 dimensi (persamaan (3.12)) dan ungkapan energi

internal (persamaan (3.16)) dimana masing-masing dinyatakan F = m) dan U =
25 ( 5 , sehingga didapatkan
_ 1
28
Zawaw=ﬁm
(4.2

Z P,(L)E,(L) = %FL

Persamaan (4.2) kemudian disubstitusikan ke persamaan (4.1)
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1
5 Fila + Fi(Lg — Ly)

1FL
1B 5

6Q4-p = 2
1
= EFl(LB - LA) + F1(LB - LA)

= > Fils — L) (43

Persamaan (4.3) merupakan ungkapan kalor yang diserap sistem (Q).

Kemudian, dengan dengan cara yang sama dicari pula kalor yang
dilepaskan sistem pada time-dependent entropy sink pada proses kompresi
isobarik C — D dimana gaya F, dijaga konstan dengan lebar potensial menyusut
dari L. ke Lp. Ungkapan kalor yang dilepaskan sistem diperoleh menggunakan

definisi kalor pada persamaan (3.4)

8Qc-p == ) EndP,
n

Tanda minus (—) menunjukkan bahwa sistem melepaskan kalor.

6Qc-p =~ ) EndP,
n

Lp T
= [ -[Y rwanw|g
Ic |n
Lp
_ f _ ZE (L) n( ) 4
Lc
Lp  Lp
=) |Bwrw| - f P T2 gy

Lc Lc



90

Lp
= =) [E WP —f[ ZP(L) Bl )]
n Lc
Lp
== D [ (L)Ball) ~ En(LIPaL)] - [ FQYdL
n Lc

=D BaLoPle) = ) En(Lo)Pallp) = FL

Lc

4.4
600 = ) Ea(LPall) = ) Enllp)Pallp) —F(lp—1p) 4
n n
dengan mensubstitusi persamaan (4.2) ke persamaan (4.4), didapatkan
1 1
8Qc-p = EFOLC - EFOLD — Fo(Lp — L¢)
1 1
= EFOLC - EFOLD + Fo(Lc — Lp)
1
= EFO(LC —Lp) +Fy(L¢ — Lp)
(4.5)

3
= EFO(LC — Lp)

Persamaan (4.3) merupakan ungkapan kalor yang dilepaskan sistem (Q;).

Setelah didapatkan ungkapan formulasi untuk kalor yang diterima (Qg)
dan kalor yang dilepaskan (Qy) sistem, maka efisiensi dari siklus Brayton
kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1
dimensi dapat ditentukan.

Efisiensi mesin Brayton kuantum dinyatakan dengan (persamaan (2.31))
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|Qc]

=1-—=

Qx|

dimana Q; = 6Q._p dan Qy = 6Q4_5. Kemudian substitusi persamaan (4.3) dan
(4.5), didapatkan formulasi efisiensi mesin Brayton kuantum pada sistem partikel

tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi

3
S Fo(le — Lp)

n= 1- 3
SFi(Lg = Ly)
_ Fo(L¢ — Lp) (4_6)
Fi(Lg — La)

Berikut ini dikaji mengenai proses adiabatik kuantum B — C. Seperti yang
dijelaskan sebelumnya, proses adiabatik hanya mengarah pada penggunaan
perubahan energi internal untuk menghasilkan atau melakukan kerja karena
selama prosesnya tidak terjadi perpindahan kalor. Sehubungan dengan itu, maka
dicari ungkapan energi internal pada proses adiabatik kuantum B — C.

Ungkapan energi internal diperoleh dari hubungan dengan persaman

keadaan yang terdapat pada persamaan (4.2), dan didapatkan

1
U(Lg) = EFlLB (4.7)

dan

1
U(Lc) = > Fole (48)

dimana persamaan (4.7) dan (4.8) masing-masing adalah ungkapan energi internal
pada lebar potensial L dan L.

Hubungan energi internal pada proses adiabatik kuantum B — C
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F,L
U(LB) _ 12 £
U(Lc) FOLC
2
U(Lp) _ FiLp (4.9)
U(Le)  Fole

Dengan formulais gaya F yang telah diperluas dalam ranah kuantum (persamaan

(3.7)) dan turunan E, (L) terhadap L pada sistem partikel tuggal dalam sumur
potensial tak hingga 1 dimensi (persamaan (3.10)) yakni F = —Z;’;lpndd%,

dEn _ ., mmh)?*1

dengan — = ZWZ yang disubstitusikan ke persamaan (4.9), maka
diperoleh
o dE
Uy (~Z%ah dL;) Ly
o dE
U(L¢) (_ Y P, dL:) Lc
o (nmh)? 1
B (_ Zn=1 P <_2 2ml2 E)) Ls
B o (nmh)? 1
(_ Zn=1Pn <_2 2miLZ E)) Le
1
_Ls
1
L¢
U(Lg) _ (L_c)z (4.10)
ULe) \Lg

Persamaan (4.10) merupakan hubungan energi internal pada proses adiabatik
kuantum B — C.
Selain hubungan energi internal yang diproleh pada proses adiabatik

kuantum B — C (Persamaan (4.10)), diperoleh pula
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F_ (L_c)3 (4.11)
L
dimana persamaan (4.11) merupakan rasio gaya F;dan F, untuk proses adiabatik
kuantum B - C.

Dengan analisis yang sama, akan didapatkan pula persamaan untuk proses
proses adiabatik kuantum D — A, yaitu:
dE,

Fl Zn 1PndL

Fo dE,
0 Zn 1 TldLD

dE,
dL,
dE,
L,

(nnh) 2
ZmL3
(nﬂh) 2
2mL3
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fiz<5§3 (4.12)
Fy \L,

dimana persamaan (4.12) merupakan rasio gaya F;dan F, untuk proses adiabatik
kuantum D — A.

Seluruh proses dalam siklus Brayton kuantum telah dijalankan.
Berdasarkan seluruh hasil yang didapatkan, yakni persamaan (4.6), (4.11), dan
(4.12), maka dapat diperoleh efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan
sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi.

Kembali pada formulasi efisiensi mesin Brayton di persamaan (4.6),

_ FolLe = Lp)
Fi(Ls — Ly)

EJLC(l'_%f) (4.13.1)

s

=1

Lalu dicari hubungan rasio gaya F;dan F, di proses adiabatik kuantum B — C

(persamaan (4.11)) dan proses adiabatik kuantum D — A (persamaan (4.12)).

Didapatkan
Fi F
Fo  F
() - ()
Lg/ — \Ly
Ly _Lp (4.13.2)

Ly L
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Substitusi persamaan (4.13.2) ke (4.13.1)

. _@LC(l‘f—?)
"L (1-12)

G
(1)
FoL

- p

1/3
Substitusi persamaan (4.11) dimana 2—‘: = (%) , dan diperoleh efisiensi mesin
B 0

Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak

hingga 1 dimensi

Fi \Fo

— 1 Fy (Fb)
B Fi \F;

_, (F0>2/3
= F1

. F 1 F, .
dimana = = z— dengan - adalah rasio gaya.
PRy Fo

-1/3

(4.14)

Efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal
dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi juga dapat dinyatakan dalam fungsi
lebar potensial sistem, yakni dengan melakukan substitusi persaman (4.12) pada

(4.14) dimana

Fy (LD>3
Fo \L,
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dan didapatkan

=1 <F0)2/3

=1 LD]_3 o3

= »
Lp\ ™ (4.15)

() -
Ly
dimana E—D = LA; dengan Z—A adalah rasio kompresi lebar potensial pada proses
A Lp D

kompresi adiabatik.

Persamaan (4.14) dan (4.15) merupakan persamaan efisiensi mesin
Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak
hingga 1 dimensi dimana masing-masing dinyatakan sebagai fungsi rasio gaya F,
dan F; dan fungsi rasio kompresi lebar potensial L, dan L, . Apabila masing-
masing persamaan di plot, maka didapatkan grafik yang tertera pada gambar 4.2

dan 4.3
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Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum 1DB
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Gambar 4.2 Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum berdasarkan Sistem Partikel
Tunggal dalam Potensial Tak Hingga 1 Dimensi dalam Fungsi Rasio Gaya%
0

Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum 1DB
0.75 T T T T

0.7t -

n (Efisiensi)
)
i

1

=
&
T
I

1 L 1
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
L /L, (Rasio Kompresi)

Gambar 4.3 Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum berdasarkan Sistem Partikel

Tunggal dalam Potensial Tak Hingga 1 Dimensi dalam Fungsi Rasio Kompresi i—A
D

Berdasarkan visualisasi grafik 2 dimensi yang ditunjukkan pada gambar

4.2dan 4.3, dapat diketahui bahwa efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan
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sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi bergantung
pada fungsi rasio gaya dan fungsi rasio kompresi lebar potensial. Dalam fungsi

rasio gaya, ditunjukkan bahwa efisiensi mesin Brayton kuantum akan meningkat

jika rasio gaya % ditingkatkan. Sedangkan dalam fungsi rasio kompresi lebar

potensial, jika rasio Z—A ditingkatkan, maka efisiensi mesin Brayton kuantum akan
D

menurun.
4.2 Sistem Osilator Harmonik

Disini akan dipertimbangkan siklus Brayton kuantum berdasarkan sistem
osilator harmonik. Sama dengan analisis sebelumnya, pertama akan dihitung kalor
yang diserap sistem selama proses ekspansi isobarik kuantum A — B. Dalam

proses ini, gaya F; dijaga konstan dengan lebar potensial meluas dari L, ke Lg

6Qs-5 = ) EndB,
n

Lp

- | N ELanw T

Ly ™

f ZE(L) n()

dengan menggunakan integral parsial [ u dv, maka

S ST )
5Qs-s =2[En(L>Pn(L)‘ - [P

= > [E(LR,)]

n

B i JB lz ) dE;lfL)
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= D [Ea L) Palls) = Ealla)PaL)] = [ [=F ()] L
= B Palle) = Y Bl + [ FL)d
6Qa-p = [U(Lp) — U(L] + Fi(Lp — Ly) (4.16)

Selanjutnya, digunakan hubungan persamaan keadaan sistem osilator harmonik
(persamaan (3.20)) dan energi internal (persamaan (3.26)) dimana masing-masing

dinyatakan dengan

hsmc
B T 1 hsmc
FL = B(L)hsmc + E L
e L

-1

dan

hw 1
hw

U=tema_nt3

dimana w = SLE sehingga didapatkan hubungan

U(L) = FL (4.17)

Persamaan (4.17) kemudian disubstitusikan ke persamaan (4.16), dan

didapatkan formulasi kalor yang diserap sistem (Qg)

8Qu-p = [U(LB) - U(LA)] + Fi(Lg — Ly)
=FiLg — FiLy + F1(Lg — Ly)

= 2F,(Ly — L,) (4.18)
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Selanjutnya ditentukan formulasi kalor yang dilepaskan sistem pada proses
isobarik kuantum C — D pada time-dependent entropy sink dimana pada proses

ini, gaya F, dijaga konstan dengan lebar potensial menyusut dari L. ke L.

6Qc-p == ) EndP,
n

Tanda minus (—) menunjukkan bahwa sistem melepaskan kalor. Kemudian

6Qc-p == ) EndP,
n

Lp T
- | - ZEn(L)dPn@)]j—f
Ic | n
Lp
=f—ZE(L> n()‘
L¢
= -En(wpn(wr— jDP(L) Tl g L]

- [Enu)Pn(L) [ Z Py T2 )]
Lp
== DI Pa(lo) ~ En(LOPO] - [ FUYdL
n Lc
= Y EaOR(LD) = ) En(Lo)Palln) = FL

8Qc-p = [U(Le) —U(Lp)] + Fo(Lc — Lp) (4.19)
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dengan mensubstitusikan persamaan (4.17) ke persamaan (4.19), didapatkan
formulasi kalor yang dilepaskan sistem (Q.)

8Qc-p = FoL¢ — FoLp + Fy(Lc — Lp)

= 2F,(Lc — Lp) (4.20)

Efisiensi siklus Brayton kuantum berdasarkan sistem osilator harmonik

dapat dinyatakan sebagai (persamaan (2.31))

10c]
:1——
7 Q4]

dengan Q. = 6Q._p dan Qy = 5§Q4_g. Kemudian dengan substitusi persamaan
(4.18) dan (4.20) didapatkan formulasi efisiensi mesin Brayton kuantum
berdasarkan sistem osilator harmonik.

2Fy(L¢ — Lp)

=1-——1< 2
7 2F, (L — Ly)

_ ke —Lp) (4.21)
Fl (LB - LA)

Sama dengan cara sebelumnya, setelah ini dikaji mengenai proses
adiabatik kuantum B — C dan D — A. Pertama, dari proses adiabatik kuantum
B — C akan didapatkan ungkapan energi internal dari hubungan dengan persaman
keadaan yang terdapat pada persamaan (4.17), yaitu

U(Lg) = F,Lgp (4.22)

dan

U(Le) = Fole (4.23)



102

dimana persamaan (4.22) dan (4.23) masing-masing adalah ungkapan energi
internal pada lebar potensial Lg dan L.
Hubungan energi internal pada proses adiabatik kuantum B — C

U(Lg) _Fils (4.24)
U(Lc) Fole

dengan formulasi gaya F yang telah diperluas dalam ranah kuantum (persamaan

" vang disubstitusikan

(3.7)) dan energi eigen osilator harmonik E, = (n + %)

ke persamaan (4.23), maka diperoleh

ULp) (— Yn=1Pn ﬁ) Lg

_ L
- 1\ Asmc
n+s L
( 2) 12 ¢
1
_Lg
1
L¢
UlLp) _ Lc (4.25)
U(Le) Lg
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Persamaan (4.24) merupakan hubungan energi internal pada proses adiabatik

kuantum B - C.

Selain hubungan energi internal yang diproleh pada proses adiabatik

kuantum B — C (Persamaan (4.25)), diperoleh pula

o dE
F; _ Zn:lpnﬁ
Fr' e dE
© Bt
dE,
_dlLg
~ dE,
dL
1\ Asmc
(n T 7) IZ
- 1\ Asmtc
(n + 7) L2
1
_ 1y
1
L%
F_ (L_c) (4.26)
Fo \Lp

dimana persamaan (4.26) merupakan rasio gaya F;dan F, untuk proses adiabatik

kuantum B — C.

Dengan analisis yang sama, akan didapatkan pula persamaan untuk proses

proses adiabatik kuantum D — A, yaitu:

o dE
i B - Zn=1 Pn ﬁ
FO _Zoo P dETl

n=1 nm




104

B _ (L_) (4.27)
Fo \L4

dimana persamaan (4.27) merupakan rasio gaya F;dan F, untuk proses adiabatik
kuantum D — A.

Seluruh proses dalam siklus Brayton kuantum telah dijalankan.
Berdasarkan seluruh hasil yang didapatkan, yakni persamaan (4.21), (4.26), dan
(4.27), maka dapat diperoleh efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan
sistem osilator harmonik.

Kembali pada formulasi efisiensi mesin Brayton kuantum di persamaan

(4.21)

_ FolLc = Lp)
Fi(Ls — Ly)

_q_ b ﬂ (4.28.1)
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Lalu dicari hubungan rasio gaya F;dan F, di proses adiabatik kuantum B - C

(persamaan (4.26)) dan proses adiabatik kuantum D — A (persamaan (4.27)),

didapatkan
R
Fo  Fo
) =)
Lg/ ~ \Ly
La _Lp (4.28.2)
Lg  Lc

Substitusi persamaan (4.28.2) ke (4.28.1)

S _&LC@—%9
B

I ),
B
Fo L¢

~ Rl

1/2
kemudian substitusi persamaan (4.26) dimana i_C: (%) , dan diperoleh
B 0

efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem osilator harmonik

F, (4.28)
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. F 1 F, .
dimana = = z— dengan - adalah rasio gaya.
o Y Fo

Efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem osilator harmonik
juga dapat dinyatakan dalam fungsi lebar potensial sistem, yakni dengan

melakukan substitusi persaman (4.27) pada (4.28) dimana

Fi (LD>2
Fy \L,

Fo _ (L_D)‘Z

F, \L,
akan didapatkan
F, 1/2
1=1-(z)
_, Lp _a\1/2
=1~ ([z
L _1
n=1- (_D) (4.29)
Ly

. L 1 L . . .
dimana L—D = Taj dengan L—A adalah rasio kompresi lebar potensial pada proses
A Lp D

kompresi adiabatik.

Persamaan (4.28) dan (4.29) merupakan persamaan efisiensi mesin
Brayton kuantum berdasarkan sistem osilator harmonik dimana masing-masing
dinyatakan sebagai fungsi rasio gaya F, dan F; dan fungsi rasio lebar potensial L
dan L, . Apabila masing-masing persamaan di plot, maka didapatkan grafik yang

tertera pada gambar 4.4 dan 4.5
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Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum 1DH
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Gambar 4.4 Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum berdasarkan Sistem Osilator
Harmonik dalam Fungsi Rasio Gaya%
0

Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum 1DH
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Gambar 4.5 Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum berdasarkan Sistem Osilator
Harmonik dalam Fungsi Rasio Kompresi i—A

D

Sama dengan analisis pada mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem

partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi, berdasarkan
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visualisasi grafik pada gambar 4.4 dan 4.5, dapat diketahui bahwa efisiensi mesin
Brayton kuantum berdasarkan sistem osilator harmonik bergantung pada fungsi
rasio gaya dan rasio kompresi lebar potensial. Dalam fungsi rasio gaya,

ditunjukkan bahwa efisiensi mesin Brayton kuantum akan meningkat jika rasio

gaya 1% ditingkatkan. Sedangkan dalam fungsi rasio kompresi lebar potensial, jika
rasio Z—A ditingkatkan, maka efisiensi mesin Brayton kuantum akan menurun.
D

4.3 Perbandingan Efisiensi Mesin Brayton Kuantum dan Klasik

Efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal
dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem osilator harmonik telah
didapatkan dan dinyatakan masing-masing dalam persamaan (4.14), (4.15), (4.28),
dan (4.29). Hasil tesebut kemudian akan dibandingkan dengan kasus mesin
Brayton klasik.

Sebelumnya, efisiensi mesin Brayton Kklasik dinyatakan pada persamaan

(2.44) dan (2.45) yang apabila dituliskan masing-masing

L 1
n=1- =
Gn
£
VY
=1-[(—=
1 (V2>
dan
1
T] = 1 - 1—y
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. V- . . P .
dimana V—1 adalah rasio kompresi, P—‘* adalah rasio tekanan, dan y adalah eksponen
2 2

adiabatik klasik. Jika zat kerja mesin Brayton klasik berupa gas ideal monoatomik

dimana eksponen adiabatik y = g , maka efisiensi mesin Brayton klasik adalah

v, 1-5/3
1=1-(3)
1 (%)_2/3 (4.30)
atau
n=1- (%)1_5}3
—1_ (i_‘;)z/s (4.31)

dimana persamaan (4.30) menyatakan efisiensi mesin Brayton klasik dalam fungsi

rasio kompresi % dan persamaan (4.31) menyatakan efisiensi mesin Brayton
2

klasik dalam fungsi rasio tekanan (gaya) ﬁ—" .
2

Pada kasus mesin Brayton kuantum, nilai eksponen adiabatik dapat
diketahui dari proses adiabatik kuantum (S = konstan). Untuk zat kerja berupa
sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi, ungkapan

entropi S dinyatakan pada persamaan (3.15), yaitu:

ool (L | 2me
B PR W Py To)

karena S konstan selama proses adiabatik kuantum, maka didapatkan ungkapan
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N N el
2T 2 TR

TL? = konstan (4.32)

Persamaan (4.32) merupakan persamaan untuk proses adiabatik kuantum sistem
partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi.
Untuk zat kerja berupa sistem osilator harmonik, ungkapan entropi S

dinyatakan pada persamaan (3.15), yaitu:

hw
S=kln(1+(n)) + T(n)

1

fiw
ekT -1

dimana (n) =

dan w =SL£- karena karena S konstan selama proses
adiabatik kuantum, maka didapatkan

S =kin(1+(n)) + %w

TL = konstan (4.33)

Persamaan (4.33) merupakan persamaan untuk proses adiabatik kuantum sistem
osilator harmonik.

Persamaan (4.32) dan (4.33) memiliki bentuk yang sama dengan ungkapan
proses adiabatik klasik pada persamaan (2.32)

TLY™1 = konstan (4.34)

Jika dibandingkan dengan bentuk persamaan (4.34), maka suku eksponen yang

terdapat pada persamaan (4.32) dan (4.33) masing-masing diperoleh



dan

y—1=2
y=3
y—1=1
y =2
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(4.35)

(4.36)

Persamaan (4.35) dan (4.36) masing-masing dinyatakan sebagai eksponen

adiabatik sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan

eksponen adiabatik sistem osilator harmonik.

Masing-masing persamaan (4.35) dan (4.36) kemudian disubstitusikan ke

persamaan efisiensi mesin Brayton Kklasik (persamaan (2.44) dan (2.45)).

Didapatkan

dan

(4.37)

(4.38)
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LD>‘1 (4.39)

Fo
n= _\/F:l (4.40)

Definisi volume dan tekanan pada sistem klasik sama dengan definisi lebar
potensial dan gaya untuk sistem kuantum, sehingga V;, = Lp, Vo, = L4, P, = F,
dan P, = F,. Ungkapan persamaan (4.37) dan (4.38) serta (4.39) dan (4.40)
masing-masing menyatakan hasil yang sama dengan ungkapan efisiensi mesin
Brayton kuantum sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1
dimensi (persamaan (4.14) dan (4.15)) dan efisiensi mesin Brayton kuantum
sistem osilator harmonik (persamaan (4.28) dan (4.29)).

Apabila dibandingkan dan diplot antara mesin Brayton kuantum sistem
partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi, sistem osilator
harmonik, dan mesin Brayton klasik, didapatkan hasil gambar 4.6 dan 4.7 sebagai

berikut
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Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum 1DB & 1DH dan klasik
0.5 T T T T T T
—— =1DB
— =1DH
045} =klasik H
04F 1
=
g
s
& 0351 1
o
=
03F 1
0251 1
0_2 1 1 1 1 1 1
2 21 22 23 24 25 26 27
F /F, (Rasio Gaya)

Gambar 4.6. Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum berdasarkan Sistem Partikel
Tunggal dalam Sumur Potensial Tak Hingga 1 Dimensi, Sistem Osilator Harmonik, dan

Klasik dalam Fungsi Rasio Gaya
0

Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum 1DB & 1DH dan klasik
0.9 T T T T
—— =1DB
— =1DH
08 =Klasik [

0.7 r

06F

n (Efisiensi)

/

03F

1 1
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
L /L, (Rasioc Kompresi)

Gambar 4.7. Grafik Efisiensi Mesin Brayton Kuantum berdasarkan Sistem Partikel
Tunggal dalam Sumur Potensial Tak Hingga 1 Dimensi, Sistem Osilator Harmonik, dan

Klasik dalam Fungsi Rasio Kompresi i—A
D

Gambar 4.6 dan gambar 4.7 masing-masing menunjukkan hubungan

antara efisiensi mesin Brayton dengan rasio gaya F—l dan hubungan antara efisiensi
0
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. . . f L . .
mesin Brayton dengan rasio kompresi lebar potensial L—A Dalam fungsi rasio
D

gaya, didapatkan hasil bahwa jika rasio gaya ? ditingkatkan, maka efisiensi dari
masing-masing sistem akan semakin meningkat. Sedangkan dalam fungsi rasio

kompresi lebar potensial, jika rasio kompresi lebar potensial E—A ditingkatkan,
D

maka efisiensi dari masing-masing sistem akan menurun.

Jika dibandingkan antara 3 grafik yang terdapat pada gambar 4.6 dan 4.7,
didapatkan bahwa efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel
tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi memiliki nilai efisiensi
tertinggi dibandingkan efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem
osilator harmonik dan mesin Brayton klasik, meskipun masing-masing memiliki
nilai rasio gaya maupun rasio kompresi yang sama. Ini mengindikasikan bahwa
nilai efisiensi tidak hanya bergantung pada rasio gaya atau rasio kompresi lebar
potensial saja, melainkan juga dipengaruhi oleh zat kerja. Diketahui zat kerja
berupa sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi
memiliki koefisien adiabatik y = 3 , zat kerja berupa sistem osilator harmonik

memiliki y = 2, dan zat kerja berupa gas ideal monoatomik (klasik) memiliki y =
g . Ini menunjukkan bahwa semakin tinggi nilai koefisien adiabatik dari suatu zat

kerja, maka semakin tinggi pula nilai efisiensinya, dan dari grafik pada gambar
4.6 dan 4.7 dapat ditunjukkan pula bahwa efisiensi mesin Brayton kuantum lebih
tinggi daripada mesin Brayton klasik.

Dari studi yang telah dilakukan, bisa disimpulkan bahwa efisiensi mesin
Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal dalam sumur potensial tak

hingga 1 dimensi dan sistem osilator harmonik sesuai dengan ungkapan efisiensi
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mesin Brayton klasik. Ini mengindikasikan bahwa definisi gaya (tekanan) yang
diperluas dalam ranah kuantum memiliki bentuk yang tetap konsisten (self-
consistent) dan mempunyai implikasi fisis yang jelas, sehingga studi ini dapat
menjembatani siklus termodinamika berdasarkan sistem klasik dan sistem

kuantum.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
1. Pada proses adiabatik kuantum, sistem mengalami perubahan tingkat energi
namun tidak mengalami perubahan probabilitas okupasi tiap keadaan eigen.
Dan pada proses isobarik kuantum, sistem dijaga agar gaya (tekanan) tetap
konstan. Pada proses isobarik kuantum sistem partikel tunggal pada sumur
potensial tak hingga 1 dimensi, untuk menjaga agar F tetap konstan, maka

harus ditinjau temperatur sistem agar proporsional dengan lebar dinding

potensial S(L) =$ ; sedangkan pada proses isobarik kuantum sistem

osilator harmonik, untuk menjaga agar F tetap konstan, maka harus ditinjau

temperatur sistem B (L) secara cermat karena bentuk fungsi temperatur sistem

lebih kompleks, yaitu (L) = L In (2FL?+hsmc)

hsmc  (2FL%2-hsmc)

2. Efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel tunggal dalam
sumur potensial tak hingga 1 dimensi dan sistem osilator harmonik
didapatkan dan dinyatakan dalam fungsi rasio gaya dan rasio kompresi lebar
potensial. Jika rasio gaya ditingkatkan, maka efisiensi mesin Brayton
kuantum akan meningkat; namun jika rasio kompresi lebar potensial yang
ditingkatkan, maka efisiensinya akan menurun.
5.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, dapat dikembangkan dengan mengkaji mesin
Brayton kuantum berbasis multipartikel dalam sumur potensial tak hingga 1
dimensi dan sistem osilator harmonik. Selain itu dapat dikembangkan pula kajian

tentang mesin panas kuantum berbasis multipartikel dalam sumur potensial tak

116
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hingga 1 dimensi dan sistem osilator harmonik menggunakan siklus yang lain,

seperti siklus Carnot, siklus Otto, dan siklus Diesel.
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LAMPIRAN A
Ensembel Kanonik: Distribusi Maxwell-Boltzmann
Ensembel kanonik merupakan gabungan dari suatu sistem partikel dan
suatu reservoir panas yang besar. Dalam ensembel ini terjadi kontak termal antara
sistem dan reservoir, sehingga suhu sistem partikel menjadi tetap. Yang konstan
dari sistem partikel adalah suhu T, volume V, dan jumlah partikel N. Misalkan
sistem menempati suatu keadaan mikro ke- i yang berenergi E;. Energi ini jauh
lebih kecil daripada energi reservoir sehingga jumlah keadaan mikro gabungan

sama dengan jumlah keadaan mikro dalam sistem partikel (Siregar, 2012).

-Q(Ugab) = z Qres (Ugab - Ei) (1)

Diketahui bahwa ungkapan entropi yang kaitannya dengan jumlah mikro
maksimum dari suatu sistem dinyatakan dengan
S=kglnQ (2

Dengan menggunakan hubungan entropi pada persamaan (2), maka

InQ = S
n _kB
S
elnﬂ=eg
S
Q:e@ (3)

Jika definisi dari persamaan (1) diterapkan pada persamaan (3), maka didapatkan

Sres(Ugab _Ei)

O0(Ugar) = Y el s @

Suku dari pangkat eksponensial tersebut kemudian diuraikan dalam deret Taylor
menjadi

Sres(Ugab - Ei) - Sres(Ugab) + iasres(Ug
kg kg kg 0Ugap

~ Sres(Ugab) _ aSTeS(Ugab) ﬂ
kp 0Ugapr kg

ab) (Ugab - Ei - Ugab)

()



Dalam termodinamika dikenal hubungan suhu dan entropi dengan
1 (65) 6
T \oU/yy )

Persamaan (6) kemudian disubstitusikan ke persamaan (5), sehingga persamaan

(5) menjadi
Sres(Ugab - Ei) . Sres(Ugab) . Ei (7)
kg kg kgT
Substitusi persamaan (7) ke persamaan (4), didapatkan
Sres(Ugab) —E;
WUga) =€ T ) eFal ©®)

i

Dari persamaan (8) ini terungkap bahwa probabilitas sistem pada keadaan mikro
ke- i adalah

Probabilitas tersebut harus dinormalisasi; untuk itu

eksT
n=" (10)
1
dengan
ZEi
Zy = Z eksT (12)
i
disebut sebagai fungsi partisi untuk satu partikel.
Energi rata-rata satu partikel dirumuskan dengan
(E) = Z piEi (12)
i

Dengan menggunakan persamaan (10) dan (11), maka

eksT

A

(E) =

10z,

Z, 0B

E;



sehingga diperoleh

(E) = - (13)

. 1
dimana g = —
B

Diketahui bahwa probabilitas menemukan sistem pada keadaan mikro ke-

i dapat dikaitkan dengan jumlah partikel pada keadaan tersebut, yakni
_ M

Pi=7 (14)

Dari persamaan (14) tersebut dan persamaan (10), dapat diperoleh ungkapan dari

distribusi Maxwell-Boltzmann, yakni jumlah partikel yang menempati keadaan

mikro ke- i
n; = Np;
N
= Z—le_ﬁEi (15)
sedangkan
f(E) = e FFi (16)

disebut fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann.



LAMPIRAN B
Fungsi Energi Bebas Helmholtz

Energi bebas Helmholtz didefinisikan dengan
f=U-TS (1)

dimana f = energi bebas Helmholtz; U = energi internal; dan S = entropi. Dan
bentuk diferensialnya berupa
df = dU — TdS — SdT (2

Sebelumnya, berdasarkan hukum pertama termodinamika dapat dituliskan
hubungan antara energi internal dengan entropi, yaitu
dU = TdS — PdV (3)

dimana P = tekanan dan ¥V = volume. Kemudian substitusi persamaan (3) ke (2)
dan diperoleh
df = dU — TdS — SdT
= (TdS — PdV) — TdS — SdT

= —PdV — SdT (4)
dengan meninjau
U=U(SV)
f=£(TV)
Dari persamaan (4) dapat diperoleh
of
P==(3), ©)
dan
of
s=-(57), ©

Persamaan (5) dapat digunakan untuk mencari persamaan keadaan sistem yang
akan dinyatakan oleh tekanan sistem dalam fungsi volume dan temperatur sistem
(Pointon, 1967).

Apabila persamaan (6) dijabarkan lebih lanjut, didapatkan



-,

]
= - [U - Ts]

0
— = [T (s In2)]

d
S = a—T[TkB InZ] (7

dengan S = kg InZ; dimana S = entropi, kz = konstanta Boltzmann, dan Z =

fungsi partisi.



LAMPIRAN C
Script Grafik Efisiensi Mesin Brayton

1. Script grafik efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel
tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi dalam fungsi rasio gaya

EELIE L RN EER L XY I E L T I
BB -0 [+ 2 | x [0,
1= FO=1 % Gaya F_O
2 - F1=2 3Gaya F_1
3 - w=F1/F0
4 - N=[]:
&= for i=0:0.2:10
8 — e=1-(m) "~ (-2/3)
T = m=m+0.01
B = N=[N: m =]
= =nd
10 - )
11 — plot(M(:,1),M{:,2),'t")
aled|= title ('‘bf{Grafik Efisiensi Mesin Eravton Kuantum 1DE}'):
13 — xlabel (''bELit{F_{1}/F_{0} (Rasio Gaya)}')
14 — vlahel t"_bf'_it{'_etal (Efiziensi)}"')

2. Script grafik efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel
tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi dalam fungsi rasio

- L
kompresi =2
Lp

MNEH| BRI 6|2 - @b -2R 8RB BB | s e |

B -0 [+ 2 [ x |[%eE| 0

1= LA=1 %Lebar potensial di titik A

2 - LD=2 %Lebar potensial di titik D

35 m=LL/LD

4 - n=[1:

= for i=0:0.5:10

6 — e=1-(m) " (2)

7 - m=m+0.01

B = N=[N: m =]

El= end

10 = ploc (Mi:, 1), M{:,2),'c")

11 — title ('‘bf{Grafik Efisiensi Mesin Bravton Kuantum 1DE}');
12 = xlabel ('"bE£.it{{L_{A}/L_{D}} (Rasio Kompresi)}')
13||= vlabel ('‘bf.it{'esta (Efisiensi)}')




3. Script grafik efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem osilator
harmonik dalam fungsi rasio gaya ? .
0

MNEH| B9 60D [Aef| b 2808 E BB | s b |

B - |+ s x| @20

1= FO=1 % Gaya F_O

2 - F1=2 3Gaya F_1

3 - m=F1/F0

4 - N=[1:

= for i=0:0.2:10

7= e=1-(m) " (-1/2)

7 - m=m+0.01

B = N=[N;: m =]

El= end

10 - plot (M(:,1),M(:,2))

11 |= title ('“bf{Grafik Efisiensi Mesin Bravton Kuantwum 1DH}'):
12 — xlabel {''bf\it{{F_{1}/F_{0}} (Rasio Gaya)}')
13 = ¥label ('‘bf'it{'eta iEfisi}aniJ P

4. Script grafik efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem osilator
harmonik dalam fungsi rasio kompresi 2—“ :
D

DNCHE | B9 |- e R-E000 0 BB | sk base

B - [+ sl x| @

1= LA=1 % Gaya F_O

2 - LD=2 3Gaya F_1

3 - m=LA/LD

4- N=[1:

5 - for i=0:0.5:10

& = e=1-(m) " (1)

T - m=m+0.01

B — N=[N; m =]

L= end

10 — plot (M{:,1),(:,2))

11 — title ('‘bf{Grafik Efisiensi Mesin Bravton HKuantum 1DH}');
12 = xlabel ('"bfit{{L_ {A}/L {D}} (Rasio Kompresi)}')
131 = vlabel ('‘bf'it{'eta (Efisiensi)}' ]|




. Script grafik efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel
tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi, sistem osilator harmonik,

dan klasik dalam fungsi rasio gaya% .

L= FO=1l % Gaya F_O
= F1=2 %Gaya F_1
= m=F1/F0
4 - C=[1:
5= for i=0:0.2:10
B — e=1-{m) "~ (-2/3)
7 - m=m+0.01]
B = O=[0; m =]
5= end
m = i
11 - FO=1 %5 Gava F O
13 = Fl1=2 3Gava F 1
13 = m=F1/F0
14 - N=[1:
15 — for i=0:0.2:10
16 — e=1-(m) "~ (-1/2)
17 — m=m+0.01
1B — N=[N: m =]
al= e end
20 — i
21 - FO=1 % Gava F O
22 - Fl=2 %Gava F 1
23 - m=F1/F0
24 — P=[]1:
25— for i=0:0.2:10
26 — e=1-(m)" (-2/5)
27 — m=m+0.01
28 — P=[P; m =]
29 — end
30 — P
31— ploc (QO(:, 1), 0(:,2), ' I0(:, 1) ,MM(:,2),'R' ,P(:,1),P(:,2),"'a")
32 — title (''"bf{Grafik Efisiensi Mesin Bravton Kuantum 1DE & 1DH} dan klasik'):
Hi|= xlabel (''bE£Vit{{F_{1}/F_{0}} (Rasio Gayal}')
34 - vlabel ('‘bflit{.eta (Efisiensi)}')
35 = legend|('=1DE','=1DH', '=klasik')



6. Script grafik efisiensi mesin Brayton kuantum berdasarkan sistem partikel
tunggal dalam sumur potensial tak hingga 1 dimensi, sistem osilator harmonik,

dan klasik dalam fungsi rasio kompresi i—A .
D

al|= LA=1 %Lebar potensial di ticik A
= LD=2 %Lebar potensial di titcik D
3 - m=LA/LD

= o=[1:

Zl|= for i=0:0.5:10

& — e=1-(m) "~ {2)

T = m=m+0.01

3= O=[0: m 2]

o= end

0 = Q

10 = LA=1 5Lebar potensial di titik A
2 - LD=2 %Lebar potensial di titik D
13 = m=LA/LD

14 - N=[1:

15 = for i=0:0.5:10

16 — e=1-(m) "~ (1)

17 = m=m+0.01

18 — N=[N: m =]

18 — end

20 - M

1Ll= LA=1 %Lebar potensial di titik A
2 - LD=2 %Lebar potensial di titik D
3= m=LA/LD

4-  P=[1:

for i=0:0.5:10

L35 T O T o N 05 O O B R )
w
|

E - e=1-(m) " (2/3)

7= m=m+0.01

B = P=[F: m =]

Bl = end

30 = P

31 — plot{O{:,1),0(:,2),'v' ,N(:,1),M{:,2),'" ,P(:,1),P({:,2),'qg")

2 — title ('‘“bf{Grafik Efisiensi Mesin Bravton EKuantum 1DE & 1DH} dan klasik');
33 - xlabel (''‘bf.it{{L_{A}/L_{D}} (Rasio Kompresi)}')

34 — vlabel ('‘bf'it{.eta (Efisiensi)}')

35 — legend('=1DE', '=1DH', '=kla=sik'
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