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“Karena Sesungguhnya Sesudah Kesulitan itu Ada Kemudahan,
Sesungguhnya Sesudah Kesulitan itu Ada Kemudahan”

(Q.S. Asy-Syarh : 5&6)
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ABSTRAK

Shanah, Muhas. 2020. Penyelesaian Persamaan Diophantine Non Linier
Kuadarat. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing :
(1) Prof. Dr. H. Turmudi, M.Si, Ph.D., (11) Juhari, M.Si.

Kata kunci : Persamaan Diophantine, Bilangan Asli Kuadrat Sempurna, Bilangan
Asli Bukan Kuadrat Sempurna.

Salah satu kajian pada topik teori bilangan adalah Persamaan Diophantine.
Hal ini disebabkan karena solusi dari persamaan ini berupa bilangan bulat. Pada
penelitian ini dibahas tentang solusi persamaan Diophantine non linier kuadrat yang
memiliki bentuk ax? — by? =1 dan x? — Dy? = 1dengan D, a,b € N. Tujuan
dari penelitian ini adalah untuk mengetahui hasil penyelesaian persamaan
Diophantine non linier kuadrat. Langkah pertama yang dilakukan adalah
memisalkan konstanta D,a, dan b sebagai bilangan asli kuadrat sempurna atau
bukan. Berikutnya dilakukan pemfaktoran terhadap persamaan Diophantine
tersebut. Persamaan Diophantine berbentuk ax? — by? =1 dengan a dan b
merupakan bilangan asli bukan kuadrat sempurna memiliki solusi x = y dan y = x.
Persamaan Diophantine ax? — by? = 1 dengan a dan b merupakan bilangan asli
kuadrat sempurna memiliki solusi x =y dan y = x. Sedangkan persamaan
Diophantine berbentuk x? — Dy? = 1, dengan D adalah bilangan asli kuadrat
sempurna memiliki solusi x = Dy dan y = %. Berdasarkan hasil yang diperoleh
dari penyelesaian persamaan Diophantine non linier kuadrat dapat disimpulkan
bahwa hasil yang diperoleh dari bentuk persamaan Diophantine ax? — by? =1
dengan a dan b merupakan bilangan asli bukan kuadrat sempuna atau a dan b
merupakan bilangan asli kuadrat sempurna hasilnya adalah sama. Sedangakan
persamaan Diophantine berbentuk x? — Dy? = 1, dengan D adalah bilangan asli

kuadrat sempurna memiliki solusi x = Dy dan y = %.
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ABSTRACT

Shanah, Muhas. 2020. Solving Quadratic Non Linear Diophantine Equation.
Thesis Department of Mathematics Faculty of Science and Technology
Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisor: (I)
Prof. Dr. H. Turmudi, M.Si, Ph.D., (II) Juhari, M.Si

Keywords : Diophantine Equations, Perfect Square Natural Number, Natural
Numbers Not Perfect Squares.

One of the studies on the topic of number theory is the Diophantine
Equation. This is because the solution to this equation is an integer. This research
discusses the non-linear quadratic Diophantine solution that has the form ax? —
by? = 1 and x2 — Dy? = 1 with D,a,b € N. The purpose of this study was to
determine the result of solving the quadratic nonlinear Diophantine equation. The
first step to take is to assume the constants D,a, and b are natural numbers of
perfect squares or not. Next do the factoring of the Diophantine equation. The
Diophantine equation is of the form ax? — by? = 1 where a and b are natural
non-perfect squares having the solution x = y and y = x. The Diophantine
equation ax? — by? = 1 where a and b are natural numbers with perfect squares
having the solution x = y and y = X. Meanwhile, the Diophantine equation is in the
form x2 — Dy? = 1, where D is a natural number that is a perfect square having a
solution of x = Dy and y = %. Based on the results obtained from solving the
non-linear quadratic Diophantine equation, it can be concluded that the results
obtained from the form of the Diophantine equation ax? — by? = 1 where aand b
are natural numbers, not perfect squares or a and b are the original numbers of
perfect squares. is the same. Whereas the Diophantine equation is in the form x2 —
Dy? = 1, where D is a natural number of perfect squares having the solution x =

Dyandy = %.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan Diophantine adalah persamaan yang mempunyai solusi berupa
bilangan bulat. Persamaan Diophantine pertama kali dikemukakan oleh seorang
matematikawan Yunani yang bernama Diophantus. Diophantus terkenal dengan
karyanya yang berjudul Arithmetica. Arithmetica merupakan suatu pembahasan
teori bilangan yang berisi tentang pengembangan aljabar yang dilakukan dengan
membuat suatu persamaan dan persamaan tersebut disebut dengan persamaan
Diophantine. Persamaan Diophantine hanya melibatkan koefisien bilangan bulat.

Banyak cara untuk menyelesaikan persamaan Diophantine seperti
menggunakan sifat-sifat kongruensi, keterbagian, FPB, KPK serta keprimaan.

Seperti firman Allah dalam Al-Qur’an surat al-bagarah ayat 153 yang berbunyi:

el g Al &y sllially ally TdatnT el 0T GG
“Hai orang-orang yang beriman, jadikanlah sabar dan shalat sebagai penolongmu,
sesungguhnya Allah beserta orang-orang yang sabar ”.

Ayat tersebut menjelaskan bahwa dalam menghadapi masalah kita dapat
menempuh lebih dari satu cara. Pada ayat tersebut di jelaskan bahwa menghadapi
masalah dengan bersabar dan dengan shalat. Dan pada ayat di atas sekaligus
merupakan solusi agar umat secara kolektif bisa mengatasi kesulitan dan
problematika yang dating silih berganti dengan baik. Oleh karena itu dengan ayat
ini Allah memerintahkan kepada kita agar kita meminta pertolongan kepada Allah
dengan senantiasa mengedepankan sikap sabar dan menjaga shalat dengan

istiqgamah (Luthfi, 2009)



Penelitian tentang penyelesaian persamaan Diophantine yang berbentuk
x? + axy + by? = ¢ sebelumnya telah dilakukan oleh Bona Martua Siburian,
Mashadi dan Sri Gemawati (2015). Penyelesaian persamaan tersebut dengan
menggunakan identitas bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas serta dengan
melakukan modifikasi aljabar. Hasil yang didapatkan dengan cara tersebut hanya
satu nilai saja. Selanjutnya, penelitian penyelesaian persamaan Diophantine juga
dilakukan oleh Ayu Puspitasari dkk.(2017) dengan menggunkan identitas
bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas. Pada penelitianya menghasilkan (x,y) =
(E, F,_,) atau (x,y) = (—F,, —F,_,) dengan n bilangan genap dan ganijil.
Kemudian Deisi Natalia Maapanawang dkk. (2016) dalam jurnalnya juga meneliti
solusi persamaan Diophantine tipe Ramanujan-Nagell dengan x diambil pada
beberapa sub himpunan bilangan ganjil. Hasil dari penelitian tersebut adalah pada
sub himpunan ganjil G, dan n = 3 hanya terdapat satu solusi. Sub himpunan
bilangan ganjil Gy;n =3 ,G3n > 3,G, n > 3, Gs n > 4 tidak mempunyai solusi
bilangan bulat.sementara pada y kuadrat sempurna dan n = 3 menghasilkan
(x,y) = (221,36). Oleh karena itu berdasarkan latar belakang tersebut, pada
penelitian kali ini peneliti tertarik untuk mengkaji lebih lanjut tentang solusi
persamaan Diophantine khususnya persamaan Diophantine yang berbentuk x2 —
Dy? =1 dan ax? — by? = 1 dengan menggunakan Teorema 2 “ jika D adalah
bilangan asli yang bukan kuadrat sempurna paling sedikit ada satu pasangan
bilangan asli x dan y yang memenuhi persamaan Diophantine x? — Dy? =
1”(Wahyu,dkk, 2014). Dan dalam penelitian ini peneliti mengangkat judul

“Penyelesaian Persamaan Diophantine non linier kuadrat”.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas diperoleh rumusan masalah yaitu,
bagaimanakah hasil penyelesaian persamaan Diophantine non linier kuadrat

dengan menggunakan teorema 2?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah
untuk mengetahui hasil penyelesaian persamaan Diophantine non linier kuadrat

dengan menggunakan teorema 2.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan harapan dapat memberi manfaat:

a. Menambah wawasan pengetahuan yang berhubungan dengan persamaan
Diophantine.

b. Mengembangkan ilmu pengetahuan dan mempelajari lebih dalam
pengetahuan tentang persamaan Diophantine.

c. Sebagai tambahan informasi dalam perkuliahan, khusunya tentang
persamaan Diophantine.

d. Sebagai tambahan kepustakaan.

e. Sebagai acuan penelitian selanjutnya.

1.5 Metode Penelitian
Metode penelitian yang dilakukan dalam penelitian ini adalah studi

literatur atau kajian pustaka. Pada tahap ini akan dilakukan kajian pustaka berupa



mengumpulkan informasi yang berkaitan dengan permasalahan, mengumpulkan
konsep pendukung yang berupa definisi dan teorema dan membuktikan teorema-
teorema yang diperlukan untuk menyelesaikan permasalahan.
Adapun langkah-langkah yang digunakan adalah sebagai berikut:
1. Memisalkan persamaan Diophantine ax? — by? = 1 menjadi ax? — by =
ax? —by? = 1 danx? — Dy? = 1 menjadi x? — Dy? = x5 — Dy = 1 dan
2. Memfaktorkan persamaan Diophantine ax? — by? =1 menjadi (x; —
y1)(ax; + by;) = axyx; — by, y, + ax,y, — bx;y;Dan x*—=Dy*=1
menjadi (x; — ¥, D) (xz + y2D) = x1X; — y1y,D? + (X1, — x1)D
3. Mengalikan dua hasil pemfaktoran persamaan Diophantine
a. Mengalikan (x; — y,)(2x, + 2y,) = 1(u + v2) dan (x; +y;)(ax; —
by,) = 1(u — v2)
b. Mengalikan (x; —y,D)(x, + y,D) = k(u + vD) dan (x; + y;D)(x, —

y2D) = k(u —vD)

1.6 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah memahami dalam membaca hasil penelitian ini,
maka penulisan ini dibagi menjadi empat bab, yaitu:
BAB | Pendahuluan
Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il Kajian Pustaka
Bab ini berisi tentang teori-teori tentang Himpunan bilangan, persamaan

Diophantine.



BAB |1l Pembahasan
Bab ini berisi tentang penyelesaian persamaan Diophantine non linier
kuadrat

BAB IV Penutup
Bab ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian dan saran untuk

pengembangan penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Himpunan Bilangan
Himpunan adalah kumpulan objek yang mempunyai karakteristik
yang sama. Notasi dari himpunan menggunakan huruf kapital sedangkan
element atau anggotanya diberi notasi dengan huruf kecil. Beberapa notasi
himpunan bilangan adalah sebagai berikut:
1. Bilangan Asli (N)
Himpunan bilangan asli dinotasikan dengan N. Himpunan bilangan
asli adalah sebagai berikut:
LR
2. Bilangan Bulat ( Z)
Yang dimaksud himpunan bilangan bulat adalah
Z={..,-3-2,-101.23,..}
Himpunan bilangan bulat terdiri atas 3 bagian sebagai berikut:
a. Himpunan bilangan bulat terdiri dari himpunan bilangan bulat positif
dan himpunan bilangan bulat non positif.
Himpunan bilangan bulat positif = {1,2,3,4,5, ... }
Himpunan bilangan bulat non positif = {..., —3,—2,—1,0}
b. Himpunan bilangan bulat terdiri dari himpunan bilangan bulat negatif
dan himpunan bilangan bulat non negatif.
Himpunan bilangan bulat negatif = {...,—4,—-3,-2,—1}

Himpunan bilangan bulat non negatif = {0,1,2,3,4,5, ... }



c. Himpunan bilangan bulat terdiri dari himpunan bilangan bulat positif,

bilangan nol dan himpunan bilangan bulat negatif

Himpunan bilangan bulat positif = {1,2,3,4,5, ... }

Himpunan bilangan nol = {0}

Himpunan bilangan bulat negatif = {...,—4,-3,-2, -1}

Jika himpunan bilangan bulat dikenai dua operasi dasar yaitu

operasi penjumlahan dan operasi perkalian maka membentuk suatu sistem

yang disebut sebagai Lapangan (Field).

Beberapa sifat yang berlaku pada himpunan bilangan bulat dengan kedua

operasi tersebut (sistem bilangan bulat) adalah sebagai berikut:

1. Terhadap operasi penjumlahan

TABEL 2.1 Sifat himpunan bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan

Sifat Uraian -
VYa,b €Z
Tertutu ’
P Makaa + b € Z
Komutatif Ya,b €7
Makaa+b=b+a
Asosiatif VYa, b, c € Z, berlaku

a+(b+c)=(a+b)+c

Ada elemen identitas
(elemen identitas = 0)

Va € Z,30 € Z berlaku
a+0=0+a=a

Tiap elemen punya invers
(—a) adalah invers dari a

Va € Z 3(—a) € Z sehingga
a+(—a)=(—a)+a=0
(@ = -a)

2. Terhadap operasi perkalian

TABEL 2.2 Sifat himpunan bilangan bulat terhadap operasi perkalian

Tertutup Va,b € Z,makaa X b € Z
Komutatif Va,b€eZ makaaxb =b X a
Asosiatif Va, b, c € 7Z, berlaku

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ax(bxc)=(axb)Xc

Ada elemen identitas Va € Z,31 € Z berlaku
(elemen identitas = 1) axXxl=1xa=a

Kecuali 1 dan —1, elemen di Z tidak punya invers terhadap operasi
perkalian. Hal ini dapat ditunjukkan bahwa Va € Z,a # 1 dan a # —1
maka tidak ada a —1 € Z yang memenuhi axa—1=1 atau a —1 X
a=1.

3. Terhadap operasi perkalian dan penjumlahan, terdapat sifat distributif
perkalian terhadap penjumlahan yaitu:
Distributif Kiri:
Va,b,c € Z, berlaku (a + b) xc = (a X c) + (b X ¢)
Distributif kanan:
Va,b,c €Z, berlaku ¢ x (a+ b) = (¢ X a) + (¢ x b) (Wahyu,dkk,
2014).

Bilangan Rasional (Q)

Himpunan bilangan rasional adalah anggota dari bilangan asli yang
dapat dituliskan dalam bentuk S dimana a,b € Z dan a # 0 (Bartle &
Sherbert, 2000).

Contoh : {%éi .}
Bilangan Irrasional

Himpunan bilangan irrasional adalah anggota bilangan asli yang

tidak dapat dinyatakan dalam bentuk Z (Bartle & Sherbert, 2000).

Contoh: V2



2.2 Persamaan Diophantine
2.2.1 Sejarah Persamaan Diophantine

Persamaan Diophantine pertama dikemukakan oleh seorang
matematikawan Yunani yang bernama Diophantus. Diophantus adalah seorang
ahli matematika yang produktif dan terakhir dari zaman Yunani. Diophantus
adalah ahli matematika yanga pertama kali melakukan operasi seperti
(x —1)(x — 2). Dia melakukan operasi secara geometri tanpa referensi. Dan
Diophantus juga membuktikan identitas seperti (x + y)? = x? + 2xy + y? secara
aljabar. Dan dia juga menyelesaikan persamaan-persamaan simultan dan beberapa
karyanya dalam teori bilangan yang sangat dikagumi oleh para cendekiawan
matematika samapai saat ini.

Selama abad 14-16 tidak ada kemajuan oleh Diophantus dan juga Fermat
yang juga ahli matematika. Sehingga untuk selanjutnya Fermat tertarik dengan
bahasan yang timbul setelah Diophantus membaca buku dari Bachet edisi 1621.
Buku tersebut mengingatkan Fermat pada pekerjaan Diophantus. Maka dengan
topik modern dari Fermat analisis Diophantine telah dimulai (Harold, 1970)

Persamaan  Diophantine adalah  persamaan  polinomial  yang
penyelesaiannya berupa bilangan bulat. Permasalahan dari persamaan
Diophantine adalah persamaan yang memiliki sedikit variabel yang tidak
diketahui dan meliputi cara menentukan bilangan bulat dengan benar dari seluruh
persamaan. Misalkan a,, a,, ..., a,, adalah bilangan bulat dan semuanya bukan nol,
dan x4, x5, ..., x,, menyatakan variabel dan ¢ merupakan konstanta, maka bentuk
persamaan Diophantine linier adalah

a;x;, + ayx, + -+ a,x, = c (Niven,dkk, 1991)
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2.2.2 Macam-macam Persamaan Diophantine
Persamaan Diophantine dibagi menjadi dua, yaitu Persamaan Diophantine
Linier dan Persamaan Diophantine Non Linier.
1. Persamaan Diophantine Linier

Persamaan Diophantine Linier dengan dua variabel berbentuk
ax + by = ¢ dimana a, b, c adalah bilangan bulat dan selesaian
dari persamaan ini adalah x dan y yang juga bilangan bulat.
Sepasang bilangan bulat (x, y) merupakan solusi dari ax + by = ¢
jika a = b =c = 0. Dan ax + by = c tidak ada selesaiannya jika
a =b = 0dan c # 0 (Niven,dkk,1991).

Persamaan Diophantine Linier yang memiliki dua variabel
disebut persamaan Diophantine linier dua peubah, jika variabelnya
tiga maka disebut persamaan Diophantine tiga peubah dan
seterusnya.

Definisi (Persamaan Diophantine Linier)
Persamaan Linear ax + by = c¢ yang dapat diselesaikan dalam domain
(himpunan semesta) berupa bilangan bulat, jika domainnya bilangan bulat
maka fungsi linear tersebut mempunyai solusi. Persamaan linear Diophantine
mempunyai derajat satu (Graham,1975).

Teorema 1(Persamaan Linier dengan nn Variabel)

Misalkan b bilangan bulat dan a; juga bilangan bulat (a;i=1,23,...,n)

sedemikian hingga (a,,a,,as,...,a,,) =1 maka persamaan memiliki selesaian

bulat, himpunan selesaiannya tidak terbatas dan dapat dinyatakan dalam bentuk

n — 1 bilangan bulat yang ditentukan atau yang memenuhi:
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a1xX1 + axx, +azxs + -+ ayx, =b
Mempunyai selesaian bulat. Himpunan penyelesaiannya tidak terbatas dan dapat
dinyatakan dalam bentuk (n — 1) bilangan bulat sebarang yang ditentukan.
(Wahyu dkk, 2014).
Bukti:
Jika n = 2 ini berarti tepat sama dengan teorema 1. Asumsikan bahwa pernyataan
dari teorema adalah benar untuk n = k, akan ditunjukkan pernyataan itu benar
untuk n = k + 1.
Misalnya  (a;a,) =d dan tetapkan  a;x; + a,x, = dt. Himpunan
X1, X3, X3, ..., X4 adalah penyelesaian dari: a;x; + a,x, + -+ + Ag41Xk41 = b.
Jika dan hanya jika t, x + 3+, ..., x4+, penyelesaian umum dari dt + asx; + -+ +
x+1Xk+1 = b dan x4,x, adalah penyelesaian umum dari a,x; + a,x, = dt.
Karena (a,, ay, ..., axe1) = ((ar, @z), as, ., ags1) = (d, ag, oov) Agyr)
Persamaan dt + azx3 + -+ Qg 1Xke1 = b
Mempumyai sifat (d, as, ..., ai4+; ) = 1. Ini adalah salah satu persamaan dalam k
variabel, jadi dengan hipotesis ini menunjukkan bahwa himpunan
penyelesaiannya merupakan himpunan bilangan bulat tak terbatas dan dapat
disajikan dalam bentuk k — 1 bilangan bulat sebarang yang ditentukan. Oleh
karena itu, himpunan penyelesaian dari a;x; + a,x, + - + ay41xx41 = b adalah
tak terbatas dan dapat dinyatakan dalam bentuk k bilangan bulat sebarang.
Contoh:
Tentukan nilai x,y, dan z yang merupakan bilangan bulat yang memenuhi

persamaan dibawabh ini:
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3x—2y+4z=3
x+2y—6z=1
Penyelesaian:

Jika ditulis dalam bentuk matriks maka diperoleh sebagai berikut:
X
3 =2 4 I3
[1 ) —6] IJZ/ o [1]

Karena (3,-2, 4) =1 dan (1,2,—6) =1, maka masing-masing persamaan

mempunyai penyelesaian dalam bilangan bulat. Untuk mengecek kekonsistenan

sistem, dilakukan dengan membandingkan rank dari koefisien matriks,
PP

Dan rank yang diperbesar,

PPN

Dalam kasus ini, kedua matriks mempunyai rank 2.

Karena E _2] =8

Kita dapat menyelesaikan persamaan,
3x —2y=3—-4z
x+2y=1+6z

Dari kedua persamaan diatas diperoleh hasil sebagai berikut

3x—2y=3—-4z

x+2y=1+6z

Dengan menjumlahkan kedua persamaan tersebut maka hasilnya adalah

8+4z

4x =4+ 2z, maka x =
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Dengan mensubtitusikan nilai x kesalah satu persamaan, maka diperoleh nilai y,

22z

Y= 8
Jika sistem persamaan mempunyai himpunan penyelesaian bilangan umum, maka
kita harus memilih z sehingga 8 + 4z = 0(mod 8) dan 22z = 0(mod 8). Dari
kongruensi yang pertama diperoleh z = 0(mod 2), dari kongruensi yang kedua
diperoleh z = 0(mod 4). Kedua kongruensi ini memenuhi jika z = 0(mod 4).
Jadi sistem persamaan ini mempunyai himpunan penyelesaian:
{(x,y,2):x =1+ 2t,y =11t,z = 4t, t € Z}
Subtitusikan nilai x, y, z yang telah diperoleh kedalam persamaan
3x—2y+4z=3
x+2y—-6z=1
Karenat € Z makat = 0,1,2, ...
1. Jikat = 0 maka
B3x1)—(2x0)+(4x0)=3 dan
1+(2%x0)—(6x0)=1
2. Jikat = 1 maka
B3%x3)—(2x11)+(4x4)=9-22+16 =3dan
3+(2x11)—(6x4)=3+22-24=1
3. Jikat = 2 maka
(3x5)—(2x22)+(4x8)=15—44+ 32 =3dan

5+ (2x22)—(6x8)=5+44—-48=1
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2. Persamaan Diophantine Non Linier

Persamaan Diophantine non linier merupakan persamaan
Diophantine yang variabelnya berpangkat lebih dari satu. Misal
a;, a,, ..., a,, n bilangan bulat, kemudian ditentukan bentuk polynomial
f (x4, ..., x;) dengan variabel x, ..., x; yang diberikan oleh f (x4, ..., x;) =
ax?+--+apx2, maka f(xq,..,x) =n disebut  persamaan
Diophantine kuadrat.

Beberapa persamaan Diophantine non linier dapat berupa
persamaan Pythagoras x? + y? = z? dengan nilai x,y dan z berupa
bilangan bulat positif (Dickson,1971). Selain persamaan Pythagoras
persamaan Diophantine non linier juga memiliki bentuk lain yaitu x? —
Dy? = N.

Definisi (Persamaan Diophantine Non Linear)
Persamaan Linear ax? + by? = C? yang dapat diselesaikan dalam domain
(himpunan semesta) berupa bilangan bulat, jika domainnya bilangan bulat
maka fungsi linear tersebut mempunyai solusi. Persamaan non linear
Diophantine mempunyai derajat dua (Graham,1975).
Lemma 1
Jika D adalah bilangan asli yang bukan kuadrat sempurna, maka ada tak

berhingga pasangan bilangan bulat x dan y yang memenunhi pertidaksamaan:

|x2 —Dy?| <1+2VD................ (1)
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Bukti:

/D adalah bilangan rasional, berdasarkan teorema Wilson, ada tak berhingga

pasangan bilangan bulat x dan y sehingga,

X 1
|_ - \/5| < —
y y

Selanjutnya, |§ — \/EI =

—\/5+2\/5|<%+2\/5

x
y
Jadi, |x? = Dy?| = |x — yVD||x + yVD| < 3%+ 2v/D <1+ 2D

Sehingga pertidaksamaan (1) mempunyai solusi bilangan bulat x dan y tak
berhingga (Wahyu,dkk ,2014).

Contoh:

Buktikan bahwa |x2 — 3y2| < 1+ 2v3

Penyelesaian

|x%2 —3y2| <1+ 24/3

|x = yV3]|x + yV3| < 1+ 2V3

%—\/§+2\/§|<%+2\/§

-l <3
Terbukti bahwa |x2 — 3y2| < 1 + 2V3
Teorema 2
Jika D adalah bilagan asli yang bukan kuadrat sempurna paling sedikit ada

satu pasangan bilangan asli x dan y yang memenuhi persamaan Diophantine:

X2 =DY? =1 v, (1)
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Contoh:
Selesaikan persamaan berikut:
x?—-2y%2=1
Penyelesaian:
x2—-2y?=1
x?—1=2y?
(x—D(x+1) =2y
Perhatikan ruas kiri adalah dua perkalian bilangan bulat berurutan dengan
selisih 2. Sedangkan diruas kanan adalah 2.y?2. Akibatnya y2 dan 2 harus
berselisih 2. Yang hanya akan dipenuhi oleh y2 = 4 - y = 2 atauy = —2.
Sehingga untuk y = 2
(x—D(x+1)=2.(2)2=24
x—1=2, x+1=4
x =3
Jadi pasangan (x, y) adalah (3,2)
Untuk y = -2
(x—D(x+1)=2.(-2)%=24
x—1=2, x+1=4
x =3
Jadi pasangan (x, y) adalah (3,—2)
Hasil penyelesaiannya adalah pasangan (3,2), (3, —2)
Teorema 3
Jika D adalah suatu bilangan asli yang bukan kuadrat sempurna, persamaan

Diophantine
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Mempunyai solusi x dan y yang positif diperoleh dengan formula:

Xn + yn\/5 = (xl + Y1\/5)n

x; +y,V/D adalah solusi fundamental dari x> —Dy?=1 dan n €N,

dimana;

{

v, = xp + (R Py ns

= Zk=1(2kn—1) xn~2k+1y2k-1 k-1

2.3 Kajian penyelesaian Persamaan Diophantine Dalam Al-Qur’an

Allah berfirman dalam Al-Qur’an surah Asy-syarh ayat 5 dan 6:
IS allg e 158 il g (b

”5. Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan,
6. Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.”

Allah SWT dalam ayat tersebut bermaksud menjelaskan salah satu
sunnah-Nya yang bersifat umum dan konsisten yaitu, “setiap kesulitan
pasti disertai atau disusul oleh kemudahan selama yang bersangkutan
bertekad untuk menanggulanginya.” Ini dibuktikan oleh Allah anatar lain
dengan contoh konkret pada diri pribadi Rasulullah saw. Beliau datang
sendiri, ditantang dan dianiaya, sampai-sampai beliau dan keluarganya
diboikot oleh kaum musyrik di Mekkah, tidak boleh berjual beli atau
kawin mawin, tidak pula boleh berbicara dengan beliau dan keluarganya
selama setahun, disusul dengan setahun lagi sampai dengan tahun ketiga.
Tetapi pada akhirnya tiba juga kelapangan dan jalan keluar yang selama
ini mereka dambakan. Ayat di atas seakan menyatakan bahwa: Kelapangan

dada yang engkau peroleh wahai Nabi, keringanan beban yang selama ini
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engkau rasakan, keharuman nama yang engkau sandang, itu semua
disebabkan karena sebelum ini engkau telah mengalami puncak kesulitan.
Namun engkau tetap tabah dan optimis, sehingga berlakulah bagimu
sunnah (ketetapan Allah) yaitu, “apabila krisis atau kesulitan telah
mencapai puncaknya maka pasti ia akan sirna dan disusul dengan
kemudahan”. Ayat di atas sejalan maknanya dengan isyarat yang
dikandung oleh Firman Allah dalam QS. Al-hajj:61, yang artinya

“Yang demikian itu adalah karena sesungguhnya Allah (kuasa)
memasukkan malam ke dalam siang dan memasukkan siang ke dalam
malam dan bahwa Allah Maha Mendengar lagi Maha Melihat.”

Ayat 5 di atas diulangi sekali lagi oleh ayat 6. Pengulangan
tersebut sebagaimana banyak pengulangan ayat-ayat pada periode Mekah.

Sementara para ulama memahami sebagai penekanan(Shihab,2002).



BAB IlI

PEMBAHASAN

3.1 Penyelesaian Persaman Diophantine Non Linier Kuadrat
Bentuk persamaan Diophantine yang dibahas dalam skripsi ini
adalah persamaan Diophantine non linier kuadrat. Langkah-langkah yang
digunakan untuk mencari hasil penyelesaian persamaan Diophantine

adalah sebagai berikut:

3.1.1 Mengaplikasikan Teorema 2 ke dalam persamaan Diophantine

Menyelesaikan persamaan Diophantine ax? — by? = 1 dengan a,b
adalah bilangan asli yang bukan kuadrat sempurna dan a, b # 1
Diberikana = 2 dan b = 2
Penyelesaian:
Berdasarkan Lemma bahwa paling sedikit ada satu bilangan bulat
k,k # 0, sehingga:a x? — by? =1
Untuk tak berhingga pasangan bilangan bulat x dan y.
Diantara pasangan-pasangan x dan y, harus ada paling sedikit dua
pasangan x,,y, dan x,,y, yang memenuhi kondisi kongruensi,
X, = x,(mod|1]) dan y; = y,(mod|1])............ (2)
Sisa-sisa  modulo |1| dari 4 bilangan xq,x,,y;,y, dapat

dikombinasikan dalam suatu bilangan berhingga (12)

19
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Langkah 1

Misalkan persamaan Diophantine 2x? — 2y? = 1 ke dalam bentuk
persamaan berikut:

2x2 =292 =2x2—-2yZ=1......cccccoiiiii, 3)

Dengan x4, x5, ¥4, y, memenuhi kondisi (2)

Langkah 2

Persamaan Diophantine 2x2? —2y% =1 di faktorkan sehingga
diperoleh persamaan sebagai berikut:

(e1 = ¥1)(2xy + 2y5) = 2x1%5 — 2Y1Y2 + 2X1Y5 — 2% (4)
Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh:

2X1%5 — 2y1Y, = 2x% — 2y? = 0(mod|1]) dan

2%,y — 2%,y = 2x2 — 2y2 = 0(mod|1])

Berarti,

2x1X5 — 2y1Y, = 1u

2x1Y, —2x,y, = 1v, u,vEZ

Sehingga dari persamaan (4) diperoleh:

(xq —y1)(2x; + 2y,) = 1(u + v2) dan

(x, + y1)(2x, — 2y,) = 1(u — v2)

Langkah 3
Kalikan dua persamaan di bawabh ini:
(x1 —y1)(2xy + 2y,) = 1(u + v2) dan

(x1 + y1)2x; — 2y,) = 1(u — v2)
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Dua persamaan di atas dikalikan sehingga diperoleh:
(e —yP)(dxf — 4y)) = 17 = 12 (u? — 4v?)
u?—v?4=1,v+0

Jika v = 0, akan diperoleh 2x,y, = 2x,y,,u = +1 dan
Cey — 1) (2x; + 2y,) (2x; — 2y,) = £1(2x; — 2y,)

(1 — y1)(4x3 — 4y3) = £1(x; — 2y,)

1(2x2—2y7)

=) =242 n

1
2x2=2Y;

(xy —y1) =

Jadi x=y, y=x

Contoh:

Selesaikan persamaan Diophantine berikut:

Penyelesaian:

Berdasarkan Lemma bahwa paling sedikit ada satu bilangan bulat
k,k # 0, sehingga: x? — 3y? =1

Untuk tak berhingga pasangan bilangan bulat x dan y.

Diantara pasangan-pasangan x dan y, harus ada paling sedikit dua
pasangan x4, y; dan x,, y, yang memenuhi kondisi kongruensi,

X1 = x,(mod|1]) dan y; = y,(mod|1])............ ()

Sisa-sisa modulo |1] dari 4 bilangan x4, x5, y;, y, dapat dikombinasikan

dalam suatu bilangan berhingga (12)
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Langkah 1

Misalkan persamaan x2? — 3y? = 1 kedalam bentuk persamaan berikut:

Dengan x4, x,, y1, ¥, memenuhi kondisi (2)

Langkah 2

Persamaan Diophantine x? — 3y? = 1 di faktorkan sehingga diperoleh
persamaan sebagai berikut:

(1 = y1) (%2 + 3y2) = %125 — 3y1Y2 + 3x1Y2 — X371 (4)
Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh:

X1%; = 3y1y; = x§ — 3yf = 0(mod|1]) dan

3x1Y, — X1 = x5 — 3y; = 0(mod|1])

Berarti,

X1X; — 3y1Y, = 1u

31y, —x,y, =1v, u,vEZ

Sehingga dari persamaan (4) diperoleh:

(21 — ¥1)(xz + 3y,) = 1(u + v3) dan

(xy + y)(x, —3y,) = 1(u — v3)

Langkah 3

Dua persamaan di atas dikalikan sehingga diperoleh:
(f —yD) (63 —9y3) = 12 = 12(u? - 9v?)
u?—v9=1, v+0

Jika v = 0, akan diperoleh 3x;y, = x,y;,u = 1 dan
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(x1 — y1)(xz + 3y2)(x; — 3y,) = £1(x; — 3y,)

(1 — y1) (x5 — 9y3) = £1(x; — 3y2)

4 1(x2-3y7)
(xl yl) - i x§—9y22
1
X, — =
(x1 — y1) Ta—37,

X

Jadix1 =Y, X = 3}/2,3’1 =X0Y2 = ?2

Menyelesaikan persamaan x? — Dy? = 1 dengan D adalah
bilangan asli kuadrat sempurna menggunakan Teorema 2
Persamaan Diophantine

Bukti:

Berdasarkan Teorema 2 bahwa Diantara pasangan-pasangan x dan y,
harus ada paling sedikit dua pasangan x;, y, dan x,, y, yang memenuhi
kondisi kongruensi,

X, = x,(mod|1]) dany; = y,(mod|1])............ ()

Sisa-sisa modulo |k| dari 4 bilangan x,, x,, y;, y, dapat dikombinasikan

dalam suatu bilangan berhingga (12).

Langkah 1

Misalakn persamaan x2 — Dy? = 1 kedalam bentuk persamaan berikut:

Dengan x4, x5, y1, ¥, memenuhi kondisi (2)

Langkah 2
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Persamaan Diophantine x? — Dy? = 1 di faktorkan sehingga diperoleh
persamaan sebagai berikut:

(x1 — y1D) (x5 + y,D) = x1x, — y1V,D? + (x1y, — x,¥1)D... (4)
Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh:

xX1%; — y1y,D? = x2 — y2D = 0(mod|k|) dan

x1V,D — x,y,.D = x2 — y2D = 0(mod|k|)

Berarti,

X1%, — y1V,D? = ku

x1Y2D — x,y:D = kv, u,v € Z

Sehingga dari persamaan (4) diperoleh:

(x; — y1D)(x; + y,D) = k(u + vD) dan

(x; + y.D)(x, — y,D) = k(u — vD)

Langkah 3

Dua persamaan di atas dikalikan sehingga diperoleh:

(xf — yD*)(x3 — y3D?) = k* = k*(u® — v*D?)
u?—v?D?=1, v+0

Jika v = 0, akan diperoleh x;y, = x,y;,u = +1 dan

(x1 = y1D)(xz + ¥, D) (x; — y2D) = tk(x; — y,D)

Oy Y1D)(x22 - YZZDZ) = tk(x; —y,D)

_ _ _X2=Y2D
(xl Y1D) - (x%_yzzDz)
1
(x; —y.D) = Xa—yaD

Jadi x = Dy, yzg



25

Contoh :

Selesaikan persamaan berikut!

Penyelesaian:

Berdasarkan Teorema 2 bahwa Diantara pasangan-pasangan x dan y,
harus ada paling sedikit dua pasangan x;, y, dan x,, y, yang memenuhi
kondisi kongruensi,

X, = xy(mod|1]) dany; = y,(mod|1])............ (2)

Sisa-sisa modulo |1| dari 4 bilangan x4, x,, y;, y, dapat dikombinasikan
dalam suatu bilangan berhingga (12).

Langkah 1

Misalkan persamaan x2 — 4y? = 1 kedalam bentuk persamaan berikut:

Dengan x4, x5, ¥1, ¥, memenuhi kondisi (2)

Langkah 2

Persamaan Diophantine x? — 4y? = 1 di faktorkan sehingga diperoleh
persamaan sebagai berikut:

(x1 = 2y1) (X2 + 2Y,) = x1%5 — 41V, + 2%V, — 2Xx,);... (4)

Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh:

X1X; — 4y,YV, = x2 — 4y2 = 0(mod|1]) dan

2X1YV, — 2X,y; = x2 — 4y2 = 0(mod|1])

Berarti,

X1X; — 4y1y, = 1u
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2x1y, — 2x,y1 = 1v, v EZ
Sehingga dari persamaan (4) diperoleh:
(xq; — 2y,) (x5 + 2y,) = 1(u + v2) dan
(1 + 2y)(x, — 2y,) = 1(u — v2)
Langkah 3
Dua persamaan di atas dikalikan sehingga diperoleh:
(xf —4yP) (x5 — 4y3) = 17 = 1*(u® — 4v?)
u?—v?4=1,v+0
Jika v = 0, akan diperoleh 2x,y, = 2x,y;,u = +1 dan
(1 = 2y1) (32 + 2y,) (x2 — 2y2) = £1(x; — 2Y,)
(x1 = 2y1) (6 — 4y3) = £1(x; — 23)
(1 = 2y)(1) = £1(x; — 2y,)
(1 — 2y;) = £(x; — 2y,)
Jadix =2y, y = E
3.1.3 Menyelesaikan persamaan ax? —by? =1 dengan a,b adalah
bilangan asli kuadrat sempurnadan a,b # 1
Diberikana = 4 dan b = 4
Penyelesaian:
Berdasarkan Teorema 2 bahwa Diantara pasangan-pasangan x dan y,
harus ada paling sedikit dua pasangan x;, y, dan x,, y, yang memenuhi
kondisi kongruensi,
X1 = x,(mod|1]) dan y; = y,(mod|1])............ (2)
Sisa-sisa modulo |1| dari 4 bilangan x4, x,, y;, y, dapat dikombinasikan

dalam suatu bilangan berhingga (12),
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Langkah 1

Misalkan persamaan 4x? — 4y2 = 1 kedalam bentuk persamaan
berikut:

4x2 —4yZ =4x2 —4yZ =1 ........cccccceinnin.. (3)

Dengan x4, x5, ¥4, y, memenuhi kondisi (2)

Langkah 2

Persamaan Diophantine 4x2? —4y? =1 di faktorkan sehingga
diperoleh persamaan sebagai berikut:

(2x1 — 2y1)(2x; + 2y5) = 4x1%; — 41Y2 + 4%1Y2 — 4%2Y4.. (4)
Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh:

4x,x, — 4y, y, = 4x? — 4y? = 0(mod|1]) dan

4x,y, — 4x,y, = 4x3 — 4y2 = 0(mod|1])

Berarti,

4x1x5 — 4y, = 1lu

4x1y, —4x,y, = 1v, u,vEZ

Sehingga dari persamaan (4) diperoleh:

(2x1 — 2y1)(2x, + 2y,) = 1(u + 4v) dan

(221 + 2y1) (2x; — 2y,) = 1(u — 4v)

Langkah 3

Dua persamaan di atas dikalikan sehingga diperolieh:

(4xi — 4yP)(4x3 — 4y3) = 17 = 1?(u* — 16v?)
u?—16v2=1, v+0

Jika v = 0, akan diperoleh 2x,y, = 2x,y,,u = +1 dan

(2x; — 2y1) (2x, + 2y,) (2x, — 2y,) = +1(2x, — 2y,)
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(21 — 2y,)(4x5 — 4y3) = £1(2x; — 2y,)

(2x; — 2y;)(1) = £1(2x, — 2y,)

(2%, — 2)’1) = +1(2x, — 2y,)

Jadi x=y, y=x

3.2 Kajian Islam
Allah SWT berfirman dalam Al-Qur’an pada surat At-Thalaq ayat
2 & 3 yang artinya:

“......barang siapa bertwakal kepada Allah , niscaya Dia akan mengadakan
baginya jalan keluar. Dan memberinya rezeki dari arah yang tiada disangka-
sangkanya (2).Dan barang siapa yang bertawakal kepada Allah, niscaya Allah
akan mencukupkan keperluannya. Sesungguhnya Allah melaksanakan urusan
yang dikehendakiNya. Sesungguhnya Allah telah mengadakan ketentuan bagi
tiap-tiap sesuatu (3)”.

Basyir dalam tafsirnya yang berjudul tafsir Al-Muyassar menjelaskan
bahwa siapa saja yang takut kepada Allah , hendaklah mengerjakan yang
diperintahkan kepadanya dan menghindari yang dilarang, maka Allah pun
akan menjadikan jalan keluar dari setiap keadaan yang sulit dan membuka
pintu rezeki-Nya tanpadiperkirakan atau disangka-sangka. Siapa saja yang
bertawakal kepada Allah maka Dia akan mencukupinya dalam segala
urusannya. Sesungguhnya, perkara Allah pasti dan tidak dapat dihalangi
oleh sesuatu pun. Allah telah menjadikan batas waktu untuk segala
sesuatu. Ketetapan-Nya tidak dapat dihindari (Basyir, 2011).

Banyak jalan yang bisa di tempuh untuk menyelesaikan masalah yang
dihadapi. Dalam surat at-Thalag disebutkan bahwa mematuhi perintah
Allah dan menjauhi larangan-Nya dan juga bertawakal kepada Allah

adalah cara untuk menyelesaikan masalah yang dihadapi. Seperti halnya
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pada penelitian ini. Banyak cara yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan Diophantine. Namun dalam penelitian ini
penulis mengaplikasikan teorema 2 persamaan Diophantine untuk

menyelesaikan persamaan Diophantine yang diteliti.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan yang telah disampaikan, maka dapat
disimpulkan bahwa penyelesaian persamaan Diophantine non linier yang
berbentuk x? — Dy? =1 dan persamaan Diophantine yang berbentuk
ax? —by? =1 dapat diselesaikan dengan menggunakan teorema 2
persamaan Diophantine. Adapun hasil dari penyelesaian persamaan

Diophantine x? — Dy? = 1 dengan D merupakan bilangan asli kuadrat

sempurna adalah x = Dy, yzg. Hasil penyelesaian persamaan

Diophantine yang berbentuk ax? — by? dengan a dan b merupakan
bilangan asli bukan kuadrat sempurna adalah x =y, y = x. Hasil
penyelesaian persamaan Diophantine yang berbentuk ax? — by? dengan a

dan b merupakan bilangan asli kuadrat sempurna adalah x = y, y = x.

4.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya, disarankan untuk membahas lebih
lanjut persamaan Diophantine non linier dengan menggunakan metode dan

menggunakan  persamaan  Diophantine  non  linier yang lain.
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