ANALISIS DINAMIK MODEL FRAKSIONAL RESPON IMUN
TERHADAP PATOGEN

SKRIPSI

OLEH:
YUSROTUL FAJRI
NIM. 16610063

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2020

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ANALISIS DINAMIK MODEL FRAKSIONAL RESPON IMUN
TERHADAP PATOGEN

SKRIPSI

Diajukan Kepada
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)

Oleh
Yusrotul Fajri
NIM. 16610063

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2020



ANALISIS DINAMIK MODEL FRAKSIONAL RESPON IMUN
TERHADAP PATOGEN

SKRIPSI

Oleh
Yusrotul Fajri
NIM. 16610063

Telah Diperiksa dan Disetujui untuk Diuji
Tanggal 30 November 2020

Pembimbing | Pembimbing Il
—
- -
Dr. Heni Widayani, M.Si Dr. Usman Pagalay, M.Si
NIP.19901006 20180201 2 229 NIP. 19650414 200312 1 001
Mengetahui

Ketua Jurusan Matematika

éh

Dr. Usman Pagalay, M.Si
NIP. 19650414 200312 1 001



ANALISIS DINAMIK MODEL FRAKSIONAL RESPON IMUN
TERHADAP PATOGEN

SKRIPSI

Oleh
Yusrotul Fajri
NIM. 16610063

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skripsi
dan Diisyaratkan Diterima Sebagai Salah Satu Persyaratan
untuk Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S. Mat)
Tanggal 30 November 2020

Penguji Utama : Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si
Ketua Penguji : Dr. Hairur Rahman, M.Si
Sekretaris Penguji : Dr. Heni Widayani, M.Si
Anggota Penguji : Dr. Usman Pagalay, M.Si
Mengetahui

Ketua Jurusan Matematika

—

~

Dr. Usman Pagalay, M.Si
NIP. 19650414 200312 1 001



PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini:

Nama - Yusrotul Fajri

NIM : 16610063

Jurusan : Matematika

Fakultas : Sains dan Teknologi

Judul Skripsi : Analisis Dinamik Model Fraksional Respon Imun

Terhadap Patogen

Menyatakan dengan sebenarnya bahwa skripsi yang saya tulis ini benar-benar
merupakan hasil karya saya sendiri, bukan merupakan pengambilan data, tulisan,
atau pikiran orang lain yang saya akui sebagai hasil tulisan atau pikiran saya
sendiri, kecuali dengan mencantumkan sumber cuplikan pada daftar rujukan.
Apabila di kemudian hari terbukti atau dapat dibuktikan skripsi ini hasil ciplakan,
maka saya bersedia menerima sanksi atas perbuatan tersebut.

Malang, 30 Desember 2020
Yang membuat pernyataan

6FeB / AHF 7860894 )
3
EN RUPIAH o ]

Yusrotul Fajri
NIM. 16610063

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



MOTTO

“ Sekecil apapun nikmat yang diberikan Allah swt maka bersyukurlah karena

dengan selalu bersyukur maka kebahagiaan akan selalu diraih ”



PERSEMBAHAN

Skripsi ini penulis persembahkan untuk:

Kedua orang tua dan saudara kandung penulis, yang senantiasa dengan ikhlas
serta sabar mendoakan, memberi semangat serta nasihat, dan kasih sayang yang
tak terbatas

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



KATA PENGANTAR

Assalamu’alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh

Segala puji bagi Allah SWT yang selalu melimpahkan rahmat, taufik, dan

hidayah-Nya, sehingga penulis dapat menyelesaikan penyusuhan skripsi ini

sebagai salah satu syarat untuk memperolen gelar sarjana dalam bidang

matematika di Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang.

Dalam proses penyusunan skripsi ini, penulis banyak mendapat bimbingan

dan arahan dari berbagai pihak. Untuk itu ucapan terima kasih yang sebesar-

besarnya dan penghargaan yang setinggi-tingginya penulis sampaikan terutama

kepada:

1.

Prof. Dr. H. Abd. Haris, M.Ag, selaku rektor Universitas Islam Maulana
Malik Ibrahim Malang.

Dr. Sri Harini, M.Si, selaku dekan Fakultas Sains dan Teknologi Universitas
Islam Maulana Malik Ibrahim Malang.

Dr. Usman Pagalay, M.Si, selaku ketua Jurusan Matematika Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Heni Widayani, M.Si, selaku dosen pembimbing | yang telah banyak memberi
arahan, nasihat, motivasi, dan berbagi pengalaman yang berharga kepada
penulis.

Dr. Usman Pagalay, M.Si, selaku dosen pembimbing Il yang telah banyak
memberi arahan, nasihat, motivasi, dan berbagi pengalaman yang berharga
kepada penulis.

Segenap sivitas akademik Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi.
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang terutama seluruh
dosen, terima kasih atas segala ilmu dan bimbingannya.

Ayahanda dan ibunda, yang selalu memberikan do’a, semangat, serta motivasi

kepada penulis sampai saat ini.

viii



. Sahabat-sahabat penulis yang menemani, membantu, dan memberikan
dukungan sehingga penulis dapat menyelesaikan skripsi ini.
. Semua pihak yang tidak dapat disebutkan satu-persatu, yang telah membantu
penulis dalam menyelesaikan skripsi ini baik moril maupun materiil.
Semoga Allah Swt melimpahkan rahmat dan karunia-Nya kepada kita
semua. Akhirnya penulis berharap semoga dengan rahmat dan izin-Nya
mudah-mudahan skripsi ini bermanfaat bagi penulis dan bagi pembaca.
Aamiin,

Wassalamu’alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh

Malang, 30 November 2020

Penulis



DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL

HALAMAN PENGAJUAN

HALAMAN PERSETUJUAN

HALAMAN PENGESAHAN

HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN
HALAMAN MOTTO

HALAMAN PERSEMBAHAN

KKATA PENGANT AR ..ttt e et e e e e e e e e e e aeee s viii
DAEIFARSIS S S 5 S N A S e W X
DABTARIGANMBARN . 50 L 4 T00 BN 40 o Sy Xii
DAEITARSFABE]L SsSB40 W00 W oy ¥ xiii
ABSIRAKESSNS B b AU T e, N Xiv
A B SR A G s e A B . S — . XV
uéﬂ-‘\ ............................................................................................................... XVi
BAB | PENDAHULUAN ...t 1
(NN T 2T LTl Rl B o o ot 1 Pt Y AT 1
1.2 RUMUSAN IMASAIAN ... eeeeeeeeneeene 2
1.3 Tujuan PENEITIAN ........ccoviiiiiieii i 3
1.4 MaANTAAE PENEITIAN ... eeeenne 3
1.5 Batasan MaSaUIAN.........cooie oot 3
1.6 Metode PeNEIITIAN. .......ooie e 4
1.7 SistematiKa PENUIISAN.........cveiiiicieiec et 4
BAB Il TINJAUAN PUST AK A et 6
2.1 SISTEM IMUN .ottt e e s et r e e s sbaeeeeeans 6
2.2 RESPON IMUN ..ot 6
2.3 Respon Imun NON-SPeSITiK.........cocviieiiieriiieseee e 7
2.4 Respon IMun SPESITIK ........cccviiiiiieiecis e 9



2.5 Persamaan DIferensial ..........oooo oo 10

2.6 Persamaan Diferennsial BiaSa..........c.ccovvvereiieniniinie e 10

2.7 Model Matematika Respon Imun Spesifik Terhadap Patogen ............. 11

2.8 KalkulusFraksional ... 12

2.9 SiStem DiNAMIK........ccoooiiiiiiiieie e 17

2.10Titik Kesetimbangan ...........ccoviiieiiiie e 26

2. 10 LINIEIISAST..evveveevieieie et sie sttt bbb 26

2.12 Nilai Eigen dan Vektor EIgeN ......cccoovviiereiieiieie s 27
2.13 Ayat Al-Qur’an dan Hadist yang Berkaitan Dengan Sistem Imun

WERINSER o 0, Ty, SRR 28

BAB 1T PEMBAHASAN ..ottt 33

3.1 Konstruksi Model Fraksional Respon Imun Terhadap Patogen ........... 33

3.2 Titik Kesetimbangan ..........cccucieiiieniienien e sissiseeseeeseessineetinee e svessane 33

3.3 Analisis Titik Kesetimbangan............ccoceiiiiiiiiiiicieecc e 36

3.4 Simulasi Dengan Model Persamaan Diferensial Biasa......................... 43

3.5 Simulasi Dengan Model Persamaan Diferensial Fraksional................. 47

BABNNERENENEIPE . S, 0 5. ST . A N . 50

AUIN<esimpulanime., . i 0 A . A6 o SRR e N . 50

CINERS CEIN. . ” A W N . 7 . MR | SRER—— .. 50

DAFTAR PUSTAKA

LAMPIRAN

Xi



Gambar 2.1
Gambar 2.2

Gambar 3.1

Gambar 3.2

Gambar 3.3

Gambar 3.4

Gambar 3.5

Gambar 3.6

DAFTAR GAMBAR

Sistem respon kekebalan atau imun............c.cccceeveveiienesic s, 7
wilayah stabilitas titik equilibrium X dari sistem (2.20) ............. 25
Tumor dan Sel T dengan parameterg, = 24,A=1,c=4,a=02,u=

398, =1.9,6 =1.99,a; = 0.9,@; = 0.75.ceevrererrerrirsseresinseseaseens 44

Tumor dan Sel T dengan parameterg, = 2.4,A =10,c = 4,a = 4,u =
39,0 =19, =1,0; = 0.8,@5 = 0.6.cceccerireerirereereiesiereaesesiannenens 45

Tumor dan Sel T dengan parameterg, = 24,A=5,c=4a=1u=
3.90w=%.9,0 = 1aa 8=J0.8 ap= 0.6 L 800. ........... 0 . .............. 46

Perubahan subpopulasi sistem P(t) dan T(t) untuk titik kesetimbangan
Eydengan @ = 0.7, = 0.8, dan @ = 0.9.......cccocveerviieeeciiiieeeeen 47

Perubahan subpopulasi sistem P(t) dan T(t) untuk titik kesetimbangan
B dengan @ ==017 Jaf=10:8/dan a'= 0. .. 48

Perubahan subpopulasi sistem P(t) dan T(t) untuk titik kesetimbangan
E,dengana = 0.7,a = 0.8, dan @ = 0.9.......cccoveerviineeeeiiiieeee 49

Xii



DAFTAR TABEL

Tabel 2.1 Deskripsi dari Model dan

Tabel 3.1 Nilai-nilai dari Parameter

Parameter......ccvevvviiii e

Xiii



ABSTRAK

Fajri, Yusrotul. 2020, Analisis Dinamik Model Fraksional Respon Imun
Terhadap Patogen. Skripsi, Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1)
Dr. Heni Widayani, M.Si. (2) Dr. Usman Pagalay, M.Si.

Kata Kunci: orde fraksional, model respon imun terhadap patogen, titik
kesetimbangan, kestabilan asimtotik lokal

Penelitian ini membahas model fraksional dari respon imun terhadap
patogen. Model tersebut mempunyai dua subpopulasi yaitu, subpopulasi imun
spesifik (sel T) dan subpopulasi Tumor (patogen). Berdasarkan subpopulasi
tersebut maka untuk laju dari perubahan kedua subpopulasi diasumsikan tidak
hanya bergantung pada kondisi saat ini saja tetapi juga mempertimbangkan semua
kondisi atau keadaan sebelumnya. Pada model orde fraksional ini dilakukan
analisis eksistensi titik kesetimbangan dan kestabilan dari titik kesetimbangan
yang bertujuan untuk mengetahui bagaimana prilaku dari model tersebut.
Berdasarkan hasil analisis didapatkan tiga titik kesetimbangan. Pada analisis
tersebut menunjukkan bahwa titik kesetimbangan kepunahan subpopulasi tidak
stabil. Sedangkan, pada titik kesetimbangan yang lainnya stabil asimtotik lokal
dengan syarat tertentu. Untuk mendukung hasil analisis, model fraksional tersebut
dilakukan simulasi dengan menvariasikan orde fraksional a € (0,1). Simulasi
numerik tersebut menunjukkan bahwa orde fraksional @ menjadi salah satu faktor

penyebab terjadinya perubahan perilaku solusi.

Xiv



ABSTRACT

Fajri, Yusrotul. 2020, Dynamic Analysis of Fractional Models of Immune
Response to Pathogens. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of
Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University
of Malang. Supervisor: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si. (2) Dr. Usman
Pagalay, M.Si.

Keywords: fractional order, models of immune response to phatogens,
equilibrium point, local asymptotic stability

This research discusses the fractional models of immune response to
phatogens. This model has two suppopulations, namely, specific immune (T
cells), and Tumor (pathogen). It is assumed that the growth rate of all
subpopulation is not only depends on the current conditions but also the previous
conditions. The fractional model analyzes the existence of an equilibrium point
and stability of the equilibrium point which aims to find out how the model
behaves. It is found that the model has three equilibrium points. Based on analysis
result, the extinction point is unstable node while the others are conditionally
stable under some conditions. To support the analysis results, the fractional orde
model is simulated with fractional order @ € (0,1). Numerical simulations show

that the fractional order « is one of the factors that affect the colution behavior
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Mikroorganisme parasit yang dapat menyebabkan suatu penyakit pada
inangnya disebut dengan patogen. Salah satu penyakit yang disebabkan
mikroorganisme berbahaya ini adalah tumor. Tumor dapat terjadi baik pada pria
maupun wanita, akan tetapi pada umumnya tumor ini lebih sering menyerang
wanita. Tumor ini sering berukuran lebih besar pada pria dibandingkan wanita
dikarenakan onset gejala biasanya terlambat pada pria(Linda, 2005: 73). Pada
dasarnya, penyakit ini memiliki proses yang kompleks untuk tumor dan inangnya.
Sistem kekebalan tubuh atau imun yang kuat menjadi faktor peting dalam
mencegah perkembangan penyakit ini. Sistem imun dinyatakan sebagai Sistem
terstruktur dan biologis dalam suatu organisme yang melindungi tubuh dari
organisme berbahaya. Sel sistem kekebalan tubuh seperti sel T diklasifikasikan
menjadi dua jenis yang berbeda yaitu efektor dan memori sel T (Dasbasi, 2018).

Dalam Al-Qur’an telah dijelaskan bahwa setiap manusia telah diciptakan oleh
Allah € dalam sebaik-baik bentuk. Oleh karena itu, nikmat tersebut harus selalu
disyukuri dengan selalu menjaga kondisi fisik maupun mental, dan dengan hal
tersebut juga berdampak pada penguatan sistem imun pada manusia itu sendiri,
sebagaimana firman Allah €& Q.S At-Tiin: 4, yang artinya: “Sesungguhnya kami

telah menciptakan manusia dalam bentuk sebaik-baiknya”

Dalam tafsir Ibn Kathir menjelaskan bahwa “Dan inilah subjek sumpahnya,
yaitu bahwa Allah #. Telah menciptakan manusia dalam bentuk yang paling baik
dan rupa yang paling sempurna, tegak jalannya dan sempurna, lagi baik semua
anggota tubuhnya.” Dalam hadist Rasulullah # yang diriwayatkan oleh Muslim
yang artinya, “Orang beriman yang kuat lebih baik dan lebih dicintai Allah
daripada orang beriman yang lemah.” Hadist tersebut menjelaskan bahwa Allah £
sangat mencintai orang yang selalu menjaga kondisi fisik dan mental dengan kata

lain membuat tubuh mereka kuat dan tidak lemah. Mempunyai tubuh yang kuat



2

maka sistem imun dalam tubuh juga akan kuat dalam melindungi tubuh dari
berbagai macam penyakit.

Kalkulus fraksional merupakan cabang ilmu matematika yang mempelajari
tentang turunan dan integral orde fraksional. Orang yang pertama Kkali
memperkenalkan kalkulus fraksional adalah Leibniz dan L’Hospital pada tahun
1965 (Diethelm, 2004). Model fraksional pada laju pertumbuhannya bergantung
pada kondisi saat ini dan juga mempertimbangkan semua keadaan sebelumnya.
Model persamaan diferensial fraksional ini memberikan deskripsi yang lebih
akurat dibandingkan sistem dinamik orde satu untuk dinamika alam yang
kompleks (Nugraheni, 2017).

Dinamika sel T dan tumor penting untuk dikaji agar sifat dari penyakit
tersebut dapat diketahui. Untuk mengatasi masalah ini dilakukan suatu analisis
kestabilan dengan menggunakan persamaan diferensial fraksional. Dasar dari
penjelasan fraksional yang paling berguna adalah konsep memori. Jika output dari
suatu sistem pada masing-masing waktu t hanya bergantung pada input di waktu t,
maka sistem tersebut dikatakan sebagai sistem tanpa memori. Sebaliknya, jika
sistem harus mengingat nilai input sebelumnya untuk menentukan nilai ouput saat

ini, maka ini dinamakan sistem memori (Dasbasi, 2018).

Berdasarkan uraian diatas, maka penulis akan menjelaskan lebih mendalam
lagi dengan mengangkat judul skripsi “Analisis Dinamik Model Fraksional
Respon Imun Terhadap Patogen”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas maka diperoleh rumusan masalah yaitu,

sebagai berikut:

1. Bagaimana kontruksi model fraksional respon imun terhadap patogen?

2. Bagaimana titik kesetimbangan dan kestabilan titik kesetimbangan model
fraksional respon imun terhadap patogen?

3. Bagaimana hasil simulasi numerik model fraksional respon imun terhadap

patogen?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Mengkonstruksi model fraksional respon imun terhadap patogen.

2. Menentukan titik kesetimbangan dan kestabilan titik kesetimbangan model
fraksional respon imun terhadap patogen.

3. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik model fraksional respon imun
terhadap patogen.

1.4 Manfaat Penelitian

berdasarkan tujuan penelitian, maka manfaat dari penelitian ini adalah

sebagai berikut:

i
2.

{13)

Memperoleh konstruksi model fraksional respon imun terhadap patogen.
Mengetahui analisis dinamik model fraksional respon imun terhadap
patogen.

Memperoleh interpretasi hasil simulasi numerik model fraksional respon
imun terhadap patogen.

Batasan Masalah

Batasan masalah dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

Model yang digunakan pada penelitian ini merupakan sistem persamaan
diferensial fraksional multi-orde dan akan dianalisis serta dilakukan simulasi
numerik dari model tersebut.

Analisis dinamik pada penelitian ini adalah menentukan titik kesetimbangan
model. Kemudian, berdasarkan ditentukan kestabilan titik kesetimbangan
model tersebut.

Parameter yang digunakan berdasarkan parameter yang diberikan Dasbasi
(2018).



1.6 Metode penelitian

Adapun langkah-langkah dari metode yang diterapkan dalamm penelitian ini

secara rinci dijabarkan sebagai berikut:

A. Konstruksi Model Fraksional Respon Imun Terhadap Patogen

1.

Menggunakan model respon imun terhadap patogen dengan laju kejadian
nonlinear yang diperkenalkan oleh dasbasi (2018).
Mengubah turunan orde biasa Z—}: dan % pada model tersebut menjadi

a%ip d a%zT
dt%1 an dtez’

turunan orde fraksional

B. Menganalisis dinamika model fraksional respon imun terhadap patogen

1.
2
2
4

5.

Konstruksi model

Mencari titik kesetimbangan
Melinearisasi persamaan

Mencari matriks Jacobian, nilai eigen

Menganalisis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan.

C. Simulasi numerik model fraksional respon imun terhadap patogen

1.

Simulasi dilakukan dengan menggunakan program Matlab yaitu dengan
mendefenisikan model fraksional tersebut ke dalam program tersebut.
Menginput parameter-parameter yang terdapat pada model tersebut.
Dilakukan simulasi untuk mendapatkan gambaran dari kestabilan
disekitar titik kesetimbangan pada model fraksional tersebut.
Menginterpretasi hasil gambar dari analisis kestabilan model fraksional

tersebut.

Membuat kesimpulan.

1.7 Sistematika Penulisan

untuk mempermudah pembaca dalam memahami tulisan ini, penulis

membagi tulisan ini ke dalam empat bab yaitu sebagai berikut:

Bab | Pendahuluan

Pada bab ini dijelaskan latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,

batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.



Bab 11 Kajian Pustaka
Pada bab ini dijelaskan konsep-konsep yang mendasar dalam teori yang
dikaji, yaitu defenisi persamaan diferensial, persamaan diferensial biasa,
kalkulus fraksional, sistem dinamik, linearisasi, nilai eigen, sistem kekebalan
tubuh, sel patogen, dan kaitan sistem kekebalan tubuh dalam Al-Qur’an.

Bab I1l Pembahasan
Pada bab ini dikemukakan hasil penelitian tentang titik kesetimbangan,
linearisasi, nilai eigen, dan analisis kestabilan persamaan serta simulasi
numerik dari persamaan.

Bab 1V Penutup
Pada bab ini dikemukakan kesimpulan dari pembahasan dan beberapa saran

yang berkaitan dengan penelitian.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Sistem imun

Sistem imun manusia secara normal mempunyai kemampuan membedakan
antara zat asing (non-self) yang dikenal sebagai antigen, dan zat yang berasal dari
tubuh sendiri (self). Namun, pada beberapa kondisi patologis, sistem imun tidak
mampu membedakan keduanya. Akibatnya, sel-sel dalam sistem imun
membentuk zat anti terhadap jaringan tubuhnya, atau yang dikenal dengan
autoantibodi (Antari, 2017:10-11).

2.2 Respon Imun

Respon imun adalah suatu respon dari semua komponen sistem imun secara
bersama dan terkoordinasi untuk mengeliminasi antigen yang masuk ke dalam
tubuh. Respon imun diawali dengan adanya pengenalan molekul antigen oleh
komponen sistem imun melalui reseptor yang menstimulasi sistem saraf di dalam
otak. Hal ini berguna untuk membangkitkan dan melakukan reaksi yang tepat
guna mengeliminasi antigen tersebut (Antari, 2017:11).

Respon imun tubuh tergantung dari kemampuan komponen sistem imun
dalam mengenali molekul antigen serta membangkitkan dan melakukan reaksi
yang tepat dalam mengeliminasi antigen. Respon imun sendiri dapat dibedakan
menjadi respn imun non-spesifik (innate immunity) dan respon imun spesifik
(adaptive immunity) (Antari, 2017:11).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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yang dimediasi oleh antibodi/humoral (sel B).

%+ Keduanya bekerja melalui identifikasi Ag (protein asing atau glycoproteins)

Gambar 2.1 sistem respon kekebalan atau imun

(https://www.berbagaireviews.com/2018/06/sistem-kekebalan-tubuh-sistem-

imun.html).

2.3 Respon Imun Non-Spesifik

Respon imun non-spesifik merupakan respon terhadap antigen yang dapat
timbul walaupun tubuh sebelumnya tidak atau belum pernah terpapar antigen.
Respon imun ini telah ada dan berfungsi sejak lahir. Fungsi imun non-spesifik ini
untuk memberikan respon dini terhadap antigen, dan menginduksi terjadi respon
imun selanjutya, yaitu respon imun spesifik (adaptive immunity) (Antari, 2017:11)

Mengingat fungsinya sebagai respon dini terhadap antigen, maka tentu saja
komponen yang berperan sebagai pertahanan utama dan pertamanya adalah
pertahanan fisik dan kimiawi yang meliputi enzim lisozim dalam airmata dan
berbagai sekresinya, bakteri komersal, kulit, asam lemak, flora normal dalam
vagina, mucus, silia, perubahan pH dalam saluran pencernaan, dan traktus
urinaria. Selain pertahanan pertama, imun non-spesifik juga membutuhkan
peranan lain yang dinamakan dengan pertahanan kedua, yang diperankan oleh
berbagai jenis protein dalam darah, mediator inflamasi, sitokin, sel-sel
polimorfonuklear (PMN), natural killer (NK) cells, dendritic cells (DC),


https://www.berbagaireviews.com/2018/06/sistem-kekebalan-tubuh-sistem-imun.html
https://www.berbagaireviews.com/2018/06/sistem-kekebalan-tubuh-sistem-imun.html
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makrofag, dan juga neutrofil (Antari, 2017:12). Adapun komponen utama respon

imun nonspesifik adalah sebagai berikut:

a.

Monosit

Monosit merupakan Suatu proses untuk pengenalan antigen, menelan, dan
degradasi atau bisa disebut dengan fagosit, yang kemudian didistribusikan
secara luas di organ limfoid dan organ lainnya. Peranan dari monosit ini
adalah sebagai Antigen Presenting Cell (APC), memproduksi sitokin,
mengenali migroba, menyerang migroba, dan kemudian, pertahanan
sebagai respon terhadap infeksi (Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).
Neutrofil

Sel pertama yang masuk pada jaringan yang rusak adalah neutrofil.
Neutrofil ini merupakan sebagian besar dari leukosit dalam sirkulasi.
Fungsi dari neutrofil ini adalah mengenal patogen secara langsung,
menghancurkan antigen melalui jalur oksigen independen dan oksigen
dependen (Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).

Makrofag

Kegunaan dari magrofag ini adalah unntuk memusnahkan benda, seperti
migroorganisme, kompleks antigen-antibodi dan bahan lain yang
berstruktur seperti antigen. Pada tahapan proses dari magrofag ini, hasil
akhirnya adalah bahan yang telah dikelompokkan sebagai antigen akan
dicerna sehingga mengakibatkan ancaman bagi tubuh tidak ada lagi
(Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).

Sel Dendritik

Kegunaan dari sel dendritik ini adalah pengenalan dan mengikat antigen,
mengolah dan mempresentasikan antigen ke sel T atau sel B. Perlu
diketahui bahwa, sel dendritik ini berasal dari prekursr monosit dalam
darah atau dari monosit sendiri atau sel asal dalam sumsum tulang
(Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).

Sel Natural Killer (NK)

Sel Natural Killer merupakan limfosit granuar besar yang membunuh sel
sasaran melalui Sel Antibodi Dependen Cytotoxicity (SADC) atau lisis
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yang menggunakan mekanisme melalui Fas atau perforin (Baratawidjaja
dan Rengganis, 2010).
2.4 Respon imun spesifik
Imun spesifik adalah sistem imun yang bereaksi lebih lambat dengan
kemampuan pertahanan yang lebih besar berupa rangkaian interaksi seluler yang
hasil akhirnya adalah pengeluaran produk-produk selspesifik, dengan ciri khusus
yaitu adanya spesifisitass, heterogenenitas, diversitas, homeostasis, dan memori
(Fitri, 2017:2)
Respon imun spesifik inang melibatkan aktivasi makrofag, limfosit T,
limfosit B, disertai pelepasan sitokin dan antibodi, serta melibatkan berbagai sel
imun yang lain. Respon imun seluler terhadap suatu infeksi juga tergantung dari
peranan sel limfosit T (CD)4* dan aktivitass sitokin yang dihasilkannya. Respon
imun seluler yang protektif berhubungan dengan CD8%, kadar interferon gamma
(IFN-y) tinggi yang kemudian akan menyensitisasi makrofag untuk menyekresi
tumour necrosis factor-a (TNF-a) (Fitri. 2017:3). Adapun lomfosit yang berperan
dalam respon imun pesifik adalah sebagai berikut:
a. SelB
Sel B berfungsi untuk memproduksi antibodi untuk menetralkan patogen
dan toksin. Sel B yang diaktifkan dapat berkembang menjadi sel plasma
yang memproduksi dan mensekresi antibodi atau sel memori
(Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).

b. SelT
Peranan dari sel T ini adalah pada inflamasi, aktivasi fagositosis
makrofag, aktivasi dan proliferasi sel B dalam produksi antibodi. Sel T
juga mempunyai peranan lain yaitu untuk pengenalan dan penghancuran
sel yang terinfeksi virus (Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).

c. Sel T Helper
Sel T Helper ini merupakan bagian dari sel T yang gunanya untuk
mengaktifkan magrofag yang gunanya untuk membunuh antigen dan sel
Cytotoxic T Lymphocyte (CTL) yang membunuh sel terinfeksi mikroba

dan menyingkirkan sumer infeksi (Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).
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d. Subset Sel T
Perlu diketahui bahwa sel T terdiri dari sel CD4+, CD8+, Treg/Tr/Ts/Th3
Sel t Naif, dan Natural Killer Cell T . Sel T yang mengekspresikan CD4+
gunanya untuk mengenal antigen yang berhubungan dengan MHC-I1 dan
umumnya bekerja sebagai Th. Kemudian, sel T yang mengekspresikan
CD8+ berguna untuk mengenal antigen yang diikat MHC-I yang
umumnya berfungsi sebagai T Cytotoxic. Treg/Tr/Ts/Th3 berfungsi dalam
toleransi oral, regulasi imunitas mukosa, melepas TGF dan IL-10 yang
merupakan pertanda supresi. Selanjutnya, sel T naif ini merupakan sel
yang berada dalam keadaan istirahat yang tidak terpapar antigen
(Baratawidjaja dan Rengganis, 2010).
2.5 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang mempunyai bentuk
diferensial, mlsalnya ~ atau dy Pada bentuk diferensial —x, x adalah variabel

bebas dan y adalah variabel tidak bebas. Persamaan diferensial merupakan
manifestassi dalam usaha untuk memahami fenomena alam yang selanjutnya
dapat digunakan untuk memprediksi fenomena alam tersebut. Jadi, persamaan
diferensial merupakan bentuk matematis dari suatu model atau imitassi fenomena
fisis, kimiawi maupun biologis. Pada umumnya, bentuk persamaan diferensial
merupakan bentuk fenomena yang menerangkan objek yang diamatai (variabel
tergantungnya) sebagai fungsi waktu (t) dan atau ruang (X, y, z) ( Sasongko,
2010:141).
2.6 Persamaan diferensial biasa

Persamaan diferensial biasa dapat diklasifikasikan berdasarkan pangkat atau
orde (order), linearitas, dan kondisi batas (boundary condition). Orde dari suatu
persamaan diferensial merupakan orde tertiggi dari suatu derivasi (turunan) yang
ada di dalam persamaan tersebut ( Sasongko, 2010:142).

Berdasarkan linearitas, persamaan diferensial baisa dapat dikelompokkan
menjadi persamaan linier dan persamaan non-linier. Secara umum, bentuk

persamaan diferensial biasa linear adalah sebagai berikut.

bo(®) S2 4 by (1) T bt by (DL 4 b,y =R (21)
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Apabila nilai R(x) = 0, maka disebut dengan persamaan diferensial biasa
linear homogen, sedangkan apabila nilai R(x) # 0, maka disebut dengan
persamaan diferensial biasa linear non-homogen atau heterogen ( Sasongko,
2010:141).

Berdasarkan kondisi batas, persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi
permasalahan nilai awal dan permasalahan dengan kondisi batas. Suatu persamaan
diferensial disebut permasalahan nilai awal jika nilai dari variabel tak bebasnya
(dependent variable) atau turunannya diketahui pada kondisi nilai mula-mula dari
variabel bebasya. Sedangkan persamaan diferensial akan disebut permasalahan
dengan kondisi batas jika harga dari variabeltak bebasnya atau turunannya
diketahui lebih dari satu dari nilai variabel bebasnya. Apabila nilai dari variabel
tak bebasnya atau turunanya diketahui pada posisi awal dan kondisi akhir dari
vaiabel bebasnya, maka persamaan diferensial tersebut digolongkan sebagai
permasalahan dengan dua titik nilai batas (Sasongko, 2010:142-143).

2.7 Model Matematika Respon Imun Spesifik Terhadap Patogen

Adapun model matematika dari respon imun spesifik terhadap patogen adalah
sebagai berikut (Dasbasi, 2018).

apr B GPT
w=hoP (1-3) — 7
=) L (2.2)
dt Pv+1
Parameter Deskripsi Unit
P(t) Populasi patogen (Tumor) Sel/hari
T(t) Populasi sistem imun spesifik Sel/hari
Bp Tingkat pertumbuhan tumor Hari
A Daya dukung tumor Sel
c Tingkat pembunuhan maksimum tumor Hari
oleh sel-sel kekebalan tubuh
a Sel imun untuk setengah efek maksimal Sel/hari
pada tumor
U Efek tingkat penangkapan sel imun Hari
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v Ukuran populasi tumor di ana tingkat Sel/hari
pertumbuhan sel-sel kekebalan setengah
dari maksimum

) Tingkat kematian alami sel-sel kekebalan Hari
tubuh

Tabel 2.1 Deskripsi dari Model dan Parameter

2.8 Kalkulus Fraksional

pendefenisian kalkulus fraksional menggunakan beberapa pendekatan, yaitu
menurut  Riemann-Liouville, Caputo, dan Grunwald-Letnikov. Kalkulus
fraksional memiliki salah satu fungsi dasar yang digunakan untuk mendefenisikan
kalkulus fraksional itu sendiri. Adapun fungsi dasarnya, yaitu fungsi Euler
Gamma yang disimbolkan dengan I'(n). Akan tetapi, ada fungsi lain yang juga
digunakan dalam kalkulus fraksional, yaitu fungsi Beta (Podlubny, 1999).
2.8.1 Fungsi Gamma

Defenisi fungsi Gamma adalah sebagai berikut

I'(n) = J e 't"1dt, untukn>0. (2.1)
0

Berdasarkan defensi fungsi Gamma tersebut maka

o0

(n+1) = J gDl
0

o0
= f e tt"dt.
0

Kemudian, misalkan jika u = t™ maka du = nt™ 1dt dan jika d9 = e~ ‘dt maka

9 = —e~t, sehingga diperoleh

f e tt"dt = ud —J-ﬁdu
0
= —thet +je‘tnt"‘1dt

= —tle t + nJ e tt"1dt.

Oleh karena itu,
F(n+1) = lim[-t"e"t]$ + nJ e tt"1dt
a—0o 0
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= lim[—a"e™® + 0"e®]2 + nI'(n)

a—oo

=0+nl'(n)
Sehingga

I'(n+ 1) = nI'(n). (2.2)
Apabilan € N maka

rn+1) =nl((n—1)+1)
=nn—-1DI'(n-1)
=nn—DI'((n—-2)+1)
=nn—1)(n-2)I(n-2)
= nn-1(n-2)..2I'(1)
=u(aFTl)in — 28 )T

= n!

Sehingga didapatkan bahwa

'n+1) =n!

(Podlubny, 1999)
2.8.2 Fungsi Beta

Defenisi fungsi Beta adalah sebagai berikut

(0]

p(m,n) = j tm 11 —t)* Ldt. (2.3)
0

Dimana konvergen untuk n > 0. Fungsi Beta juga dapat dinyatakan dalam bentuk
fungsi Gamma, yaitu

_Im)I(n)

Al = I'(m+n)

(Podlubny, 1999)
2.8.3 Integral Fraksional Riemann-Liouville

Misalkan « adalah bilangan real, maka integral fraksional orde « dari fungsi
f(t) adalah sebagai berikut

JEf@) =Df (1)

1 ot e
=@ fo (t —)* 1f(t)dt (2.4)
Dengan a > 0

(Petras, 2011).
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Untuk a« >0 dan g >0, maka integral fraksional yang dikemukakan
Riemann-Liouville mempunyai sifat sebagai berikut:
a) JUPfO) =] PF@)
b) JUPF®) =JFJ4f () (2.5)

Defenisi ini mempunyai arti bahwa notasi integral fraksional berorde «
dengan batas bawah t, = 0 dari fungsi f(t) ditulis sebagai J*f(t). Integral
fraksional berorde a merupakan anti turunan fraksional berorde (—a) untuk
fungsi f(t) yng ditulis sebagai D~%f(t), akibatnya berlaku J*f(t) = D~*f(t)
dengan D~% adalah operator turunan fraksional berorde a dengan batas bawah
to = 0 (Johansyah, 2019, p. 10-11).

Defenisi dari turunan fraksional Riemann-Liouvelli sebagai berikut

RLpaf(t) = —— 2 (£SO __ ¢ (2.6)

F(n—a) dt"’a (t—s)x—n+1 )
Untuk n — 1 < a < n, dimana « dan t adalah operator dari ,D¢f(t).
(Petras, 2011).

Contoh 2.1. Turunan fraksional untuk f(t) = tP denganp,t >0dan 0 < ¢ <1

adalah sebagai berikut,

1 da ™ sP
RLha —

1 dn t
= mwf sP(t — S)n_a_lds,
0
1 dn ot s\ a1
- p n—-a-—1 _
I'(n—a)dth j;) sP(0) (1 t) ds.

Kemudian, misalkan 1 = f maka diperoleh

n

1 d 1
RLNpa — n—-a+p p _ n—-a-1
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1 dar

=t ¢ Bw 1 — )

_ 1 Fp+1DIr(n—a) d™
" Tn—a)T(p+1+n—a)dth

(tn—a+p)

3 Fp+1) F(p+1+n—a)tp_a
" T(p+14+n—a) Tlp—a+1)

— Mtp—“’
p—a+1)

Disebabkan

d
%(tn—oﬁp) — (Tl — @7 ak p)tn—a+p—1

2

d
=z @) =(n—a+p)(n—a+p— Dt *tP2

dk
— (" *"*P)=(n—a+p)(n—a+p— Dt"*P2

dtk
— (n e p)! n—a+p-k
n—a+p-—k)!
L (t"-a+P) = (n—at+p) iy
dtn (—a+p)!

SEmS aSeperl)
C T(—a+p+1)

p

Dimana, untuk setiap p € R dan n € N.

(Saprianto, 2019)
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2.8.4 Turunan Fraksional Caputo

Turunan fraksional untuk defenesi Caputo adalah sebagai berikut,

4 f(s)
EDFF(O) = Fr—as f -z @

t — S)a n+1
Untukn—1<a<nnN (Petras, 2011).
Contoh 2.2. Turunan fraksional untuk f(t) = tP dengan p,t >0dan0 < a <1

adalah sebagai berikut,

dn
1 bt ogm ()

Cpa _
Dt f(t) - F(Tl . a) . (t . S)a—n+1 ds
Dikarenakan,
anr F'p+1
% o b NI .,
Al 'p—n+1)

Maka diperoleh,

N B 1 L Tlp+1) = SN W |
DO = o=y ). T o &~ s

Kemudian, misalkan At = s maka diperoleh

F(p+1 1
DEFO =1 agz;(; —)n +1) f (AP~ (1 = )"t dA
0
= rp+1) W
“Th-org-n+D ]0 (WP ="t da
_ I'(p+1) i
NG o Lo i ) LSy )
y rp+1) Dy F(n—a)l(p—n+1)
T Th—-a)T(p—n+1) Fp+1—0)
Fp—a+1)

(Saprianto, 2019)

Perlu diketahui hubungan antara operator Riemann-Liouville dan operator

diferensial fraksional Caputo adalah sebagai berikut:

REDEF(E) = SD5f(0) - Db 2 f 9@, (29)
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Untuk f®(a) = 0,(k = 0,1, ...,n — 1).

Turunan fraksional caputo bermanfaat dalam mengaplikasikan turunan
fraksional dalam memodelkan peristiwa pada dunia nyata, disebabkan karena nilai
kondisi awal pada turunan fraksional Caputo sama dengan persamaan diferensial
biasa (petras, 2011).

2.8.5 Fungsi Mittag-Leffler
Fungsi Mittag-Leffler disimbolkan dengan E,. misalkan a > 0 maka

defenisi fungsi E, adalah sebagai berikut,

(0e] ta
Eq(t) = ;m (2.9

Fungsi Mittag-Leffler ini mempunyai peran penting juga dalam persamaan
diferensial fraksional (Diethelm, 2010).
2.9 Sistem Dinamik
2.9.1 Sistem Otonomous PDF (Persamaan Diferensial Fraksional)
Operator ,Df yang merupakan notasi dari persamaan diferensial fraksional
turunan caputo. Adapun bentuk umum dari sistem persamaan diferensial

fraksional linear adalah sebagai berikut.

D*%(t) = f(#(t)) = AZ(D), %(0) = %, (2.10)
Denganx € R*, A € R¥™", dan0 < a < 1
Sistem diferensial fraksional dimensi n dapat dinyatakan sebagai berikut,

oDEx 1 (t) = a11%1(8) + ag2x,(t) + -+ + aypx,(0),

oDEX () = ag1x1(t) + agpxo(t) + o+ + agnxy (£)

oDfxn (1) = an1x1(t) + anax2(8) + -+ + appxp (t)

(Petras, 2011)
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2.9.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Kestabilan titik kesetimbangan pada sistem persamaan diferensial fraksional

linear (2.11) sebagai berikut,

a.

Dikatakan stabil apabila untuk setiap billangan € > 0, terdapat suatu bilangan
& > 0 sedemikian sehingga solusi masalah kondisi x(0) = x, dan nilai awal
yang terdiri dari sistem diferensial fraksional linear memenuhi jika |x;(0) —
x; 12+ |x,(0) — x5]%2 + -+ + |x,(0) — x;|?> < & ada , maka berlaku |x, (t) —
X112+ |x,(8) — x5]% + - + |x,(t) — x]|? < &, untuk setiap t > 0.

Dikatakan stabil asimtotik apabila stabil dan terdapat bilangan &, > 0 dengan
0 < d, <& sedemikian sehingga suatu penyelesaiaan sistem persamaan
diferensial fraksional linear (2.11) yang memenuhi |x;(0) — x5|% +
|2,(0) — x5|% + - + |x,(0) — x;|*> < 8, ada, untuk semua t >0 maka

berlaku lim,_, o (21 (), %2 (6), ..., %, (£)) = (%, %3, ..., %) (Diethelm, 2010).

2.9.3 Kestabilan Routh-Hurwitz Orde Fraksional

Titik kesetimbangan dari sistem otonomous fraksional dikatakan stabil

asimtotik lokal, jika semua akar persamaan karakteristik dari matriks Jacobiannya

PA) = agA™ + a A" L+ a A" 2 + -4 a, =0, (2.11)

Dengan semua koefisiennya (2.12) adalah bilangan riil. Pada persamaan

karakteristik yang merupakan polinomial berorde 3, yaitu

P(A) - A3 + a1/12 + azl + as. (212)

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut didefenisikan

[1 a, a; az 0 1
[0 1 a a asz]
PP S ety ) 0o
0 3 2a a, OJ
0 0 3 2a; a,

= 18a,a,a; + (a,a,)? — 4aza — 4a3 — 2743,
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Selanjutnya, sifat kestabilan dari titik kesetimbangan E* dapat dinyatakan sebagai

berikut,

a. Jika D(P) bernilai positif dan memenuhi kriteria Routh-Hurwitz yaitu

D(P) > 0,a; > 0,a3; > 0,a,a, > a; maka E* stabil asimtotik lokal.
b. Jika D(P)<0,a;20,a,>0,a;>0a<> maka E* stabil

asimtotik lokal dan juga jika D(P) < 0,a; < 0,a, < 0,«a >§ maka

semua akar P(4) = 0 memenuhi |arg (4;)| > % sehingga E™ stabil

asimtotik lokal.
c. Jka D(P)<0,a; >0,a,>0,a; > 0,a,a, =a;, maka E* stabil
asimtotik lokal untuk semua a € [0,1).
Bukti dapat dilihat pada (Ahmed dkk., 2006).
2.9.4 Sistem Otonomous Nonlinear Persamaan Diferensial Fraksional
Misalkan sistem dua dimensi sebagai berikut,
Dx(t) = f(x,y)
D%x(t) = g(x,¥) (2.13)
Dengan « € (0,1]. Kemudian, nilai awal x(0) = x, dan y(0) = y,. Maka akan
dicari titik kesetimbangannya sebagai berikut, misalkan
DR =Dy (8 (I}
Maka
fGry") = g% y*) = 0.
Misalkan didapatkan titik kesetimbangan (x*,y*). Selanjutnya, mengevaluasi
kestabilan lokal dari titik kesetimbangan, misalkan
x(t) = x* + &(),
y(t) = y* + &,(0),
Maka
DE(x* + &) = f(x" +&1,y" + €2),
DU(x" + &) =gx" +&,y" + &),
Sehingga
D% (t) = f(x" + &,y + &),
D%,(t) = g(x™ + &,y" + &).
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Kemudian, deret Taylor fungsi f dan g di sekitar (x*, y*) sebagai berikut,

N af (x*,y") af(x*,y*)
fOoy) = f(x5y)+ = _at 3y & +mx,y),

F) 9 *, *
9 y) = g, y") + 2526, + 202, 1y, (x, ) (2.14)

Dengan n, (x, y) dan n,(x, y) adalah suku sisa.
Berdasarkan hampiran orde satu persamaan (2.14), maka suku sisa tersebut

memenuhi sifat yaitu,

X,
lim 771( y) i,
ooty ||e||
20
lim 772( y) i,
@y)-ary) ||e||

Dengan € = (&4, &5).
Jika (x,y) berada cukup dekat denggan (x*,y*), maka (&i,&;)
bernilai kecil, sehingga diperoleh persamaan (2.14) sebagai berikut,

YRy AN B0 A
2

_0g(x",y") ag(x*,y")
g(xP y) B ax 81 + ay 82

Dengan f(x*,y*) = g(x*,y*) = 0, sehingga
af(x",y") af(x",y")
&+ &

Dagl(t) = ax 1 ay
ag(x*,y”) ag(x*,y*)
D%, (t) = Framt + 7 &
Maka diperoleh sistem
IDE 8="A<,

Dengan nilai awal &, (0) = x(0) — x*,&,(0) = y(0) — y*, dengan € = [2] dan
[f(x%y") of(x%y")

_ 0x dy
ag(x™,y") 0dg(x",y")
0x dy

Merupakan matriks Jacobian yang dinotasikan dengan j(x*,y*). Selanjutnya
diperoleh,
B™'AB =,
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Dengan C adalah matriks diagona; dari A sebagai berikut,

A O

10 Al

Untuk 44,1, adalah nilai eigen dari matriks A. Kemudian, B adalah vektor eigen

C

matriks A, sehingga

AB = BC,

A=BCB™1.
Akibatnya,

D%& = (BCB™Y)E,
D*(B™'&) = C(B'9),
Sehingga didapatkan,
= M S

Sistem otonomous non linear fraksional (2.13) dapat dihampirkan dengan sistem
linear sebagai berikut,

D%*¢, = M4,

D%{, = 1285, (2.15)

(Ahmed dkk., 2006)
Persamaan (2.15) secara umum berbentuk sebagai berikut,
D%y (t) = 2144 (t) ¢i(0) =¢;,, 4, >0 i=1,2 0<ac<l1

Untuk penyelesaiannya sendiri dengan menggunakan rumus umum taylor,
diasumsikan ¢;(t) sebagai berikut,

(00}
tna

¢i(t) = Z Cnm.

n=0

Berdasarkan defenisi turunan fraksional caputo, didapatkan

©o
tna

Du¢i(t) = z Cn+1 Ta+1)’

n=0
Sedemikian sehingga
D¢ (t) = 4;¢;(0),
D¢ (t) — 4;¢;(t) = 0,

o o]

tTl(Z tTl(X
- S
Z Cn+1 [(na+ 1) Z e [(na+ 1)

n=0 n=0
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Cn+1 — AiCn =0,
Cn+1 = AiCn, Co = Sig
Cnt1 = Ailig,
Maka diperoleh
cn = Ai "Gio- (2.16)
Sehingoa solusi persamaan (2.15) adalah

S S .
Gi(t) = nzom@‘o = (o Ea (A;t%).

(Odibat dan Shawagfeh, 2007)
Dengan E, (1;t%) adalah fungsi Mittag-Leffler.
2.9.5 Prilaku Solusi dari Fungsi Mittag-Leffler
Misalkan « >0 dan A=re!® . Dimana, r =|A] dan 6 = arg (A).
Sehingga, solusi prilaku dari fungsi Mittag-Leffler E, (1) adalah sebagai berikut,

a. E,(re®) — 0untuk r — oo jika 0] > %,
b. Eq(re') terbatas untuk r — oo jika |6] = =,
C. Eq(re®) - countuk r — o jika |6] < =5,

(Diethelm, 2010)

2.9.6 Kestabilan Lokal Sistem Nonlinear Persamaan Diferensial Fraksional
Titik kesetimbangan dari E* dikatakan stabil asimtotik lokal apabila setiap
nilai eigen dari A; untuk i = 1,2,...,n dari matriks jacobian memenuhhi

kondisi

jarg (A9)] > =
(Petras, 2011)
2.9.7 Sistem persamaan diferensial fraksional multi-order
Dapat diasumsikan persamaan diferensial fraksional multi-order sebagai
berikut,
DEX(t) = F(t,X), (2.17)
X(0) =X,

Dimana,variabel X = [xll(t),le(t),...,xnl(t)]T € R*, dengan kondisi awal

Xy = [xlo(O),xzo(O), ...,an(O)]T € R™, dengan fungsi F = [fy, 5, ..., fn]T € R®
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dan f;:[0,+0)xR™ - R untuk i=1,2,..,n dan orde turunannya adalah
a = [ay, ay, ..., a,]".

Sama halnya juga dengan D¢ = [D/%,D/?,.., D" " dengan D/
mengindikasikan «; adalah turunan orde fraksional dalam artian Caputo. Dalam
bagian ini,menunjukkan bahwa DZX(t) = [D/"xy, (t), D;?x,, (0), ...,Df‘”xnl(t)]T.
Pada multi-order ini didalam matematika dapat diartikan dalam vektor nyata atau
kompleks. Namun, dalam tulisan ini dibatas bahwa untuk «; angka yang
dimasukkan antara iinterval [0,1] (C.Li,2007).

Remark 1. Berdasarkan (2.22), didapatkan asumsi bahwa
F(t,X) = F(X), (2.18)

Dimana, variabel independent ttidak jelas terlihat dalam fungsi F. Titik
equilibrium dari (2.18) adalah titik X = (x],%5,...,%,) yang terdapat dalam
persamaan F(X) = 0.

Remark 2. Untuk setiap titik equlibrium X dari sistem autonomous pada (2.18),

nilai eigen A didapatkan dari persamaan berikut,
det(diag(A™®:, Am%2, .., AMn) — (X)) = 0 (2.19)

Dimana, J(X) adalah matrik jacobi hasil dari titik equilibrium dan m adalah
penyebut dari kelipatan umum terkecil dari bilangan rasional a4, a5, ..., a, (Zaid,
2010).

Theorem 3. Untuk setiap titik equilibrium X dari sistem (2.18), Xadalah stabil

asimtotik lokal, jika nilai eigen A; yang diperoleh dari (2.19) memenuhi Kriteria
stabilitas Routh-Hutwitz atau Kketidaksamaan |arg(4;)| > (%) untuk i =

1,2, ...,m(ay, a;) (W. Deng, 2007). Dikarenakan sistem 2 dimensi dari (2.18)
digunakan dalam penelitian ini, analisis kestabilan sistem tersebut diuraikan

secara terperinci dibawah ini.
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Remark 3. Diasumsikan sistem autonomous dari persamaan differensial fraksional
dengan multi-order sebagai berikut,

D%x,(t) = f1(x1,x2)
D%x,(t) = f2(x1,x7) (2.20)
Dengan kondisi awal tidak negatif
x1(0) = x4y dan x,(0) = Xo2,

Dimana orde turunan a, dan a, adalah bilangan rasional pada interval (0,1]. Titik
equilibrium pada sistem (2.20) adalah titik X = (x;,%;) yang diperoleh dari
persamaan D%x;(t) = 0 untuk i = 1,2. Untuk mengevalusia stabil asimtotik

lokal dari titik equilibrium yaitu dengan menggunakan matrik Jacobian,

] = afy/0x, afl/axz]_l(fl)xl (fl)le
lofy/x1 0fy/0x,] (fz)x1 (fz)x2

Berdasarkan Remark 2, nilai eigen A; untuk i = 1,2, ..., m(a; + a;,) diperoleh

dari persamaan berikut,
det (diag(A™®:, A™%2) — (X))

A ‘(Amal 7 (f1)x1|(x—1,x—2)) y PP e _
-2zl ("))

Oleh karena itu, persamaan karakteristik dari nilai eigen adalah,

A — AT (), |y — A (F) e +

<((f1)x1|(x_1.x_z)) (fZ)le(x_l'x_Z)> =)

(2.21)
- (f3 1)x2 |(E,E) (f: z)x1 |(x—1,x—2)

Jika nilai eigen dari A; untuk i=1,2,...,m(a; + ay)memenuhi Kkriteria atau

kondisi stabilitas Routh-Hurwitz,

jarg (1) > =, (2.22)
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Maka titik tetap (x7,x,) adalah titik stabil asimtotik lokal pada sistem (2.20).
wilayah stabilitas pada sistem dari persamaan diferensial fraksional dengan multi-

orde a, dan a, akan ditunjukkan pada gambar 2 (dimana ¢ dan w adalah masing-

masing bagian real dan imajiner dari nilai eigen, dan j = v—1) (Cong, 2016).

for i = 12, .., ;welaxy + ony) jiw
Vil
{Rosiath -~ Fhuarwite criteria)
-

Refd) < 0

{Rowiath— Fharwite criteria) argl} = af2nr

Jarg{A )] > mi2m

Gambar 2.2 wilayah stabilitas titik equilibrium X dari sistem (2.20).

Remark 4. Diberikan a; = a, = a pada sistem (2.20). Dikasus ini, kita

mempunyai sistem
D%x; (t) = f1(x1,%2)
D%x,(t) = f1(%1,X2) (2.23)

Dengan kondisi awal tidak negatif x;(0) = x,, dan x,(0) = x,,. Berdasarkan
persamaan D%x;(t) = 0 untuk i = 1,2 dapat dianggap bahwa titik equilibrium
dari sistem (2.17) adalah X = (x7,%3). Jika nilai eigen A, dan A, diperoleh dari

persamaan

Det(Jiuyxpy=czy) — Ala) =0 (2.24)
Maka kondisi stabilitasnya

(larg (A1 > =, larg (20)1 > <), (2.25)

Sehingga, titik equilibrium (x7,%x;) adalah titik yang stabil asimtotik lokal dari
sistem (2.23). kondisi yang terdapat pada (2.25) dapat dirincikan sebagai berikut.

Persamaan karakteristik dari (2.24) adalah polinomial umum sebagai berikut:
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pAD)=22+al+a, =0 (2.26)

Ketika kedua kondisi (2.25) dan polonomial (2.26) dipertimbangankan secara
bersamaan, kondisi stabil asimtotik lokal dari titik equilibrium (x7,x;) yaitu

dengan menggunakan salah satu kondisi Routh-Hurwitz (EI-Saka, 2013).
a,,a; >0, (2.27)

Atau

a, < 0,4a, > (a;)?, |tan_1 (—Mz_(al)z>| > % (2.28)

ai
2.10 Titik Kesetimbangan

Misalkan x adalah titik Kesetimbangan dari suatu sistem, dikatakan bahwa x
titik kesetimbanagn dari suatu sistem jika x merupaka solusikonstan dari sistem

tersebut. Hal ini berarti bahwa f(x) = 0.

Contoh:

%=rx(1—£)

Dimanar, K > 0

Solusi:

Dengan membuat % = 0 dan melakukan manipulasi aljabar maka akan diperoleh

rx (1 - %) = 0. Ini berarti bahwa rx = 0 atau (1 - %) = 0 sehingga diperoleh

titik kesetimbangannya adalah x = 0 atau x = K (Ndii, 2018: 11).

2.11Linierisasi

Defenisi dari linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial tidak linier
menjadi persamaan linier yang tujuannya untuk membantu memahami perssamaan
diferensial tidak linear tersebut. Suatu persamaan autonomous dimana f adalah taklinier,
selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier disekitar x* dan menghilangkan suku

tidak linear.
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dx af i}
=G+ G —x)
Dilakukan subtitusi (x — x*) = u, maka - pada keadaan setimbang

dt dt

f(x*) = 0 sehingga diperoleh persamaan linear sebagai berikut
du df
dt  dx

Persamaan diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks

d —
— () = 4,

Dimana, A, = [f;], dan A, pada x = x*. Matriks tersebut bisa disebut matriks

Jacobian (Boyce dan Dilprima,1999).

2.12 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Nilai eigen adalah nilai yang didapatkan yang dijadikan sebagai solusi dari
persamaan karakteristik yang diperoleh dari matriks Jacobian (Neuhauser, 2004).
Jika A adalah sebuah matriks n x n maka sebuah vektor tak nol v pada R"
disebut sebagai vektor eigen dari A, jika Av adalah sebuah kelipatan skalar dari
v, atau bisa dituliskan
Av = v

Untuk sebarang skalar A, maka skalar A disebut nilai eigen dari A dan v
disebut vektor eigen dari A yang terkait dengan nilai eigen A (Anton dan Rorres,
2004).

Jika A adalah sebuah nilai eigen dari matriks A, dan v adalah vektor eigen
yang terkait dengan nilai eigen 1. Maka Av = v = [v. I adalah matriks identitass
n X n, sedemikian sehingga (A —I)v =0, dikarenakan v = R™ yang tidak
kosong, maka diperoleh (Chen, 2008).

det(A—AI) =0
atau
a;; —4 iz QAin

Ay —A ayp—4 - QAan
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2.13 Ayat Alqur’an dan Hadist yang berkaitan dengan sistem Imun
Manusia

2.12.1 Q.S Al-lsra:82

Artinya:” Dan kami turunkan dari al-qur’an suatu yang menjadi penawar dan
rahmat bagi orang-orang yang beriman dan al-qur’an itu tidaklah menambah kepada
orang-orang yang zalim selain kerugian”. Menurut Hamka dalam tafsir al-azhar tegas
ayat ini bahwa didalam Al-Qur’an terdapat obat-obat dan rahmat bagi orang yang
beriman. Berbagai penyakit dapat disemuhkan dengan Al-Qur’an, dan sangat
banyak peyakit yang menyerang jiwa manusia yang dapat disembuhkan dengan
membaca Al-Qur’an. Salah satuny adalah kesombangan. Maka apabila dibacakan
ayat-ayat yang menyatakan kebesaran dan kekuasaan Allah akan sembuhlah
penyait sombong itu. Sungguh banyaak penyakit jiwa yang bias dissmmbuhkann
dengan ayat-ayat Al-Qur’an. Penyakit putus asa, malas, bodoh, mementingkan

diri sendiri, rasa tamak, iri, dengki, dan sebagainya.
2.12.2 Q.S Al-Ra’d: 28

Artinya: “ ... Ingatlah, hanya dengan mengingat Allah-lah hati menjadi
tentram”. Dalam tafsir Ibnu Katsir menjelaskan bahwa maksud ayat ini adalah hati
mereka senang dan tenang berada di sisi Allah, merasa tentram dengan
mengingat-Nya, dan rela kepada-Nya sebagai pelindung dan penolong(nya). Maka

ingatlah Allah agar hati menjadi tenang dan tenteram.
2.12.3 Q.S Al-Hijr: 97-98

Artinya:” Dan kami sungguh-sungguh mengetahui, bahwa dadamu menjadi
sempit disebabkan apa yang mereka ucapkan, maka bertasbihlah dengan memuji Rabbmu
dan jadilah kamu di antara orang-orang yang bersujud (sholat)”. Dalam tafsir lbn-
Kathir menjelaskan bahwa yakni sesungguhhnya Kami, hai Muhammad % benar-
benar mengetahui bahwa dadamu merasa sempit disebabkan ganggguan yang
mereka lancarkan terhadap dirimu, jangan pula memalingkanmu dari
menyampaikan risalah Allah %, dan bertakwalah kamu kepada-Nya,

sesungguhnya Dialah yang memberimu kecukupan dan menolongmu dalam
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menghadapi mereka. Maka sibukkanlah dirimu dengan berzikir mengingat Allah
% memuji-Nya dan bertasbih kepada-Nya serta menyembah-Nya, yaitu dengan
mengerjakkan sholat. Karena itulah disebutkan dalam firman-Nya: “Maka
bertashihlah dengan memuji Tuhanmu dan jadilah kamu diantara orang-orang
yang bersujud”’Karena itulah bilamana Rasulullah ¥ mengalami suatu musibah,

maka beliau sholat (sebagai penawarnya).

2.12.4 Q.S Al-Anfaal: 24

Artinya: “... (Hai orang-orang yang beriman) penuhilah seruan Allah dan seruan
Rasul apabila (Rasul) mengajak kalian kepada suatu yang memberi kehidupan kepada
kalian”. Dalam kitab Shahih Bukhari dengan nomor 4114 dari sebuah hadits
sebagai berikut, telah menceritakan kepada kami Musaddad. Telah menceritakan
kepada kami Yahya dari Syu’bah dia berkata:Telah menceritakan kepadaku
Khubaib bin ‘Abdur Rahman dari Hafsh bin ‘Ashim dari Abu Sa’id bin Al
Mu’alla dia berkata: suatu saat saya sedang melaksanakan sholat di masjid, tiba-
tiba Rasulullah ¥ memanggilku namun saya tidak menjawab panggilannya hingga
sholatku selesai. Setelah itu, saya menemui belia dan berkat:” Wahai Rasulullah %
, sesunggguhnya pada waktu itu saya sedang sholat. “ Beliau bersabda: “
Bukankah Allah # telah berfirman:’Hai orang-orang yang beriman, penuhilah
seruan Allah dan seruan Rasul apabila Rasul menyeru kamu.”Beliau bersabda
lagi:”’Sungguh, saya akan mengajarimu tentang surat yang paling agung yang
terdapat di dalam Al-Qur’an sebelum kamu keluar dari masjid.” Kemudian beliau
memegang tanganku, dan saat beliau hendak keluar Masjid, saya pun
berkata:”bukakah engkau berjanji:’Saya akan mengajarimu surat yang paling
agung yang terdapat di dalam Al-Qur’an.” Beliau menjawab: (Yaitu surat) AL
HAMDU LILLAHI RABBIL ‘AALAMIIN (Segala puji bagi Allah, Rabb
Semesta Alam), ia adalah As Sab’u Al Matsani, dan Al-Qur’an Al Azhim yang
telah diwahyukan kepadaku.
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2.12.5 Hadits Riwayat Muslim

Artinya:” Dan tiadalah suatu kaum berkumpul disalah satu rumah Allah (masjid)
membaca kitabuullah (Al-Qur’an) dan mempelajarinya kecuali akan dikelilingi malaikat,
dianugerahi ketenangan, diliputi rahmat dan disebut-sebut Allah dihadapan makhluk
yang dekat kepadanya”. Penjelasan dari ayat al-qur’an dan hadits diatas bahwa Al-
Qur’an adalah penawar bagi segala penyakit dan dengan membaca Al-Qur’an
maka kita akan selalu mengingat Allah sehingga pikiran dan jiwa kita menjadi
tenang, dimana pada dasarnya dengan ketengana jiwa maka stres akan hillang

dan membuat imunitas tubuh kita semakin kuat.

2.12.6 Q.S Al-Maidah:6

Artinya: « Hai orang-orang yang beriman, apabila kamu hendak mengerjakan
sholat, maka basuhllah mukamu dan tanganmu sampai siku, dan sapulah kepalamu dan
(basuh) kakimu sampai dengan kedua mata kaki, dan jika kamu junub maka mandilah,
dan jika kamu sakit atau dalam perjalanan atau kembali dari tempat buang air (kakus)
atau menyentuh perempuan, lalu kamu tidak memperoleh air, maka bertayammumlah
dengan tanah yang baik (bersih); sapulah mukamu dan tanganmu dengan tanah itu. Allah
tidak hendak menyulitkan kamu, tetapi dia hendak membersihkan kamu dan
meyempurnakan nikmat-nya bagimu, supaya kamu bersyukur”. Imam Bukhari
meriwayatkan dari Aisyah radhiyallahu ‘anha, ia berkata. “Kami keluar bersama
Rasulullah # dalam sebagian safar beliau, sehingga kami berada di tengah
lapangan atau berada dalam pasukan, tiba-tiba kalungku lepas, maka Rasulullah %
mengirim beberapa orang untuk mencari kalung itu, sedangkan sebagian lain tetap
vbersama Beliau. Saat itu, mereka tidak berada di dekat air dan tidak ada orang
yang membawa air, lalu sebagian orang mendatangi Abu Bakar Ash Shiddig dan
berkata, “Tidakkah kamu melihat apa yang dilakukan Aisyah, ia telah membuat
Rasulullah # diam di tempat, demikian juga para sahabatnya padahal mereka
tidak di dekat air dan tidak ada yang memilikinya. “Maka Abu Bakar datang,
sedangkan Rasulullah # tertidur meletakkan kepalanya di pahaku. Abu Bakar
berkata, “Kamu telah membuat Rasulullah ¥ dan para sahabatnya berhenti,
padahal mereka tidak di dekat air dan tidak membawa air.” Aisyah berkata,” Abu

Bakar mencelaku dan berkata kepadaku apa yang dikehendaki Allah #. la memicit
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pinggangku dengan tanganya dan tidak ada yang menghalangiku untuk bergerak
kecuali karena Rasulullah % sedang berada di atas pahaku. Rasulullah £ bangun
di pagi harinya tanpa memiliki air, maka Allah menurunkan ayat tayammum, lalu
mereka pun bertayammum.” Usaid bin Khudhair berkata.”Maka kami bangunkan

unta, di mana aku berada diatasnya, lalu kami menemukan kalung di bawahnya.”

2.12.7 Hadits Riwayat at-Tirmizi: 2723

Artinya: “ Sesungguhnya Allah subhana wa ta’ala itu baik, Dia menyukai
kebaikan, Allah itu bersih, Dia menyukai kebersihan. Allah itu mulia, Dia menyukai
kemuliaan. Allah itu dermawan ia menyukai kedermawanan maka bersihkanlah olehmu

tempat-tempatmu’.

.2.12.8 Hadits Riwayat Baihaqi

Artinya: “Islam itu adalah bersih, maka jadilah kalian orang yang bersih.

Sesungguhnya tidak masuk surga kecuali orang-orang yang bersih”.

2.12.9 Hadist Riwayat At-Thabrani

Artinya: Rasulullah bersabda, “Kebersihan itu mengantarkan kepada keimanan
dan keimanan itu menyertai pemiliknya surga”. Ayat ini menjelaskan bahwa sebagai
seorang mukmin hendaklah kita selalu mejaga kebersihan tubuh dengan menjaga
kebersihan tubuh maka kita bisa terbebas dari segala kuman dan virus yang
menempel pada tubuh kita dan dengan menjaga kebersihan tubuh ini maka
peluang kita untuk terserang penyakit akan berkurang dan daya tahan tubuh kita

meningkat.

2.12.10 Q.S At-Tiin: 4

Artinya: “Sesungguhnya kami telah menciptakan manusia dalam bentuk sebaik-

baiknya”.
2.12.11 Hadits Riwayat Bukhari

Artinya: “Dan sesungguhnya atas badan kamu terdapat hak-hak yang wajib

dipenuhi, maka penuhilah haknya”.
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2.12.13 Hadist Riwayat Muslim

Artinya: “Orang beriman yang kuat lebih baik dan lebih dicintai Allah daripada
orang beriman yang lemah”. Ayat Al-Qur’an dan hadits tersebut menjelaskan bahwa
kita sebagai seorang mukmin unutk selalu menjaga kondisi fisik tubuh Kkita
dengan memenuhi hak-hak dalam tubuh kita yang salah satunya dengan
berolahraga. Dengan pentingnya berolahraga maka tubuh kita bisa sehat dan kuat

dan dengan berolahraga ini sistem imun ditubuh kita juga akan bertambah kuat.

2.12.14 Q.S an-Nahl: 69

Artinya “.... Dari perut lebah itu keluar minuman (madu) yang bermacam-
macam warnanya, didalamnya terdapat obat yang menyembuhkan bagi manusia.
Sesungguhnya pada yang demikian itu benar-benar terdapat tanda (kebesaran tuhan) bagi

orang-orang yang memikirkan”.
2.12.15 Hadits Riwayat Bukhari n0.5704 dan Muslim no. 2205

Artinya: “Jika dalam pengobatan kalian ada sedikit pengebangan maka yang
demikian itu bisa didapatkan pada keratan kulit orang yang bekam, atau seteguk madu
atau sengatan api”. Sistem imun dan mekanisme kerjanya yang sangat unik dalam
menangkal patogen penyebab penyakit yang masuk ke dalam tubuh, menjadikan
kita selalu berusaha menjaga imun agar tetap kuat yaitu salah satunya dengan
memakan bahan makanan yang dapat menguatkan sistem imun kita. Sehingga dari
ayat tersebut menjelaskan bahwa bahan makanan (madu) ini mempunyai
kandungan obat bagi manusia dan berpengaruh pada peningkatan sistem imun

manusia.
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3.1 Kontruksi Model Fraksional Respon Imun Terhadap Patogen
Berdasarkan pada Subbab 2.7 model respon imun terhadap patogen dengan
laju kejadian nonlinear yang diperkenalkan oleh dasbasi (2018) dapat dinyatakan

sebagai berikut
dpP - (1 P) cPT
it~ Pr A) Pa+1
dT uP

dt  Pv+1

T — 6T (3.1

Model fraksional respon sistem imun terhadap patogen dengan multi order
pada laju kejadian nonlinear diperoleh dengan mengubah turunan orde biasa Z—:

dan % pada sistem (3.1) menjadi turunan orde fraksional ij dan Z(:Z Maka
diperoleh model sebagai berikurt,
d%p P cPT
e
d*2T uP
gt poril O (3-2)

3.2 Titik Kesetimbangan
titik kesetimbangan dari model diatas dapat diperoleh jika memenubhi

d%ip d%2T

= 0 dan =0
dat®1 dt®2
d%ip P cP
ate 'BPP (1 B X) 4 Pa+1T =0 (3:3)
N R B (3.4)
dt®2  Py+1

3.2.1 Titik Kesetimbangan E

Dari persamaan (3.3)diperoleh

P(ﬁ”(l_%)_PaCiJ:O

sehingga

P=Oatau(ﬁp(1—§)— T )=0

Pa+1

Dengan mensubtitusikan P = 0 ke persamaan (3.4) maka didapatkan titik
kesetimbangan yang ke 1 yaitu T, = 0 dan P, = 0
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3.2.2 Titik Kesetimbangan E4

Untuk titik kesetimbangan selanjutnya, persamaan (3.4) diperoleh

uP )_
T(Pv+1 6)=0

Sehingga

T=0atau(P‘:—i1—6)=0

Dengan mensubtitusikan T = 0 ke persamaan (3.3) maka diperoleh

P
frP(1-7)=0
BpP?
Bpp Y pA
BpP?
=A
BpP
P=14A

Didapat titik kesetimbangan yang ke 2 yaitu T; = 0dan P, = A
3.2.3 Titik Kesetimbangan E,

Untuk titik kesetimbangan yang ketiga, apabila P # 0dan T # 0 yaitu sebagai
berikut

P
P:+1_ 1
uP =6(Pv+1)
uP = 6Pv +46
uP —8Pv =6
P(u—o6v) =6
p 6




Didapatkan titik P = ﬁ , selanjutnya subtitusikan titik P ke persamaan (3.3)

)
_'u—é'v B cT _
o1 A Sa +1 =0
u—ov
) cT
b 1) s -
MA—5UA 6a+,u—6v
u—ov
(,uA— OvVA — 6) ) i cT
Ay puA—8svA )\ da+u—év
=gov

U — SvA — 8\ (6a + u — 6v
o I J=er
U — SvA u—ov

A(u—6v) —8)(ba+u—o6v)\ »
Py U2A — SvpuA — usvA + 82v2A ) ¢

(A(u— 6v) — 8)(6a + u— 6v)
By <(62v2A — SvuA — SvuA + uzA)c>

T

(A(u— 6v) — 8)(ba + u— 6v)
By ( (u— 6v)2Ac >

Jadi didapatkan titik kesetimbangan yang ke 3 yaitu

)

P —
u—ov

_ By — 6v) = §)(6a+ p1— 8v)

T*
(u — 6v)%Ac

Atau

K (1 - (%))

__°c
(P*a+1)

T*
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3.3 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan
Sistem (3.2) merupakan persamaan diferensial fraksional nonlinear. Oleh

karena itu, untuk memperoleh kestabilan titik kesetimbangan model maka harus

dilakukan linearisasi sistem (3.2) yaitu sebagai berikut.

(fp(P.T) fT(P,T)>
gP(P'T) gT(P'T)

Dimana,

_ P cPT

fp(P.T) = Bpp(l _K> " Pa+1
A fpP?  cPT
= Ry e
_ . Be2P ((cD)(Pa+1)) — ((cPT)(a))
=3 4 (Pa + 1)2
Ly Bp2P cTPa+ cT — cTPa
il Y (Pa + 1)2

0 Bp2P af’

= Bp

A (Pa+1)2

Maka diperoleh hasil dari fp (P, T) yaitu:
(P.T) = (1 ZP) Gl
fP ’ - ﬁP A (Pa X 1)2

Selanjutnya untuk mencari hasil dari f;-(P, T) adalah sebagai berikut,

(P.T) = P(l P) cPT
[r(P.T) =B A} Pa+1
_ cP
Pa+1
Maka diperoleh hasil dari f-(P, T) yaitu:
cP

fr(P,T) = Pa+1



Berikutnya,untuk memperoleh hasil untuk g, (P, T) sebagai berikut,

upP
Pv+1

~ (Pv+1)2
Selanjutnya,untuk memperoleh hasil untuk g (P, T) sebagai berikut,

upP
Pv+1
_ WP
“2U+ 1

T — 46T

gT(Pr T) =

Sehingga diperoleh matriks jacobiannya yaitu sebagai berikut,

2P cT @l?
'BP<1_T)_(Pa+1)2 _Pa+1\
uT uP
(Pv + 1)2 Pv+1_5/

3.3.1 Analisis kestabilan titik kesetimbangan E,

Untuk titik kesetimbangan yang pertama (0,0) diperoleh matriks
Jacobiannya sebagai berikut,

(1 2-0) cal c-0
Pr A (0-a+1)2 O-a+1\

u-0 u-0 5/
(0-v+1)2 0O-v+1

J(Eo(0,0)) =

_(Br O
JE = (" )
Untuk menentukan nilai A yang skalar berlaku

det(diag (™1, Am%2) — [(Ey(0,0))) = 0

maq __
det ([A ' 'Bp 0 ]) =0
0 A2 4§

(Amar — ﬁp)(am"‘z +6)=0
Diperoleh nilai eigen untuk titik kesetimbangan yang pertama yaitu

Ama = B; Az = —§
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Pada titik kesetimbangan pertama (0,0) didapatkan nilai eigen yaitu
A% = B, dan AM% = —§. Pada A™* adalah bernilai positif. Dimana, 4; =

Ymalp e RY  untuki=12,-,ma;.Dikarenakan 2™ > 0 maka titik
kesetimbangan (0,0) tidak stabil.

3.3.2 Analisis kestabilan titik kesetimbangan E4
Nilai eigen dari titik kesetimbangan yang ke dua didapat dari matriks

jacobian sebagai berikut:

(1 2-A) c-0 c-A
Pr A (0-a+1)2 A-a+1\

](El(A,O))= w0 we A 6/
(0-v+ 1)2 Av+1
8 cA
. W0
J(E(A,0)) = A
Av+1

Selanjutnya dengan menggunakan cara yang sama dalam mencari nilai eigen
sebelumnya, maka berdasarkan matriks jacobian di titik (A, 0) diperoleh hasil,

det(diag(A™1, Am%2) — [(Ey(0,0))) = 0

PLC s cA
det Aa -‘Z/% 0
maoa,; __ .
U A (Av +1 6)
(A™% 4 B) /1’”“2—( A —5) —0
Av+1
174\

Amer — _ : mez — N
Be Av+1

Diperoleh nilai eigen dari matriks J(E; (A, 0)) sebagai berikut,

UA

Ama = — d A%z = )
Br an Av+1
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Berdasarkan nilai eigen yang didapat dari titik kesetimbangan E; (A, 0) ini maka
jelas bahwa

a)

b)

AM% = —B, < 0 bernilai negatif. Berdasarkan De Moivre’s formula,
A = —BpcisTt = A; = 1(71/ma1) cis(m/may) dimana,i = 1,2, ... ,ma;.

Sedemikian sehingga, cism = cosm + i sinm,i =+—1. Berdasarkan
kriteria (2.21) kondisi stabilitas untuk E; (A, 0) yaitu a; < 2 dikarenakan

larg (D] = |(m1-;1)| = (%)

Pada nilai eigen yang kedua didapatkan A™%2 = ((uA/(A v + 1)) — 8).
Nilai eigen ini bernilai negatif apabila (uA/(A v + 1)) < §, Berdasarkan

De Moivre’s formula, ™% = (5 - ( i )) cism= ;=0 —(uA/(Av+

Av+1

1)))/me2) cis (m/ma,) untuk i = 1,2, ..., ma,. Berdasarkan hal tersebut

| > (ars): Sehingge,

berdasarkan nilai eigen sebelumnya maka titik kesetimbangan E; (A, 0)
uA
Av+1
bernilai positif  dikarenakan 2; = (6 — (UA/(A v + 1)))/™me2) ¢is0

untuk i = 1,2, ..., ma, diperoleh arg(4;) = 0. Sehingga, tidak terdapat
kondisi  stabilitas dikarenakan |arg (1)| =0 < (%) maka titik
kesetimbangan E; (A, 0) tidak stabil.

T

kondisi stabilitas a, < 2 dengan |arg (1)| = |

adalah stabil. Akan tetapi, apabila ( )>6 maka nilai eigennya

3.3.3 Analisis kestabilan titik kesetimbangan E,

Nilai eigen dari titik kesetimbangan yang ketiga didapat dari matriks

jacobian sebagai berikut:

Misal,

(1 2-P*) c:T* c:P*
Br A (P*-a + 1)? P*-a+1\

(P*-v+1)? P*-v+ 41
P*
(1-F) =4
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Maka diperoleh,

BrlA( + D=1 —— 4
](EZ) = aﬁp62A1
culh(1 — A)A,

Selanjutnya dengan menggunakan cara yang sama dalam mencari nilai eigen
sebelumnya, maka berdasarkan matriks jacobian di titik (E,) diperoleh hasil,

det(diag(A™*1, Am*2) — J(E;)) =0

C
[Ames — Bp(A, (4, + 1) — 1) —EAZ]
det | aﬁp62A1 | =0

mao
| (=44, AT |

Maka diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut,

At _ gmasg, (4 (4, + 1) — 1) + 20
pA(l — Aq)
Dengan menggunakan De Moivre Formulas dimana,
A =1cisf = cos 6 + ising,
AN = yMcis ma, 6,
1" e F s, O

Dimanar € R*,sudutd € [0,2m), dan i = v—1, sedemikian sehingga

(r™@tadcis m(a, + a,)0 — Bp(A; (A, + 1) — Dr™*2cis ma,0)

\ Bp6°As
pA(1 = Aq)
Kemudian,
(rm(“1+“2) cosm(a, + ay) 0 — Bp(A1 (A, + 1) — D)r'"™*2 cosma, 6 + LZAl)
pA(1 — Aq)

+i(rm@ta) sinm(ay + @) 0 — Bp(A; (A, + 1) — D)r™®2 sinma, 8) =0 (3.5)
Berdasarkan persamaan (3.5) maka diperoleh sistem,

r™@ta) sinm(ay + ay) 6 — Bp(A1(A; + 1) — Dr™*2 sinma, § = 0 3.6)
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Bp8*Ar 0

rm@taz) cosm(a; + ay) 0 — Bp(A1(Az + 1) — Dr™2 cosma, 6 + —F——— =
1 2 ﬂP 14z 2 uA(l _ A1)

Kemudian dari sistem (3.6) dikedua ruasnya sama-sama dikalian dengan

rm(a1+a2)

maka diperoleh,
sinm (a; + a3) 0 — Bp(A41(A, + 1) — Dr ™% sinma, 0 =0 (3.7)

Bp6244
UA(T — A7)

-m(ag+ay) — 0

cosm(a; + ay) 0 — fp(41(A; + 1) — D)r ™% cosma,0 +

Berdasarkan sistem pertama dari persamaan (3.7) diperoleh,
sinm (a; + a3) 0 — fp(41(A; + 1) — D)r ™1 sinma, 0 =0
—Bp(A1(A; + 1) — Dr ™% sinma, 0 = —sinm (a; + ;) 6

—Bp(A1(4; + 1) — Dr ™% sinma, 6 —sinm (a; + a3) 0

—Bp(A; (A, +1) — 1) sinma, 8  —Bp(A;(4, +1) — 1) sinma, 0

. —sinm (a; + a3) 0
r =

il —sinm (a; + ay) 6

rmas — —B,(A;(A, +1) — 1) sinma, 6

—Bp(A1(A; +1) — 1) sinma, 0 = —sinm (a; + ay) 6 r’™*

—Bp(A1(A; +1) —1)sinma, 8 —sinm (a; + ay) 6 r’™*

—sinm (a; +a,) 6 - —sinm(a; +ay)0

_ Bp(A1(Az +1) — 1)sinma, 6
. sinm (a; + a3) 0

Fmas

o el BP(Al(AZ + 1) _ 1) sin ma, 7]
"= sinm (a; + ay) 0

1
r = (3P(A1(A2+1)—1) Sinmaze)mal
sinm (a;+a3)0

(3.8)

Dengan mensubtitusikan (3.8) pada persamaan kedua pada (3.7), maka
diperoleh,

—may

Bp(A1 (A, + 1) — 1) sinma, 9> ma;
cosma, 0

sinm (a; + a,) 6

cosm(a; +a,) 0 — Bp(4:(4, +1) — 1) (

—m(a; +ay)
ﬁp52A1 ﬁP(Al(AZ + 1) - 1) Sil’l maz 9 may _ 0
uA(1 —Ay) sinm (a; + a,) 0 h
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A(4, +1) — 1) sinma, 8\
cosm(a; + a3) 0 — Bp(A1(4, +1) — 1) B 1(_2 )~ 1) 2 cosma, 0
sinm (a; + a,) 0
%
_ ﬁp52A1 ﬁp (AI(AZ + 1) - 1) Sin maz 9 441
T ouA(1 -4 sinm (a; + a3) 0
(@ + )6 Bp(A1(A; +1) — 1) cosma, 6
cosmidy T &z (/31,(A1(A2 +1) — 1) sinma, 9)
sinm (a; + ;) 0
B8 Ar/uA(L — Ay)
- : 1+ 2
Bp(A1(A; +1) — 1)sinma, 6\ "«
sinm (a1 + ay) 0
cosma, @sinm (a, + a,) 0
cosm(a; +ay) 0 — e @ + @)
sinma,0
B,8°A1/un(1 — Ay)
O : 1+32
Bp(A1(Az + 1) — I)sinma, 8\ @
sinm (a1 +a3) 0
0 (sinma, cosm(a; + az) — cosma, sinm (a; + @;))
sinma,
B8 Ar/uh(1 = Ay)
Ed ! 1+ %2
Bp(A1(Az + 1) — 1) sinma, 0 ay
sinm (a1 + ay) 0
0(sin m(a, — (a; + a3))) .Bp52A1/MA(1 —Ay)
g — (08
sinmd; B,(A1(Ay + 1) — 1) sinma, 8\ @
sinm (a1 + ay) 0
6(sin m(-ay)) _ B,6° A1 /uA(1 — Ay)
; - o
dnma, B,(A1(Ay + 1) — 1) sinma, 6\ @
sinm (a1 +ay) 0
sinma, 0 ﬁpazAl/#A(l — A1)
Csinma, % o

el . 1+ 2
(BpA1(Az + 1) = 1)) “ (sinmaz §) " @

. 1+22
(sinm (a1 +a3)0) «

%

@ 2
sinma, 6(sinma, 8)' T @ _ B,6"A1/uA(1 — Ar)

o = G

: : 1+22 1
sinma, (sinm (@ + @) 6) (B4 (4 + D - D)
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(&)
(sinma,0)\/ sinma,6

(Bp62A1)/(ur(1-A41)) (3.9)

az

(sinm (a1+az)9)(1+(a_1)) (ﬂp(A1(A2+1)—1))<1+(g_i)>

Oleh karena itu, sudut 6; untuk i=1,2,..,m(a;, ;) yang terdapat pada

persamaan (3.9) memenuhi kriteria stabilitas Routh-hurwitz yaitu ((g) <0< n)

atau<|9| > (%)) maka titik kesetimbangan E, adalah stabil asimtotik lokal.

3.4 Simulasi Dengan Model Persamaan Diferensial Biasa

Dengan menggunakan program matlab maka didapat grafik dari persamaan diatas
sebagai berikut

Parameter Figure 1 Figure 2 Figure 3
Bp 2.4 2.4 2.4
A 1 10 5
c 4 4 4
a 0.2 4 1
U 3.98 3.9 3.9
v 1.9 1.9 1.9
é 1.99 1 1
a 0.9 0.8 0.8
a, 0.75 0.6 0.6

Tabel 3.1 Nilai-nilai dari Parameter
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1 £ £ £ £ T T T
Tumor
Memory T Cells [T

Tumor,Memory T Cells
(o]
IN
——

0.3
0.2 -
0.1 \
% 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

Gambar 3.1 Tumor dan Sel T dengan parameter 8, = 2.4,A = 1,c = 4,
a=02u=398v=19¢=199,P(0) = 09,T(0) = 0.75
Gambar 3.1 merupakan interaksi dari respon imun terhadap pertumbuhan
sel patogen (tumor) dengan P(0) = 0.9 sel/hari dan T(0) = 0.75 sel/hari dan
t = 50 hari, terlihat bahwa laju sel T mengalami penurunan hingga t = 8 hari
dengan jumlah sel 0 sel/hari yang kemudian sel T mengalami kestabilan hingga
t = 50 hari. Sedangkan untuk laju sel patogen (tumor) mengalami penurunan
pada t = 1 hari selanjutnya, mencapai puncak nya pada t = 8 hari dengan jumlah
sel sebesar 1 sel/hari yang kemudian sel patogen (tumor) mengalami kestabilan

hingga t = 50 hari.
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Gambar 3.2 Tumor dan Sel T dengan parameter 5, = 2.4,A = 10,c = 4,

a=4u=39,v=196=199,P(0)=08T(0) =06
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Gambar 3.2 merupakan interaksi dari respon imun terhadap pertumbuhan

sel patogen (tumor) dengan P(0) = 0.8 sel/hari dan T'(0) = 0.6 sel/hari dan

t = 15 hari, terlihat bahwa laju sel T mengalami kenaikan dan mencapai

puncaknya pada t = 4 hari dengan jumlah sel 17 sel/hari yang kemudian sel T

mengalami penurunan pada t = 10 hari yang selanjutnya, Sel T mengalami

kestabilan hingga t = 15 hari. Sedangkan untuk laju sel patogen (tumor)

mengalami kenaikan dan mencapai puncaknya pada t = 2 hari dengan jumlah sel

8 sel/hari yang kemudian sel patogen (tumor) mengalami penurunan pada t = 4

hari yang selanjutnya, sel patogen (tumor) mengalami kestabilan hingga t = 15

hari.
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Gambar 3.3 Tumor dan Sel T dengan parameter 8, = 2.4,A = 5,c = 4,

a=1u=39v=196=1P0)=08T(0) =06
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Gambar 3.3 merupakan interaksi dari respon imun terhadap pertumbuhan
sel patogen (tumor) dengan P(0) = 0.8 sel/hari dan T'(0) = 0.6 sel/hari dan

t = 150 hari, terlihat bahwa laju sel T dan laju sel patogen (tumor) berosilasi

kosntan mulai dari t = 0 hari sampai t = 150 hari.
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3.5 Simulasi Dengan Model Persamaan Diferensial Fraksional
1. SIMULASI 1

Grafik P(Tumor)terhadap t

0.9
o =0.7
a=0.8
0.8 a=0.9
0.7 |
0.6
a
0.5 |-
0.4 |-
0.3
0_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(0] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
time
Grafik T(Imun Spesifik) terhadap t
0.8
—a=0.7
—a =0.8
Q.7 ——a=0.9
0.6
0.5 |-
=
0.4
0.3
0.2
0_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(0] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

time

Gambar 3.4 Perubahan subpopulasi sistem P(t) dan T(t) untuk titik kesetimbangan E,,
dengan @ = 0.7, = 0.8,dan a = 0.9

Gambar 3.4 menunjukkan hasil simulasi dengan parameter g, = 2.4,A =
1,c=4,a=02u=398v=1945=199 P(0) =09,7T(0) = 0.75. Dengan
dilakukan perubahan beberapa nilai «, yaitu « = 0.7, @ = 0.8, « = 0.9. Perubahan
nilai « dengan nilai « yang besar menyebabkan grafik bergerak cepat menuju

nilai setimbang.
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2. SIMULASI 2

Grafik P(Tumor)terhadap t

a =0.7
0.7 | o =0.8

«a = 0.9
0.3 |
0.2
0.1
i

| | | 1 | | |
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
time

L L

Grafik T(Imun Spesifik) terhadap t

0.15 L L L (Y I L I 1 o' )
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time

o
(9]
(@]
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Gambar 3.5 Perubahan subpopulasi sistem P(t) dan T'(t) untuk titik kesetimbangan E;
dengan @ = 0.7, = 0.8, dan a = 0.9

Gambar 3.5 menunjukkan hasil simulasi dengan parameter g, = 2.4,A =
10,c =4,a =4,u=39,v=19,6 =1.99,P(t) = 0.8, T(t) = 0.6 dan dengan
dilakukan perubahan beberapa nilai «, yaitu « = 0.7, @ = 0.8, « = 0.9. Perubahan
nilai « dengan nilai @ yang besar menyebabkan grafik bergerak cepat menuju
nilai setimbang. Pada simulasi nilai « tidak mempengaruuhi kestabilan titik
kesetimbangan, akan tetapi mempengaruhi kecepatan konvergensi solusi menuju

titik kesetimbangan.
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3. SIMULASI 3

Grafik P(Tumor)terhadap t

0.8
a =07
0.7 a =038
a =09
0.6 -
0.5 |
o 0.4
0.3
0.2
0.1
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(0] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
time
Grafik T(Imun Spesifik) terhadap t
o =0.7
a =0.8
a=0.9
0-2 1 1 Il 1 1 1 1 1 1 ]
(0] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Gambar 3.6 Perubahan subpopulasi sis::anr;euntuk titik kesetimbangan E, dengan
a=0.7,a=038dana =09
Gambar 3.6 menunjukkan hasil simulasi dengan parameter 8, = 2.4,A = 5,¢ =
4,a=1,u=39v=194=1,P(t)=0.8,T(t) = 0.6 dan dengan dilakukan
perubahan beberapa nilai «, yaitu @ = 0.7, = 0.8, = 0.9. Perubahan nilai «
dengan nilai @ yang besar menyebabkan grafik bergerak cepat menuju nilai
setimbang. Pada simulasi nilai « tidak mempengaruuhi kestabilan titik
kesetimbangan, akan tetapi mempengaruhi kecepatan konvergensi solusi menuju

titik kesetimbangan.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Adapun model fraksional dari respon imun terhadap patogen adalah sebagai

berikut,

1. Bentuk persamaan diferensial fraksional respon imun terhadap patogen
sebagai berikut,

daP(t) (. PO\ cPOT®)
gt - PP® (1 Ny, ) P(Ha+1
d°T@) __uP@ o g

dt@ ~ P(tv+1
Dengannilaiorde0 < a; < 1,i =1, 2.

2. Hasil dari pembahasan didapatkan titik equilibrium atau kesetimbangan dari
model fraksional respon imun terhadap patogen dengan miti order diatas

adalah  Ey(0,0), By (A, 0), B, (o Xt ottt ooy,
ketiga titik kesetimbangan tersebut didapatkan nilai eigen yaitu, untuk titik
Ey(0,0) nilai eigennya adalah A™* = g, A% = —§. Kemudian, untuk titik
kesetimbangan E;(A,0) nilai eigennya adalah A%t = —f, dan A™%2 =
un

Berdasarkan
u—=oév

poreie é. Selanjutnya, untuk titik kesetimbangan
§  B,(M(u-6v)-8)(da+u-5sv)\ . i am(agtay)
2(#—51;’ o—5v)he ) diperoleh akar karakteristik A™(*1*%2) —

AM@2 B (AL (Ay +1) — 1) + L2574
P2 UA(1-Aq)

kestabilan dimana pada titik kesetimbangan E,(0,0) adalah tidak stabil dan pada
A(u—6v)—8)(8a+u—5
0 ,ﬁ”( el e v)) adalah stabil.
u—=o6v (u—8v)2Ac
3. Simulasi numerik menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan pada model

= 0. Sehingga, titik kesetimbangan diperoleh

titik kesetimbangan E; (A, 0), E, (

orde fraksional dengan nilai eigen bernilai imajiner dengan real positif
dengan sifat kestabilannya dipengaruhi nilai a.

4.2 Saran
Pada skripsi ini, analisis kestabilan yang dilakukan belum mengidentifikasi

kestabilan global atau bifurkasi pada titik kesetimbangan. Oleh karena itu,
disarankan untuk dilakukan analisis tentang kestabilan global atau bifurkasi pada
titik kesetimbangan.
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LAMPIRAN

Lampiran 1

Simulasi Numerik Model Respon Imun Terhadap Patogen Orde Biasa
menggunakan program MATLAB

Figure 3.1

function kontinu

£t=0:0.1:50

initial x=0.9;

initial y=0.75;
[t,x]=0ded5 (Rkk, t, [initial x;initial y]);
plot (t,x(:,1),t,x(:,2));

legend ('"Tumor', '"Memory T Cells')

xlabel ('t'") ;ylabel ('Tumor,Memory T Cells');
grid on

axis ([0 50 0 17])

function dxdt=kk (t, x)
dxdt_l=2.4*x(l)*(l—l*x(l))—4*X(l)*x(2)/(O.2*X(l)+l)
dxdt_2=3.98*x(l)*x(2)/(l.9*x(l)+l)—l.99*x(2)

dxdt=[dxdt 1;dxdt 2];
end
end

Figure 3.2

function kontinu

t=0:0.1:15

initial x=0.8;

initial y=0.6;
[t,x]=0ded5 (Rkk, t, [initial x;initial yl);
plot(t,x(:,1),t,x(:,2));
legend (' Tumor', '"Memory T Cells')

xlabel ('t"') ;ylabel ('Tumor,Memory T Cells');
grid on

axis ([0 15 0 20])

function dxdt=kk (t, x)
dxdt 1=2.4*x(1)* (1-(1/10)*x(1))-4*x(1)*x(2)/ (4*x(1)+1)
dxdt 2=3.9*x(1)*x(2)/(1.9*x(1)+1

|
bl
N

dxdt=[dxdt 1;dxdt 2];
end
end
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Figure 3.3

function kontinu

t=0:0.1:150

initial x=0.8;

initial y=0.6;
[t,x]=0ded5 (Rkk, t, [initial x;initial yl);
plot(t,x(:,1),t,x(:,2));

legend ('Tumor', 'Memory T Cells')

xlabel ('t");ylabel ('Tumor,Memory T Cells');
grid on

axis ([0 150 0 5.51])

function dxdt=kk(t, x)
dxdt_l=2.4*x(1)*(1—(1/5)*x(1))—4*x(1)*x(2)/(x(1)+1)
dxdt 2=3.9%x(1)*x(2)/(1.9*x(1)+1)-x(2)

dxdt=[dxdt 1;dxdt 2];
end
end

Lampiran 2

Simulasi Numerik Model Fraksional Respon Imun Terhadap Patogen
menggunakan program MATLAB

File 1

function[T,Y]=FOFinanc (parameters, orders, Tsim, YO)
h=0.01;
n=round (Tsim/h) ;
a=parameters (1) ;b=parameters (2) ;c=parameters (3) ;
d=parameters (4) ;e=parameters (5) ; f=parameters (6) ;
g=parameters(7) ;
gl=orders (1) ;g2=orders (2) ;
cpl=1;cp2=1;
for j=1l:n
cl(j)=(1-(1+ql)/J) *cpl;
c2(j)=(1-(1+q2)/J) *cp2;
cpl=cl (j);cp2=c2(j);
end
x(1)=Y0(1);y(1)=Y0(2);
for i=2:n
x(1)=(a*x(i-1)*(1-x(i-1)/b)—-(c*x (i-1)/1+d*x (i-1)) *y (i-
1)) *h*gl-memo (x,cl,1i);
y(i)=((e*x(i-1) /1+£*x(i-1))*y(i-1)-g*y(i-1)) *h" q2-
memo (y,c2,1);
end
T=0:0.04166:50;
for j=1:n
Y(3,1)=x(3):;Y(3,2)=y(3);
end
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File 2

function [yo]=memo (r,c, k)

temp=0;

for j=1:k-1
temp=temp+c (J) *r (k-3) ;

end

yo=temp;

File 3 (Figure 3.4)

close all; clear all;

figure;

title ('Fractional Derivative')

hold on;

[t,y]=FOFinanc([2.4 1 4 0.2 3.98 1.9 1.99],10.7 0.71,200,[0.8
0.6]);plot(y(:,1),"'k");

[t,y]=FOFinanc([2.4 1 4 0.2 3.98 1.9 1.99],([0.8 0.8],200,[0.8
0.6]);plot(y(:,1),'xc");

[t,y]=FOFinanc([2.4 1 4 0.2 3.98 1.9 1.99],([0.9 0.9]1,200,([0.8

0.61);plot(y(:,1),'D");
legend('\alpha = 0.7','\alpha = 0.8', '\alpha = 0.9")
xlabel ('time') ;ylabel ('x(t) ') ;grid on;

File 4 (Figure 3.4b)

close all; clear all;
figure;
title ('Fractional Derivative')

[t,y]=FOFinanc([2.4 1 4 0.2 3.98 1.9 1.99],(0.7 0.7]1,50,[0.8
0.6]);plot(y(:,2),"'k");

[t,y]=FOFinanc([2.4 1 4 0.2 3.98 1.9 1.99],[0.8 0.81,50,[0.8
0.6]);plot(y(:,2),"'c");

[t,y]=FOFinanc([2.4 1 4 0.2 3.98 1.9 1.99],[0.9 0.9],50,[0.8
0%el) rplot (w(:,2), '"b');

legend('\alpha = 0.7','\alpha = 0.8', '\alpha = 0.9")

xlabel ('time');ylabel ('x(t) ') ;grid on;

File 5 (Figure 3.5)

close all; clear all;
figure;
title ('Fractional Derivative')

[t,y]=FOFinanc([2.4 10 4 4 3.9 1.9 1],[0.7 0.7]1,50,[0.8
0.61);plot(y(:,1),'k");

[t,y]=FOFinanc([2.4 10 4 4 3.9 1.9 1],[0.8 0.8]1,50,10.8
0.6]);plot(y(:,1),'r");

[t,y]=FOFinanc([2.4 10 4 4 3.9 1.9 1],[0.9 0.9],50,[0.8
0.6]);plot(y(:,1),'b");

legend('\alpha = 0.7', "\alpha = 0.8', '\alpha=0.9")
xlabel ('time') ;ylabel ("x(t)");grid on;
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File 6 (Figure 3.5b)

close all; clear all;

figure;

title ('Fractional Derivative')

hold on;

[t,y]=FOFinanc([2.4 10 4 4 3.9 1.9 1]1,10.7 0.71,50,[0.8
0.6]1);plot(y(:,2),'k");

[t,y]=FOFinanc([2.4 10 4 4 3.9 1.9 1],[0.8 0.8]1,50,[0.8
0.6]);plot(y(:,2),'r");

[t,y]=FOFinanc([2.4 10 4 4 3.9 1.9 1],[0.9 0.91,50,[0.8

0.6]);plot(y(:,2),'b");
legend('\alpha = 0.7", "\alpha = 0.8',
xlabel ('time');ylabel ('x(t)"'),;grid on;

"\alpha = 0.9")

File 7 (Figure 3.6)

close all; clear all;

figure;

title ('Fractional Derivative')
hold on;

[

y]
])
[t,Y]
61);

y]

=FOFinanc([2.4 5 4 1 3.9 1.9 1],

plot(y(:,1),'k");

[0 7 ©s7] ;30 [0:6

=FOFinanc([2.4 5 4 1 3.9 1.9 1],[0.8 0.8],50,([0.8
ploe (W8, 1) M) g
[ =TFOIT L ineinE (12 a5 il W35 5 CR 1 LF 1L [0S 0,.9] 50, [0,
0. 6]) plot (y(:,1),'b");
legend('\alpha = 0.7',"\alpha = 0.8', '\alpha=0.9")
xlabel ('time') ;ylabel ('x(t) ') ,;grid on;
File 8 (Figure 3.6b)
close all; clear all;
figure;
title ('Fractional Derivative')
hold on;
[t,y]=FOFinanc([2.4 5 4 1 3.9 1.9 1],[0.7 0.71,50,[0.8
6]);plot(y(:,2),'k");
[t,y]=FOFinanc([2.4 5 4 1 3.9 1.9 1],[0.8 0.8],50,[0.8
61)iplot(y(:,2),'c");
[t,y]=FOFinanc([2.4 5 4 1 3.9 1.9 1]1,[0.9 0.9],50,[0.8
0.6]);plot(y(:,2),'b");
legend('\alpha = 0.7', '\alpha = 0.8', '\alpha = 0.9")

xlabel

("time');ylabel ('x(t) ') ;grid on;

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



RIWAYAT HIDUP

Yusrotul Fajri atau biasa dipanggil Fajri, lahir di
Pasaman pada tanggal 30 April 1998. Anak ketiga dari
tujuh bersaudara dari pasangan Bapak Yulishar dan Ibu
Nur Asiah. Pendidikan dasar ditempuh di SDN 18
Murni Panti atau sekarang sudah menjadi SDN 15
Murni Panti dan lulus pada tahun 2010. Pendidikan

selanjutnya ditempuh di MTSN Panti atau sekarang
disebut MTSN 3 Pasaman dan lulus pada tahun 2013. Setelah itu melanjutkan
pendidikan di MAN Lubuk Sikaping atau sekarang sudah menjadi MAN 1
Pasaman dan lulus pada tahun 2016. Kemudian pada tahun yang sama
melanjutkan kuliah di Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang

dengan mengambil jurusan Matematika.



KEMENTERIAN AGAMA RI

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI

MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI

JI. Gajayana No. 50 Dinoyo Malang Telp./Fax.(0341)558933

BUKTI KONSULTASI SKRIPSI

Nama : Yusrotul Fajri
NIM 16610063
Fakultas/Jurusan . Sains dan Teknologi/Matematika
Judul Skripsi : Analisis Dinamik Model Fraksional Respon Imun
Terhadap Patogen
Pembimbing | . Dr. Heni Widayani, M.Si
Pembimbing Il . Dr. Usman Pagalay, M.Si
N Tanggal Hal Tanda Tangan
0
1. | 30 Maret 2020 Konsultasi Bab I, Bab Il & |1,
Bab Il “Phouuned
2. | 24 April 2020 Perbaikan Ayat |2 )
4. | 27 April 2020 Revisi Bab | & Bab |1 ?LHMM"
< " vV l
5. | 29 April 2020 Revisi ayat di Bab | & Bab 11 4,_—
6. | 28 April 2020 ACC untuk diseminarkan QM
< C V l
3 Juli 2020 Revisi Bab Il 6. —
7. | 13 November 2020 | Revisi Bab Il ZW
= fl l_
8. | 15 November 2020 | ACC untuk disidangkan &1%@1‘%
Malang, 30 Desember 2020
Mengetahui,
Ketua Jurusan Matematika
AN

Dr. Usman Pagalay, M.Si
NIP. 19650414 200312 1 001



