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ABSTRAK

A’fwandi, Akhmad Haidar. 2020. Kelas Elemen Nil-Clean yang Exchange.
Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dewi
Ismiarti, M.Si. (I1) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Kata Kunci: elemen exchange, elemen nil-clean, ring.

Misalkan R ring dan x € R. Elemen x dikatakan elemen nil clean jika x =
e + t untuk e idempoten di R dan t nilpoten di R. Jika x adalah elemen nil clean
dan terdapat et dan t komutatif maka elemen x dikatakan elemen nil clean medium
kiri . Elemen x adalah exchange jika terdapat e idempoten di R sehingga 1 —e €
R(1 — x). Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui karakteristik elemen exchange
dan menunjukkan syarat elemen nil clean merupakan elemen exchange. Hasil
penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Karakteristik elemen x yang exchange di ring yaitu:
a. Adae? =e € R sehinggae — x € R(x — x?).
b. Adae? = e € Rx dan ¢ € R sedemikian sehingga (1 —e) —c(1—x) €
J(R).
c. Adae? = e € Rx sedemikian sehingga R = Re + R(1 — x).
2. Syarat cukup bagi elemen nil clean merupakan elemen exchange adalah
medium Kiri.
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ABSTRACT

A’fwandi, Akhmad Haidar. 2020. A Class of Nil-Clean Elements Which are
Exchange. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang.
Advisors: (I) Dewi Ismiarti, M.Si. (1) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Keywords: exchange element, nil clean element, ring.

Letabering R and a € R. An element a is called nil cleanifa = e + ¢t
for idempotent e in R and nilpotent ¢ in R. This nil clean element a is called left
medium nil clean if et and t commutative . An element a is called exchange if
there is an idempotent e € Ra such that R = Re + R(1 — a). This research aim
to discuss some characteristics of the exchange element and sufficient condition
for nil clean element to be exchange. The results of this study are as following:
1. Letx be an element of R. Element x is an exchange element will be equivalent

to any following conditions.
a. There exists e? = ¢ € R withe — x € R(x — x?).
b. There exists e? = e € Rxandc € Rsuchthat (1—e) —c(1—x) €

J(R).

c. There exists e? = e € Rx such that R = Re + R(1 — x).
2. A sufficient condition for nil clean element to be exchange is left medium.

XV
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Elemen-elemen di ring dapat dikategorikan berdasarkan dekomposisinya
sebagai penjumlahan dua unsur di ring yaitu elemen nil clean, strongly nil clean
dan clean. Suatu elemen di ring dikatakan nil clean jika dapat dinyatakan sebagai
penjumlahan dari suatu idempoten dengan nilpoten. Elemen nil clean yang elemen
idempoten dan nilpotennya komutatif terhadap operasi perkalian untuk dikatakan
elemen strongly nil clean. Sedangkan elemen clean yaitu jika elemen tersebut hasil
penjumlahan dari elemen idempoten dan unit.

Suatu elemen a di ring R dikatakan exchange kiri jika terdapat elemen
idempoten e € Ra sehingga (1 — e) € R(1 — a). Pada tahun 2013, Alexander J.
Diesel melakukan penilitian tentang spesifikasi kelas baru dari elemen clean.
Kajian tersebut berfokus pada elemen nil clean. Adapun pada tahun 2019 Grigore
melakukan penelitian tentang kelas baru elemen nil clean yang exchange.

Dalam Al-qur’an surat an-Nisa’ ayat 38 yang artinya “Dan orang yang

menafkahkan harta mereka semata-mata karena ingin dilihat (dipuji) orang”. Ayat
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2
tersebut menjelaskan tentang orang yang menafkahkan hartanya semata-mata untuk
dipuji orang lain, perbuatan seperti itu termasuk riya. Perbuatan riya meskipun
dikerjakan sebanyak mungkin tidak mendapatkan pahala dari Allah.

Berdasakan latar belakang tersebut penelitian dalam skripsi ini yaitu untuk
membahas karakterisasi dari elemen exchange di ring dari penelitian sebelumnya

dan elemen nil clean yang exchange.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya maka rumusan
masalah dalam tugas akhir ini adalah

1. Bagaimana karakterisasi elemen exchange pada ring?

2. Bagaimana syarat cukup bagi elemen nil clean merupakan elemen

exchange?

1.3 Tujuan

Berdasarkan rumusan masalah yang sudah dijelaskan, tujuan yang dibahas
pada skripsi ini sebagai berikut.

1. Mengetahui karekterisasi elemen exchange pada ring.

2. Mengetahui syarat cukup bagi elemen nil clean merupakan elemen

exchange.

1.4 Manfaat penelitian
Diantara manfaat yang dapat diambil dari penelitian ini adalah sebagai

berikut:



1. Bagi Peneliti
Sebagai sarana untuk mengembangkan ilmu yang telah didapat selama
perkuliahan, khususnya bidang aljabar abstrak yang mengenai elemen-elemen
nil-clean yang exchange.
2. Bagi Pembaca
Sebagai tambahan pustaka untuk mempelajari aljabar abtrak khusunya
elemen-elemen khusus dalam ring.
3. Bagi Lembaga

Sebagai tambahan rujukan di perpustakaan dalam bidang aljabar abstrak.

1.5 Metode Penelitian
Pendekatan yang digunakan dalam penelitian ini adalah pendekatan kualitatif
dengan memakai bentuk kajian literature. Adapun langkah penelitian yang

ditempuh adalah sebagai berikut :

1. Mengetahui definisi elemen exchange di ring.

2. Mengkaji sifat-sifat elemen exchange melalui Proposisi dari Nicholson.

3. Mengecek kondisi yang harus dipenuhi oleh elemen nil clean dengan
elemen nilpoten berderajat 2 terhadap elemen exchange.

4. Menentukan kondisi umum yang harus dipenuhi oleh elemen Nil Clean

yang exchange.



1.6 Sitematika Penulisan

Agar skripsi ini mudah ditelaah dan dipahami pembahasannya, maka

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-masing dibagi

ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:

BAB |

BAB II

BAB Il

: Pendahuluan

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika

penelitian.

: Kajian Pustaka

Bagian oni mencakup konsep-konsep yang mendukung bagian
pembahasan. Konsep-konsep tersebut diantaranya operasi biner,
grup, ring, subring, ideal, elemen idempoten, elemen nilpoten,
elemen unit, elemen clean dan ring clean, elemen strongly clean,

dan elemen nil clean.

: Pembahasan

Pada bab ini dilakukan pengkajian tentang pembahasan yang berisi
definisi elemen exchange pada ring, pembuktian proposisi
Nicholson, pembuktian teorema-teorema elemen nil clean dengan
elemen nilpoten yang berindeks 2 yaitu elemen exchange, dan

untuk semua elemen nil clean yaitu elemen exchange.



BAB IV : Penutup

Bab ini Dberisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan

memberikan saran untuk penelitian selanjutnya .



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi, teorema, lemma, serta contoh yang
mempermudah pembahasan mengenai elemen nil clean, dan elemen exchange

dalam skripsi ini.

2.1 Operasi Biner
Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan satu atau lebih operasi biner. Sebelum dibahas mengenai struktur aljabar

perlu dikaji dulu tentang operasi biner.

2.1.1 Operasi Biner

Definisi 2.1.1.1

Misalkan S suatu himpunan tak kosong dan a, b € S. Suatu operasi biner “-”
pada himpunan S merupakan pemetaan dari S x S = S. (Ayres dan Jaisingh,

2004).

Contoh 2.1.1.2

Operasi perkalian ““ - ” pada Z adalah suatu operasi biner yang tertutup di Z.

2.2 Grup
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dilengkapi dengan satu operasi
biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Berikut akan diberikan definisi

tentang semigrup, grup, grup komutatif yang dikutip dari Andari (2015).



2.2.1 Semigrup

Definisi 2.2.1.1

Misalkan S adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi satu operasi

biner « x ”. Pasangan (S,*) disebut semigrup jika memenuhi aksioma berikut

1. Operasi biner “ * 7 tertutup di S, yaitu untuk setiap a, b € S berlaku a *
bes

2. Operasi biner “ * ” bersifat assosiatif di S, yaitu untuk setiap a,b € S
berlaku (a * b) * ¢ = a * (b * ¢).

Contoh 2.2.1.2

Diberikan himpunan matriks ordo 2 x 2 dengan entri bilangan bulat atau ditulis

M,(Z) = {[‘Cl Z] ca,b,c,d € Z}

Yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan “ + ”. Akan ditunjukkan (M, (Z), +)

adalah semigrup.

Bukti
Ambil sebarang H,K,] € M,(Z) dengan Hz[a b] Kz[m n] dan J =
' 4 c dr o p

s t
[ o

1. Tertutup

_[a b m ny _Ja+m b+n
H+K_[c d]+[0 P]_[c+o d+p]€M2(Z)
2. Assiosiatif

(H+K)+]=[a+m b+n] [s t]

c+o d+p u v



_[(a+m)+s (b+n)+t]
" l(c+o)+u (d+p)+v

_[a+(m+s) b+ ((n+t)
T le+(0+uw) d+(p+v)

=[a Z]+[m+s n+t]

c o+u p+v
=[2 J+(c o+ D
=H+(K+]))

Dari 1 dan 2, terbukti M, (Z) merupakan semigrup.

2.2.2 Definisi Grup

Definisi 2.2.2.1

b

Misalkan H adalah suatu himpunan tak kosong dengan operasi biner “ * ’
ditulis sebagai (H,*) disebut Grup, jika memenuhi kondisi berikut:

(Raisinghania dan Anggarwal, 1980:31).

a. Operasi biner ““ * ” tertutup di H.

b. Operasi biner “ * ” bersifat assiosiatif di H yaitu (a * b) * c = a * (b * ¢)
untuk setiap a, b,c € H.

c. Terdapat elemen identitas I di H sehingga * I = [ * a = a , untuk setiap
a€H.

d. Setiap anggota H memiliki invers di H yaitu untuk setiapa € H,adaa ! €

Hsehinggaa*al=al*a=1.



Contoh 2.2.2.2

Diberikan himpunan bilangan bulat dengan operasi penjumlahan adalah grup.
Sebagai akibat langsung dari aksioma pada bilangan bulat yang menyatakan bahwa
terdapat operasi biner di Z yang dilambangkan dengan +, dan memenuhi sifat-sifat

berikut:

a. Operasi penjumlahan tertutup di Z.

b. Operasi penjumlahan bersifat asiosiatif di Z.

c. Himpunan bilangan bulat memuat suatu elemen 0 yang merupakan elemen
identitas untuk penjumlahan.

d. Untuk setiap x € Z, tedapat invers penjumlahan dari x € Z, dinotasikan dengan
x+(—x)=0=(—x)+x

(Gilbert, 2009:66)

Berdasarkan Definisi 2.2.2.1, jelas bahwa pasangan (Z, +) adalah grup.

2.2.3 Grup Komutatif

Definisi 2.2.3.1

Suatu grup (H,*) disebut grup komutatif atau grup abelian, jika pada oprasi
biner “ * ” berlaku sifat komutatif, yaitu a * b = b * a untuk setiap a,b € H

(Raisinghania dan Anggarwal, 1980:31).

Contoh 2.2.3.2

Grup (Z,+) merupakan grup komutatif (Gilbert, 2009:66).
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2.3 Ring
Ring adalah suatu struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua operasi biner
serta memenuhi aksioma aksioma tertentu. Berikut diberikan definisi dan contoh
yang berkaitan dengan ring sebagai pengantar dasar teori selanjutnya yang dikutip

berdasarkan Andari (2014).

2.3.1 Definisi ring

Definisi 2.3.1.1

Misalkan R adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua operasi
biner, “ + ” dan “ - ” . Suatu (R, +,) disebut ring jika memenuhi aksioma

berikut:

1. Himpunan R dengan operasi penjumalahan adalah grup komutatif.
2. Himpunan R dengan operasi perkalian adalah semigrup.
3. Memenuhi hukum distributif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € R berlaku:

a-(b+c)=(@a-b)+ (a-c)

(08D ) ac— (addC) R (b

Himpunan R disebut ring komutatif jika memenuhi sifat komutatif terhadap

operasi kedua, yaitu untuk setiap a,b € R berlakua-b = b - a.

Contoh 2.3.1.2

Himpunana bilangan bulat dengan operasi penjumlahan dan operasi perkalian
adalah ring. Berdasarkan aksioma bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan dan

perkalian memenuhi sifat sifat berikut.
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1. Himpunan bilangan bulat dengan operasi penjumlahan adalah grup

komutatif berdasarkan Contoh 2.2.3.2.

2. Operasi perkalian tertutup di Z.

3. Operasi perkalian bersifat asiosiatif di Z.

4. Operasi perkalihan bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan di Z.
x-y+z)=x-y+x-z
(x+y)z=(x"2)+ (" 2)

Untuk setiap x,y, z € Z.

(Gilbert, 2009:66)

2.3.2 Subring

Definisi 2.3.2.1

Misalkan (R, +, ©) merupakan suatu ring dan S merupakan suatu himpunan
bagian tak kosong dari R. Maka S disebut subring dari R jika (S, +, °)

merupakan suatu ring.
Definisi 2.3.2.3

Misalkan (R, +,") adalah ring. Suatu (R, +,") disebut ring komutatif jika R
memenuhi hukum komutatif terhadap operasi perkalian. Untuk setiap a, b € R
berlaku a - b = b - a. Kemudian (R, +,7) disebut ring dengan elemen kesatuan,

jika terdapat e € R untuk setiap a € R sedemikian sehinggaa-e =e-a = a.
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2.3.3 ldeal

Definisi 2.3.3.1

Misalkan R adalah suatu ring dan | adalah subset dari R. | disebut ideal jika

memenuhi aksioma berikut.

1. Untuk setiap a,b € I, berlakua — b € I.

2. Untuk setiap a € I danr € R, berlaku ar dan ra di 1.

Definisi 2.3.3.3

Misalkan R adalah suatu ring dan I adalah suatu ideal dari R. Ideal I disebut
ideal maksimal jika I tidak termuat dalam sembarang ideal lainnya selain [

sendiri dan R.
Contoh 2.3.3.4

Diberikan ring bilangan bulat modulo 12 dengan operasi penjumlahan dan

perkalian. Ideal-ideal dari Z,, adalah I, = {0,6}, I, = {0,3,6,9}, I; = {0,4,8},

adalah ideal maksimal dari Z,,. Karena I; dan I, tidak termuat dalam ideal lainnya
selain dirinya sendiri dan Z,,. Sedangkan I, dan I3 bukan ideal maksimal karena I,

trmuat di dalam I; dan I5 termuat di dalam I,.
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Definisi 2.3.3.7

Misalkan R adalah suatu ring. Jacobson Radikal dari R adalah irisan dari semua

ideal maksimal dalam R. Secara simbolis dapat ditulis sebagai J(R).
Contoh 2.3.3.8
Diberikan ring (Z4,, +,7). Akan ditentukan J (Z5).

Telah diketahui pada Contoh 2.3.3.4, bahwa ideal maksimal di Z,, adalah I; dan

1,. Oleh sebab itu berdasarkan Definisi 2.3.3.5 diperoleh I, n 1, = {0,3,6,9} n

Jadi J(Z,,) = {0, 6}.

2.4 Jenis-jenis Elemen dalam Ring

Pada skripsi ini dibahas mengenai elemen-elemen nil clean yang exchange, di
dalamnya berkaitan dengan elemen elemen khusus pada ring yaitu elemen yang
memiliki sifat khusus, antara lain elemen idempoten, nilpoten dll. Berikut ini
diberikan definisi elemen khusus dalam ring yang diambil dari George (1995)

Puguh, dkk. (2014), dan Danchev (2015)

2.4.1 Elemen Idempoten

Definisi 2.4.1.1

Misalkan R adalah suatu ring dan r € R, r disebut elemen idempoten pada R
jika memenuhi r2 = r. Himpunan semua elemen idempoten di R dinotasikan

sebagai Id(R).
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Contoh 2.4.1.2

Akan ditentukan elemen-elemen idempoten yang termuat di dalam Zg.

Diberikan ring Zg, 1d(Zg)

Tabel 2.4.1.1 Hasil Kuadrat Elemen di Zg

a 0 1 2 3 4 5 6 5

Dari Tabel 2.4.1.1 diketahui elemen idempoten yang termuat dalam Zg adalah

0 dan 1, karena 02 = 0 dan 1% = 1.
Jadi I1d(Zg) = {0, 1}

2.4.2 Elemen Nilpoten

Definisi 2.4.2.1

Misalkan R adalah suatu ring dan r € R. Elemen r disebut nilpoten pada R jika
terdapat n € N sedemikian sehingga hasil dari r berderajat n sama dengan 0
dengan kata lain »™ = 0. Himpunan semua elemen nilpoten di R dinotasikan
dengan N(R). Suatu elemen u adalah unipoten jika u — 1 adalah nilpoten,

ekuivalen dengan jika u = 1 + b, maka b adalah elemen nilpoten.
Contoh 2.4.2.2

Diberikan ring (Zg,+,"). Himpunan N(Zg) adalah himpunan semua elemen

nilpoten di Zg.

Akan ditentukan elemen-elemen nilpoten di (Zg, +,).
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Berdasarkan Definisi 2.4.2, elemen nilpoten di Zg sebagai berikut

0 adalah nilpoten karena untuk setiap n € N berlaku 0" = 0,

2 adalah nilpoten karena terdapat n = 3 € N berlaku 23 = 0,

4 adalah nilpoten karena terdapat n = 2 € N berlaku4? = 0,

6 adalah nilpoten karena terdapat n = 3 € N berlaku 63 = 0,

1 bukan nilpoten karena tidak ada n € N berlaku1™ # 0

3 bukan nilpoten karena tidak ada n € N sedemikian sehingga 3™ # 0
7 bukan nilpoten karena tidak ada n € N sedemikian sehingga 7 # 0
Jadi N(Zg) = {0, 2, 4, 6}.

2.4.3 Elemen Unit

Definisi 2.4.3.1
Misalkan (R, +,-) adalah suatu ring dengan elemen kesatuan 1. Suatu
elemen u € R disebut unit di R, jika u memiliki invers terhadap operasi

perkalian “ - 7, yaitu terdapat v € R sedemikian sehingga uv = vu = 1.

Himpunan semua elemen unit di R dinotasikan U(R).

Contoh 2.4.3.2

Diberikan (Zg, +,") adalah ring dengan elemen kesatuan. Akan ditentukan Zg

memiliki himpunan elemen unit.

Elemen satuan di Zg terhadap operasi pergandaan (-) adalah 1, sehingga
didapatkan U(Zg) = {1,3,5,7}, karena (1)(1) = 1, (3)(3) = 1, (5)(5) = 1 dan
(7)(7) = 1. Berdasarkan Tabel 2.3.1.1 suatu a,b € Zg — {1,3,5,7}, maka ab =
ba # 1. Jadi U(Zg) adalah {1, 3,5, 7}.
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2.5 Elemen Clean pada Ring
Pada skripsi ini dibahas nil clean. Definisi nil clean merupakan perngembangan
dari sifat clean. Berikut dibahas ring yang memiliki sifat sifat tersebut yang dikutip

dari Diesl (2013) dan Kosan, dkk (2016).

2.5.1 Elemen Clean

Definisi 2.5.1.1

Misalkan R adalah suatu ring dan r € R. Elemen r disebut clean jika r dapat

dinyatakan sebagai r = u + d dengan u € U(R) dan d € Id(R).

Contoh 2.5.1.2

Diberikan ring (Zg, +,"), telah diketahui pada Contoh 2.4.1.2, Id(Zg) = {0, 1} dan
dari Contoh 2.4.2.2 diperoleh U(Zg) = {1,3,5,7}. Akan ditentukan r € Zg

sedemikian sehingga r adalah clean.

Akan ditentukan r € Zg sedemikian sehingga r adalah clean dengan membuat

penjumlahan antara idempoten dengan unit dari Zg.

Tabel 2.5.1.1 Elemen Clean di Zg

U(Zs)
+ 1 3 5 7
iy L0 |1 3 5 7
Y11 2 | 32 | 6 0
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Berdasarkan Tabel 2.5.1.1, dapat ditentukan elemen-elemen clean di Zg adalah

0,123,4,5,6,7.

2.5.2 Ring Clean

Definisi 2.5.2.1

Misalkan R adalah suatu ring. Suatu ring dikatakan clean jika setiap

elemennya merupakan elemen clean.

Contoh 2.5.2.2

Ring bilangan bulat modulo 8 dengan operasi penjumlahan dan perkalian adalah

ring clean.

Berdasarkan Tabel 2.5.1.1, dapat dilihat bahwa untuk setiap r € Zg bersifat clean

sehingga (Zg, +, -) adalah ring clean.

2.5.3 Elemen Strongly Clean

Definisi 2.5.3.1

Misalkan R adalah suatu ring dan r € R. Elemen r disebut strongly clean, jika
r adalah elemen clean, yaitu r = u + d dengan u € U(R) dan d € Id(R) dan

memenuhiu-d = d - u.

Contoh 2.5.3.2

Diberikan ring (Zg, +,7). Setiap elemen Zg adalah strongly clean.
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Berdasarkan Contoh 2.5.2.1 telah dibuktikan bahwa (Zg, +,-) adalah ring clean.
Karena (Zg, +,") adalah ring komutatif, maka berlaku setiap elemen clean adalah

strongly clean.

Jadi, elemen 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 merupakan elemen strongly clean.

2.5.4 Elemen Nil Clean

Definisi 2.5.4.1

Misalkan R adalah ring dan r € R. Suatu elemen r disebut nil clean jika r dapat
dinyatakan sebagai bentuk dekomposisi r = n + d dengann € N(R) dand €

1d(R).

Contoh 2.5.4.2

Diberikan ring bilangan bulat modulo 8 dengan operasi penjumlahan dan perkalian.

Suatu elemen r di Zg adalah elemen nil clean.

Akan ditunjukkan bahwa r di Zg adalah elemen nil clean.

Pertama, membuat tabel penjumlahan antara Id(Zg) dan N(Zg).

Tabel 2.5.4.1 Elemen Nil Clean di Zg.

N(Zg)
i 0 2 2 3
— 0| 0 2 7 3
o 1] 32 3 5 7

Berdasarkan Tabel 2.5.4.1 dapat ditentukan elemen-elemen nil clean di Zg adalah

0,1,2,3,4,56,7.
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Definisi 2.5.4.3

Misalkan R adalah ring dan r € R. Elemen r disebut nil clean medium kiri jika

r elemen nil clean dari R sehinggan et dan t komutatif.

2.5.5 Ring Nil Clean

Definisi 2.5.5.1

Misalkan R adalah suatu ring. Ring R dikatakan ring nil clean jika setiap

elemennya merupakan elemen nil clean.

Contoh 2.5.5.2

Diberikan ring bilangan bulat modulo 8 dengan operasi penjumlahan dan operasi

perkalian merupakan ring nil clean.

Berdasarkan Contoh 2.5.4.1, untuk setiap r € Zg bersifat nil clean sehingga

(Zg, +,7) adalah ring nil clean.

2.6 Kajian Integrasi Sains dan Islam

Godaan dan tipuan setan itu memang halus. Perasaan lebih dari yang lain, yang
telah membuat setan terusir dari surga, ditularkan kepada kita dalam berbagai
bentuk. Ada yang membanggakan amalannya. Ada yang terus mengungkit jasa dan
kontribusinya. Ketika jasanya seolah tidak diakuinya atau dilupakan, ia akan terus

menyebut-nyebut jasanya itu agar orang lain tidak lupa mengakui atau bahkan
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membalasnya. Tidak jarang ia akan marah kalua orang lain seakan-akan melupakan

betapa berjasanya ia kepada mereka.
Q.S Al-Bagarah ayat 264 menyebutkan hal ini:

Sa0a0 a5all s L a3 Vs T 6T A (3 3K (s3T5 (s a1 00 ¥ 1 ke 0l 1620
3 Y A5 15 s e e 5ol ¥ 138 485 05 Al Gh e ke K A

G ST 5
Artinya:

“Hai orang-orang yang beriman, janganlah kamu menghilangkan (pahala)
sedekahmu dengan menyebut-nyebutnya dan menyakiti (perasaan si
penerima), seperti orang yang menafkahkan hartanya karena riya kepada
manusia dan dia tidak beriman kepada Allah dan hari kemudian. Maka
perumpamaan orang itu seperti batu licin yang di atasnya ada tanah,
kemudian batu itu ditimpa hujan lebat, lalu menjadilah dia bersih (tidak
bertanah). Mereka tidak menguasai sesuatupun dari apa yang mereka
usahakan; dan Allah tidak memberi petunjuk kepada orang-orang yang

kafir”.

Merujuk pada tafsir Ibn Katsir menyebutkan sejumlah riwayat bahwa mereka
yang beramal dengan menyebut-nyebut amalannya itu termasuk satu dari golongan
yang Allah engan memandang mereka kelak di Hari Akhir. Orang seperti itu
menyangka orang lain memandang amalannya seperti memandang tanah di atas
batu. Padahal bagi Allah amalan riya tersebut hilang tak berbekas seperti ditimpa

hujan lebat.
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Suatu elemen r di himpunan R, dimana R adalah suatu ring. Elemen r disebut
nilpoten yaitu ada bilangan bulat positif “n”, sehingga r™ = 0. Dalam Q.S Al-
Bagarah ayat 264 ada himpunan seluruh manusia dan amalan manusia sebagai
pangkat dari elemen-elemen manusia. Dari uraian di atas bahwa ada suatu amalan
riya yang bila dikerjakan maka tidak dapat pahala. Elemen manusia disebut
nilpoten bila ada amalan yang bila dikerjakan manusia akan tidak dapat pahala atau

nol, yaitu amalan riya.



BAB Il1
PEMBAHASAN

Bab ini menjelaskan tentang bagaimana sifat-sifat elemen exchange pada ring

dan menjelaskan syarat cukup bagi elemen nil clean yang exchange pada ring.

3.1 Elemen Exchange pada Ring.
Pada subbab ini akan dijelaskan elemen exchange pada ring, yang meliputi
definisi, dan karakterisasinya . Untuk semua ring diasumsikan ring asosiatif

dengan elemen identitas dan J(R) adalah Jacobson Radical pada ring R.

Definisi 3.1.1
Misalkan R adalah ring dan a € R. Elemen a dikatakan exchange jika terdapat

idempoten e € Rx sehingga 1 — e € R(1 — x).

Proposisi 3.1.2

Misalkan R adalah ring, kondisi berikut saling ekuivalen untuk elemen x € R.

1. Adae? = e € R sehingga e — x € R(x — x?).
2. Adae? =e € Rxdanc € R sehingga (1 —e) —c(1 — x) € J(R).
3. Adae? = e € Rx sehingga R = Re + R(1 — x).

4. x adalah elemen exchange.
Bukti

(1 = 2) Diketahui terdapat e? = e € R sehingga e — x € R(x — x?)
Akan ditunjukkan terdapat e? = e € Rx dan ¢ € R sehingga (1 —e) —

c(1—x) €J(R).
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Dari e — x € R(x — x?) dapat dipilih r € R sehingga:
e—x=r(x—x?

e=7r(x—x%)+x

e=rx—rx’+x

e=rx+(1—rx)x

e=0+0—-rx))x
Jadi terdapat e € Rx, berdasarkan yang diketahui e? = e sehinggae? = e €
Rx.
Selanjutnya

e—x=1r(x—x?)

& e—x+1=r(x—x*+1

= 1—-e=1—x—1r(x—x?)
& l1—e=1—x—1x+7rx?
S - Fe )

Misalkan ¢ = 1 — rx, maka diperoleh
l-e—c(1—x)=0
Karena 0 anggota sebarang ideal dari maka 0 € J(R).

(2 = 3) Diketahui terdapat e> = e € Rx dan ¢ € R sehingga (1 — e) —
c(1 —x) € J(R). Akan ditunjukkan terdapat e? = e € Rx sedemikian

sehingga R = Re + R(1 — x).

Diketahui bahwa sifat dari e? = e € Rx. Selanjutnya, (1 —e) —c(1 —x) €

J(R) maka
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1-(1-e)—-cl—x)=1—-1+e+c—cx

=e+c(l—x)

adalah unit. Karenae € Redan c(1 —x) € R(1 —x) makae + c(1 —x) €

Re + R(1 — x), akibatnya R = Re + R(1 — x).

(3 = 4) Diketahui terdapat e = e € Rx dan R = Re + R(1 — x), akan

ditunjukkan terdapat e? = e € Rx sedemikian sehingga 1 — e € R(1 — x).

Selanjutnya, misalkan 1 = te + s(1 — x) dan didefinisikan f = e +
(1 — e)te, untuk t? = 0 dan untuk s € R. Pertama akan ditunjukkan bahwa f

adalah elemen idempoten.

f?2=(e+ (1 —e)te)?
= (e + (1 —e)te)(e + (1 — e)te)
= (e? +e(1 —e)te + (1 — e)te? + ((1 — e)te)”
=e+ (e—e?te+ (1 —e)te + (1 —e)?t?e?
=e+(e—e)te+(1—e)te+0
=e+0+ (1-—e)te
=e+(1—e)te

=f

Jadi f adalah elemen idempoten. Selanjutnya akan ditunjukkan 1 — f € R(1 —
x)
1-f=te+s(1—x)—(e+ (1—e)te)
= te+s(1—x)—e—((1—e)te)

=te+s(l—x)—te—e+ete
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=s(1—x)—e(1—te)

=s(1-x) —e((te +s(1—x)) - te)

= s(1—x) —es(1—x)

= (1-e)s(1—x) eR(1—x)

Jadi terdapat f2 = f € Rx sehingga 1 — f € R(1 — x).

(4 = 1) Diketahui terdapat e? = e € Rxdan 1 — e € R(1 — x). Akan

ditunjukkan ada e? = e € R sedemikian sehingga e — x € R(x — x?2).
Karenae € Rx dan 1 — e € R(1 — x) maka terdapat r, s € R sehingga

e—x=e(l—-x)—(1-e)x
=rx(1—x)— (s(l —x))x
=7r(x —x?) —s(x — x?)

=(r—s)(x—x?%)

Maka e — x € R(x — x?). Jadi terbukti bahwa terdapat e? = e € Rx

sehingga e — x € R(x — x?).

3.2 Elemen Nil Clean yang Exchange
Setelah sifat elemen exchange selanjutnya akan diberikan teorema yang
menjelaskan elemen nil clean yang memiliki sifat exchange yang dikutip dari

Calugareanu (2019).
Teorema 3.2.1

Misalkan R adalah ring dan a adalah elemen nil clean di ring R. Jika t? =

0 maka a adalah elemen exchange.



Bukti

Diberikan a = e + t dimanae? = e, t> = 0, e € Id(R) dant € N(R).

Misalkan f = e + eté dan € = 1 — e, pertama akan ditunjukkan bahwa f

adalah elemen idempoten. Perhatikan

% = (e + etée)?
= (e + eté)(e + ete)
= e? + eeté + etée + (eté)?
= e? + ete + etee + (e?t%e?)
=e?+ete+etee+0
=e?t+ete+et(l—e)e
=e? +ete + et(e — e?)
=e? +ete +et(e—e)
= e? + ete + et(0)
=e? + ete
=e +ete

=f

Selanjutnya setelah terbukti bahwa f adalah elemen idempoten. Akan

ditunjukkan bawah f € Ra. Perhatikan

f=e+ete
=e+et(l—e)
=e+ et —ete

=e? + et — ete
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=e(e+t)—etla—t)
= ea — eta + ett
=ea—eta+0

= ea — eta

= (e —et)a € Ra

Karena sudah terbukti bahwa f € Ra selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

Rf + R(1 — a) = R. Perhatikan

e—f=e—(ea—eta)
=e—ea+eta
=e—e(e+t)+eta
= e ey et Heta
=0 =25 d: a- Gk
= —et + eta

=—et(l—a) € R(1—a).

Diperoleh

=g =i =1 —(a— el

=\l “a)F(e— ) ER(IF 2.

Jadil—t€eRf+R(1—a). Karenal —t € Rf + R(1 — a) dan f € Ra, jadi

terbukti bahwa a adalah elemen yang exchange.

Teorema 3.2.1 menyatakan bahwa elemen nil clean dengan nilpoten berindeks 2

adalah elemen exchange. Tetapi hal ini tidak untuk elemen nil clean dengan
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indeks lebih dari 2. Selanjutnya akan dibahas suatu kelas elemen nil clean dengan

sebarang nilpoten yang merupakan elemen exchange.
Teorema 3.2.2

Misalkan R adalah ring. Setiap elemen nil clean medium Kiri dari R

adalah exchange.
Bukti

Misalkan a € R adalah elemen medium nil clean kiri artinya a = e + t dengan
e? = e dan t™ = 0,untuk suatu n € N dan et komutatif dengan ¢t. Perhatikan 1 +

t adalah unipoten, dan (1+¢t) ' =1—¢t+t2—t3 + -+ (=) 1t 1,

Misalkan

f=e+te[l—(Q+1t) e
=et+e[l-(A—-t+t?—t3+ -+ (D" t" H]e
=e+telt— 2483 — i (_1)ntn—1]e—

untuk lebih mudahnya dimisalkan

x=e[t?=t3+ -+ (D) " =e[-1+t—-(1+1)7]

Selanjutnya permisalan x tersebut disubstitusikan dengan persamaan y = et — x

sehingga didapatkan.
y=et—x
=et—e[t?—t3 ..+ (—1)" 1" 1]

=elt—t*—t* ...+ (-1)"t" 1]



=e[l—-(1+0)7]

Maka didapatkan f = e + ye. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f adalah

idempoten. Perhatikan

f?=(e+elt—t?>+t> — -+ (-=D)"t"']e)?
= (e +e[t —t?+t3 — -+ (=D"t" ]e)(e
+eft — t?+t® — - + (D™ 1e)
£ e’ Badas (L F o E (e e
N [N EEE S S SR (S e [ee
+ (e[t — t24t3 — - + (=1)™t" 1]e)?
=e+el[t—t?+t3 — -+ (—1)"t" e
+eft —t?+t3 — -+ (1) ](1 — e)e
(G B T I RO I [
=e + e[t=t2+t3 — -+ (—1)"t" ']e
+eft —t2+t3 — -+ (D™t ](e —e)
+ (e[t — t2+t3 — -+ (—1)"t" " 1]e)?
=e+e[t—t?+t3 -+ (-D)"t" e+ 0
+ ([et — et?+et® — - + e(—1)"t"1]%e)?
=e+eft—t>+t3 -+ (-1)"t" e+ 0
+ ([te — t?e+t3e — -+ (—1)"t"1]e)?
=e+e[t—t?+t3— -+ (=D e+ 0
+ ([t — t2+t3 — -+ (-1)"t" 1]ee)?
=e+e[t—t*+t3 -+ (-1D)"t" e+ 0

+ ([t — 2483 — -+ (D™t e(1 — e))?



e+elt—t?+t> -+ (-D"t" ]+ 0
+ ([t = 2+t3 — -+ (D™t (e — €?))?
=e+e[t—t?+t3 -+ (-1)"t"e+0
+ ([t — 2483 — -+ (D)™t ] (e — €))?
=e+e[t—t?+t3 -+ (-D"t"e+0+0
= e +elt — 2+t — -+ (=1)"t* ]e
=

Selanjutnya ditunjukkan bahwa f € Ra

f=e+ye
=e+y(l—e)
=e+y—ye
SRR S Tilla =)
— effFr =) yaF yit
=e+y+yt—ya
=e+y(l+t)—ya

=e+(e[l—-(A+0) A +1t)—ya

=e(l+([1—(1+t)_1](1+t)))—ya
—e(l+1+t—1)—ya
=e(l+t)—ya

= (e +et) — ya

=e(e+t)—ya

=ea—ya

= (e—y)a €Ra
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Selanjutnya

—-yA-a)=-y(1l—-(e+?)
= —y(l-e-1)
=—-y+ye+yt
=yle+t)-y
=ya—y
= ya — (et — x)
=ya—et+x
=yat+e—e—et+x
=yate—elett)+x
=yat+e—ea+x
=ya+e(l—a)+x
=(et—x)a+e(l—a)+x
=eta—xa+e(l—a)+x
=etat+x(1—a)+e(l—a)
=e(a—e)a+x(1—a)+e(1—a)
=—(—eate)at+x(l—a)+e(l—a)
=—e(—a+1Da+x(1—a)+e(l—a)
=—e(—a’+a)+x(1—a)+e(l—a)
=—ea(-a+1)+x(1—a)+e(l—a) ER(1—a)

=—ea(l—-a)+x(1—a)+e(1—a)€ER(1—aqa)
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Selanjutnya

1-t+x—f=1-(a—e)+x—f

=(1-a)+(e+x—f)ER(1—a)

Jadil—t+x€Rf+R(1—a)

Selanjutnya karena et dan t komutatif maka —t + x adalah nilpotent dan 1 — ¢ +

x adalah unit. Oleh karenaitu Rf + R(1—a) =R

Jadi setiap elemen nil-clean medium kiri adalah exchange.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan:

1. Berikut ini merupakan beberapa karakteristik elemen x yang exchange di
ring R yaitu:
a. Adae? = e € R sehinggae — x € R(x — x2).
b. Ada e? = e € Rx dan ¢ € R sedemikian sehingga (1 — e) —
c(1—x) € J(R).
c. Adae? = e € Rx sedemikian sehingga R = Re + R(1 — x).
2. Syarat cukup bagi elemen nil clean merupakan elemen yang exchange

adalah medium Kiri.

4.2 Saran

Pada skripsi ini dibahas tentang sifat-sifat elemen exchange dan elemen nil clean
yang exchange tetapi penulis tidak membahas tentang elemen strongly nil clean
yang exchange. Oleh karena itu, untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan

untuk mengkaji elemen strongly nil clean yang exchange.
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