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ABSTRAK

Mardhiyah, Elok Izzatul. 2020. Indeks Schultz dan Indeks Gutman pada Graf
Annihilator dari Ring Bilangan Bulat Modulo 2p. Skripsi.
Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi. Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing (1)
Mohammad Nafie Jauhari, M.Si (1I) Dewi Ismiarti, M. Si.

Kata kunci: Graf Annihilator, Ring Bilangan Bulat Modulo 2p, Indeks Schultz,
Indeks Gutman

Misalkan G adalah graf terhubung. Himpunan simpul dan sisi pada G
dilambangkan dengan V(G) dan E(G). Indeks Schultz dari G didefinisikan
sebagai

Schultz(G) = Z (deg(u) + deg(v)) d(u,v)
{fu,vicv(c)
dimana deg(u) adalah derajat dari u dan d(u,v) adalah jarak dari u dan v.
Sedangkan indeks Gutman dari G didefinisikan sebagai

Gutman(G) = z (deg(u) . deg(v)) d(u,v).
{u,v}cv(c)
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan rumus indeks Schultz dan indeks
Gutman pada graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p, dengan p prima
untuk p > 2. Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Indeks Schultz pada graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p
dengan p prima untuk p > 2 adalah

Schultz (AG(Zoy)) = 3p% — 7p + 4
2. Indeks Gutman pada graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p
dengan p prima untuk p > 2 adalah
Gutman (AG(Zzp)) = 2p? —5p + 3.

Pembahasan mengenai graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p
dengan p prima untuk p > 2 ini masih terbuka bagi peneliti untuk mengadakan
penelitian yang sejenis dengan menggunakan indeks yang berbeda, misal indeks
Randic, indeks Zagreb, dan lain sebagainya.
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ABSTRACT

Mardhiyah, Elok Izzatul. 2020. On The Schultz and Gutman Indices of
Annihilator Graph of The Ring of Integers Modulo 2p. Thesis.
Mathematics Department Faculty of Science and Technology.
Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisor
(I) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. (1) Dewi Ismiarti, M.Si.

Keywords: Annihilator Graph, The Ring of Integers Modulo 2p, Schultz Index,
Gutman Index.

Let G be a connected graph. The set of vertices and edges of G is denoted
by V(G) and E(G). The Schultz index of G is defined as

Schultz(G) = Z (deg(u) i deg(v)) d(u,v)
{fu,vicv(c)
where deg(u) is the degree and of u and d(u,v) is the distance from u to v.
While Gutman index of G is defined as

Gutman(G) = Z (deg(uw) - deg(v)) d(u, v).
{u,v}cv(c)
This study aims to determine the Schultz and Gutman indices of annihilator
graphs of the ring of integer modulo 2p, for any prime p for p > 2. The results of
this study are as follows:
1. The Schultz index of annihilator graphs of the ring of integer modulo 2p with
p prime forp > 2is

Schultz (AG(Zyy)) = 3p% — 7p + 4

2. The Gutman index of annihilator graphs of the ring of integer modulo 2p
with p prime forp > 2is

Gutman (AG(ZZP)) = 2p? —5p + 3.

The discussion of annihilator graphs of the ring of integer modulo 2p with
p prime for p > 2 still open for researchers to conduct similar studies using
different indices, for example Randic index, Zagreb index, and other indices.

XV
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Alam semesta memuat berbagai bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika ada. Alam semesta serta segala isinya
diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus, serta persamaan
yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007). Allah berfirman dalam Al Qur’an
surat Al Qamar / 54 ayat 49 yang artinya
“Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”(Q.S. Al-
Qamar / 54: 49).

Berdasarkan bahasa yang digunakan pada terjemahan tersebut, kata ukuran
dapat berarti kadar atau acuan dalam menetapkan sesuatu. Ayat tersebut
membahas tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa atau ketentuan Allah
dalam menetapkan segala sesuatu. Misalnya manusia, telah ada kadar yang
ditetapkan Allah baginya. Jodoh, maut, dan segala sesuatu yang pasti akan dialami
oleh semua manusia.

Cabang dari ilmu matematika yang banyak dikembangkan untuk dipelajari
adalah teori graf. Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada
tahun 1736 ketika mencoba membuktikan kemungkinan untuk melewati empat
daerah yang terhubung dengan tujuh jembatan di atas sungai Pregel di Konisberg,
Rusia dalam sekali waktu. Masalah jembatan Konisberg tersebut dapat dinyatakan

dalam graf yang menentukan keempat daerah tersebut sebagai simpul, dan
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tujuh jembatan sebagai sisi yang menghubungkan pasangan simpul yang sesuai
(Eka & Rahadjeng).

Teori graf sangat bermanfaat untuk menyelesaikan suatu permasalahan
dalam kehidupan nyata, yaitu dengan merepresentasikannya dalam bentuk graf.
Beberapa contoh permasalahan dalam kehidupan sehari-hari yang dapat
direpresentasikan dalam bentuk graf adalah masalah penjadwalan, penggambaran
struktur organisasi, dan penggambaran struktur kimia (Permana & Darmaji,
2012).

Secara matematis, graf G didefinisikan sebagai pasangan V(G) dan E(G)
dimana V(G) adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang
disebut simpul, dan E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak
berurutan dari simpul-simpul berbeda di V(G) yang disebut sisi (Abdussakir dkk,
2009). Sisi yang hanya terhubung langsung dengan satu simpul ujung disebut
loop. Dua sisi berbeda yang menghubungkan simpul yang sama disebut sisi
pararel. Dua simpul dikatakan terhubung langsung (adjacent) jika ada sisi yang
menghubungkan keduanya. Simpul yang tidak mempunyai sisi yang terhubung
dengannya disebut simpul terasing. Graf yang tidak mempunyai simpul disebut
graf kosong (Siang, 2002).

Teori graf memiliki keterkaitan dengan indeks topologi dalam bidang
kimia. Indeks topologi adalah nilai numerik yang terkait dengan ikatan dalam
kimia yang menyatakan korelasi struktur kimia dengan berbagai sifat fisik,
reaktivitas kimia, atau aktivitas biologis. Basis numerik untuk indeks topologi
disediakan (tergantung pada bagaimana graf molekul dikonversi menjadi nilai

numerik) oleh matriks jarak topologi.
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Jarak topologi antara dua simpul yang berbeda adalah banyaknya sisi dari
jarak terpendek antara kedua simpul (F. Hassani dkk, 2013). Misalkan G adalah
sebuah graf dimana himpunan simpul dan sisi pada G dilambangkan dengan V (G)
dan E(G). Derajat dari simpul u € V(G) adalah banyaknya simpul yang
terhubung langsung dengan u. Jarak merupakan konsep penting dalam teori graf
dan memiliki aplikasi untuk ilmu komputer, kimia, dan berbagai bidang lainnya.

Indeks topologi molekuler (Indeks Schultz) diperkenalkan oleh Harry

Schultz pada tahun 1989. Indeks Schultz didefinisikan sebagai berikut:

Schultz(G) = Z (deg(u) + deg(v)) d(u,v).
{fu,vicv(c)

Klavzar dan Gutman (1997) mendefinisikan indeks Schultz yang telah diubah

menjadi bentuk kedua sebagai berikut:

Gutman(G) = Z (deg(u) . deg(v)) d(u,v).
{u,v}icv(c)

Kajian struktur aljabar dalam bentuk graf menjadi salah satu alternatif
yang ditawarkan untuk mempermudah pemahaman struktur aljabar yang
sebelumnya dipandang sebagai kajian teoritis. Berdasarkan perkembangannya,
graf sebagai sebuah diagram yang terdiri dari himpunan simpul dan sisi serta
semigrup yang merupakan himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan suatu
operasi biner dan memenuhi sifat tertutup dan asosiatif, dapat dikaji sebagai suatu
kesatuan.

Berawal dari konsep ring komutatif yang diaplikasikan dalam graf, Beck
dalam jurnalnya “Coloring of commutative ring” pada tahun 1988
memperkenalkan ranah ring komutatif dalam bentuk graf pembagi nol. Graf

pembagi nol T'(R) sebagai graf sederhana yang himpunan simpulnya berasal dari



elemen dalam ring komutatif R dan untuk setiap simpul yang berbeda misalnya x
dan y terhubung langsung oleh suatu sisi atau bertetangga jika dan hanya jika
x -y = 0 (Patty, 2016).

Badawi (2014) mendefinisikan terkait graf pembagi nol dari suatu ring
komutatif, salah satunya adalah graf annihilator dari ring R yang dinotasikan
dengan AG(R). Himpunan simpul pada graf ini adalah Z(R) dan dua simpul
berbeda x dan y bertetangga (terhubung langsung) jika dan hanya jika

ann(x) U ann(y) # ann(xy).
Wicaksono (2013) dalam tulisannya menjelaskan tentang sifat-sifat graf pembagi
nol dari ring komutatif dengan elemen kesatuan. Hasil dari penelitiannya hanya
berupa konstruksi graf dari himpunan pembagi nol pada ring komutatif dengan
elemen kesatuan.

Berkaitan dengan penelitian yang dilakukan sebelumnya, penulis akan
melakukan penelitian yang berjudul “Indeks Schultz dan indeks Gutman pada graf
annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, masalah dalam penelitian ini adalah:

1. Bagaimana rumus indeks Schultz pada graf annihilator dari ring bilangan
bulat modulo 2p?
2. Bagaimana rumus indeks Gutman pada graf annihilator dari ring bilangan

bulat modulo 2p?



1.3 Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah:
1. Untuk mengetahui rumus indeks Schultz pada graf annihilator dari ring
bilangan bulat modulo 2p.
2. Untuk mengetahui rumus indeks Gutman pada graf annihilator dari ring
bilangan bulat modulo 2p.
14 Manfaat
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan informasi mengenai graf
annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p. Setelah itu, dapat dicari rumus
indeks Schultz dan indeks Gutman pada graf annihilator dari ring bilangan bulat
modulo 2p.
1.5 Batasan Masalah
Adapun batasan masalah dalam penelitian ini adalah penulis hanya
menggunakan p > 2 dimana p bilangan prima.
1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan
mengumpulkan teori serta informasi yang berhubungan dengan penelitian yang
berupa buku dan artikel ilmiah.
Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah:
1. Menentukan semua elemen dari ring Z,, Zg, Z1 9, Z14, Z,, menggunakan tabel
perkalian.
2. Menentukan  annihilator  dari  setiap  elemen  himpunan  ring

Z4' Ze; Z10' Z141-! ZZZ'



3. Menentukan simpul yang terhubung langsung pada graf annihilator dari ring
Z4! Z6J Z10! Z14' Z22'
4. Menggambar graf annihilator dari ring Z,, Zg, Z1, Z14, Z>.
5. Menentukan derajat setiap simpul pada graf annihilator dari ring
Z4) Z6' Z10) Z14' Z22'
6. Menentukan jarak antara dua simpul yang berbeda pada graf annihilator dari
rng Zs, Ze) L10, Z14, L.
7. Membuat lemma terkait graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p,
dimana p prima, meliputi:
a. Himpunan simpul dari graf annihilator.
b. Keterhubungan simpul pada graf annihilator.
c. Derajat simpul pada graf annihilator.
8. Membuat rumus indeks Schultz dan indeks Gutman pada graf annihilator dari
ring bilangan bulat modulo 2p, dimana p prima.
9. Membuktikan rumus indeks Schultz dan indeks Gutman pada graf annihilator
dari ring bilangan bulat modulo 2p, dimana p prima.
1.7 Sistematika Penulisan
Agar penulisan penelitian ini mudah dipahami secara keseluruhan, maka
digunakan sistematika penulisan yang dibagi menjadi empat bab yaitu:
BAB |  Pendahuluan
Pada bab ini penulis menjelaskan tentang latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode

penelitian, dan sistematika penulisan.



BAB Il

BAB Il

BAB IV

Kajian Pustaka

Pada bab ini penulis menjelaskan tentang kajian teori yang digunakan
dalam penelitian, yaitu meliputi kajian teori graf dalam Al-qur’an,
konsep dasar terkait grup, ring, ring komutatif, ring komutatif dengan
elemen kesatuan, ring dengan pembagi nol, definisi graf, graf
annihilator, indeks Schultz, dan indeks Gutman.

Pembahasan

Pada bab ini penulis menjelaskan hasil penelitian tentang indeks
Schultz dan Gutman pada graf annihilator dari ring bilangan bulat
modulo 2p.

Penutup

Pada bab ini penulis menjelaskan tentang kesimpulan dari penelitian

yang telah dilakukan dan saran untuk pembaca.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

21 Grup
Grup merupakan struktur dasar dalam mempelajari aljabar abstrak yang
terdiri dari himpunan tak kosong dengan satu operasi biner.
Definisi 2.1.1
Misalkan (G, *) adalah grup maka harus memenuhi empat aksioma yaitu tertutup,
memenuhi hukum asosiatif, memiliki elemen identitas, dan setiap elemnnya
mempunyai invers (Raisinghania, 1980)
Contoh 2.1.1
Misalkan (Z,*) adalah grup, maka harus memenuhi aksioma berikut:
a. Tertutup, untuk setiap a,b € Z berlaku a * b € Z.
b. Asosiatif, untuk setiap a, b, c € Z berlaku a = (b * ¢) = (a * b) * c.
c. ldentitas, terdapat suatu elemen e € Z sedemikian sehingga untuk semua
a € Z berlaku a x e = a = e * a. Elemen e dinamakan unsur identitas di Z.
d. Invers, untuk setiap a € Z terdapat elemena™! € Z yang memenuhi a =
al=e= alx* a. Elemen a~! dinamakan invers dari unsur a
Definisi 2.1.2
Suatu grup G dengan operasi * dinamakan grup abelian atau komutatif bila untuk
setiap a, b € G berlaku a * b = b * a (Subiono, 2016).
Contoh 2.1.2
Grup (Z,x) dengan operasi * yang didefinisikan a * b = a + b — 3, untuk setiap
a, b € Z adalah grup abelian atau komutatif karena operasi * bersifat komutatif di

Z



axb=a+b—-3
=b+a-3
=bx*a.

2.2 Ring

Pada pembahasan sebelumnya, kita telah mengetahui tentang grup yaitu
suatu struktur aljabar yang terdiri atas himpunan tak kosong dengan satu operasi
biner. Pada pembahasan kali ini akan dikenalkan suatu struktur aljabar dari
pengembangan grup yaitu himpunan tak kosong dengan dua operasi biner atau
yang dikenal dengan nama ring.
Definisi 2.2.1
Ring (R, +,») adalah himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua operasi
biner serta memenuhi aksioma berikut:
1. (R, +) merupakan grup abelian
2. (R,*) memenuhi sifat asosiatif
3. Untuk setiap a, b, c € R berlaku

ae(b+c)=_(aeb)+ (aec) (distributif Kiri).
(b+c)ea=(bea)+ (cea) (distributif kanan) (Fraleigh, 1989).

2.2.1 Ring Komutatif dengan Elemen Kesatuan
Definisi 2.2.1.1
Suatu ring yang bersifat komutatif terhadap operasi perkalian disebut ring
komutatif. Suatu ring R dengan suatu identitas perkalian 1 sedemikian sehingga
1-x=x-1=x untuk semua x € R, disebut ring dengan elemen kesatuan

(Fraleigh, 1993).
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Teorema 2.2.1.1
Jika R adalah suatu ring dengan elemen kesatuan, maka elemen kesatuan 1
merupakan satu-satunya identitas perkalian (Fraleigh, 1993).
Bukti:
Diberikan 1 dan 1’ keduanya merupakan identitas perkalian didalam gelanggang
R. Dengan mengambil 1 sebagai identitas diperoleh:

1H@aj=1.
Demikian pula dengan mengambil 1’ sebagai identitas diperoleh:

(D) =1
Sehingga diperoleh 1 = 1".
2.2.2 Pembagi Nol
Definisi 2.2.2.1
Suatu elemen x dari ring R disebut pembagi nol jika terdapat y € R,y # 0
sedemikian sehingga

xy = 0 atau yx = 0.

Elemen 0 merupakan pembagi nol dari suatu ring. Misalnya pada ring bilangan
bulat, tidak ada pembagi nol kecuali 0 itu sendiri. Himpunan pembagi nol dari
ring komutatif R dinotasikan dengan Z(R) (Joshi, 1989).
2.3 Relasi Ekivalen
Terdapat berbagai simbol yang digunakan untuk mendefinisikan relasi ekivalen,
diantaranya =, =, =, =<, =, ~ dan sebagainya. Simbol yang akan digunakan terkait

relasi ekivalen secara umum kali ini adalah =.
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Definisi 2.3.1
Relasi ekivalen = pada himpunan S adalah relasi yang memenuhi

Reflektif, untuk setiap x € S, berlaku x = x

Simetris, untuk setiap x, y € S, berlaku x = y mengakibatkan y = x

Transitif, untuk setiap x,y,z € S, berlaku x = y dan y = z mengakibatkan

x = z (Joyce, 2017).
Definisi 2.3.2
(Kelas ekivalen). Diberikan relasi ekivalen pada suatu himpunan S, kelas ekivalen
yang memuat elemen x € S dilambangkan dengan [x], adalah himpunan semua
elemen yang berelasi dengan x,

[x] = {y € S|y = x}.

2.4 Kongruensi
Definisi 2.4.1
Misalkan a,b bilangan bulat dan m suatu bilangan positif, maka a kongruen
dengan b modulo m, ditulis a = b(mod m) bila m membagi (a — b). Jika m
tidak membagi (a — b) maka dikatakan a tidak kongruen dengan b modulo m,
atau a # b(mod m) (Muhsetyo, 1997). Misalkan 0 <r<m maka a =
r(mod m) dapat dituliskan r = a mod m.
Contoh 2.4.1
18 = 2(mod 4) karena 4 membagi habis 18 — 2.
19 # 5(mod 6) karena 6 tidak membagi habis 19 — 5.
Teorema 2.4.1
Kongruensi linier ax = b(mod m) dimana a,b,m € Z,a # 0 dan m > 1 dapat

diselesaikan hanya jika d = (a,m) membagi b, dan pada kasus ini memiliki d
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selesaian. Jika a dan m relatif prima atau d = 1 maka kongruensi memiliki satu
selesaian (Irawan dkk, 2014).
Teorema 2.4.2
Relasi kongruensi modulo m > 1 adalah relasi ekivalen di Z.
Bukti:
Misalkan m > 1, dan x, y, z di Z.
1. Reflektif: x — x = (m)(0) maka x = x(mod n).
2. Simetris: x = y(mod n) = x —x = mq untuk q € Z
>x—x=m(—qg)dan—q € Z
= y = x(mod n).
3. Transitif: x = y(mod n) dan y = z(mod n)
>x—y=mqdany —z=mkdanq,k € Z
>5X—zZ=x—y+y—2z
=m(q + k)
= x = z(mod n).
Jadi, relasi kongruensi adalah relasi ekivalen (Joyce, 2017).
Misalkan m € Z,m > 1 berdasarkan Definisi 2.4.1 untuk a € Z diperoleh kelas
ekivalen
[a] = {x € Z|x = a mod n}
={x €Zlx—a=mkk €L}
={x€Zlx=a+mkk€eZ}
= {a + mk|k € Z}.
Dua kelas ekivalen [a] dan [b] sama jika dan hanya jika a = b mod m. Terdapat

m Kelas ekivalen berbeda pada Z
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[0] ={..,—2m,—m,0,m,2m, ... }.

1]={.,1-2m1-m,1,14+m,1+4+2m,..}.

[m-1]={..,- m-1,-1,m—-12m—-1,2m,... }.
Kelas ekivalen tersebut disebut dengan kelas kongruensi. Selanjutnya [a] akan
disimbolkan dengan @ himpunan semua kelas kongruensi modulo m pada Z
dilambangkan dengan Z,,, sebagai berikut

Z, =10,1,2,..,m—1}.
2.5 Ring Bilangan Bulat Modulo m
Misalkan m adalah bilangan bulat positif dimana m > 1. Himpunan bilangan
bulat modulo m dinotasikan dengan Z,, adalah himpunan kelas-kelas ekivalen
dari kongruensi modulo m atau Z,, = {0, 1, 2, ..., m — 1} (Menezes, 1996).

Selanjutnya didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian pada Z,, sebagai

berikut

(Paulin, 2018).
Akan ditunjukkan bahwa Z,, adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan
1. (Z,,, +) adalah grup abelian, yaitu:
(i)  Tertutup terhadap operasi penjumlahan.
Untuk setiap @, b € Z,, berlaku (a + b) € Zp,.
(ii) Asosiatis terhadap operasi penjumlahan.
Untuk setiap @, b, ¢ € Z, (@+b)+c=a+ (b + ).

Ambil sebarang a, b, ¢ € Z,,, berlaku



(iii)

(iv)

)
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(@+b)+c=a+b+¢
=(@+b)+c

=a+(b+c)

=a+(b+c)
Terdapat elemen identitas (e) terhadap operasi "+" yaitu 0 (nol)
sehingga untuk setiap a € Z,,, berlaku
a+0=0+a=a.
Terdapat elemen invers x € Z,, untuk setiap a € Z,, sehingga berlaku
a+x=x+a=0
Komutatif terhadap operasi penjumlahan.
Untuk setiap @, b € Z,, berlaku @ + b = b + a.

Ambil sebarang @, b € Z,, berlaku

d+b=a+b

Il
Sy

+a

S
QI

+

Tertutup terhadap operasi perkalian

Untuk setiap @, b € Z,, berlaku (a@ x b) € Z,.

Asosiatif terhadap operasi perkalian

Untuk setiap @, b, ¢ € Zy, berlaku (a x b) x ¢ = a x (b x ¢).

Ambil sebarang a, b, ¢ € Z,,, berlaku

=ax(bxc)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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=ax (bxé).
4.  Distributif terhadap operasi perkalian.
Untuk setiap @, b, ¢ € Z, berlaku (a + b) x ¢ = (@x c¢) + (b x ¢).
Ambil sebarang a, b, ¢ € Z,, berlaku

(@+b)xc=(a+b)xc

=axXc+bxXc

=(@xc)+(bxc).

I
Ql
I
Ql
X
=

5.  Terdapat 1 € Z,, sehingga untuk setiap a € Z,, berlaku 1 x a

Ambil sebarang a € Z,,, berlaku

IXad=1Xa=adanaxl=1Xxa=a.

Jadi, terbukti bahwa (Z,,, +,%) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan.
Operasi pada ring Z,,, dapat ditulis ulang sebagai berikut

a+b=a+bmodm

ab = ab mod m.

2.6 Graf
Definisi 2.6.1
Graf G yang dinotasikan dengan G = (V,E) berisikan dua himpunan, yaitu
himpunan hingga tak kosong V(G) yang elemen-elemennya disebut simpul dan
himpunan (mungkin kosong) E(G) yang elemen-elemennya disebut sisi
sedemikian hingga setiap elemene dalam E(G) adalah suatu pasangan tak
berurutan dari simpul- simpul di V(G). Himpunan V (G) disebut himpunan simpul

dari graf G dan E(G) disebut himpunan sisi dari graf G (Budayasa, 2007).
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Graf sederhana ditentukan oleh himpunan simpul dan himpunan sisi, yaitu
pasangan terurut dari simpul, ditulis e = (a, b) untuk sisi e dan simpul ujung a
dan b. Jika a dan b adalah sebuah simpul ujung dari suatu sisi, maka ab
bertetangga. Suatu graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap pasangan dua
simpul yang berbeda a, b terdapat sisi yang menghubungkan simpul a ke simpul
b. (Soleha dkk, 2015).

2.6.1 Adjacent dan Incident

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan simpul u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan
e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), serta simpul u dan v disebut
ujung dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent),
jika terkait langsung pada satu simpul yang sama. Untuk selanjutnya, sisi
e = (u,v) akan ditulis e = uv (Abdusakir, 2009).

Perhatikan graf G berikut

a e, c
€ '
G: -
3
@
b 54— ¢ e

Gambar 2.1 Contoh Gaf

Berdasarkan Gambar 2.1, maka simpul a dan b terhubung langsung,
demikian juga dengan a dan c, a dan d, serta d dan e. Simpul a dan e tidak
terhubung langsung, demikian juga dengan simpul b dan e serta ¢ dan e. Sisi e,
terkait langsung dengan simpul a dan b. Sisi e, terkait langsung dengan simpul a

dan c. Sisi e, tidak terkait langsung dengan simpul ¢ dan d. Perlu diperhatikan
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bahwa satu sisi hanya dapat terkait langsung dengan dua simpul berbeda. Hal ini
terjadi karena satu sisi hanya menghubungkan dua simpul berbeda. Sisi e; dan e,
terhubung langsung karena terkait langsung pada satu simpul yang sama, yaitu a.
Sisi e; dan e, tidak terhubung langsung karena tidak terkait langsung pada simpul
yang sama (Abdusakir, 2009).

2.6.2 Derajat

Jika v adalah simpul pada graf G, maka himpunan semua simpul di G
yang terhubung langsung dengan v disebut lingkungan dari v dan ditulis Ng (v).
Derajat dari simpul v di graf G, ditulis deg. (v), adalah banyaknya sisi di G yang
terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf
G, maka tulisan deg (v) disingkat menjadi deg(v) dan Ng;(v) disingkat menjadi
N (v). Jika dikaitkan dengan konsep lingkungan, derajat simpul v di graf G adalah
banyaknya anggota dalam N (v). Jadi

deg(v) = [IN(W)|.

Simpul yang berderajat 0 disebut simpul terasing atau simpul terisolasi.
Simpul yang berderajat 1 disebut simpul ujung atau simpul akhir. Simpul yang
berderajat genap disebut simpul genap dan simpul yang berderajat ganjil disebut
simpul ganjil. Derajat maksimum simpul di G dilambangkan dengan D(G) dan
derajat minimum simpul di G dilambangkan dengan d(G) (Abdusakir, 2009).
Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan simpul V(G) = {a, b, c,d}

dan himpunan sisi E(G) = {e;, e,, e3, €4, €5}
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Gambar 2.2 Graf Berderajat

Berdasarkan Gambar 2.2, diperoleh bahwa N(a) = {b,c,d}, N(b) ={a,c},
N(c) ={a,b,d}, dan N(d) ={a,c}. Selanjutnya didapatkan deg(a) =3,
deg(b) = 2,deg(c) = 3, dan deg(d) = 2. Maka, derajat maksimum di G adalah
D(G) = 3 dan derajat minimum di G adalah d(G) = 2. Simpul b dan d adalah
simpul genap, simpul ¢ dan d adalah simpul ganjil. Karena tidak ada yang
berderajat 0 atau 1, maka G tidak mempunyai simpul terisolasi dan simpul ujung.
Hubungan antara jumlah derajat pada semua simpul dalam suatu graf G dengan

banyak sisi, yaitu g adalah

z deg(v) = 2q.
V=G

2.6.3 Jarak

Misalkan G adalah graf terhubung dengan uw dan v adalah simpul di G.
Jarak dari u ke v di G dinotasikan dengan d(u,v), adalah sisi yang
menghubungkan simpul u — v di G. Untuk setiap simpul u, v dan w di G, maka
berlaku
a. d(u,v) = 0dand(u,v) = 0 jika dan hanya jika u = v.
b. d(u,v) =d(v,u).

c. d(u,v) <d(u,w) + d(w,v) (Abdussakir, 2009).
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Diameter dari suatu graf G dinotasikan dengan diam(G) adalah jarak terpanjang
dari lintasan terpendek yang menghubungkan setiap simpul pada graf tersebut.
2.7 Graf Annihilator

Graf annihilator dari suatu ring komutatif dengan elemen kesatuan R
dinotasikan dengan AG(R). Misalkan a € Z(R) dan ann(a) = {r € R|ra = 0}.
Graf annihilator dari R adalah graf dengan himpunan simpul Z(R)*, dimana
Z(R)* = Z(R)\{0} dan dua simpul yang berbeda x dan y akan terhubung
langsung jika dan hanya jika

ann(x) U ann(y) # ann(xy).

Graf ini pertama kali diteliti dan diperkenalkan oleh Badawi (2014). Banyak sifat
menarik dari graf annihilator untuk dipelajari. Badawi (2014) juga mempelajari
beberapa hubungan antara dua graf yaitu AG(R) dan I'(R).
2.8 Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat Modulo 2p

Pada subbab ini akan dijelaskan bagaimana cara menentukan graf
annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p berdasarkan bilangan prima p yang
telah ditentukan.
2.8.1 Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat Modulo 4

Elemen dari Z, adalah 0,1,2 dan 3. Apabila elemen-elemen tersebut
dioperasikan dengan perkalian maka diperoleh tabel perkalian dari Z, sebagai
berikut.

Tabel 2.1 Tabel Perkalian dari Z,

[SSIRR S R R e R |
[Nl en! BN SOTR aw] | 38|
= el Wl I W

W 2l | | S
ol 2l 2l Sl <l
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Berdasarkan Tabel 2.1 didapatkan Z(Z,)* = {2 }. Graf annihilator dari Z, atau
AG(Z,) simpul-simpulnya adalah elemen-elemen di Z(Z,)*. Karena pada Z(Z,)*
hanya terdapat satu elemen saja, maka tidak dapat membentuk suatu
keterhubungan pada graf annihilator. Untuk membentuk suatu keterhubungan
pada suatu graf, dibutuhkan minimal dua elemen pada Z(Z,)*. Oleh karena itu,
graf annihilator dari Z, atau AG(Z,) hanya akan berupa simpul terasing atau
simpul terisolasi karena berdiri sendiri dan memiliki derajat 0.

2.8.2 Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat Modulo 6

Elemen dari Z, adalah 0,1,2,3,4 dan 5. Apabila elemen-elemen
tersebut dioperasikan dengan perkalian maka diperoleh tabel perkalian dari Zg

sebagai berikut.

Tabel 2.2 Tabel Perkalian dari Z¢

_AWONY AlEE E
0 D,/ 4N cpRin b
T MW 1 2|34 5
210 2/4|0 2|4
3 s 3 Bim 3 e 3
410  4|/2]|0 4|2
50 |5|4|3 /2|1

Berdasarkan Tabel 2.2 didapatkan Z(Zg)* = {2, 3, 4}. Selanjutnya akan dibentuk
graf annihilator dari Z, atau AG(Zg) yang simpul-simpulnya adalah elemen-
elemen di Z(Zg)*. Untuk menentukan keterhubungan simpul-simpul pada
AG(Zg) dibutuhkan annihilator dari masing-masing elemen di Z(Zg)" sebagai
berikut:
ann(2) = {0, 3}, ann(2) = {0, 2, 4}, dan ann(4) = {0, 3}.

Dua simpul u dan v di AG(Zg) terhubung langsung jika dan hanya jika
ann(u) U ann(v) # ann(u - v). Diperoleh keterhubungan sebagai berikut:
1. ann(2) U ann(3) ={0,3} U {0,2,4} ={0,2,3,4} # Z¢ = ann(0)

= ann(2 - 3). Sehingga 2 dan 3 terhubung langsung.
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2. ann(2) Uann(4d) ={0,3} U {0,3} ={0,3} = ann(2) = ann(2 - 4).
Sehingga 2 dan 4 tidak terhubung langsung.

3. ann(3) vann(4) ={0,2,4} U {0,3} = {0, 2, 3,4} # Z; = ann(0)
= ann(3 - 4). Sehingga 3 dan 4 terhubung langsung.

Berdasarkan uraian di atas, graf AG(Z,) dapat digambarkan sebagai berikut:

2 4

3
Gambar 2.3 Graf Annihilator Zg

Derajat dari setiap simpul di AG(Z,) adalah

deg(2) = 1,deg(3) = 2dan deg(4) = 1.
Sedangkan jarak dari setiap dua simpul di AG (Z¢) adalah

d(2,3) =1,d(2,4) =2dand(3,4) = 1.
2.8.3 Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat Modulo 10

Elemen dari Z,, adalah 0,1,2,3,4, 5,6,7,8 dan 9. Apabila elemen
tersebut di operasikan dengan perkalian maka diperoleh tabel perkalian dari Z,

sebagai berikut.

Tabel 2.3 Tabel Perkalian dari Z,,

-|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9
0/ 0|0|0O|/0 0/0|0|0|D|D
T 1|23 |4 5|6|7|8|5
2/0|2|4|/6/8/0|2|4|6|8
3/0(/3|6/9|2|5|8|1|4|7
4/0|2|8|2|6|0|%2|8|2]|6
5/0|5|0/5|0/5|0 5|05
6/ 0|6|2/8 4/ 0|6|2|8|4
7/0[7|4/1/8|5|2|8|6|3
8/0|8|6/4 2/0|8|6|4]|2
5/0|8|8/7|6|5]%4 3|21

Berdasarkan Tabel 2.3 didapatkan Z(Z,¢)* = {2,4, 5,6,8}. Selanjutnya akan
dibentuk graf annihilator dari Z,, atau AG(Z,,) yang simpul-simpulnya adalah

elemen-elemen di Z(Z,,)*. Untuk menentukan keterhubungan simpul-simpul
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pada AG(Z,,) dibutuhkan annihilator dari masing-masing elemen di Z(Z,,)"

sebagai berikut:

ann(2) = {0,5}, ann(6) = {0,5}, dan
ann(4) = {0,5}, ann(8) = {0,5}.
ann(5) = {0,2,4,6,8},

Dua simpul u dan v di AG(Z,,) terhubung langsung jika dan hanya jika

ann(u) U ann(v) # ann(u - v). Diperoleh keterhubungan sebagai berikut:

1.

10.

ann(2) U ann(4) = {0,5} u{0,5} = {0,5} = ann(8) = ann(2 - 4).
Sehingga 2 dan 4 tidak terhubung langsung.

ann(2) U ann(5) = {0,5} U {0,2,4,6,8} = {0,2,4,5,6,8} + Z;, = ann(0)

= ann(2 - 5). Sehingga 2 dan 5 terhubung langsung.

ann(2) U ann(6) = {0,5} U {0,5} = {0,5} = ann(2) = ann(2 - 6).
Sehingga 2 dan 6 tidak terhubung langsung.

ann(2) U ann(8) = {0,5} u{0,5} = {0,5} = ann(6) = ann(2 - 8).
Sehingga 2 dan 8 tidak terhubung langsung.

ann(4) v ann(5) ={0,5}u{0,2,4,6,8} ={0,2,4,5,6,8} # Z;, =
ann(0) = ann(4 -5). Sehingga 4 dan 5 terhubung langsung.
ann(4) U ann(6) = {0,5} U {0,5} = {0,5} = ann(4) = ann(4 - 6).
Sehingga 4 dan 6 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(8) = {0,5} U {0,5} = {0,5} = ann(2) = ann(4 - 8).
Sehingga 4 dan 8 tidak terhubung langsung.

ann(0) = ann(4 - 8). Sehingga 5 dan 8 terhubung langsung.
ann(6) U ann(8) = {0,5} u {0,5} = {0,5} = ann(2) = ann(6- 8).
Sehingga 6 dan (8) tidak terhubung langsung.

Berdasarkan uraian di atas, graf AG(Z,,) dapat digambarkan sebagai berikut:
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5
Gambar 2.4 Graf Annihilator Z,,

Derajat dari setiap simpul di AG(Z,,) adalah
deg(2) = 1,deg(4) = 1, deg(5) = 4,deg(6) = 1 dan deg(8) = 1.
Sedangkan jarak dari setiap dua simpul di AG (Z,,) adalah
d(2,4) =2,d(2,5)=1,d(2,6) =2,d(2,8) =2,d(4,5) =1,d(4,6) = 2,
d(4,8) =2, d(5,6) =1,d(5,8) = 1dan d(6,8) = 2.

2.8.4 Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat Modulo 14

Apabila elemen-elemen tersebut di oprasikan dengan perkalian maka diperoleh

tabel perkalian dari Z,, sebagai berikut:

Tabel 2. 4 Tabel Perkalian dari Z,

-|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12|13
0|0/0D|0D|0O |0 |0D|0|O|O|OD|D|D|D]|OD
1(0|1]|2|3|/42|5|6|7|8|9|10/11|12|13
2|0/ 2|4|6 |8 |10|12|0|2 | 4|6 |8 10|12
3(0/3|6|9|12|/1|4|7|70|13]2|5|8]|11
4|0/ 4|8 |12/ 2|6|10|0| 4 |8|12|2 |6 |10
5(0|/5|10| 1|6 |11| 2 |7|12| 3|8 |13| 4|9
6|0/ 6|12| 4 |10|2|8|0|6|12|4|10|2|8
7]l0]7]|0|7]0]|7]|0|7]|0|7]|0]|7]|0]|7
8|0/ 8|2|10/ 4|12|6|0| 8| 2|10 4|12 6
9/0/9| 4|13/ 8|3 |12|7|2|11|6 | 1|10[5
10/0|10| 6 | 2 |12/ 8| 2|0|10 6| 2 |12| 8| 4
11|0|11| 8| 5|2 |13|10|7|4 | 1|12| 9| 6|3
12|0|12|10| 8 | 6| 4| 2|0|12/10| 8 | 6| 4|2
13|0|13|12|11|10| 9 |8|7|6|5|4|3|2]|1

Berdasarkan Tabel 2.4 didapatkan Z(Z.,)* = {2,4, 6,7,8,10,12}. Selanjutnya

akan dibentuk graf annihilator dari Z,, atau AG(Z,) yang simpul-simpulnya



24

adalah elemen-elemen di Z(Z.,)*. Untuk menentukan keterhubungan simpul-
simpul pada AG(Z,,) dibutuhkan annihilator dari masing-masing elemen di
Z(Z14)" sebagai berikut:

ann(2) = {0, 7}, ann(8) = {0, 7},
ann(4) = {0, 7}, ann(10) = {0,7}, dan
ann(6) = {0,7}, ann(12) = {0,7}.

Dua simpul u dan v di AG(Z,,) terhubung langsung jika dan hanya jika

ann(u) U ann(v) # ann(u - v). Diperoleh keterhubungan sebagai berikut:

1. ann(2) U ann(4) = {0,7} U {0,7} = {0,7} = ann(8) = ann(2 - 4).
Sehingga 2 dan 4 tidak terhubung langsung.

2. ann(2) U ann(6) = {0,7} U {0,7} = {0,7} = ann(12) = ann(2 - 6).
Sehingga 2 dan 6 tidak terhubung langsung.
# 7,4 = ann(0) = ann(2 - 7) =. Sehingga 2 dan 7 terhubung langsung.

4. ann(2) U ann(8) = {0,7} U {0,7} = {0,7} = ann(2) = ann(2 - 8).
Sehingga 2 dan 8 tidak terhubung langsung.

5. ann(2) U ann(10) = {0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(6) = ann(2 - 10).
Sehingga 2 dan 10 tidak terhubung langsung.

6. ann(2) U ann(12) ={0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(10) = ann(2 - 12).
Sehingga 2 dan 12 tidak terhubung langsung.

7. ann(4) U ann(6) = {0,7} U {0,7} = {0,7} = ann(10) = ann(4 - 6).
Sehingga 4 dan 6 tidak terhubung langsung.
# Z1, = ann(0) = ann(4- 7). Sehingga 4 dan 7 terhubung langsung.

9. ann(4) U ann(8) ={0,7}uU{0,7} = {0,7} = ann(4) = ann(4 - 8).
Sehingga 4 dan 8 tidak terhubung langsung.

10. ann(4) U ann(10) = {0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(12) = ann(4 - 10).
Sehingga 4 dan 10 tidak terhubung langsung.

11. ann(4) U ann(12) = {0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(6) = ann(4 - 12).
Sehingga 4 dan 12 tidak terhubung langsung.
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# 714 = ann(0) = ann(6 - 7). Sehingga 6 dan 7 terhubung langsung.
ann(6) U ann(8) = {0,7} U {0,7} = {0,7} = ann(6) = ann(6 - 8).
Sehingga 6 dan 8 tidak terhubung langsung.

ann(6) U ann(10) = {0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(4) = ann(6 - 10).
Sehingga 6 dan 10 tidak terhubung langsung.

ann(6) U ann(12) = {0,7} u{0,7} = {0, 7} = ann(2) = ann(6 - 12).
Sehingga 6 dan 12 tidak terhubung langsung.

# 714 = ann(0) = ann(7 - 12) =. Sehingga 7 dan 12 terhubung langsung.
ann(8) U ann(10) = {0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(10) = ann(8 - 10).
Sehingga 8 dan 10 tidak terhubung langsung.

ann(8) U ann(12) = {0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(12) = ann(8- 12).
Sehingga 8 dan 12 tidak terhubung langsung.

ann(10) U ann(12) = {0,7} U {0,7} = {0, 7} = ann(6) = ann(10 - 12).
Sehingga 10 dan 12 tidak terhubung langsung.

Berdasarkan uraian di atas, graf AG(Z,,) dapat digambarkan sebagai berikut:

7
Gambar 2.5 Graf Annihilator Z,
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Derajat dari setiap simpul di AG(Z,,) adalah
deg(2) =1,deg(4) =1, deg(6) = 1,deg(7) = 6,deg(8) = 1,deg(10) = 1
dan deg(12) = 1.
Sedangkan jarak dari setiap dua simpul di AG(Z,,) adalah
d(2,4) =2,d(2,6)=2,d(2,7) =1,d(2,8) =2,d(2,10) = 2,d(2,12) = 2,
d(4,6) =2,d(4,7) =1,d(4,8) =2,d(4,10) =2,d(4,12) = 2,d(6,7) =1,
d(6,8) =2,d(6,10) = 2,d(6,12) = 2,d(7,8) = 1,d(7,10) = 2,d(7,12) = 2,
d(8,10) = 2,d(8,12) = 2 dan d(10,12) = 2.
2.8.5 Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat Modulo 22

Elemen dari Z,, adalah 0,1,2,3,4, 5,6,7,8,9, 10,11,12,13,14,15, 16,
17,18,19,20 dan 21 Apabila elemen-elemen tersebut di oprasikan dengan

perkalian maka diperoleh tabel perkalian dari Z,, sebagai berikut:

Tabel 2. 5 Tabel Cayley dari Z,,

-|0|1|2|3|3|5|8|7|8|9|70|11|12|13|174|15|T6|T7|T8|T9(20|21
o|o|j0b|0|0O|0O|OD|O|O|D|0O|O|O|O|O|ODO|Of(O|O|0O|O0|0]|OD
i|0(1|2|3|%|5 |6 |7 |8|9|T0|11|1T2|13|14|15|16|17 |18|19|20|21
2|02 |4 |6 |8 |10|12|14|16|18|20| 0| 2 | 4 |6 | B (10|12 |14|16|18|20
3|0|3|6 |95 |12|15|18|21|2 |5 |8 |11|T4|17|20| 1|4 | 7 |1T0|13|16|19
4|0|4|8|12|16|20| 2| 6 |10|14|1B| 0 | 4 | 8 |12|16(20| 2 | 6 |10 | 14|18
5|0|5|70|15|20| 3 |8 |13|18| 1 |6 |11|16(21| 2| 9 |14|T9| 2 | 7 [12|T17
6 |0|6|12|18| 2 | B |14|20| 4 |10|16| O | 6 |12|1B| 2 (8 |14 |20| 4 |10 |16
70| 7 |14|21 |6 |13 |20| 5 |12|19| 4 |11|18| 3 |10|17| 2| 9 |16e| I | 8 |15
8|0|8|16| 2 |10|18| 4 |12|20| 6 |14| 0| 8 |16| 2 |10|(18| 4 |12|20| 6 |14
9|/0|9|T8| 5 |14| 1 |T0|719| 6 (15| 2 |11|20| 7 |T6| 3 |1T2|21 |8 |17| % |13
10| 0 |10|20| 8 |18| 6 |16| 4 |14| 2 (12| 0 |10|20| B |18| 6 |16 | 4 | 14| 2 |12
11| 0|(T11| 0 |11 |0 |TT|0O |11 |0 |11|( 0 |T11| 0 |IT| 0 |T1| 0 |IT| O |IT| O |11
12| 0|T2| 2 |14| % |16 | 6 |18 | B |20|T0| 0 |T2| 2 |T4| 4 (16| & |I8| B |20|T0
13|0|13| 4% |17| 8 |21 |12| 3 |16| 7 |20| 11| 2 |15| 6 |19|T10| 1T |14| 5 |18| 9
14| 0|T4| 6 |20|T12| 42 |18|T0| 2 |T6| B | 0 |T4| & |20|T12| % |18 |10| 2 |16| 8
i5|0|15| 8| 1 |16| 9 |2 |17|10| 3 |168|11| 4 |19|12| 5 |20|13 |6 |21|14| 7
16| 0 |16|10| 4 |20| 14| 8| 2 |18|12| 6 | 0 |16|10| % |20(12| 8 | 2 |1I8|12| &
17| 0|17|12| 7 |2 |19 |14| 9 | 2 |21|16|11| 6 | 1 |18|13|( 8 | 3 |20|15|10| 5
18| 0|18|14|10| 6 | 2 |20|16|T12| 8 |4 | 0 |18|14|10| 6 [ 2 |20 |16|12| 8 | %
19|0|19|16|13|10| 7 | 4| 1 |20|17|14|11| 8 |5 | 2 |21|18|15|12| 9 |6 | 3
20| 0|20|18|16|14|12|10| 8 |6 | 4 |2 | 0 |20|18|16|14|(12|T0| 8 | 6 | 4 | 2
21| 0|21|20|79|18|17 |16 |15 |74 |13 |T12|T1|T0| 9 | 8| 7|6 |5 |F[3]|2]|1

Berdasarkan Tabel 2.5 didapatkanZ (Z,,)* = {2,4,6,8,10,11, 12,14, 16,18, 20, }.



27

Selanjutnya akan dibentuk graf annihilator dari Z,, atau AG(Z,,) yang simpul-
simpulnya adalah elemen-elemen di Z(Z,,)*. Untuk menentukan keterhubungan
simpul-simpul pada AG(Z,,) dibutuhkan annihilator dari masing-masing elemen di
Z(Z,,)* sebagai berikut:

ann(2) = {0,11}, ann(12) = {0,11},
ann(4) = {0,11}, ann(14) = {0,11},
ann(6) = {0,11}, ann(16) = {0,11},
ann(8) = {0,113}, ann(18) = {0,11}, d
ann(10) = {0,11}, ann(20) = {0,11}.

ann(11) = {0, 2,4, 6,8,10,12,14, 16, 18, 20, },
Dua simpul u dan v di AG(Z,,) terhubung langsung jika dan hanya jika

ann(u) U ann(v) # ann(u - v). Diperoleh keterhubungan sebagai berikut:

1. ann(2) Uann(4d) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(8) = ann(2 - 4).
Sehingga 2 dan 4 tidak terhubung langsung.

2. ann(2) U ann(6) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(12) = ann(2 - 6).
Sehingga 2 dan 6 tidak terhubung langsung.

3. ann(2) Uann(8) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(16) = ann(2 - 8).
Sehingga 2 dan 8 tidak terhubung langsung.

4, ann(2) U ann(10) = {0,11} U {0,11} = {0, 11} = ann(20) =
ann(? - 10). Sehingga 2 dan 10 tidak terhubung langsung.

= {0,2,4,6,8,10,11,12, T4, 16, 18, 20, }qt Ly = ann(O) = ann(2 - 11).
Sehingga 2 dan 11 terhubung langsung.

6. ann(2) U ann(12) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(2) = ann(2 - 12).
Sehingga 2 dan 12 tidak terhubung langsung.

7. ann(2) U ann(14) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(6) = ann(2 - 14).
Sehingga 2 dan14 tidak terhubung langsung.

8. ann(2) Uann(16) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(10) =
ann(2 - 16). Sehingga 2 dan 16 tidak terhubung langsung.

9. ann(2) Uann(18) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(14) =
ann(2 - 18). Sehingga 2 dan 18 tidak terhubung langsung.
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ann(2) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(18) =

ann(2 - 20). Sehingga 2 dan 20 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(6) = {0,11} u {0,11} = {0, 11} = ann(2) = ann(4- 6).
Sehingga 4 dan 6 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(8) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(10) = ann(4 - 8).
Sehingga 4 dan 8 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(10) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(18) =

ann(é_L -10). Sehingga 4 dan 10 tidak terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11, 12, 14, 16, 18, 20, }qt Ty = ann(O) - ann(4 11).
Sehingga 4 dan11 terhubung langsung.

ann(4) U ann(12) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(4) = ann(4 - 12).
Sehingga 4 dan 12 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(14) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(12) =

ann(4 - 14). Sehingga 4 dan 14 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(16) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(20) =

ann(4 - 16). Sehingga 4 dan 16 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(18) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(6) = ann(4 - 18).
Sehingga 4 dan 18 tidak terhubung langsung.

ann(4) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(14) =

ann(4 - 20). Sehingga 4 dan 20 tidak terhubung langsung.

ann(6) U ann(8) = {0,11} u {0,11} = {0,11} = ann(4) = ann(6 - 8).
Sehingga 6 dan 8 tidak terhubung langsung.

ann(6) U ann(10) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(16) =

ann(é -10). Sehingga 6 dan 10 tidak terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11,12, 14, 16, 18, 20, };e Tyy = ann(O) = ann(6 11).
Sehingga 6 dan 11 terhubung langsung.

ann(6) U ann(12) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(6) = ann(6 - 12).
Sehingga 6 dan12 tidak terhubung langsung.
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ann(6) U ann(14) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(18) =

ann(6 - 14). Sehingga 6 dan 14 tidak terhubung langsung.

ann(6) U ann(16) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(8) = ann(6 - 16).
Sehingga 6 dan 16 tidak terhubung langsung.

ann(6) U ann(18) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(20) =

ann(6 - 18). Sehingga 6 dan 18 tidak terhubung langsung.

ann(6) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(10) =

ann(6 - 20). Sehingga 6 dan 20 tidak terhubung langsung.

ann(8) U ann(10) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(14) =

ann(é - 10). Sehingga 8 dan 10 tidak terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11,12,14,16, 18, 20, }¢ Loy = ann(O) = ann(8 11).
Sehingga 8 dan 11 terhubung langsung.

ann(8) U ann(12) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(8) = ann(8 - 12).
Sehingga 8 dan 12 tidak terhubung langsung.

ann(8) U ann(14) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(2) = ann(8 - 14).
Sehingga 8 dan 14 tidak terhubung langsung.

ann(8) U ann(16) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(18) =

ann(8 - 16). Sehingga 8 dan 16 tidak terhubung langsung.

ann(8) U ann(18) = {0,11} u {0,11} = {0,11} = ann(12) =

ann(8 - 18). Sehingga 8 dan 18 tidak terhubung langsung.

ann(8) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(6) = ann(8 - 20).
Sehingga 8 dan 20 tidak terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11,12, 14, 16, 18, 20, }¢ Ly = ann(O) = ann(lO 11).
Sehingga 10 dan 11 terhubung langsung.

ann(10) U ann(12) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(10)

= ann(10 - 12). Sehingga 10 dan 12 tidak terhubung langsung.

ann(10) U ann(14) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(8)

= ann(10 - 14). Sehingga 10 dan 14 tidak terhubung langsung.

ann(10) U ann(16) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(6)
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= ann(10 - 16). Sehingga 10 dan 16 tidak terhubung langsung.
ann(10) U ann(18) = {0,11} u {0,11} = {0,11} = ann(6)
= ann(10 - 18). Sehingga 10 dan 18 tidak terhubung langsung.
ann(10) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(4)
= ann(ﬁ - 20). Sehingga 10 dan 20 tidak terhubung Iangsung.

={0,2,4,6,8,10,11,12,14,16, 18, 20, }qt Z,, = ann(0) = ann(11 - 12).
Sehlngga 11 dan 12 terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11,12,14,16,18, 20, }¢ Z,, = ann0 = ann(ll - 14).
Sehlngga 11 dan 14 terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11,12,14,16, 18, 20, };t 75 ann(O) = ann(ll 16).
Sehmgga 11 dan 16 terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11,12,14, 16, 18,20, };t i = ann(O) = ann(11 18).
Sehmgga 11 dan 18 terhubung langsung.

={0,2,4,6,8,10,11, 12, 14, 16, 18, 20, }qt Ty = ann(O) = ann(ll 20).
Sehingga 11 dan 20 terhubung langsung.

ann(12) U ann(14) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(14)
= ann(12 - 14). Sehingga 12 dan 14 tidak terhubung langsung.
ann(12) U ann(16) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(16)
= ann(12 - 16). Sehingga 12 dan 16 tidak terhubung langsung.
ann(12) U ann(18) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(18)
= ann(12 - 18). Sehingga 12 dan 18 tidak terhubung langsung.
ann(12) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(20)
= ann(12 - 20). Sehingga 12 dan 20 tidak terhubung langsung.
ann(14) U ann(16) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(8)
= ann(14 - 16). Sehingga 14 dan 16 tidak terhubung langsung.
ann(14) U ann(18) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(10)
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= ann(14 - 18). Sehingga 14 dan 18 tidak terhubung langsung.
52. ann(14) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(18)
= ann(14 - 20). Sehingga 14 dan 20 tidak terhubung langsung.
53. ann(16) U ann(18) = {0,11} U {0,11} = {0, 11} = ann(2)
= ann(16 - 18). Sehingga 16 dan 18 tidak terhubung langsung.
54. ann(16) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(12)
= ann(16 - 20). Sehingga 16dan 20 tidak terhubung langsung.
55. ann(18) U ann(20) = {0,11} U {0,11} = {0,11} = ann(6)
= ann(18 - 20). Sehingga 18 dan 20 tidak terhubung langsung.

Berdasarkan uraian di atas, graf AG(Z,,) dapat digambarkan sebagai berikut:

11

Gambar 2.6 Graf Annihilator Z,,

Derajat dari setiap simpul di AG(Z,,) adalah
deg(2) = 1,deg(4) = 1,deg(6) = 1,deg(8) = 1,deg(10) =1,
deg(11) = 10,deg(12) = 1,deg(14) = 1,deg(16) = 1,deg(18) = 1, dan
deg(20) = 1.
Sedangkan jarak dari setiap dua simpul di AG(Z,,) adalah
d(2,4) =2,d(2,6) =2,d(2,8) = 2,d(2,10) = 2,d(2,11) = 1,d(2,12) = 2,
d(2,14) =2,d(2,16) = 2,d(2,18) = 2,d(2,20) = 2,d(4,6) = 2,d(4,8) = 2,
d(4,10) = 2,d(4,11) = 1,d(4,12) = 2,d(4,14) = 2,d(4,16) = 2,
d(4,18) = 2,d(4,20) = 2,d(6,8) = 2,d(6,10) = 2,d(6,11) = 1,
d(6,12) = 2,d(6,14) = 2,d(6,16) = 2,d(6,18) = 2,d(6,20) = 2,
d(8,10) = 2,d(8,11) = 1,d(8,12) = 2,d(8,14) = 2,d(8,16) = 2,
d(8,18) = 2,d(8,20) = 2,d(10,11) = 1,d(10,12) = 2,d(10,14) = 2,

,16) = 2,d(10,18) = 2,d(10,20) = 2,d(11,12) = 1,d(11,14) = 1,

O

d(1
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d(16,18) = 2,d(16,20) = 2 dan d(18,20) = 2.
2.9 Indeks Schultz dan Indeks Gutman

Penggunaan indeks topologi kimia tertua dan paling teliti diperkenalkan
oleh Wiener (1947) indeks topologi disebut indeks Wiener atau bilangan Wiener.
Indeks Wiener dari graf G, sama dengan jumlah jarak antara semua pasangan

simpul dari masing-masing graf dalam kimia, yaitu

W(G) = Z b
{u,v}cv(c)

Sehubungan dengan penelitian tertentu dalam kimia matematika, Schultz
(1989) memperkenalkan deskripsi graf-teoretis untuk mengkarakterisasi alkana

oleh integer, yaitu indeks Schultz yang didefinisikan sebagai berikut

Schultz(G) = z (deg(u) + deg(v)) d(u,v).
{u,v}cv(c)

Indeks Gutman didefinisikan oleh 1. Gutman (1994) merupakan indeks

Schultz dari jenis kedua yang dimodifikasi sebagai berikut

Gutman(G) = z (deg(u) . deg(v)) d(u,v).
{uv}cv(c)

2.10 Pentingnya Silaturrahmi dalam Al-Qur’an

Teori graf telah dijelaskan dengan sangat baik dalam keilmuan
matematika, begitu pula dengan Al-Qur’an. Jauh sebelum para ilmuan
menemukan apa itu teori graf, Al-Qur’an telah lebih dahulu membahasnya.
Matematika menjelaskan bahwa definisi dari graf adalah hubungan antara satu
simpul dengan simpul lainnya, maka dalam Al-Qur’an menjelaskannya dalam

Q.S. An-Nisa’/4:1, seperti berikut:
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“Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan
kamu dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari
pada keduanya Allah memperkembang biakkan laki-laki dan perempuan yang
banyak. Dan bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-
Nya kamu saling meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan
silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan mengawasi kamu” (Q.S.
An-Nisa’/4:1).

Allah Swt telah berfirman dalam surah an-Nisa’ ayat 1 tersebut yang

memerintahkan kepada manusia untuk menjalin  hubungan silaturrahim

(silaturrahmi). Menurut bahasa arab silaturrahim terdiri dari dua kata “La yang

berarti tali atau menyambung dan P)j\ yang berarti rahim, tempat janin

sebelum dilahirkan. Silaturrahmi  merupakan usaha menyambung tali
persaudaraan dalam bingkai kasih sayang (Anna & Millah, 2012).

Interpretasi secara teori graf dari ayat tersebut adalah simpul-simpul yang
ada pada suatu graf dapat direpresentasikan sebagai manusia. Allah menciptakan
setiap manusia berbeda dengan kelebihan dan kekurangannya masing-masing.
Setiap manusia merupakan makhluk sosial, yang dimanapun dan kapanpun
membutuhkan manusia lainnya untuk saling membantu, tolong menolong, dan
mendukung antara satu dengan yang lainnya. Hubungan antara manusia satu
dengan yang lainnya dapat terjalin dengan baik jika mereka menjalin silaturrahmi.
Oleh karena itu, silaturrahmi dalam islam sangatlah penting. Kaitannya dengan
teori graf adalah sisi dalam suatu graf bisa dibentuk jika terdapat minimal dua
simpul yang berbeda, begitupun dengan silaturrahmi antara manusia yang satu

dengan lainnya akan terbentuk jika terdapat sisi yang menghubungkan keduanya.



34

Sisi tersebut merupakan representasi dari hubungan silaturrahmi yang terjalin
antara manusia satu dengan yang lainnya.

Sejatinya silaturrahmi dalam islam dimaknai sebagai menghubungkan tali
pesaudaraan antara kerabat ataupun saudara. Ketahuilah bahwa tali persaudaraan
adalah ikatan antara dua orang, seperti halnya ikatan pernikahan antara suami dan
istri. Jika ikatan pernikahan itu seperti ikatan persaudaraan, maka ada kewajiban
yang harus dipenuhi dalam hal harta, jiwa lisan, hati, do’a, keikhlasan, kesetiaan
dan tidak membebani. Ada beberapa hadist yang menyebutkan keistimewaan
suatu tali persaudaraan, diantaranya sabda Rasulullah saw, “Yang paling dicintai
Allah swt diantara dua orang yang bersahabat adalah yang paling lembut kepada

sahabatnya”(Al-Bakri, 2005).



BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dijelaskan mengenai rumus dari indeks Schultz dan
indeks Gutman pada graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p. Sebelum
menentukan rumus umum dari indeks yang telah ditentukan, terlebih
dahulu dibuat lemma-lemma yang berkaitan dengan graf annihilator dari ring
bilangan bulat modulo 2p.

Lemma 3.1
Misalkan p bilangan prima maka
Z(Zy)" = {2k plk = 1,2,...,p — 1.
Bukti
Pertama, kita buktikan bahwa 2k € Z(Z,,) untuk setiap k = 1,2,...,p — 1.
Perhatikan bahwa 2k -p = 2pk = 0(mod 2p) untuk k =1,2,..,p — 1. Jadi

terbukti bahwa 2k € Z(Z,,) . Kedua, akan dibuktikan bahwa p € Z(Z,,) .
Perhatikan bahwa -2 = 2p = 0(mod 2p). Jadi terbukti bahwa f € Z(Zyp) -
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa elemen Z,, ganjil, yaitu 2k —1 untuk
k=12, ..,pdank # pTH bukan elemen pembagi nol dari Z,,,.
Perhatikan kongruensi berikut

(2k — 1) - x = 0(mod 2p).
Jelas bahwa 0 adalah solusi dari kongruensi tersebut. Kemudian berdasarkan

Teorema 2.4.1 karena FPB(2k—1,2p)=1 untuk k=12,..,p—1 dan

k # pT“ maka x yang memenuhi hanya 0.

35
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Sehingga 2k — 1 ¢ Z(Zzp)* untuk k = 1,2,...,p—1dank # pTH.
Dengan demikian
Z(Zy) = {2k, plk = 1,2,...,p — 1}.
Lemma 3.2
Misalkan p bilangan prima dimana p > 2 untuk @ € Z(Z,,) , berlaku

{0,73, jikaa # p,
{0,2k|[k =1,2,..,p—1}, jikaa=p.

ann(a) = {
Bukti.
Untuk a# p, FPB(a,2p) =2 dimana p > 2. Berdasarkan Teorema 2.4.1
a-x = 0(mod 2p) memiliki dua solusi. Kemudian solusi yang menenuhi adalah
0 dan p. Sehingga

ann(a) = {0, p}.
Sebaliknya untuk @ = p, FPB(p,2p) = p sehingga berlaku p - x = 0(mod 2p)
memiliki sebanyak p solusi. Kemudian solusi yang memenuhi adalah 0 dan 2k
dimanak = 1,2, ...,p — 1. Sehingga
ann(p) = {0,2k|k = 1,2, ...,p — 1}.
Lemma 3.3
Misalkan p bilangan prima dimana p > 2. Derajat p dan x pada graf annihilator
atas Z,,, yang dilambangkan AG(Z,, ) adalah
deg(p) =p —1dandeg(x) = 1.

Bukti.

1. Akan dibuktikan bahwa deg(p) = p — 1.

Misalkan 7 € V (AG(Zy,)),7 # pmaka y = 2t,t = 1,2,...,p — 1.



37
Diperoleh
ann(p) U ann(¥y) = {0,2k|k = 1,...,p — 1} U {0, p}
={0,2k,plk =1, ..,p — 1}
dan
ann(p - y) = ann(p - 2t)

= ann(0)

= Ty
Jadi ann(p) U ann(y) # ann(p - y). Oleh karena itu, py € E (AG(ZZP)).

Diperoleh derajat dari p adalah |{37 EV (AG(Zzp)) |37 2 ﬁ}| atau

deg(p) =p - 1.

2. Akan dibuktikan bahwa deg(x) = 1 untuk setiap ¥ € V (AG(ZZP)) X#ED

Misalkan y € V (AG(ZZP)) ,y # psehinggap = 2t,t =1,2,...,p — 1.
Diperoleh
ann(x) U ann(¥) = {0,p} U {0, p}
= {0,p}
dan
ann(x - y) = ann(x - 2t)
= {0,p}.
Jadi ann(%) U ann(y) = ann(% - 7). Oleh karena itu, ¥y & E (Ac;(zzp)).
Dengan demikian x hanya terhubung dengan p, jadi

deg(x) = 1.
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3.1 Indeks Schultz pada Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat
Modulo 2p

Pembahasan selanjutnya adalah mengenai indeks Schultz yang akan di
interpretasikan pada suatu graf. Graf yang digunakan adalah graf annihilator dari
ring bilangan bulat modulo 2p yang telah dibahas sebelumnya. Sehingga
didapatkan hasil sebagai berikut:

Teorema 3.1.1

Misalkan p bilangan prima untuk p > 2. Indeks Schultz atas AG(ZZP) adalah
Schultz (AG(Zyp)) = 3p% — 7p + 4

Bukti.

Berdasarkan definisi, persamaan indeks Schultz atas AG(Z,,,) adalah

Schultz (AG(Zsp)) = Z (deg(®) + deg(7))d(Z, 7).
X7y
Ey)e v(46(22p))

Berdasarkan lemma 3.3 deg(p) = p — 1 dan deg(x) = 1 sehingga didapatkan

hasil sebagai berikut:

Schultz (46(Z)) = ) (deg(p) + deg(3NA(F,P)
p#y
D7)V (46(Z2p))

+ ) (deg(D) +deg@)(%7)

=((@-D+@)D)@-1)

+H(w+0)@) (@ ~(- 1))

=p(p—1)+4<w—(p—1)>

=3p?—T7p+4.
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Sehingga diperoleh
Schultz (AG(ZZP)) =3p?—7p +4.

3.2 Indeks Gutman pada Graf Annihilator dari Ring Bilangan Bulat
Modulo 2p

Pembahasan selanjutnya adalah mengenai indeks Gutman atau indeks
Schultz dari jenis kedua yang akan di interpretasikan pada suatu graf. Graf yang
digunakan adalah graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p yang telah
dibahas sebelumnya. Sehingga didapatkan hasil sebagai berikut:

Teorema 3.2.1

Misalkan p bilangan prima untuk p > 2. Indeks Gutman atas AG(Z,, ) adalah
Gutman (AG(ZZP)) = 2p? —5p + 3.

Bukti.

Akan dibuktikan AG(ZZP) pada persamaan indeks Gutman sehingga diperoleh

Gut (4G (2Z,,)) = z deg( %) deg(P)d(E, 7).
X7y
(%y}c V(AG(Zzp))

Berdasarkan lemma 3.3 deg(p) = p — 1 dan deg(x) = 1 sehingga didapatkan

hasil sebagai berikut:

Gutman (4G(Zyp)) = deg () deg(F)d(B,7)

+ ) deg(x)deg(DA.7)
725
= V(AG(ZZP))

=(p-DOD)P-1)

-1
+HMHM@) (% - (- 1))

=(p—1)(p—1)+2<@—(p—1)>

=2p?—5p +3.
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Gutman (AG(ZZP)) = 2p? —5p + 3.

Sehingga diperoleh



BAB IV

PENUTUP

4.1 Simpulan
Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh simpulan sebagai berikut:
1. Indeks Schultz pada graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p

dengan p prima untuk p > 2 adalah
Schultz (AG(Zyy)) = 3p% — 7p + 4

2. Indeks Gutman pada graf annihilator dari ring bilangan bulat modulo 2p
dengan p prima untuk p > 2 adalah
Gutman (AG(ZZP)) = 2p? —5p + 3.
4.2 Saran
Penelitian kali ini hanya dilakukan pada graf annihilator dari ring bilangan
bulat modulo 2p dimana p prima untuk p > 2. Mengenai indeks yang digunakan
dalam penelitian ini yaitu indeks Schultz dan indeks Gutman, peneliti

menyarankan pembaca untuk mengkaji terkait indeks yang berbeda, misal indeks

Randic, indeks Zagreb, dan lain sebagainya.
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