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ABSTRAK

Wati, Dwi Hamedia. 2020. Indeks Zagreb Pertama dan Kedua Pada Graf
Pembagi Nol Total dari Ring Bilangan Bulat Modulo 4p. Skripsi.
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. H. Turmudi,
M.Si, Ph.D. (1) Dewi Ismiarti, M.Si.

Kata kunci: Indeks Zagreb pertama, indeks Zagreb kedua, graf pembagi nol total,
ring bilang bulat modulo 4p

Misalkan R adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan Z(R) adalah
himpunan pembagi nol dari R. Graf pembagi nol total dari R yang dilambangkan
dengan ZT(R) adalah graf dengan titik-titiknya pembagi nol tak nol dari R dan
untuk dua titik yang berbeda x, y terhubung langsung jika dan hanya jika xy = 0
dan x 4+ y € Z(R). Penelitian ini bertujuan untuk menentukan rumus indeks
Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf pembagi nol total dari ring
bilangan bulat modulo 4p untuk p bilangan prima. Metode penelitian yang
digunakan adalah studi kepustakaan dengan menggunakan beberapa buku dan
jurnal sebagai bahan rujukan. Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p dengan p bilangan
prima p = 3 adalah suatu graf dengan:

a. Himpunan titik V (ZT(Zsp)) = (np, 2kin = 1,3, k =1,23,...,2p -
1}.

b. {2p,u} €E (ZT(Z4P)) jika dan hanya jika u = 2k, k = 1,2,...,p —
1,p+1,..,2p — 1. Sehingga derajat titik 2p pada ZT(Z,,) adalah
2p — 2.

c. {2k, u} € E(ZT(Zsp)) untuk setiap k = 1,2,...,p — L,p +1,...,2p —
1 jika dan hanya jika u = 2p. Sehingga derajat titik 2k pada ZT(Zy,)
adalah 1.

d. p dan 3p adalah titik terisolasi.

2. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol total dari ring Z,,
dengan p bilangan prima dan p > 3 adalah:

My (21(Z4y)) = 2p — (2 ~ 1)
M, (27(Zyy )) = (20 — 2)2.
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ABSTRACT

Wati, Dwi Hamedia. 2020. On The First and Second Zagreb Indices of Total
Zero-Divisor Graph of The Ring of Integers Modulo 4p. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisor: (I) Dr. H.
Turmudi, M.Si, Ph.D. (I1) Dewi Ismiarti, M.Si.

Keywords: First Zagreb index, second Zagreb index, total zero-divisor graph,

ring integers modulo 4p.

Let R be a commutative ring with unity and Z(R) be its set of zero-divisor.

The total zero divisor graph of R is a graph with the vertices is the nonzero zero-
divisors of R and two distinct vertices x, y are adjacent if and only if xy = 0 and
x +y € Z(R). The purpose of this research is to determine the formula of first
and second Zagreb indices of total zero-divisor graph of the ring of integers
modulo 4p for p prime. The research method used is a literature study.The results
of this research are the following:

The total zero-divisor graph of the ring of integers modulo 4p where p are
primes p = 3 is:

1.

a.
b.

d.

The vertices V (2T(Zap)) = (np, 2kln = 1,3, k = 1,23,...,2p — 1},
(2p,u} € E(2T(Z4p)) if only if u=2kk=12,.,p—1Lp+
1,...,2p — 1. Then the vertex 2p of ZT(Zsy) is 2p — 2.

{2k,u} € E(2T(Zsp)) for every k=12,..,p—1,p+1,..,2p —1 if

only if u = 2p. Then the vertex 2k of ZT(Z,) is 1.
p and 3p are isolated vertices.

The first and second Zagreb indices of total zero-divisor graph of ring Z,,
where p are primes and p > 3:

My (21(Zyy ) = 20 - 2)(2p - 1)
M, (ZT(Zy ) = 2p - 2)%.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu ilmu matematika yang banyak digunakan
untuk mempermudah suatu penyelesaian masalah. Dalam Al-Qur’an,
Sebagaimana telah disebutkan dalam Q.S An-Nisa’ ayat 36 yang artinya:

“Sembahlah Allah dan janganlah kamu mempersekutukan-Nya dengan sesuatupun.
Dan berbuat baiklah kepada dua orang ibu-bapak, karib-kerabat, anak-anak yatim,
orang-orang miskin, tetangga yang dekat dan tetangga yang jauh, dan teman sejawat,
ibnu sabil dan hamba sahayamu. Sesungguhnya Allah tidak menyukai orang-orang yang
sombong dan membangga-banggakan diri”

Pencipta (Allah Swt.) dan hamba-hambanya dapat dipresentasikan oleh tititk-
titik dari suatu graf sedangkang sisi-sisinya merupakan representasi dari hubungan
antara pencipta dengan hamba-hamba-Nya dan hubungan antara sesama hamba
yang terjalin. Pada ayat di atas, menjelaskan tentang perintah Allah Swt untuk
menyembah-Nya, kepada-Nya saja dan mengarahkan segala bentuk ibadah
kepada-Nya. Selain itu, Allah Swt memerintah untuk selalu berbuat baik dalah hal
ucapan maupun dalam hal perbuatan kepada kedua orang tua, baik kerabat dekat
maupun jauh, anak yatim, orang miskin, tetangga dan lain-lain.

Kajian graf yang dibangun dari ring merupakan salah satu permasalahan
yang banyak diteliti. Menurut Wicaksono (2013) ring adalah suatu himpunan
dengan operasi penjumlahan dan perkalian biner dengan syarat memiliki sifat
grup abelian terhadap penjumlahan, assosiatif terhadap perkalian, dan distributif
perkalian terhadap penjumlahan. Apabila operasi perkalian ring tersebut bersifat

komutatif maka ring tersebut dikatakan ring komutatif. Apabila ring tersebut



2
memiliki identitas perkalian maka ring tersebut dikatakan ring dengan unsur
kesatuan.

Ring yang digunakan dalam penelitian ini adalah ring bilangan bulat modulo
4p dengan p bilangan prima. Menurut Buchmann (2004) jika m adalah bilangan
bulat dengan m > 1, maka (Zm,+,><) adalah ring komutatif dengan unsur
kesatuan 1 € Z,,.

Menurut definisinya, graf adalah sebuah diagram yang terdiri dari titik dan
sisi yang menghubungkan suatu titik dengan titik yang lain. Suatu graf G terdiri
dari gabungan himpunan tak kosong titik ¥V (G) dan himpunan sisi E(G) yang
menghubungkan titik-titik pada G.

Pada penelitian ini suatu unsur a dari ring komutatif dengan unsur kesatuan
R disebut pembagi nol apabila terdapat unsur tak nol b € R sedemikian sehingga
ab = 0 atau ba = 0. Himpunan pembagi nol dari ring R dinotasikan dengan Z(R)
(Joshi, K.D., 1989). Pembagi nol tak nol dilambangkan dengan Z(R)".

Menurut Wicaksono (2013) graf pembagi nol dari suatu ring komutatif
didefinisikan sebagai graf sederhana dengan titik-titiknya adalah pembagi nol tak
nol dari ring. Dua titik berbeda dikatakan terhubung jika dan hanya jika xy = 0.
Menurut Riyanti (2018) graf total didefinisikan sebagai graf dengan himpunan
titiknya merupakan semua anggota dari ring dan dua titik x dan y terhubung
langsung jika dan hanya jika x + y € Z(R).

Penelitian terkait graf pembagi nol total telah dilakukan oleh Alen Duric
(2018) dengan judul The Total Zero Divisor of commutative ring yang
menjelaskan keterhubungan graf pembagi nol dengan graf total dari suatu ring.

Graf pembagi nol total dari ring komutatif dinotasikan dengan ZT(R) yang
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memiliki himpunan titik pembagi nol tak nol dan dua titik berbeda terhubung
langsung jika dan hanya jika uv = 0 dan u + v € Z(R).

Penelitian ini berkaitan dengan Indeks Zagreb pertama yang telah
diperkenalkan lebih dari empat puluh tahun yang lalu dan didefinisikan sebagai
jumlah kuadrat dari titik pada graf. Penelitian terkait indeks Zagreb pertama telah
dilakukan oleh Gutman, dkk (2015) yang berjudul On Zagreb Indices and
Coindices yang membahas tentang suatu himpunan yang dibagun oleh indeks
Zagreb dan coindeks dari graf beserta komplemennya.

Selanjutnya indeks Zagreb kedua didefinisikan sebagai jumlah dari derajat
pasangan titik yang terhubung langsung pada graf. Penelitian terkait indeks
Zagreb kedua yaitu The Zagreb Indices of Graph Based on New Operation
Related to the Join of Graph oleh Prosanta Sakar, dkk (2017) dan penelitian
Multiplicative Hyper Zagreb Indices and Coindices of Graph Oleh V.R.Kulli
(2016).

Berdasarkan uraian di atas, sampai saat ini belum ada penelitian terkait indeks
Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol total dari ring komutatif. Oleh
karena itu penulis tertarik untuk meneliti tentang indeks Zagreb pertama dan
kedua pada graf pembagi nol total dari ring komutatif dengan unsur kesatuan yang

dalam hal ini dikhususkan pada bilangan bulat modulo 4p.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, masalah dalam penelitian ini dirumuskan
sebagai berikut:
1. Bagaimana graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p?
2. Bagaimana rumus indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf
pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p?
1.3 Tujuan Masalah
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini sebagai berikut:
1. Mengetahui graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p.
2. Mengatahui rumus indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua graf
pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p.
1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikanmanfaat sebagai berikut.
1. Memberikan informasi mengenai indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb
kedua pada graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p.
2. Dapat dijadikan rujukan untuk penelitian beberapa topik dalam matematika,
khususnya teori graf, aljabar linier, dan aljabar abstrak.
1.5 Batasan Masalah
Penelitian ini, permasalahan yang akan dibahas dibatasi hanya p > 3 dengan
p bilangan prima.
1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan

mempelajari berbagai literatur dan mengkaitkannya. Dari studi literatur tersebut
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diharapkan dapat ditemukan teori baru dari teori-teori lama. Adapun prosedur

kerja dari penelitian adalah sebagai berikut:

1.

Menentukan pembagi nol dari ring Z,, Z,0 Z,g dengan menggunakan
tabel perkalian untuk dijadikan titik pada graf pembagi nol total.
Menentukan titik-titik yang terhubung langsung pada graf pembagi nol
total dari ring Z,, Z,0 Zyg.

Menggambar graf pembagi nol total dari ring Z,, Z, Z,s.

Menentukan derajat setiap titik pada graf pembagi nol total dari ring
L3, Upo Lrpg.

Membuat dugaan (konjektur) derajat titik yang terbentuk dari graf
pembagi nol total dari ring Z,,, dengan p bilangan prima.

Membuat lemma terkait graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat
modulo 4p dengan p bilangan prima, meliputi:

a. Himpunan titik dari graf pembagi nol total

b. Keterhubungan titik pada graf pembagi nol total

c. Derajat titik pada graf pembagi nol total

Menentukan indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf
pembagi nol total dari ring Z,, Z, Zyg

Merumuskan indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf
pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p.

Membuktikan rumus indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua

pada graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p.



1.7 Sistematika Penulisan

Penulisan tugas akhir ini menggunakan sistematika penulisan yang terdiri
dari empat bab dan masing-masing bab dibagi dalam subbab dengan sistematika
penulisan berikut:

Bab |  Pendahuluan, meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka, berisi tentang teori yang berhubungan dengan penelitian
ini meliputi grup, ring, relasi ekuivalensi, kongruensi, ring bilangan bulat
modulo n, graf, derajat titik, graf pembagi nol total pada ring komutatif,
indeks Zagreb pertama dan kedua.

Bab 11l Pembahasan, berisi tentang penjelasan penulis tentang indeks Zagreb
pertama dan kedua pada graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat
4p dengan p prima.

Bab IV Penutup, berisi tentang kesimpulan dari pembahasan serta saran-saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB 11

KAJIAN PUSTAKA

Bab ini menjelaskan beberapa studi pustaka yang digunakan sebagai dasar
teori dalam penelitian. Selain itu, bab ini juga membahas tentang penelitian
sebelumnya yang terkait dengan penelitian yang akan dilakukan.

2.1 Grup

Menurut Sukirman (2005) grup merupakan salah satu struktur aljabar yang
berkenaan dengan suatu himpunan yang tidak kosong dan suatu operasi biner
yang memenuhi beberapa aksioma. Misalkan G adalah himpunan yang tak kosong
dan operasi + pada G adalah suatu operasi biner. Jika (G, +) suatu monoid yang
setiap unsurnya mempunyai invers dalam G, maka (G, +) disebut grup.

Definisi 2.1.1
(1) Himpunan G bersama-sama dengan operasi biner + atau ditulis (G, +) adalah
suatu grup, jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

Q) (a+b)+c=a+ (b+c), untuk semua a, b, c € G yaitu + bersifat

asosiatif.

(i) G memuat identitas, misal e.

Terdapat e € G sehingga a + e = e + a = a, untuk semua a € G.

(iii)  Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula.

Untuk setiap a € G terdapat a=! € G, a=! adalah invers dari a,

sedemikian sehinggaa +a ' =a ' +a =e.
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(2) Jika (G, +) suatu grup yang memenuhi sifat komutatif, yaitu untuk a,b € G
berlaku a+ b =b + a, maka (G,+)disebut grup komutatif atau grup
abelian.
Contoh 2.1.1
(Z,+) merupakan grup, dengan Z adalah himpunan bilangan bulat dan + adalah
operasi penjumlahan. Karena (Z, +) memenuhi:
(i) Ambila,b,ce€Z maka(a+b)+c=a+ (b+c).
Jadi operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z.
(i) Terdapat 0 € Z sehinggaa+0=0+a = a,Va € Z.
Jadi 0 adalah identitas penjumlahan.
(ili) Untuk a € Z ada(—a) € Z, sehinggaa + (—a) = (—a) +a =0
Jadi invers dari a adalah —a.
Jadi (Z, +) adalah grup.
Selanjutnya (Z, +) merupakan grup komutatif, karena (Z, +) adalah grup. Misal
x,y € Z, maka x + y = y + x. Jadi (Z, +) adalah grup komutatif.
2.2 Ring
Ring merupakan suatu struktur aljabar pengembangan dari grup vyaitu
himpunan tak kosong dengan dua operasi biner. Menurut Dewi (2011) sebuah ring
adalah himpunan dengan operasi penjumlahan dan perkalian biner yang
didefinisikan pada R dengan memenuhi beberapa aksioma.
Definisi 2.2.1
(1) Suatu Ring (R, +,X%) adalah suatu himpunan R bersama dengan operasi biner
"+' dan "x’, yang disebut sebagai penjumlahan dan perkalian yang

didefinisikan pada R sedemikian sehingga aksioma berikut dipenuhi:



1. (R,+) merupakan suatu grup abelian.

2. (axb)yxc=ax(bxc), untuk semua a,b,c € R yaitu X Dbersifat
asosiatif.

3. Untuk semua a, b, ¢ € R, hukum distributif kiri a X (b +¢) = (a X b) +
(a X ¢) dan hukum distributif kanan (a + b) Xc = (aXxc)+ (b Xc)
dipenuhi.

(2) Suatu Ring yang bersifat komutatif terhadap operasi perkalian disebut ring
komutatif. Ring dikatakan komutatif jika untuk semua a, b € R maka ab =
ba.

(3) Suatu Ring R dengan suatu identitas perkalian 1 sedemikian sehingga
1 X x =x X1 =xuntuk semua x € R, disebut ring dengan kesatuan.

(4) Jika n adalah bilangan bulat dengan n > 1, maka (Z, ,+, X) adalah ring
komutatif dengan unsur kesatuan 1 € Z,, (Buchmann, 2004).

Contoh 2.2.1

(Z,+,x) merupakan ring, dengan Z adalah himpunan bilangan bulat, + adalah

operasi penjumlahan,dan x adalah operasi perkalian. Karena (Z, +,%) memenuhi:

(i) (Z,+) adalah grup abelian karena sudah dibuktikan pada contoh

sebelumnya.
(i)  Operasi x bersifat asosiatif di Z.
(axb)xc=ax(bxc),Va,b,c €L

(iii) Operasi x bersifat distributive terhadap +.
(a+b)xc=(axc)+(bxc),Va,b,c€EL.
(axb)+c=(axc)+(bxc),Va,b,c€EL.

Jadi, (Z, +,x) adalah ring.
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(Z,+,x) adalah ring komutatif, karena untuk setiap a,b € Z, maka a X b = b X
a, yang berarti operasi kedua (x) bersifat komutatif di Z. Jadi, (Z, +,%x) adalah
ring komutatif
(Z,+,x) adalah ring dengan unsur kesatuan, karena ada 1 € Z sehingga untuk
setiap a X1 =1 X a = a, yang berarti terdapat unsur identitas di Z terhadap
oeprasi kedua (x). Jadi (Z, +,%) adalah ring dengan unsur kesatuan.
2.3 Relasi Ekuivalen dan Kongruensi
2.3.1 Relasi Ekuivalen
Definisi 2.3.1.1
Suatu relasi R dalam suatu himpunan tak kosong A disebut relasi ekuivalensi jika
memenuhi sifat berikut ini:
a)  Refleksif, jika untuk setiap a € A, berlaku aRa,
b)  Simetris, jika untuk setiap a, b € A, aRb mengakibatkan bRa,
c)  Transitif, jika untuk setiap a, b,c € A, aRb dan bRc mengakibatkan aRc.
(Abdurrahman, 2019)
Contoh 2.3.1.1
Diberikan A = {1,2,3,4,5,6} dan
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(2,3),(3,2)}, maka R adalah relasi
ekuivalensi pada A.
Definisi 2.3.1.2
Misalkan R adalah relasi ekuivalensi pada himpunan A dan x € A. Kelas yang

memuat x adalah subhimpunan-subhimpunan yang dinyatakan dengan

[x] = {y € AlyRx}.
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Himpunan [x] disebut kelas ekuivalensi (berkaitan dengan R) dari unsur
x (Abdurrahman, 2019).
2.3.2 Kongruensi Modulo n
Definisi 2.3.2.1
Misalkan n bilangan bulat positif, n > 1, dan a, b bilangan bulat. Jika n membagi
a — b, maka dikatakan a kongruen dengan b modulo n atau ditulis a =
b(mod n). Jika n tidak membagi a — b, maka dikatakan a tidak kongruen dengan
b modulo n atau ditulis a # b(mod n). Misalkan 0 < r < n maka a = r(mod n)
dapat dituliskan r = a mod n (Hengky,2014).
Contoh 2.3.2.1
27 = 2 (mod 5) karena (27 — 2) terbagi oleh 5.
35 # 6(mod7) karena (35 — 6) tidak terbagi oleh 7.
Teorema 2.3.2.1
Relasi kongruensi modulo n adalah relasi ekuivalensi di Z
Bukti :
Misalkann > 1,dan x,y,z € Z

1. Refleksif: x — x = (n)(0) maka x = x(mod n).

2. Simetris: x = y(modn) = x —y =nquntuk q € Z

= y—x=n(—q)dan —q € Z
= y = x(modn).
3. Transitif : x = y(mod n) dan y = z(mod n)
> x—y=nqdany—z=nk danq,k €Z
=>XxX—z=x—-Yy+y—z

=n(q +k)
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= x = z(modn).
Jadi relasi kongruensi adalah suatu relasi ekuivalen.
Misalkan n > 1 dan n € Z, berdasarkan definisi 2.3.1.2 untuk a € Z diperoleh

kelas ekuivalen
[a] = {x € Z|x = a(mod n)}
={x €EZ|x —a =nk,k € Z}
={x €Zlx=a+nkk€eZ}
= {a + nk|k € Z}.
Dua kelas ekuivalen [a] dan [b] sama jika dan hanya jika a = b (mod n).
Terdapat n kelas ekuivalen berbeda pada Z, sebagai berikut:
[0] ={...,—2n,—n,0,n,2n, ...}
[1]={.,—2n+1,-n+1,1,n+12n+1,..}

2] ={..,-2+2,-n+22,n+22n+2,..}

[n—-1]={..,—n—-1,-1,n—-1,2n—1,3n—1, ... }.
(Gilbert L dan Gilbert J, 2015)
Kelas ekuivalen tersebut disebut dengan kelas kongruensi. Selanjutnya [a] akan

disimbolkan dengan a. Himpunan semua kelas kongruensi modulo n pada Z

dilambangkan dengan Z,,sebagai berikut
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2.3.3 Ring Bilangan Bulat Modulo n
Misalkan n bilangan bulat positif dan n > 1.

Didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian pada Z,, sebagai berikut:

Sl
I

+ a+b

Ql

S
Il

X aXxXb

Ql

untuk setiap a, b € Z,,. Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa Z, merupakan ring
komutatif dengan unsur kesatuan.
(i)  Untuk setiap @, b, ¢ € Z,, berlaku (@ + b) + ¢ = a+ (b +¢).

Ambil sebarang a, b, ¢ € Z,, berlaku

(i) Terdapat 0 € Z,sehingga untuk setiap a € Z,, berlaku 0 + @ = a = a + 0.

Ambil sebarang a € Z,,, berlaku

=0+a=adanat+td=0+a= a

QJ

0+
(ilf) Untuk setiap a € Z,, jelas bahwa —a € Z,, dan berlaku

a+—=ad=a+(—a)=0dan=a+a=(—a)+a=0
(iv) Untuk setiap @,b € Z,, berlakua + b =b + a.

Ambil sebarang @, b € Z,, berlaku

a+b=a+b

=b+a
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Q|

=b+a.
(V) Untuk setiap @, b, ¢ € Z, berlaku (@ x b) x ¢ =a x (b X ¢).
Ambil sebarang a, b, ¢ € Z,, berlaku

(@ xb)yXxc=axbx¢é

=(axb)Xc

(vi) Untuk setiap @, b, ¢ € Z,, berlaku (@ + b) x ¢ = (a x &) + (b x ¢).
Ambil sebarang @, b, ¢ € Z,, berlaku

(@+b)xc=(a+b)Xxc

=aXc+bXc
=(@xo+(bxc).
(vii)  Untuk setiap @, b € Z,, berlakua xb=b X a.

Ambil sebarang a, b € Z,, berlaku

axXb=axh

bXxXa
=bh Xa.
(viii) Terdapat 1 € Z, sehingga untuk setiap a € Z,, berlaku 1 xa =a = a x

1.

Ambil sebarang a € Z,, berlaku

1xa=1xa=adana x1=1xa=a.
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Berdasarkan uaraian di atas ring Z,, adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan.
Ring (Z, ,+, x) seperti ini dapat dikatakan ring bilangan bulat modulo n.
Selanjutnya operasi pada ring Z,, dapat ditulis ulang sebagai berikut.
a+b=(a+b)ymodn

axb=(axb)modn

24 Graf

Menurut Abdusakir, dkk (2009) nama “graf” diberikan karena graf dapat
disajikan secara grafik atau gambar, dan dengan bentuk gambar inilah sifat-sifat
graf dapat dikenali dengan detail. Titik disajikan dalam bentuk noktah atau
lingkaran kecil dan sisi disajikan dalam bentuk garis atau kurva yang
memasangkan dua titik.
Definisi 2.4.1
Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tak kosong
dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V(G) yang
disebut sisi.

Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V (G) dan himpunan sisi E(G)
sebagai berikut.

V(G) ={a,b,c,d,e}
E(G) ={(a,b),(a,¢),(a,d),(b,d), (b.c),(d,e)}

Graf G tersebut secara lebih jelas dapat digambar sebagai berikut.

62 c

&
84
d
b s
s 6

Gambar 2.4 Graf ¢

[ 3




16
Graf G di atas dapat juga ditulis dengan
V(G) ={a,b,c,d, e}
E(G) = {e1, e, €3, €4, 5,6}

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent).
Berdasarkan gambar di atas titik a dan b terhubung langsung, demikian juga
dengan a dan c, a dan d, serta d dan e. Sedangkan titik a dan e tidak terhubung
langsung, demikian juga dengan titik b dan e serta titik ¢ dan e.

Titik v dan sisi e serta titik u dan sisi e disebut terkait langsung (incident),
dan titik u dan v disebut ujung dari e. Berdasarkan gambar di atas sisi e, terkait
langsung dengan titik a dan b. Sisi e, terkait langsung dengan titik a dan c. Sisi
e, tidak terkait langsung dengan titik ¢ dan d.

Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent), jika
terkait langsung pada satu titik yang sama. Berdasarkan gambar di atas sisi e; dan
e, terhubung langsung karena terkait langsung pada stu titik yang sama, yaitu titik
a. Sisi e; dan eg tidak terhubung langsung karena tidak terkait langsung pada titik
yang sama (abdusakir, dkk, 2009).

2.4.1 Derajat Titik

Jika v adalah titik pada graf G, maka himpunan semua titik di G yang
terhubung langsung dengan v disebut lingkungan dari v dan ditulis Ng(v).
Derajat dari titik v di graf G, ditulis deg.(v), adalah banyaknya sisi di G yang
terkait langsung dengan v. Jika hanya terdapat satu graf G, maka tulisan deg.(v)

disingkat menjadi deg(v) dan N;(v) disingkat menjadi N(v). Jika dikaitkan
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dengan konsep lingkungan, derajat titik v di graf G adalah banyaknya anggota
dalam N (v). Jadi,

deg(v) = [IN(v)|
Titik yang berderajat O disebut titik terasing atau titik terisolasi. Titik yang
berderajat 1 disebut titik ujung atau titik akhir (Abdussakir, dkk, 2009).
Contoh 2.4.1:
Perhatikan graf A yang memuat himpunan V = {v,, v,, v, v,} berikut ini:

VU3 Uy

Uz

v, ®

Gambar 2.5 Graf A4

Dari Gambar 2.5 tersebut diperoleh:

deg(v,) =2 deg(v;) =3

deg(v,) =3 deg(v,) = 2

2.4.2 Graf Pembagi Nol Total Pada Ring Komutatif

Definisi 2.4.2.1

Suatu unsur a dari ring komutatif dengan unsur kesatuan R disebut pembagi nol

apabila terdapat unsur tak nol b € R sedemikian sehingga ab = 0 atau ba = 0.

Himpunan pembagi nol dari ring R dinotasikan dengan Z(R) (Joshi, K.D., 1989).

Lebih lanjut himpunan pembagi nol tak nol akan dilambangkan dengan Z(R)*.
Unsur nol merupakan pembagi nol, karena terdapat unsur tak nol ¢ dari

ring komutatif dengan unsur kesatuan R sedemikian sehingga Oc = 0.

Definisi 2.4.2.2
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Graf pembagi-nol total dari ring komutatif dengan unsur kesatuan R yang
dinotasikan ZT(R) adalah graf yang memiliki himpunan titik V (ZT(R)) dan
himpunan sisi E(ZT(R)) sebagai berikut:
(i) V (ZT(R)) = Z(R)"
(i) uv € E(ZT(R)) ouv=0danu + v € Z(R)
dengan u, v € V(ZT(R)),u # v (Duric, 2018).
Contoh 2.4.2.1:
Ring bilangan bulat modulo 8 dengan anggotanya adalah 0,1,2,3,4,5,6,7
memiliki pembagi nol yaitu 0,2, 4, 6. Sedangkan yang akan menjadi titik pada
graf pembagi nol total adalah 2,4,6. Selanjutnya titik 2 dan 4 terhubung
langsung, berlaku pula pada titik 4 dan 6 karena hasil penjumlahannya adalah
pembagi nol dan hasil kalinya adalah nol, kecuali titik 2 dan 6 tidak terhubung
langsung karena 2 - 6 = 4 # 0.
2.5 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua
Misalkan graf G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi
E(G). Menurut Ivan (2015) indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua

didefinisikan berturut-turut sebagai berikut:

Mi(6) = ) deg(v)’
veV(G)

M@= ) deg(u)- deg(v)
{uv}€E(G)

Contoh 2.5.1:

Perhatikan graf H yang memuat himpunan V = {vl, Vyp, V3 Uy, v5} seperti berikut:
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Va

Gambar 2.6 Graf H

Dari Gambar 2.6 diperoleh:

deg(vy) = 4 deg(v,) =1
deg(vy) =1 deg(vs) =1
deg(vs) = 1.

Selanjutnya dihitung nilai indeks Zagreb pertama dan kedua dari graf tersebut,

sehingga diperoleh:

My= ) deg(v)’
veV(G)

= deg(v1)® + deg(v,)? + deg(v3)* + deg(vy)? + deg(vs)?
=42 +124+12+1? + 12
. 7))

Kemudian dihitung nilai indeks Zagreb kedua sebagi berikut:

My= ) deg(vy)-deg(vy)
{u,v}EE(G)

= (deg(vy) - deg(vy)) + (deg(vy) - deg(v3)) + (deg(vy) - deg(vy))
+(deg(vy) - deg(vs))
—G-D+@ED+@E-D+E1)

=16

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.6 Kajian Islam

Salah satu kesitimewaan Al-Qur’an yang paling utama adalah hubungannya
dengan ilmu pengetahuan, salah satu ilmu pengatahuan yang dapat diintegrasikan
dari Al-Qur’an dalah matematika. Cabang-cabang matematika yang ada dalam Al-
Qur’an diantaranya adalah masalah statistik, pemodelan matematika, struktur
aljabar, logika, teori graf, dan lain-lain.

Topik yang diambil pada penelitian ini adalah teori graf. Graf menurut
definisinya merupakan suatu himpunan tak kosong yang memuat objek-objek
yang disebut titik dan suatu pasangan tak berurutan dari titik-titk berbeda yang
disebut sisi.

Dalam Al-Qur’an, titik merepresentasikan pencipta (Allah) dan hamba-
hambanya, sedangkan sisi adalah yang menghubungkan titik-titik tersebut.
Hubungan antara Allah dengan hambanya dan juga hubungan sesama hamba
Allah. Berikut adalah ayat yang menjelaskan bahwa hamba yang beriman itu
bersaudara Surat Al-Hujuraat ayat 10.

artinpa : “Orang-orang yang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu
damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah terhadap
Allah, supaya kamu mendapat rahmat. ”(QS.Al-Hujurat:10)

Ayat di atas menjelaskan bahwa orang-orang mukmin itu bersaudara dalam
agama Allah Swt. Apabila terjadi perselisihan, maka orang-orang mukmin harus
mendamaikan, disertai ketakwaan pada Allah Swt dengan melaksanakan
perintahNya dan menjauhi laranganNya. Sehingga barang siapa yang melakukan
hal itu niscaya Allah Swt memberi rahmat kepadanya. Ayat tersebut termasuk

dalam hubungan sesama hamba Allah.
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Penelitian ini juga membahas mengenai Ring. Himpunan tak kosong dengan
dua operasi biner (Ring) yang salah satu sifatnya adalah tertutup. Suatu operasi
dikatakan tertutup pada suatu himpunan jika hasil operasi anggota-anggota
himpunan tersebut merupakan anggota himpunan itu juga.

Sifat tertutup dapat dikaitkan dengan hukum alam yang berlaku yaitu semua
perbuatan (perbuatan baik dan perbuatan buruk) yang dilakukan oleh seseorang,
maka akan kembali kepada dirinya sendiri sesuai dengan perbuatan yang
dilakukannya. Allah berfirman dalam Surat Al-Isra’ ayat 7.

artinya : “Jika kamu berbuat baik (berarti) kamu berbuat baik untuk dirimu sendiri. Dan
jika kamu berbuat jahat, maka (kerugian kejahatan) itu unsuk dirimu sendiri.” (QOS.Al-
Isra’:7)

Ring didefinisikan pada R dengan memenuhi beberapa aksioma. Dalam
konsep islam ring dapat direpresentasikan yakni bagi kaum mukminin yang akan
terjun ke medan perang mereka harus mengikuti aturan aturan atau strategi dalam
peperangan. Hal itu terdapat dalam Alquran Qs.Al Bagarah ayat 190.

Artinya: "Dan peranglah di jalan Allah orang-orang yang memerangi kamu tetatpi
janganlah melampaui batas, karena Allah tidak menyukai orang-orang yang melampaui
batas.”(0S.Al Baqarah.: 190)

Makna yang terdapat dari kandungan ayat di atas yakni menjelaskan
bahwasanya kaum mukminin harus berjuang untuk mendapatkan kemenangan
dalam kehidupannya, akan tetapi cara mereka untuk meraih kemenangan tersebut

dengan memeatuhi aturan aturan atau strategi dalam peperangan.
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PEMBAHASAN

Bab ini membahas tentang rumus indeks Zagreb pertama dan kedua pada
graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p dengan p prima. Dalam
pencarian rumus tersebut, terlebih dahulu ditentukan derajat titik pada graf
pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p dan menunjukkan nilai
indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol total dari ring komutatif
bilangan bulat modulo 4p.

3.1  Graf Pembagi Nol Total dari Ring Bilangan Bulat Modulo 4p
Graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p dapat diketahui

dengan mencari bentuk graf pembagi nol total dari Z,, Z,, Z,g Sebagai berikut.

3.1.1 Graf Pembagi Nol Total dari Ring Z,

anggota Z(Z,,) dengan membuat tabel perkalian, tabel dinyatakan sebagai

berikut.
Tabel 3.1 Tabel Perkalian dari ring Z;,
x| 0|12 |3 |4|5]|6|7|8|9] 10|11
0 0/ 0] 0| 0]0O]J]O0O|JO|]O0O]O0O]O]O]O
T 0 |1|/2|3|4|5|6|7|8|9]|10]|11
2 | 0|2 |46 |8]10] 0|2 |4 ]|6]8]10
310361910369 0]3]61]59
0| 4|8[0|4|8|0]4|8|]0]|4]|8
0 | 5/10| 3|8 |1 |6 |11|4]|9|2]|7
0| 6| 0[6|0|6|0]6|0]|6|0]6
0 /72|94 |11|6|1|8][3]10]|5
0| 8| 4[0|8|4|0|8|4]|]0/|8]4
0/ 9]6[3|]0|9|6]3]0]9]6]3
0 |10 8 | 6 | 4|2 | 0|10/ 8|6 | 4|2
0 (11|10 9 |8 |7 |6 |5 | 4|3 |21

N
N
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dikalikan mengahasilkan 0 dan apabila dijumlahkan hasilnya ada di Z(Z,,).
Selanjutnya akan dilihat penjumlahan pasangan titik yang hasil kalinya nol

sebagai berikut.

Tabel 3.2 Tabel Penjumlahan Pasangan Titik Z(Z,,)*

u 41 6|68 |8|9]9 |10
v 3/ 2| 4|3|6|4|8]|6
u+v |7 | 8|10(11| 2 |1 |5 | 4

Dari Tabel 3.2 diperoleh pasangan titik yang terhubung langsung dan tidak
terhubung langsung. Sehingga Graf ZT(Z,,) dapat digambarkan sebagai berikut:

2 4

®9 6 3@

10 8

Gambar 3.1 Graf ZT(Z,,)

Dari Gambar 3.1 diperoleh:
deg(2) =1 deg(3) =0 deg(4) =1 deg(6) = 4
deg(8) = 1 deg(9) =0 deg(10) = 1.

3.1.2 Graf Pembagi Nol Total dari Ring Z,

Anggota Z,, adalah 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,

o
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18, 19. Selanjutnya akan dicari anggota Z(Z,,) dengan membuat tabel perkalian,

tabel dinyatakan sebagai berikut.

OF MALANG

Tabel 3.3 Tabel Perkalian dari ring Z,,
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i ool 15| 5 |21 1| ool (K| a1 1] 01 15| 55 |21 1| 01| 5| & [
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BRA

akan terhubung langsung apabila dikalikan mengahasilkan 0 dan apabila
dijumlahkan hasilnya ada di Z(Z,,). Selanjutnya akan dilihat penjumlahan

pasangan titik yang hasil kalinya nol sebagai berikut.

OF MAULANA MALIK

Tabel 3.4 Tabel Penjumlahan Pasangan Titik Z(Z,,)*

u 5|8 /1010|110 |10 |12 |12 |14 |15|15|15|16 |16 |16 |18
v |4|5|2|4|6|8|5[10/10| 4 |8 |12|5 |10|15]|10
u+v |9 |13|12 |14 |16 (18|17 | 2 | 4|19 3 |7 |1 | 6 |11] 8

Dari Tabel 3.4 diperoleh pasangan titik yang terhubung langsung dan tidak

terhubung langsung. Sehingga graf ZT(Z,,) dapat digambarkan sebagai berikut:
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02
18 4
o5
106 10, °
6
[ ]
15
14 8
e
Gambar 3.2 Graf ZT(Z,,)
Dari Gambar 3.2 di atas diperoleh:
deg(2) =1 deg(4) =1 deg(5) =0 deg(6) =1
deg(8) =1 deg(10) = 8 deg(12) =1 deg(14) =1
deg(15) =0 deg(16) = 1 deg(18) = 1.
3.1.3 Graf Pembagi Nol Total dari Ring Z,g
Anggota Z(Z,g) adalah 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16,

17,18,,19, 20, 21, 22, 23,, 24, 25, 26, 27. Selanjutnya akan dicari anggota Z(Z,,)

dengan membuat tabel perkalian, tabel dinyatakan sebagai berikut.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



SITY OF |

Tabel 3.5 Tabel perkalian dari ring Z,g
10| 11|12]T5 |14 |15 | 16 |77 *

0|0 0 0|0
15 17 23
2 6 18
17 23 13
4 12 8
19 1 3
6 18 26
27 7 21
8 24 16
23 13 11
10 2
25 19
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Dua titik yang berbeda akan terhubung langsung apabila dikalikan mengahasilkan

0 dan apabila dijumlahkan hasilnya ada di Z(Z,g). Selanjutnya akan dilihat

penjumlahan pasangan titik yang hasil kalinya nol sebagai berikut.

Tabel 3.6 Tabel Penjumlahan Pasangan Titik Z(Z,g)"

u 8 12| 14 |14 |14 |14 |14 |14 |16 |16 |18 |20 |20 (21 |21 |21 |21 (21|22 |24 |24 |24 |26
v 717|246 |8|10(12| 7 |14|14| 7 |14| 4 | 8 |12|16 20|14 | 7 |14 |21 | F
u+v 15|19 )| 16 |18|20|22|24|26|23| 2 | 4 |17| 6 |25|1 | 5|9 |13|8 |3 10|17 |12

Dari tabel 3.6 diperoleh titik yanga terhubung langsung dan tidak terhubung

langsung. Sehingga graf ZT(Z,g) dapat digambarkan sebagai berikut:

® 16

Gambar 3.3 Graf ZT(Z,g)

Dari Gambar 3.3 diperoleh:

deg(2) = 1 deg(d) = 1

deg(8) =1 deg(10) =1
deg(16) =1 deg(18) =1
deg(22) = 1 deg(24) = 1

deg(6) =1
deg(12) =1
deg(20) =1

deg(26) = 1.

deg(7) =0
deg(14) = 12
deg(21) =0
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Berdasarkan percobaan yang telah dilakukan, keterhubungan antar titik di

ZT(Z,,) dapat dinyatakan dalam tabel sebagai berikut:

Tabel 3.7 Keterhubungan antar titik di ZT(Z,, )

p u€EzZ (Z4p)* Titik yang terhubung langsung dengan u deg(u)
2 6 1
3 - 0
4 6 1
3 6 2,4,8,10 4
8 6 1
9 - 0
10 6 1
2 10 1
4 10 1
5 - 0
6 10 1
8 10 1
5 10 2,4,6,8,12,14,16,18 8
12 10 1
14 10 1
15 - 0
16 10 1
18 10 1
2 14 1
4 14 il
6 14 1
7 - 0
8 14 1
10 14 1
12 14 1
% 14 2,4,6,8,10,12,16,18,20,22, 24,26 12
16 14 1
18 14 1
20 14 1
sl - 0
20 14 1
24 14 1
26 14 1

Berdasarkan Tabel 3.7 graf ZT(Z,,)dengan p bilangan prima, p > 3

membentuk suatu pola yaitu titik 2p memiliki derajat 2p — 2 dan titik 2k untuk
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setiap k =1,2.3,...,p—1,p+ 1,...,2p — 1 memiliki derajat 1, sedangkan titik
p, 3p memiliki derajat 0. Dari dugaan tersebut selanjutnya dibuat lemma.

Misalkan a € Z,,,a # 0, maka a adalah pembagi nol tak nol jika dan
hanya jika ax = 0(mod 4p) memiliki solusi tak nol. Jadi a adalah pembagi nol
jika dan hanya jika (a, 4p) > 1.

Lemma3.1.1
Misalkan p bilangan prima. Himpunan pembagi nol tak nol dari ring bilangan
bulat modulo 4p adalah
Z(Zsp) = {np,2k|n = 1,3 k = 1,2.3,..,2p — 1.

Bukti :
Misalkan u € Z,,u # 0
u € Z(Z4p) < ux = 0(mod 4p) memiliki solusi tak nol

o (u,4p) > 1

< 2|u atau plu
Jadi Z(Z4p) = {(np, 2k|n =13, k=123,..,.2p — 1},
Lemma 3.1.2

Misalkan p bilangan prima p >3 dan ueV(ZT(Z4p)), maka {2p,u} €

E (ZT(Z4p)) jika dan hanya jikau = 2k, k = 1,2,..,p—1,p+1,...2p — 1.
Bukti :

Berdasarkan Lemma 3.1.1 yang menjadi himpunan titik pada ZT(Z4p) adalah
{np,2kln=1,3, k=1,2,3,...,2p — 1}.

Perhatikan bahwa untuk setiap 2k € Z(Z,,)", berlaku 2k -2p = 4kp =

0(mod 4p) dan (2k + 2p,4p) = 2.
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Jadi {2p, 2k } € E (ZT(Z4p) ) untuk setiap k = {1,2,..,p — L,p + 1,..,2p — 1}.
Selanjutnya, karena p-2p # 0(mod 4p) dan 3p-2p % 0(mod 4p) maka
(2p,p}, (2p,3p} € E (2T(Zsp))-
Dengan demikian terbukti {2p,u} € E(ZT(Z4P)) jika dan hanya jika u = 2k

untuk setiapk =1,2,...,p—1,p+1,..,2p — 1.
Akibat 3.1.2
Misalkan p bilangan prima p > 3, maka derajat 2p pada ZT(Z,,) adalah
deg(2p) =2p — 2
Bukti :
Berdasarkan Lemma 3.1.2,
deg(2p) =1{1,2,...,p—1,p+1,..2p—1}| =2p—2
Jadi deg(2p) = 2p — 2.

Lemma 3.1.3

Misalkan p bilangan prima p >3 dan uEV(ZT(Z4p)), maka {2k, u} €

E (ZT(Z4P)) untuk setiap k = 1,2, ...,p — 1,p + 1, ...,2p — 1 jika dan hanya jika

u=2p
Bukti :

Berdasarkan Lemma 3.1.2, titik 2k terhubung langsung dengan titik 2p maka
{2k,2p} €E (ZT(Z4P)). Selanjutnya karena 2k - 21 £ 0(mod 4p) untuk setiap
k+Lkl=12..,p—1,p+1,..2p—1dankarenap - 2k Z 0(mod 4p),

3p - 2k % 0(mod 4p) maka {2k, 21}, {2k, p}, {2k, 3p} ¢ E (ZT(Z4P)).
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Dengan demikian terbukti {2k,u} € E (ZT(Z4P)) untuk setiap k = 1,2,..,p —
1,p+1,..,2p — 1jika dan hanya jika u = 2p.
Akibat 3.1.3
Misalkan p bilangan prima dan p > 3, maka derajat 2k untuk setiap k =
1,2,..,p —1,p+1,..,2p — 1 pada ZT(Z4,) adalah

deg(2k) =1
Bukti:
Berdasarkan Lemma 3.1.3,

deg(2k) =1
Akibat 3.1.4
Misalkan p bilangan prima p > 3 dan w € {p, 3p}, maka dearajat w pada ZT(Zy,)
adalah

deg(w) =0
Bukti :

Perhatikan bahwa p - 3p % 0(mod 4p) maka {p,3p} & E (ZT(Z4P)). Selanjutnya

berdasarkan Lemma 3.1.2 dan Lemma 3.1.3, w tidak terhubung langsung dengan
2l untuk setiap ! =1,2,...,p—1,p+1,..,2p — 1.
Jadi deg(w) = 0.
3.2 Indeks Zagreb Pertama dan Indeks Zagreb Kedua pada Graf Pembagi
Nol Total dari Ring Bilangan Bulat Modulo 4p
Rumus umum indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf
ZT(Z4,) dapat diperoleh dengan mengetahui hasil pada beberapa kasus khusus

berikut:
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3.2.1 Indeks Zagreb Pertama dan Indeks Zagreb Kedua pada ZT(Z45)
Dari graf ZT(Z;,) diperoleh deg(2) =1, deg(3) =0,deg(4) =1,
deg(6) =4,deg(8) = 1,deg(9) = 0, deg(10) = 1 maka dapat dihitung indeks

Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf ZT(Z,) yaitu:

M(ZT@) = ) deg)’
u€V(ZT(Z12))

=((deg(2))? + (deg(3))? + (deg(4))* + (deg(6))* +
(deg(8))* + (deg(9))? + (deg(10))?)

=12+ 0%+ 1% +4%°+1°+0°+1°=1+0+1+16+1+0+
1=20

My(ZT@)) = ) deg()-deg(v)
{w,v}EE(ZT(Z12))

= (deg(2) - deg(6)) + (deg(4) - deg(6)) + (deg(4) - deg(6)) +
(deg(10) - deg(6))
=(14)+(1)+(14d)+(14) =4+4+4+4=16

3.2.2 Indeks Zagreb Pertama dan Indeks Zagreb Kedua pada ZT (Z5)
Dari graf ZT(Zyy) diperoleh deg(2) =1,deg(4) =1,deg(5) =0,

deg(6) = 1,deg(8) = 1,deg(10) = 8,deg(12) = 1,deg(14) =1,
deg(15) = 0,deg(16) = 1,deg(18) = 1, maka dapat dihitung indeks Zagreb

pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf ZT(Z,,) yaitu:

My(ZT (@) = ) degw)
U€EV(ZT(Z20))
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:((deg(z))2 + (deg(®))” + (deg(5))” + (deg(®))” +
(deg(8))" + (deg(10)) + (deg(12)) + (deg(TD)) +
(deg(T5))’ + (deg(16)) + (deg(T8)) )
=12412 402+ 1241248 + 12412+ 0% + 12 + 12
=1+1+0+1+1+64+1+1+0+1+1=72

Mo(ZT(Zop)) = ). deg(w)-deg(v)
{w,v}€E(ZT(Z20))

= (deg(2) - deg(10)) + (deg(4) - deg(10)) + (deg(6) -
deg(10)) + (deg(8) - deg(10)) + (deg(12) - deg(10)) +
(deg(12) - deg(10)) + (deg(16) - deg(10)) + (deg(18) -
deg(10))
=1 )+A-+(1-B+A-B)+(1-8)+(1-8)+
(1-8)+1-8)
=8+8+8+8+8+8+8+8=64
3.2.3 Indeks Zagreb Pertama dan Indeks Zagreb Kedua pada ZT(Z,g)
Dari graf ZT(Z,g) diperoleh deg(2) = 1,deg(4) = 1,deg(6) = 1,
deg(7) = 0,deg(8) = 1,deg(10) = 1,deg(12) = 1,deg(14) = 12,
deg(16) = 1,deg(18) = 1,deg(20) = 1,deg(21) = 0,deg(22) =1,
deg(24) = 1,deg(26) = 1, maka dapat dihitung indeks Zagreb pertama dan

indeks Zagreb kedua pada graf ZT(Z,g) yaitu:

M(ZT(Lp) = ) degw)
u€V(ZT(Z28))
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= ((deg@)” + (deg@)’ + (deg(®)’ + (deg(M) +
(deg(®)” + (deg(10))” + (deg(12))" +
(deg(I®))*+(deg(16))” +

(deg(T8)) +(deg(Z0)) +(deg(ZD))" +
(deg(ﬁ))z+(deg(ﬁ))2+(deg(z6))2)
=1P+12+12+0°+ 1+ 12+ 12+ 122 + 12 + 17 + 1% +

02 SARN: 17 4 12
=1+1+1+0+1+1+1+144+1+1+14+0+1+1+1

=156

My(IT(Lop) = ) degQw)- deg(v)
{u,V}€E(ZT(Z29))

= (deg(2) - deg(14)) + (deg(4) - deg(14)) + (deg(6) -
deg(14)) + (deg(8) - deg(14)) + (deg(10) - deg(14)) +
(deg(12) - deg(14)) + (deg(16) - deg(14)) + (deg(18) -
deg(14)) + (deg(20) - deg(14)) + (deg(22) - deg(14)) +
(deg(24) - deg(14)) + (deg(26) - deg(14))
=(1-12)+(1-12)+(1-12)+(1-12)+(1-12)+ (1-12) +
(1-12)+(1-12)+(1-12)+(1-12)+(1-12) + (1-12)
=12+12+12+12+12+4+12+124+12+ 12+ 12+ 12+ 12
= 144
Berdasarkan perhitungan indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua
pada graf ZT(Z,,) akan dibuat dalam bentuk tabel untuk memudahkan dalam

mencari pola.
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Tabel 3.8 Indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf ZT(Z4p)

p M, (Z7(Zyy)) M, M, (ZT(Z4y)) M,
G-D+G@ 1)+ @ 1)
3 [140+1+16+1+0+1 20 1) 16

8-D)+(B-1)+(8-1)
5 1+1+0+1+1+64+1 72 +(B-1D+(B-1)+(8-1) 64

+1+0+1+1 +(8-1) + (8-1)

(12-1D)+(12-1) + (12 1)

1+1+14+0+1+1+1 +(12-1D)+(12-1)+
7 +1+144+1+14+0+1 156 | (12- 1)+ (12-1)+(12-1) | 144
+1+1 +(12-1)+(12-1)

+(12- 1)+ (12-1)

Berdasarkan uaraian di atas, selanjutnya dibuat lemma berikut.
Lemma 3.2.1
Misalkan p biangan Prima dan p > 3, indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb
kedua pada graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p berturut-

turut adalah
My (21(Zsp)) = (2p = D2~ 1)

M, (ZT(Z4,)) = (20 — 2)?
Bukti:
indeks Zagreb pertama pada graf ZT(Z4,) adalah

My (ZT(Z4y)) = z deg(u)?

uev(zT(Z4p))

Misalkan A = {2k|k = 1,2,....,p —1,p+1,..,2p — 1} dan B = {p,3p}.
Berdasarkan Akibat 3.1.3 maka deg(a) = 1, untuk setiap a € A dan berdasarkan
Akibat 3.1.4 maka deg(b) = 0, untuk setiap b € B.

Sehingga diperoleh

M, (ZT(Z4p)) = (deg(Zp))2 + Z:(deg(a))2 + Z:(deg(b))2

a€A bEB
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=(@2p-2*+@2p-2)-1*+0
=Q@2p-2*+@2p-2)
=@2p—-2)2p-D.

Berdasarkan Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.3, dan Akibat 3.1.4 diperoleh

E (Z1(Z4p)) = {(2p, 26}k = 1,2,...p = L,p +1,...,2p — 1},

Sehingga indeks Zagreb kedua pada graf ZT(Z,,, ) adalah

M, (ZT(Z4p)) = Z deg(u) - deg(v)

{wv}eE (2T (Zsp))

2p—1

= ) deg(2p) - deg(2i0)

k=1
k+p

=2p-2)2p-2)

= (2p — 2)2.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut:
1. Graf pembagi nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p dengan p bilangan

prima p > 3 adalah suatu graf dengan:

a. Himpunan titik V (ZT(Z4y) ) = {np, 2k|n = 1,3, k = 1,2,3,...2p — 1},

b. {2p,u}€ E(ZT(Z4p)) jika dan hanya jika u =2k k=12, ..,p—
1,p+1,...2p—1. Sehingga derajat titik 2p pada ZT(Z.,) adalah
2p — 2.

c. {2ku} € E(ZT(Zyp)) untuk setiap k=12, ..,p—1L,p+1,...2p— 1
jika dan hanya jika u = 2p. Sehingga derajat titik 2k pada ZT(Z4,)
adalah 1.

d. p dan 3p adalah titik terisolasi.

2. Rumus indeks Zagreb pertama dan indeks Zagreb kedua pada graf pembagi
nol total dari ring bilangan bulat modulo 4p dengan p bilangan prima dan

p > 3 adalah:
My (ZT(Z4p)) = 2p —2)(2p — 1)
M, (ZT(Z4y)) = (20 — 2)?
4.2 Saran

Penelitian ini, penulis hanya meneliti tentang indeks Zagreb pertama dan

kedua pada graf pembagi nol dari ring bilangan bulat modulo 4p. Penelitian
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selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema terkait indeks Zagreb pertama

dan kedua pada graf yang lainnya atau pada graf dari ring lainnya.
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