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ABSTRAK

Nuzula, A’yunina Faidatul. 2020. Submodul dan Modul Hasil Bagi dari Modul
Noetherian. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang. Pembimbing:
() Dewi Ismiarti, M.Si. (1) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Kata Kunci: modul, modul hasil bagi, modul Noetherian, submodul

Modul merupakan struktur aljabar yang dibentuk dari grup Abelian dan
ring sebagai skalar. Modul atas suatu ring adalah grup Abelian yang dilengkapi
perkalian dengan skalar dari ring sehingga memenuhi aksioma-aksioma tertentu.
Himpunan bagian dari modul yang juga membentuk modul disebut dengan
submodul. Selanjutnya dari submodul dapat dibentuk modul hasil bagi. Setiap
modul memiliki keterkaitan dengan submodul dan modul hasil baginya. Hal
tersebut juga berlaku pada modul Noetherian. Suatu modul dikatakan sebagai
modul Noetherian apabila modul tersebut memenuhi kondisi rantai naik
(ascending chain condition) atas submodul-submodulnya.

Pada penelitian ini akan ditunjukkan bagaimana keterkaitan antara modul
Noetherian dengan submodul dan modul hasil baginya. Selanjutnya, berdasarkan
pembahasan, didapatkan kesimpulan sebagai berikut:

Misalkan R adalah ring komutatif dan M adalah suatu R-modul. Misalkan N
adalah submodul dari M, berlaku

1. M adalah modul Noetherian jika dan hanya jika setiap submodulnya
dibangun secara hingga.

2. M adalah modul Noetherian jika dan hanya jika N dan M/N adalah modul
Noetherian.

Xiii



ABSTRACT

Nuzula, A’yunina Faidatul. 2020. Submodules and Quotient modules of
Noetherian Modules. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of
Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University
of Malang. Advisors:

(1) Dewi Ismiarti, M.Si (1) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si

Keywords: Modules, quotient modules, Noetherian module, submodule

A Module over a ring is an Abelian group with multiplication by scalar on
ring that satisfy some axioms. A subset of module satisfying the axioms of
modules is called submodule. Furthermore we can form a quotient module from a
submodule. Every modules have relation with their submodules and their quotient
modules. It is also applied on Noetherian modules. A module is said to be
Noetherian if that module satisfies ascending chain condition on submodules.

This research discuss some relation of Noetherian modules, its submodules
and the quotient modules. The result of this research are the following
Let R be a commutative ring and M is an R-module. Let N be a submodule of M,
then
1. M is a Noetherian module if and only if every submodule of M is finitely
generated.
2. M is a Noetherian module if and only if N and M/N are Noetherian

modules.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran merupakan mukjizat terbesar dari Allah Swt. yang memiliki
banyak sekali keajaiban di dalamnya. Al-Quran juga menjadi sumber ilmu
pengetahuan sekaligus sumber ajaran agama Islam. Salah satu ilmu yang dikaji
dalam Al-Quran adalah mengenai matematika. Al-Quran tidak mengangkat
metode atau teknik baru dalam penyelesaian suatu masalah, melainkan telah
menunjukkan adanya eksistensi suatu fenomena yang ada dibalik alam semesta
dengan cara yang sama yang ia tunjukkan mengenai eksistensi alam semesta itu
sendiri (Rahman, 1992: 15).

Manusia merupakan makhluk ciptaan Allah yang diberi kelebihan akal, serta
memiliki peran penting dalam menggali dan memanfaatkan segala bentuk ciptaan
Allah. Dengan segala kelebihan tersebut, manusia memiliki peran
mengembangkan ilmu pengetahuan. Sehingga manusia diharuskan mampu
memahami kebenaran Al-Quran melalui aktifitas studi dan penelitian. Hal tersebut
dijelaskan dalam firman Allah SWT yang artinya

“Apakah ada salah seorang di antara kamu yang ingin mempunyai kebun kurma
dan anggur yang mengalir di bawahnya sungai-sungai, dia mempunyai dalam kebun itu
segala macam buah-buahan, kemudian datanglah masa tua pada orang itu sedang dia
mempunyai keturunan yang masih kecil-kecil. Maka kebun itu ditiup angin keras yang
mengandung api, lalu terbakarlah. Demikian Allah menerangkan ayat-ayat-Nya
kepadamu agar kamu memikirkannya.”’(QS. Al-Bagarah/2:266).

Ayat tersebut memerintahkan pada umat islam untuk melakukan studi dan
penelitian serta memerintahkan untuk berfikir. Allah SWT telah memberikan
manusia keistimewaan akal dan juga petunjuk yang jelas. “Demikian Allah

menerangkan ayat-ayat-Nya kepadamu agar kamu memikirkannya”. Tafsir Ibnu
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Katsir menjelaskan bahwa penggalan ayat tersebut bermakna agar kita dapat
mengambil pelajaran dan memahami beberapa perumpamaan yang diberikan serta
mampu memahami makna-makna tersirat dengan benar agar sesuai dengan makna
yang dimaksud sebenarnya. Mempelajari ilmu merupakan suatu kewajiban bagi
setiap muslim. Di antara ilmu tersebut, matematika termasuk ilmu yang juga
penting untuk dipelajari.

Matematika merupakan ilmu yang mempunyai peran serta sangat besar
terhadap perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi (IPTEK). Hal ini
dikarenakan matematika merupakan ilmu yang mendasari berbagai macam ilmu
lain dan dapat menjadi solusi berbagai fenomena yang semakin kompleks, serta
matematika sebagai bahasa proses, teori dan aplikasi ilmu yang memberikan suatu
kemanfaatan.

Dewasa ini aljabar menjadi cabang ilmu matematika yang banyak
dikembangkan. Dalam aljabar terdapat salah satu cabang yakni aljabar abstrak.
Aljabar abstrak merupakan bidang matematika yang mempelajari mengenai
struktur aljabar. Beberapa hal yang dipelajari dalam struktur aljabar antara lain
grup, ring, dan modul. Setiap struktur aljabar tersebut memenuhi sifat-sifat atau
aksioma-aksioma tertentu.

Modul merupakan struktur aljabar yang dibentuk dari grup Abelian dan
ring. Modul atas suatu ring adalah grup Abelian yang dilengkapi perkalian skalar
dari ring sehingga memenuhi sifat-sifat tertentu. Selanjutnya ring tersebut disebut
sebagai ring tumpuan. Apabila ring tumpuan dari modul adalah lapangan maka

modul tersebut adalah ruang vektor.
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Dalam struktur aljabar modul dikenal struktur submodul dan modul hasil
bagi. Submodul adalah himpunan bagian dari modul yang juga membentuk
modul. Selanjutnya dari submodul dapat dibentuk modul hasil bagi. Sifat modul
tidak selalu diwariskan pada submodul dan modul hasil baginya. Sebagai contoh
modul bebas yakni modul yang memiliki basis, submodul dan modul hasil
baginya belum tentu bebas (Roman, 2008: 142).

Suatu modul dikatakan sebagai modul Noetherian apabila modul tersebut
memenuhi kondisi rantai naik (ascending chain condition) atas submodul-
submodulnya, yaitu rantai naik submodul-submodulnya pada akhirnya akan
konstan. Konsep mengenai modul Noetherian sendiri dikemukakan oleh Emmy
Noether yang mengenalkan mengenai kondisi maksimal dan minimal yang dapat
diformulasikan ke dalam suatu kondisi rantai. Selanjutnya penulis termotivasi
untuk melakukan penelitian mengenai keterkaitan antara modul Noetherian
dengan submodul dan modul hasil baginya.

Skripsi ini merupakan kajian dari beberapa sumber pustaka. Rujukan utama
dari pembahasan skripsi ini adalah buku yang berjudul “Rings and Their
Modules” yang ditulis oleh Paul E. Bland. Namun demikian, dalam skripsi ini alur
penulisan, langkah-langkah pembuktian serta penyajian hasil disesuaikan dengan
tujuan penulisan skripsi dan cara pandang penulis sehingga menjadikan skripsi ini

tulisan yang utuh.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, maka rumusan masalah dalam penelitian ini

adalah
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Bagaimana keterkaitan antara modul Noetherian dengan submodul-
submodulnya?
Bagaimana keterkaitan antara modul Noetherian dengan modul hasil
baginya?
Bagaimana keterkaitan antara modul Noetherian dengan submodul dan

modul hasil bagi Noetherian?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah, maka tujuan pembahasan

skripsi ini adalah

1.

2.

Mengetahui keterkaitan modul Noetherian dengan submodulnya.
Mengetahui keterkaitan antara modul Noetherian dengan modul hasil
baginya.

Mengetahui keterkaitan antara modul Noetherian dengan submodul dan

modul hasil bagi Noetherian.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah untuk memberikan

informasi mengenai keterkaitan antara modul Noetherian dengan submodulnya,

keterkaitan modul Noetherian dengan modul hasil baginya, serta keterkaitan

modul Noetherian dengan submodul dan modul hasil bagi Noetherian.

1.5 Metode penelitian

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kepustakaan (library

research). Berikut merupakan langkah-langkah yang akan digunakan dalam

menyelesaikan masalah penelitian skripsi ini:
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5)

Menunjukkan adanya keterkaitan antara modul Noetherian dengan
submodul-submodulnya, dengan langkah-langkah

a. Membentuk sebarang rantai naik submodul-submodul dari submodul.

b. Membuktikan rantai naik submodul-submodul tersebut akan konstan.
Menunjukkan adanya keterkaitan modul Noetherian dengan modul hasil
baginya, dengan langkah-langkah
a. Membentuk sebarang rantai naik submodul-submodul dari modul hasil

bagi,

b. Membuktikan rantai naik submodul-submodul tersebut akan konstan.
Menunjukkan adanya keterkaitan antara modul Noetherian dengan
submodul dan modul hasil bagi Noetherian, dengan langkah-langkah
a. Menentukan himpunan pembangun dari submodul-submodul.

b. Membuktikan setiap submodul dari modul dibangun secara hingga.

Sistematika Penulisan

Agar skripsi ini mudah ditelaah dan dipahami pembahasannya, maka

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-masing bab

dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:

BAB | Pendahuluan

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.

BAB Il Kajian Pustaka

Bagian ini mencakup konsep-konsep yang mendukung bagian

pembahasan. Konsep-konsep tersebut diantaranya pemetaan,



BAB Il

BAB IV
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operasi biner, grup dan subgrup, koset, subgrup normal, grup hasil
bagi (grup faktor), ring, ideal, modul dan submodul,
homomorfisme modul, modul hasil bagi, himpunan pembangun
modul, dan modul Noetherian.

Pembahasan

Pada bab ini dilakukan pengkajian tentang pembahasan yang berisi
pembuktian teorema-teorema keterkaitan antara modul Noetherian
dengan submodulnya, keterkaitan modul Noetherian dengan modul
hasil baginya, serta keterkaitan antara modul Noetherian dengan
submodul dan modul hasil bagi Noetherian.

Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan

memberikan saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB 11
KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan definisi-definisi dan teorema-teorema pendukung
untuk pokok pembahasan pada bab selanjutnya.
2.1 Pemetaan dan Operasi Biner
Definisi 2.1.1

Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Subhimpunan f dari A X B

disebut pemetaan dari A ke B jika untuk setiap a € A terdapat tepat satu

elemen b € B sehingga (a,b) € f. Jika f adalah pemetaan dan pasangan

terurut (a, b) ada di f, maka dapat ditulis b = f(a) dan b disebut peta dari a

oleh f.

(Gilbert dan Gilbert, 2009: 13).

Dalam hal ini himpunan A disebut domain dari f dan himpunan B disebut
kodomain dari f.

Untuk membuktikan apakah suatu pengaitan f dari A X B merupakan suatu
pemetaan, asumsikan bahwa a,; = a, dan dibuktikan bahwa f (a;) = f(a,).

Misalkan f merupakan pemetaan dari A ke B, maka

a. Pemetaan f dikatakan onto, atau surjektif, jika setiap elemen dari B

adalah peta dari paling sedikit satu elemen di A.
b. Pemetaan f disebut satu-satu, atau injektif, jika elemen-eiemen yang
berbeda pada A selalu memiliki peta yang berbeda pada B.
c. Pemetaan f dikatakan korespondensi satu-satu, atau bijektif, jika f

merupakan pemetaan yang surjektif sekaligus injektif.
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Operasi biner pada suatu himpunan merupakan proses mengombinasikan dua

elemen pada himpunan tersebut untuk mendapatkan suatu elemen tunggal yang

juga merupakan elemen dari himpunan tersebut. Berikut akan diberikan definisi

operasi biner pada suatu himpunan.

Definisi 2.1.2

Suatu operasi biner pada himpunan tak kosong A adalah suatu pemetaan f

dari A X A ke A (Gilbert dan Gilbert, 2009: 30).

Sifat yang berlaku pada suatu struktur aljabar ditentukan berdasarkan sifat-

sifat operasi pada struktur aljabar tersebut. Berikut akan diuraikan jenis-jenis sifat

pada operasi biner.

Misalkan * merupakan operasi biner pada himpunan tak kosong A,

a.

Misalkan B € A, operasi * dikatakan tertutup di B apabila untuk setiap
a,b € Bberlakua xb € B

Operasi * dikatakan komutatif, apabila x xy =y *x untuk setiap
X,y €A

Operasi * dikatakan asosiatif, jika x = (y * z) = (x * y) * z untuk setiap
X,y,Z € A.

Himpunan A dikatakan memuat elemen identitas terhadap operasi *,
apabila terdapat e € A sehingga berlaku x x e = x = e * x untuk setiap
x € A. Selanjutnya e disebut elemen identitas dari A terhadap operasi *.
Misalkan e adalah elemen identitas, x € A dikatakan elemen yang
memiliki invers terhadap operasi * apabila terdapat elemen x ! € A
sedemikian sehingga x xx™! =e = x71 xx. Selanjutnya x~! disebut

sebagai invers dari x terhadap operasi *.
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Selanjutnya, apabila pada himpunan A terdapat satu lagi operasi biner #,

maka operasi * dikatakan bersifat distributif terhadap # apabila memenuhi

f. DistributifKirix * (y #2) = (x *y) # (x * x)

g. Distributif kanan (y # z) *x = (y * x) # (z * x).
2.2 Grup
2.2.1 Grup dan Subgrup

Grup adalah struktur aljabar yang sangat mendasar. Grup menjadi dasar
terbentuknya struktur aljabar yang lain. Definisi grup dinyatakan sebagai berikut
Definisi 2.2.1

Grup adalah pasangan terurut (G,*) dengan G adalah himpunan dan * adalah

suatu operasi biner pada G yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:

(i) Operasi * bersifat asosiatif di G,

(i) G memuat identitas terhadap operasi *,

(ili) G memuat invers setiap unsurnya terhadap operasi *.

Grup (G,*) disebut Abelian (atau komutatif) jika a *x b = b * a untuk setiap
a,b € G. (Dummit dan Foote, 2004: 17).

Berikut diberikan teorema tentang beberapa sifat yang berlaku pada elemen-
elemen dari suatu grup.
Teorema 2.2.2

Misalkan G adalah grup dengan operasi biner yang dituiiskan sebagai operasi

perkalian, berlaku sifat-sifat sebagai berikut

1. Untuksetiapa € G, (a™)1=a

2. Untuk sebarang a dan b € G, (ab)™ = b~ta"! (Gilbert dan Gilbert,

2009: 146).
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Bukti:
1. Misalkan e adalah elemen identitas pada grup G, maka berlaku
aa”l=e
(aa (@t =e(@H™
a(@*(@H™H = (aH™
ae = (a1t
o — (1 Vi
Jadi, terbukti bahwa (a= 1)~ = a.

2. Karena (ab)(ab) ! =e, dengan e adalah elemen identitas di G.
Selanjutnya (ab)(b™'a ™) = a(bb™Ya ! =aea ™ =aa™! =e. Dari
sini terbukti bahwa (ab)(ab)™! =e = (ab)(b~ta™1). Jadi terbukti
bahwa (ab)~! = b~1a™ 1.

Contoh 2.2.3

Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi penjumlahan (Z, +) adalah grup

Abelian. Hal ini merupakan akibat langsung dari aksioma penjumlahan pada

bilangan bulat.

Definisi 2.2.4

Misalkan (G,*) adalah suatu grup. Suatu subhimpunan H dari G disebut

subgrup dari G jika H membentuk grup bersama operasi biner * yang

terdefinisi di G (Gilbert dan Gilbert, 2009: 152).

Notasi dari H subgrup G adalah H < G.

Teorema 2.2.5 (Uji Subgrup)

Misalkan G adalah grup. Subhimpunan tak kosong H dari G adalah subgrup

dari G apabila memenuhi ab™! € H untuk setiap a,b € H (Gallian, 2013: 62).
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Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa H membentuk suatu grup. Pertama, karena operasi yang
berlaku pada H sama dengan operasi pada grup G, maka operasi tersebut bersifat
asosiatif di H. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa H memuat elemen identitas
e. Karena H merupakan himpunan tak kosong maka ambil x € H, kemudian
misalkan a = x dan b = x maka berlaku e = xx~! = ab~! € H. Berikutnya akan
ditunjukkan untuk sebarang a € H, H memuat a~*. Karena e,a € H berakibat
a~l =ea™! € H. Jadi, terbukti H merupakan grup bersama operasi yang berlaku
di G. Dengan demikian H adalah subgrup dari G.
2.2. 2 Koset dan Subgrup Normal
Definisi 2.2.6
Misalkan G adalah grup dan H adalah subhimpunan tak kosong dari G. Untuk
sebarang a € G, himpunan {ah | h € H} dilambangkan dengan aH. Demikian
juga, Ha=f{ha|h€e H} dan aHa !={aha™'|heH}. Ketika H
merupakan subgrup dari G, himpunan aH disebut sebagai koset Kkiri dari H
pada grup G yang memuat a, dan Ha disebut sebagai koset kanan dari H pada
grup G yang memuat a. Pada kasus ini a disebut sebagai wakil koset dari aH
(atau Ha)
(Gallian, 2013: 144).
Lemma 2.2.7 Sifat-Sifat dari Koset
Misalkan G adalah grup dan H adalah subgrup dari G. Misalkan a,b € G,
maka berlaku

1. a€aH

2. aH = H jika dan hanya jikaa € H
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(ab)H = a(bH) dan H(ab) = (Ha)b
aH = bH jika dan hanya jikaa™'h € H

(Gallian, 2013: 145).

a=ae € aH, karenae € H

(=) MisalkanaH = H,makaa = ae € aH = H.

(&) Asumsikan a € H akan ditunjukkan aH € H dan H S aH. Jelas
bahwa aH < H, karena sifat ketertutupan dari H. Selanjutnya untuk
menunjukkan bahwa H € aH, misalkan h € H. Karena a € H maka
a ! € H dan karena h € H maka a th € H. Oleh karena itu, h = eh =
(aa=Y)h = a(a™*h) € aH.

Hal ini sebagai akibat langsung dari (ab)h = a(bh) dan h(ab) = (ha)b.
(=) Karena aH = bH maka b = b.e € aH. Misalkan b = ak, untuk
suatu k € H, berakibat a™*b = a~*(ak) = (a *a)k = ek = k € H.
(e)a'beH berakibat b la=b"1(a )t =(a"h)"€H.
Misalkan h € H, maka ah = e(ah) = (bb~)(ah) = b((b~'a)h) € bH.
Jadi aH € bH.

Selanjutnya, a b =a"*(b™1)"'=(b"'a)"* € H. Misalkan h€H
maka bh = e(bh) = (aa")(bh) = a((a"1b)h) € aH. Jadi bH < aH.

Karena aH < bH dan bH < aH maka aH = bH.

Definisi 2.2.8 (Subgrup Normal)

Misalkan G adalah grup dan H adalah subgrup dari G. Maka H dikatakan

sebagai subgrup normal atau invarian dari G jika xH = Hx untuk setiap
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x € G (Gilbert dan Gilbert, 2009: 233). H adalah subgrup normal dari G
dinotasikan sebagai H 2 G.
Contoh 2.2.9
Misalkan G adalah grup Abelian. Setiap subgrup dari G adalah subgrup

normal.

2.2.3 Grup Hasil bagi atau Grup Faktor
Misalkan G adalah grup dan H adalah subgrup normal dari G, maka
himpunan koset-koset dari H di G adalah suatu grup yang disebut dengan grup
faktor dari G oleh H atau grup hasil bagi dari G oleh H.
Teorema 2.2.10
Misalkan G adalah grup dan misalkan H adalah subgrup normal dari G.
Himpunan G/H = {aH | a € G} adalah grup dengan operasi (aH)(bH) =
abH
(Gallian, 201: 187).

Bukti:

Langkah pertama adalah buktikan bahwa perkalian (aH)(bH) = abH adalah

operasi yang berlaku pada G/H, yaitu dengan menunjukkan bahwa pengaitan

G/H X G/H — G/H dengan (aH, bH) — abH adalah suatu pemetaan.

Misalkan a,a’,b,b’ € G, dengan aH = a’H dan bH = b'H akan dibuktikan

bahwa aHbH = a'Hb'H dengan membuktikan bahwa abH = a'b'H.
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Dari aH = a'H dan bH = b'H diperoleh a’ = ah, dan b’ = bh, untuk suatu
h,,h, € H. Oleh karena itu a'b’'H = ah;bh,H = ah,bH = ah,Hb =
aHb = abH. Jadi, terbukti bahwa pengaitan tersebut adalah pemetaan.
Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa G/, adalah grup, yaitu ¢/, memiliki
elemen identitas yaitu eH = H, kemudian a~'H adalah invers dari aH €
G/H. Dan (aHbH)cH = (ab)HcH = (ab)cH = (abc)H = aH(bc)H =
aH(bHcH), artinya operasi pada G/  bersifat asosiatif. Jadi, terbukti bahwa

G/H adalah grup.

Definisi 2.2.11

Misalkan G adalah grup dan H adalah subgrup normal dari G. Suatu grup
G/H yang memuat koset-koset dari H di G disebut grup hasil bagi atau grup

faktor dari G oleh H (Gilbert dan Gilbert, 2009: 230).

2.3 Ring

Ring merupakan salah satu konsep struktur aljabar di mana di dalamnya

berlaku dua operasi biner, yang disebut dengan penjumlahan (4) dan perkalian

(x). Konsep mengenai ring dikenalkan oleh Abraham Fraenkel pada tahun 1914

yang memberikan definisi untuk ring sebagai berikut.

Definisi 2.3.1

Ring R adalah himpunan dengan dua operasi biner pada R, yaitu penjumlahan
(+) dan perkalian (x), di mana berlaku

1. Operasi + pada R bersifat komutatif,

2. Operasi + pada R bersifat asosiatif,

3. R memuat elemen identitas terhadap operasi +,
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4. R memuat invers setiap unsurnya terhadap operasi +,

5. Operasi X pada R bersifat asosiatif, dan

6. Sifat distributif kiri dan distributif kanan operasi x terhadap +.

(Gallian, 2013: 245).

Berdasarkan definisi tersebut dapat dikatakan R bersama operasi penjumlahan
(R,+) membentuk grup Abelian, serta operasi perkaliannya bersifat asosiatif dan
berlaku sifat distributif kiri dan distributif kanan operasi perkalian terhadap
operasi penjumlahan. Selanjutnya, himpunan tak kosong R yang membentuk ring
bersama dua operasi biner 4+ dan x dilambangkan dengan (R, +, X).

Suatu Ring R dikatakan sebagai ring komutatif apabila operasi perkaliannya
bersifat komutatif. Selanjutnya apabila suatu ring R memuat unsur identitas
terhadap opersi perkalian maka ring R disebut sebagai ring dengan elemen
kesatuan (unity). Apabila elemen tak nol pada ring R memiliki invers maka
elemen tersebut disebut dengan unit dari ring R. Pengurangan pada ring
didefinisikan sebagai penjumlahan dengan invers yakni a — b = a + (—b).
Contoh 2.3.2

Himpunan bilangan bulat Z merupakan ring bersama operasi penjumlahan +

dan operasi perkalian x berdasarkan aksioma bilangan bulat.

Definisi 2.3.3
Suatu subhimpunan S dari ring R adalah subring dari R jika S merupakan ring

terhadap operasi yang sama di R (Gallian, 2013: 248).
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Teorema 2.3.4 (Uji Subring)
Subhimpunan tak kosong S dari ring R adalah subring dari R jika S tertutup
terhadap operasi pengurangan dan operasi perkalian, yaitu jika a dan b
keduanya ada di S maka a — b dan ab ada di S (Gallian, 2013: 248).

Bukti:

Operasi penjumlahan pada R bersifat komutatif, dan S tertutup terhadap
operasi pengurangan, berdasarkan teorema uji subgrup maka S adalah grup
Abelian terhadap opersi penjumlahan.
Selanjutnya kerena operasi perkalian pada R bersifat asosiatif serta distributif
terhadap penjumlahan, maka hal tersebut juga berlaku pada S. Sehingga
terbukti bahwa S adalah subring dari R.
Selanjutnya konsep mengenai ideal merupakan analogi dari konsep subgrup
normal. Definisi dari ideal dinyatakan sebagai berikut
Definisi 2.3.5 (Ideal)
Misalkan R adalah ring dan A adalah subring dari R. Subring A dikatakan
suatu ideal dari R jika untuk setiap » € R dan a € A berlaku ra dan ar
keduanya ada di A (Gallian, 2013: 267).
Teorema 2.3.6 (Uji Ideal)
Subhimpunan tak kosong A dari ring R adalah ideal dari R jika
1. a—b € Auntuksetiapa,b € A

2. radan ar keduanya ada di A ketika a € A dan r € R.
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2.4 Modul
2.4.1 Modul dan Submodul
Modul merupakan perumuman dari ruang vektor. Skalar pada ruang vektor
yang merupakan elemen dari lapangan diperumum dari sebarang ring. Berikut

definisi dari suatu modul

Definisi 2.4.1
Misalkan (R,+,x) adalah ring komutatif dengan kesatuan, yang mana
elemen-elemennya disebut sebagai skalar. R-modul (atau suatu modul atas R)
adalah himpunan tak kosong M yang memenuhi:
I. (M, +) adalah grup Abelian
ii. Terdapat pemetaan R X M — M, vyaitu (x,a) — xa, sehingga untuk
setiap x,y € M dan a, b € R memenuhi:
Q) alx+y) =ax+ay
(2) (a+b)x = ax + bx
@) a(xy) = (ax)y
4) 1x =x
(Bland, 2010: 26).
Definisi 2.4.2
Misalkan M adalah R-modul. Himpunan N disebut sebagai R-submodul jika
1. N adalah subgrup dari M

2. r+-n € N untuk setiap r € R dann € N (Bland, 2010: 26).
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2.4.2 Homomorfisme Modul
Misalkan M dan N adalah suatu R-modul. Suatu pemetaan ¢ dari M ke N
yang mengawetkan kedua operasi yang ada dalam modul dinamakan

homomorfisme modul. Definisi homomorfisme modul adalah sebagai berikut

Definisi 2.4.3

Misalkan R adalah ring dan misalkan M dan N adalah R-modul. Pemetaan

@:M — N disebut homomorfisme modul jika memenuhi syarat sebagai

berikut:

1. o(x+y) =@+ @e(y), untuk setiap x,y € M

2. @(ax) = ap(x), untuk setiapa € Rdanx € M

(Dummit & Foote, 1991: 322).

Misalkan R suatu ring dan misalkan M dan N adalah R-modul, dengan
¢@: M — N merupakan suatu homomorfisme modul. Jika ¢ bersifat injektif (satu-
satu) maka ¢ disebut monomorfisme modul. Selanjutnya jika ¢ bersifat surjektif
(pada) maka ¢ disebut epimorfisme modul. Jika ¢ bersifat satu-satu dan pada

(bijektif) maka ¢ disebut isomorfisme modul.

2.4.3 Modul Hasil Bagi

Konsep tentang modul hasil bagi dapat dianalogikan dengan definisi dari
grup hasil bagi. Pengkontruksian modul hasil bagi ditunjukkan pada teorema
berikut
Teorema 2.4.4

Misalkan M adalah R-modul dan N adalah submodul dari M. Himpunan

koset-koset
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M/N={U+N|UEM}
bersama operasi penjumlahan
wu+N)+@wW+N)=w+v)+N
dan perkalian skalar
r(u+N)=({-u)+N
untuk setiap r€ R dan u+ N, v+ N € M/N adalah R-modul (Roman,

2008:119).
Bukti:

Misalkan R adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan, M adalah R-

modul dan N adalah submodul dari M. Untuk membuktikan bahwa M/N
adalah R-modul, akan ditunjukkan bahwa: 1) (M/N,+) adalah grup abelian

dan 2) operasi perkalian skalar dari R pada M/N memenuhi aksioma
perkalian skalar pada modul.

1) Pandang himpunan (M/N,+) sebagai grup faktor sehingga berakibat
(M/y,+) merupakan grup abelian.
2) Akan ditunjukkan bahwa perkalian skalar R x M/, — M/, dengan

aturan untuk setiap r € R dan u € M berlaku r(u + N) =ru+ N
adalah pemetaan.

Misalkan u+ N =u'+ N dengan u,u’ € M dan r,r' € R dengan
r = r’, akan dibuktikan ru + N = r'u’ + N.

u+ N =u'+ N makau —u' € N, sehingga berlaku
ru—u)eEN=>ru—ru' e N=>ru+N=r'u+ N, karenar =r’,

Jadi, terbukti perkalian skalar pada M /  adalah pemetaan.
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Selanjutnya, misalkan u + N,v+ N € M/, dan r,s € R. Perhatikan

bahwa

a) r+s) - (w+N)=(r+s)-u)+N

=(r-u+s-u)+N
=((r-w+N)+((sw) +N)
=(r - @w+N)+(s-(w+N))

b) (rxs) (w+N)= (rxs)-u)+N

=(r-(s-w)+N
=7-((s-w) +N)

) T (W+N)+@w+N)=r-((u+v)+N)
=(r-(u+v))+N
=(r-u+r-v)+N
=((r-w+N)+((r-v)+N)
=(r-@w+N)+(r-@w+N))

d) 1-w+S)=1-w+S

=u+S

Berdasarkan a), b), c), d), maka operasi perkalian dari R pada M/N
memenuhi aksioma perkalian skalar pada modul.

Karena 1) dan 2) terpenuhi, maka diperoleh bahwa M/N adalah R-modul.
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Definisi 2.4.5

Misalkan M adalah R-modul dan N adalah submodul dari M. Himpunan
koset-koset M/N disebut modul hasil bagi dari M oleh N (Roman,

2008:119).
2.4.4 Himpunan Pembangun Modul
Definisi 2.4.6
Misalkan M adalah R-modul dan N adalah subhimpunan dari M.
Subhimpunan N disebut himpunan pembangun dari M jika M adalah
himpunan semua kombinasi linier unsur-unsur di N
(N ={r,v; + - +mv, |, €R,v; EN,n > 1}.
Subhimpunan N dikatakan membangun M jika M = (N) (Roman, 2008:
112).
Definisi 2.4.7
R-modul M dikatakan dibangun secara hingga jika memuat secara hingga
himpunan yang membangun M (Roman, 2008: 113).
2.4.5 Modul Noetherian
Dalam skripsi ini modul Noetherian didefinisikan sebagai modul yang
memenuhi kondisi rantai naik atas submodul-submodulnya. Sebelum dijelaskan
pengertian dari modul Noetherian terlebih dahulu akan ditunjukkan definisi dari
kondisi rantai pada suatu modul.
Definisi 2.4.8
Misalkan M adalah suatu R-modul. Suatu barisan {M;} dengan M; adalah
submodul dari M disebut membentuk rantai naik jika M; € M, € -

(Atiyah, 1969: 76).



22
Contoh 2.4.9
Pandang ring bilangan bulat Z sebagai modul atas dirinya sendiri. Secara
umum untuk sebarang k € Z dan k > 1 didapatkan submodul dari Z adalah
kZ = {kn | n € Z}.
Selanjutnya setiap submodul dari Z dapat membentuk barisan rantai naik,
misalnya {0} € --- € 16Z € 8Z C ---.
Selanjutnya definisi dari modul Noetherian dijelaskan sebagai berikut
Definisi 2.4.10
R-modul M dikatakan memenuhi kondisi rantai naik (ascending chain
condition), disingkat a.c.c, atas submodul jika untuk setiap barisan naik dari
submodul-submodulnya di M,
5 BT St
pada suatu saat akan konstan (eventually constant), yaitu terdapat k € N
sedemikian sehingga Sy = Sk4+1 = Sk42 = --- Modul yang memenuhi a.c.c
atas submodul disebut sebagai modul Noetherian (Roman, 2008: 133).
Contoh 2.4.11
Berikut beberapa contoh dari modul Noetherian
1. Himpunan bilangan bulat Z sebagai modul atas dirinya sendiri

merupakan modul Noetherian.
. 2 ([a
2. Misalkan Z* = {[b] |a,b € Z} adalah suatu Z-modul dengan Z adalah

ring bilangan bulat. Z? adalah Z-modul Noetherian.
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2.5 Kajian Keislaman tentang Keterkailan Islam dengan Iimu

Al-Quran merupakan kalam Allah Swt. yang di dalamnya terkandung
berbagai ilmu. Untuk memahami ilmu-ilmu tersebut, perlu dilakukan pengkajian
secara mendalam. Diantara ilmu-ilmu yang ada dalam Al-Quran dijelaskan
konsep tentang keterkaitan modul Noetherian dengan submodul dan modul hasil
baginya dalam QS. Al-Anfal ayat 2 yang artinya

“Sesungguhnya orang-orang yang beriman ialah mereka yang bila disebut nama
Allah gemetarlah hati mereka, dan apabila dibacakan ayat-ayat-Nya bertambahlah iman

mereka (karenanya), dan hanya kepada Tuhanlah mereka bertawakal”(QS. Al-
Anfal/8:2).

Ayat di atas menjelaskan bahwa orang beriman adalah mereka yang
memiliki tiga sifat, yaitu sifat pertama adalah mereka yang apabila ingat kepada
Allah, mengakui kebenaran-Nya, serta mengingat janji dan ancaman-Nya, maka
akan timbul rasa ketakutan dalam dirinya.

Sifat kedua yaitu mereka yang apabila dibacakan atau membaca Al-Quran,
maka bertambah imannya, kemudian sempurnalah keyakinannya, dan semakin
meningkat kesungguhannya dalam beramal.

Ketiga, yaitu mereka yang sepenuhnya menyerahkan diri kepada Allah,
tidak kepada sesuatu selain Allah. Mereka dikatakan bertawakal dan beramal
dengan sesungguh hati, disamping dirinya juga beribadah kepada Allah. Sifat-sifat
tersebut merupakan sifat yang berkaitan dengan hati.

Mempelajari matematika yang seesuai dengan paradigma takwa tidak cukup
hanya berbekal kemampuan intelektual semata. Namun, perlu didukung pula
dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola pikir deduktif dan logis yang
diterapkan dalam matematika juga bergantung pada kemampuan intuitif dan

imajinatif serta adanya pengembangan pendekatan rasional empiris dan logis.
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Dewasa ini sering dijumpai pandangan dalam masyarakat umum mengenai
konsep agama dan matematika, di mana keduanya dipandang tidak memiliki relasi
yang setara. Agama diekspresikan sebagai sesuatu yang cenderung terfokus pada
kegiatan suci dan ukhrawi, sedangkan matematika dipandang sebagai suatu hal
yang dinilai sebagai asumsi-asumsi abstrak yang berkembang dari pemikiran dan
penalaran manusia. Namun, dalam sejarah dapat dicermati bahwa agama memiliki
peran penting dalam membangunkan umatnya untuk mengkaji lebih mendalam
ilmu matematika.

Seperti halnya matematika, kajian mengenai modul dan modul Noetherian
juga perlu diperdalam. Konsep submodul dan modul hasil bagi pada modul juga
berlaku pada modul Noetherian. Setiap submodul dan modul hasil bagi dari modul
Noetherian, artinya submodul dan modul hasil bagi dari modul Noetherian adalah
suatu modul yang dibangun secara hingga.

Apabila dikaitkan dengan ayat Al-Quran di atas bahwasanya manusia yang
memiliki karakter orang beriman mempunyai sifat khusus yang dapat
membangunnya menjadi seorang yang beriman. Sehingga, kedepannya dapat
membuahkan kemuliaan dan menambahkan kekuatan dalam menjalankan dan

menjaga keimanannya.



BAB Il
PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dibahas keterkaitan modul Noetherian dengan

submodulnya serta keterkaitan modul Noetherian dengan modul hasil baginya.

3.1 Keterkaitan Modul Noetherian dengan Submodulnya
Sebelum membahas keterkaitan antara modul Noetherian dengan
submodulnya akan terlebih dahulu ditunjukkan kaitan antara suatu modul dengan
submodulnya. Misalkan R adalah suatu ring komutatif dan misalkan M adalah R-
modul. Berdasarkan Definisi 2.4.2 submodul dari M adalah suatu subhimpunan
dari M dimana bersama operasi yang berlaku pada R-modul M membentuk suatu
R-modul. Artinya setiap submodul dari suatu R-modul adalah R-modul.
Selanjutnya pada pembahasan ini akan ditunjukkan keterkaitan antara modul
Noetherian dengan submodulnya. Setiap submodul dari modul Noetherian adalah
modul Noetherian. Hal ini dinyatakan pada Teorema 3.1.1 berikut
Teorema 3.1.1
Misalkan R adalah ring komutatif. Jika M adalah R-modul Noetherian maka
setiap submodul dari M adalah modul Noetherian.
Bukti:
Misalkan M adalah R-modul Noetherian dan N adalah submodul dari M.
Setiap rantai naik submodul-submodul dari N berbentuk

S, €8, S C8 C - (3.1)

dengan S; submodul dari N. Karena submodul-submodul dari N merupakan
submodul dari M, maka rantai (3.1) adalah rantai naik submodul-submodul
dari M. Oleh karena itu rantai (3.1) suatu saat pada akhirnya akan konstan,
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yaitu terdapat k € N sedemikian sehingga Sy = Sx41 = Sk42 = -+, artinya N
merupakan modul Noetherian. Jadi terbukti bahwa setiap submodul dari
modul Noetherian adalah modul Noetherian. o
Teorema 3.1.1 menjelaskan keterkaitan antara modul Noetherian dengan
submodulnya vyaitu setiap submodul dari modul Noetherian adalah modul
Noetherian. Selanjutnya akan dibahas keterkaitan yang lain antara modul
Noetherian dengan submodulnya, yaitu suatu modul dikatakan sebagai modul
Noetherian jika dan hanya jika setiap submodulnya dibangun secara hingga. Hal
tersebut dijelaskan pada teorema berikut
Teorema 3.1.2
R-modul M adalah modul Noetherian jika dan hanya jika setiap submodul
dari M dibangun secara hingga (Roman, 2008: 133).
Bukti:
Pertama, akan dibuktikan jika setiap submodul dari M dibangun secara
hingga maka M adalah modul Noetherian. Misalkan M memuat suatu rantai
naik atas submodul-submodulnya,
N,SN, S C - (3.2).
Maka gabungan N = U; N; adalah submodul dari M. Oleh karena itu N
dibangun secara hingga. Misalkan N = (u,, ..., u,). Karena u; € N,
terdapat indeks k; sehingga u; € Ni,. Oleh karena itu, jika k=
max{ky, ko, ..., k,} diperoleh  {uy,u,,..,u,} S N,. Sehingga N =
(ug, Uz, oo, Up) € Ny © Niyq © Ngyy © - S N.Artinya N = N, = Ny yq =
N, = ---. Jadi terbukti rantai (3.2) pada akhirnya akan konstan sehingga M

adalah modul Noetherian.
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Selanjutnya akan dibuktikan dari arah sebaliknya, yaitu jika M adalah
modul Noetherian maka setiap submodulnya dibangun secara hingga.
Misalkan N adalah submodul dari M. Ambil u, € N. Misalkan N; = (u;) €
N dibangun oleh u,. Jika N; = N maka N dibangun secara hingga. Jika
N; # N maka terdapat u, € N — N;. Misalkan N, = (uy,u,). Jika N, = N
maka N dibangun secara hingga. Jika N, # N maka terdapat u; € N — N,.
Misalkan submodul N; = (u,, u,, us). Dari proses ini, diperoleh rantai naik
sejati dari submodul-submodul N

(W) & (up up) & (ug, up,uz) € - S N,

Jika tidak ada dari submodul-submodul N; yang sama dengan N, maka
diperoleh rantai naik tak hingga dari submodul-submodul tersebut. Hal ini
kontradiksi dengan fakta bahwa M adalah modul Noetherian. Oleh karena
itu N = (uq,uy,us, ..., u,) untuk suatu n € N. Sehingga terbukti N

dibangun secara hingga.o

3.2 Keterkaitan Modul Noetherian dengan Modul Hasil Baginya
Pembahasan selanjutnya yaitu akan ditunjukkan keterkaitan antara modul
Noetherian dengan modul hasil baginya. Setiap modul hasil bagi dari suatu modul

Noetherian adalah modul Noetherian seperti ditunjukkan pada teorema berikut

Teorema 3.2.1

Misalkan R adalah ring komutatif. Jika M adalah R-modul Noetherian dan N
adalah submodul dari M, maka setiap modul hasil bagi M/N adalah modul

Noetherian.
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Bukti:

Perhatikan bahwa setiap rantai naik submodul-submodul dari M /) berbentuk

Ml/N c Mz/N c ... Mk/N c .. (3.3)

dengan setiap M; adalah submodul dari M yang memuat N dan M; € M; ;.
Selanjutnya rantai naik

M, € M, S-S M C - (3.4)

adalah rantai naik submodul-submodul dari M. Karena M adalah modul
Noetherian maka rantai naik (3.4) pada akhirnya akan konstan, yaitu terdapat
k € N sedemikian sehingga M, = My, = My, = ---. Selanjutnya M, =

My, artinya M;, © M, dan M, S M,
My € Myyq = Mk/ = Mk+1/ (3.9)
N N
My 41 € My = Mk+1/N = Mk/N (3.6)

Dari pernyataan (3.5) dan (3.6) berakibat M"/NzM"“/N. Dengan

demikian maka rantai naik (3.3) akan pada akhirnya akan konstan, yaitu

terdapat k € N sedemikian sehingga Mk/N = Mk+1/N = Mk+2/N =

Artinya M/N adalah modul Noetherian. Jadi, terbukti bahwa setiap modul
hasil bagi dari modul Noetherian adalah modul Noetherian. o
Berdasarkan teorema di atas, terbukti bahwa modul hasil bagi M /)y adalah

modul Noetherian untuk setiap submodul N dari suatu R-modul Noetherian M.



29
3.3 Keterkaitan Antara Modul Noetherian dengan Submodul dan Modul

Hasil Bagi Noetherian

Sebelum membahas mengenai keterkaitan antara modul Noetherian dengan
submodul dan modul hasil hasil bagi Noetherian, terlebih dahulu akan dibahas
lemma berikut.

Lemma 3.3.1
Misalkan R adalah ring komutatif. Jika M adalah suatu R-modul dan N adalah
submodul dari M.

Maka pemetaan

m:M— M/N
8¢ == &7 M
adalah epimorfisme.
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa m merupakan pemetaan yang epimorfisme. Ambil
X,y € M dan a € R, berlaku
1) nx+y)=(x+y)+N
=(x+N)+((y+N)
=0(x) +m(y)
2) m(ax) = (ax)+ N
=a(x+ N)
= amn(x)
Dari 1) dan 2) terbukti bahwa m adalah homomorfisme. Selanjutnya untuk

membuktikan 7 epimorfisme ambil y =y + N € M/N untuk suatu y € M.
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Diperoleh mw(y) =y + N = y. Maka wterbukti merupakan pemetaan yang
surjektif. Jadi,  adalah epimorfisme. o
Selanjutnya pembahasan mengenai keterkaitan antara modul Noetherian
dengan submodul dan modul hasil bagi Noetherian, dijelaskan pada teorema
berikut.
Teorema 3.3.2
Misalkan R adalah ring komutatif. Misalkan M adalah R-modul dan N adalah
submodul dari M. Modul M adalah modul Noetherian jika dan hanya jika N
dan M/N adalah modul Noetherian (Bland, 2011: 111).
Bukti:
Pembuktian akan dilakukan dengan dua arah. Pertama, akan ditunjukkan jika
M adalah modul Noetherian maka N dan M/N adalah modul Noetherian.
Berdasarkan Teorema 3.1.1 dan Teorema 3.2.1 maka pernyataan tersebut
benar.
Selanjutnya pembuktian dari arah sebaliknya, yaitu jika N dan M /N adalah
modul Noetherian maka M adalah modul Noetherian. Misalkan L adalah
submodul dari M. Pemetaan
miM— M/
Xt
adalah epimorfisme.
Selanjutnya, karena m homomorfisme maka m(L) < M /N sehingga m(L)
dibangun secara hingga berdasarkan Teorema 3.1.2. Serta L N N adalah

submodul dari modul Noetherian N berakibat L N N dibangun secara hingga.
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Misalkan {¥,, ..., ¥, } adalah pembangun dari w(L), perhatikan karena =
surjektif maka untuk setiap y; dengan i =1 sampai dengan k, terdapat
y; € L sedemikian sehingga m(y;) = y;. Selanjutnya, misalkan z,, ...,z
adalah pembangun dari L N N.

Untuk sebarang x € L, maka x + N € m(L). Sehingga diperoleh

K
x+N= Zri(}_]i)
7=
K
x+N =Zri(yi+N)
1=l

k
x+N = Z(riyi) + N
i=1

k
x+N=<Zriyi>+N

i=1
dengan r; € R. Akibatnya x — Y*_, ;y; € N. Selanjutnya, karena x € L dan
y; € L berakibat x —Y¥ , r;y; € L. Lebih lanjut, hal ini mengakibatkan
x—YK ry;€LnN.

Karena x — ¥ . r;y; € L n N, maka terdapat sy, ... ,s; € R sehingga

=1 =1
Kk l
X = Z iy + SiZ;
i=1 i=1

jadi diperolen L dibangun oleh vy, ..., Vg, 24, ..., ;. Sehingga submodul L

dibangun secara hingga. Jadi terbukti M adalah modul Noetherian. o



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan pada bab sebelumnya, maka
didapatkan kesimpulan sebagai berikut

Misalkan R adalah ring komutatif dan M adalah R-modul. Misalkan N

adalah submodul dari M. Maka berlaku:

1. M adalah modul Noetherian jika dan hanya jika setiap submodulnya

dibangun secara hingga.
2. M adalah modul Noetherian jika dan hanya jika N dan M/N adalah modul

Noetherian.

4.2 Saran

Pada skripsi ini peneliti melakukan penelitian terhadap keterkaitan antara
modul Noetherian dengan submodulnya dan keterkaitan antara modul Noetherian
dengan modul hasil baginya, serta diteliti pula keterkaitan antara modul
Noetherian dengan submodul dan modul hasil bagi Noetherian. Selanjutnya
peneliti menyarankan untuk penelitian selanjutnya dilakukan penelitian mengenai
submodul dan modul hasil bagi pada struktur modul yang lain, misalnya modul

Reguler.
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