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ABSTRAK 

 

Rozanni, Arina Fitri. 2020. Sistem Pegas dengan Dua Beban Massa. Tugas 

akhir/skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: 

(I) Mohammad Jamhuri, M.Si. (II) Dr. Hairur Rahman, M.Si. 

 

Kata kunci: hukum Newton, gaya gravitasi, gaya pegas, persamaan diferensial 

biasa, sistem pegas  

 

Pegas merupakan komponen yang sering digunakan pada mesin serta memiliki 

beragam rancangan. Dalam perancangan rangkaian pegas, diperlukan rancangan 

model yang tepat untuk memperoleh osilasi yang diinginkan. Sebelumnya, telah 

dilakukan beberapa penelitian terkait rangkaian model pegas, salah satunya yaitu 

pada penelitian model sistem pegas dengan dua beban yang digantungkan dan 

memiliki rangkaian yang sama yang disusun secara vertikal. Namun pada 

penelitian tersebut tidak dijelaskan secara rinci mengenai langkah-langkahnya. 

Sehingga pada penelitian ini, penulis akan menjelaskan kembali langkah–langkah 

diperolehnya model tersebut beserta solusi analitiknya, hingga simulasi dan 

animasi dari gerakan sistem pegas yang telah dimodelkan pada kasus linear. 

Dalam memperoleh modelnya, peneliti menggunakan hukum hooke dan hukum 

newton II lalu menyelesaikan persamaan model yang diperoleh sebelumnya 

hingga didapatkan solusi analitiknya. Setelah diperoleh solusi analitiknya peneliti 

menyimulasikan solusi model dengan beberapa kondisi tertentu dengan bantuan 

aplikasi Python, Octave dan Maple. Pada model dengan kondisi tanpa gaya redam 

diperoleh plot yang menunjukkan bahwa sistem pegas yang berosilasi secara 

periodik terus menerus sedangkan pada model yang disertai dengan gaya redam 

diperoleh plot yang menunjukkan bahwa semakin lama pegas berosilasi, maka 

posisi masing–masing beban mendekati kondisi equilibrium masing–masing. 
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ABSTRACT 

 

Rozanni, Arina Fitri. 2020. Two Mass Spring System. Thesis. Mathematics 

Department Sains and Technology Faculty, Islamic State University of 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si. 

(II) Dr. Hairur Rahman, M.Si. 

 

Keyword : Newton’s law, gravity force, spring force, ordinary differential 

equation, spring system  

 

Spring is a common component machine which has various design. We must have  

feasible model to get desired spring oscillation. There were some authors that has 

discussed about spring mass system, one of those had discussed about spring mass 

system which has two masses suspended vertically, but it didn’t explain the 

process in detail. Hence, in this research the author discussed again about the 

procedures to obtain the models in detail with their analytical solutions and 

animated plot from the spring motion in linear case. In modeling this spring 

system, the author used hooke’s and newton’s II laws and found the analytical 

solution, then simulated the solution with current condition by using Python, 

Octave and Maple. For the result, the simulation plot of the model without 

damping force showed that the model of the spring system is periodically 

continuously oscillated, while the model with damping force showed that the 

moved of the spring system would be closer to their equilibrium position. 

 

 

 



 
 

 

xix 

 ملخصال

. البحث العلمي. قسم تينكتلبنظام النابض . 2020رازاني، أرينا فطري. 

مولانا مالك إبراهيم  الرياضيات كلية العلوم والتكنولوجيا جامعة 

( محمد جامهوري 1الإسلامية الحكومية مالانج. تحت إشراف )

 ( الدكتور خير الرحمن الماجستير2الماجستير و)

المعد لا ت التغا جاذبية الأرض، النابض، نيوتن، قانون  الكلمات المفتاحية:

 .العا دلة، ية ضل

التصميمات المتنوعة.  لهاالذي يكثر استخدامه في الماكينة و عنصرهو  مخمد ال

والأمور المحتاجة في تصميم سلسلة النابض هي تصميم النموذج الصحيح  

نموذج   للحصول على التذبذب المرجو. لقد قيمت البحوث العلمية حول تصميم

ات بالحملين المتعلقين ويملكان التصميم مخمدال النابض، منها البحث حول نظام 

المتشابهة المنظمة بشكل عمودي، ولكن هذا البحث لا يشرح خطوات النابض  

 مخمد ال نموذج  على بشكل دقيق. فيشرح الباحث في هذا البحث خطوات حصول

ة نظام النابض  ة من حركالمتحرك ها والصور  حتى محا كاتها التعليلي هاوحل

في الحالة الخطية. وللحصول على نتائج البحث، يستخدم الباحث  ةالمنمذ ح

قانون هوك وقانون نيوتن الثاني وإكمال تشابه النموذج المحصول حتى يمكن  

الحصول على حل تحليله. بعد الحصول على حل تحليله، يستنتج الباحث حل 

تيجة والن .Mapleو  Octaveو Python يقالنموذج ببعض الحالات المتعينة بتطب 

المحصولة في النموذج بدون الكبت هي الخريطة التي تدل على أن نظام النابض  

وأما النتيجة المحصولة في النموذج بالكبت فهي   امستمر بانتظامالذي يتذبذب 

الخريطة التي تدل على أن النابض الذي يتذبذب في وقت طويل ستقرب مكان  

 ت توازنهما. حمليه إلى حالا
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Pemodelan merupakan salah satu aktivitas kognitif menganalisis dan 

merancang model dalam mendeskripsikan suatu perangkat atau objek dalam 

berperilaku. Terdapat beberapa cara untuk mendeskripsikan perilaku suatu objek, 

yaitu menggunakan kalimat, sketsa, program komputer atau rumus matematika 

(Dym, 2004). Pemodelan secara umum erat kaitannya dengan matematika, 

sehingga tak jarang dikenal dengan sebutan pemodelan matematika, yakni suatu 

pengaplikasian matematika yang digunakan untuk mendeskripsikan suatu masalah 

di dunia nyata serta mengamati berbagai pertanyaan penting yang muncul dari 

pemodelan tersebut. Hasil yang akan diperoleh dari pemodelan ini, tentunya 

berupa suatu model matematika yang akan mendeskripsikan situasi kehidupan 

nyata. Sehingga model matematika tersebut nantinya dapat merefleksikan perilaku 

suatu situasi kehidupan nyata serta memberikan pemahaman yang lebih baik 

dengan analisis yang sesuai dengan model (Banerjee, 2014). 

Atribut fisik yang digunakan untuk memodelkan suatu objek atau sistem 

akan merepresentasikan suatu konsep, seperti waktu, panjang, dan massa, yang 

mana perlu juga untuk mencamtumkan nilai numerik atau ukurannya. Maksud 

dari kata dimensi pada suatu pemodelan adalah banyaknya ruang variabel bebas 

pada suatu fungsi. Jika massa, panjang, dan waktu menjadi atribut utama, maka 

dimensi dari luas adalah (panjang)2, lalu dimensi dari kepadatan adalah 

massa/(panjang)3, dan dimensi dari gaya adalah (massa × panjang)/(waktu)2. 
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Berdasarkan paparan  tersebut  dapat dikatakan banyaknya satuan besaran 

merupakan suatu aspek numerik dari jumlah dimensi yang ditunjukkan pada 

standar fisik (Dym, 2004). 

Hampir seluruh fenomena pada disiplin ilmu fisika menggunakan model 

matematika untuk mempermudah pengamatan perilaku suatu objek. Salah satu 

topik yang dibahas adalah getaran. Getaran merupakan gerak osilasi dari suatu 

sistem yang dapat berupa gerakan beraturan dan berulang secara kontinyu atau 

dapat juga berupa gerakan tidak beraturan atau acak. Setiap gerak yang terjadi 

secara berulang dalam selang saktu yang sama disebut gerak periodik. Gerak 

periodik yang terjadi secara teratur disebut gerak harmonis (Susilo, 2012). Salah 

satu contoh dari gerak harmonis adalah gerak yang terjadi pada pegas saat diberi 

gaya. 

Pegas merupakan komponen yang digunakan dalam industri otomotif, 

transportasi, dan industri lainnya. Pegas juga digunakan untuk sistem suspensi, 

peralatan, perabotan, dan lainnya. Pegas dapat diartikan sebagai benda elastis 

yang digunakan untuk menyimpan energi mekanis. Penggunaan pegas banyak 

ditemukan di kehidupan sehari – hari dengan berbagai macam modifikasi 

rangkaiannya. Sistem pegas massa merupakan suatu sistem yang tersusun dari 

benda yang memiliki massa dan terhubung dengan pegas yang dapat dirangkai 

secara seri dan paralel sesuai dengan tujuan desain pegas yang diharapkan. Pada 

penyusunan rangkaian pegas seri dapat memberikan kinerja yang berbeda dengan 

penyusunan rangkaian pegas paralel. Dengan demikian, dalam perancangan 

rangkaian pegas diperlukan rancangan model yang sesuai dengan tujuan 

rancangan rangkaian pegas tersebut. 
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Sharma (2014) memodelkan rangkaian sistem pegas dengan susunan 

pegas secara horizontal dengan dua derajat kebebasan dan menyimulasikan 

pemodelannya dengan software MATLAB, kemudian dengan rancangan pegas 

yang sama Stephen (2017) menyimulasikan modelnya dengan menggunakan 

software ANSYS APDL dan membandingkan hasil simulasinya dengan 

perhitungan teoritis.  

 

 

Gambar 1. 1   Sistem pegas yang dimodelkan Sharma dan Stephen 

 

Sharma dan Stephen hanya memodelkan sistem pegas yang dirangkai dan 

dimodelkan geraknya secara horizontal, sedangkan Temple H. Fay dan Sarah 

Duncan Graham di jurnalnya yang berjudul Coupled Spring Equation 

memodelkan dan menyimulasikan sistem pegas dengan dua beban yang 

digantungkan dan memiliki rangkaian yang sama yang disusun secara vertikal. 

Pada jurnal milik Temple dan Sarah tidak dijelaskan secara mendetail bagaimana 

langkah – langkah untuk memperoleh model persamaannya serta solusi analitik 

dari model tersebut, sehingga pada penelitian ini akan dicantumkan bagaimana 

detail langkah – langkah diperolehnya model dan solusi analitiknya yang disertai 

dengan simulasinya serta animasi dari gerakan sistem pegas yang dimodelkan 

pada kasus linear.  
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Gambar 1. 2   Sistem pegas yang akan dimodelkan 

 

Keinginan peneliti dalam mengembangkan model pegas tersebut sejalan 

dengan era globalisasi yang terus mengalami kemajuan. Hal tersebut tentu tak 

terlepas dari kuasa Allah atas ilmu – ilmu Nya di dunia ini. Sebagaimana yang 

telah Allah Swt firmankan pada surat Al-Furqan ayat 2  : 

 

لَمْ يَكُنْ لَّهٗ شَرِيْكٌ فىِ الْمُلْكِ وَخَلَقَ كُلَّ شَيْءٍ فقََدَّرَهٗ تقَْ الَّذِيْ لَهٗ مُلْكُ السَّ  دِيْرًا مٰوٰتِ وَالْاَرْضِ وَلَمْ يَتَّخِذْ وَلَدًا وَّ  

Artinya:“Yang memiliki kerajaan langit dan bumi, tidak mempunyai anak, tidak 

ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan(-Nya), dan Dia menciptakan segala 

sesuatu, lalu menetapkan ukuran-ukurannya dengan tepat.” 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa seluruh dunia dan seisinya adalah kuasa 

Allah dan Allah Maha Kuasa atas ciptaan Nya. Oleh karena itu perkembangan 

ilmu pengetahuan dan teknologi tidak berlepas dari kuasa Allah atas ilmu Nya. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan paparan latar belakang sebelumnya maka dapat ditarik suatu 

rumusan masalah sebagai berikut : 



5 
 

 
 

1. Bagaimana model matematika dari sistem pegas dengan dua beban massa 

yang digantungkan secara vertikal? 

2. Bagaimana solusi analitik dari model sistem pegas yang diperoleh? 

3. Bagaimana simulasi dari model sistem pegas yang diperoleh? 

 

1.3 Tujuan 

Tujuan penelitian skripsi ini yaitu : 

1. Mengetahui model matematika dari sistem pegas dengan dua beban 

massa yang digantungkan secara vertikal 

2. Mengetahui solusi analitik dari model sistem pegas yang diperoleh. 

3. Mengetahui simulasi dari model sistem pegas yang diperoleh. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Penelitian ini membahas gerakan sistem pegas bergandeng yang 

digantung dan bergerak secara vertikal, yang mana untuk bagian paling atas 

menempel pada dinding dan bagian paling bawah tidak melekat pada apapun. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini yakni sebagai tambahan 

bahan kajian literatur bagi peneliti selanjutnya mengenai pemodelan matematika 

pada sistem pegas dua derajat kebebasan yang disusun secara vertikal. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian 

kepustakaan (library research). Metode ini dilakukan dengan mengumpulkan 



6 
 

 
 

rujukan dari buku, jurnal dan sumber lainnya yang berkaitan dengan persamaan 

diferensial biasa sebagai landasan teori. Adapun langkah-langkah yang digunakan 

dalam penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Merumuskan persaaman diferensial sistem pegas dengan dua beban yang 

dirangkai secara vertikal dengan menggunakan hukum hooke dan hukum 

newton II hingga diperoleh sistem PDB orde dua. 

2. Menurunkan sistem PDB yang diperoleh dan mengeliminasi serta 

mensubstitusi variabelnya untuk memperoleh solusi implisitnya. 

3. Mensubstitusikan solusi implisitnya dengan kondisi awal tertentu hingga 

diperoleh solusi eksplisitnya. 

4. Menyimulasikan solusi eksplisitnya. 

5. Menyimpulkan dan menginterpretasikan hasil simulasi.  

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Dalam penelitian ini, sistematika penulisan yang digunakan, yaitu : 

Bab I Pendahuluan 

Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat 

penulisan, batasan masalah, metodologi penelitian, dan sistemtika 

penulisan. 

Bab II  Kajian Pusataka 

Kajian pustaka terdiri dari teori – teori yang menunjang topik penelitian 

skripsi. Pada bagian ini terdiri dari penjelasan tentang hukum newton 

kedua, hukum hooke, persamaan diferensial biasa, dan kajian al-Qur’an 

yang berkaitan dengan penelitian ini. 
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Bab III  Pembahasan 

Pada pembahasan akan diuraikan tentang penurunan persamaan dalam 

membentuk model sistem pegas dua derajat kebebasan, sesuai dengan 

tahapan yang dipaparkan pada metode peneltian. 

Bab IV  Penutup 

Pada bagian penutup ini berisi kesimpulan dari penelitian yang telah 

dilakukan dan saran untuk penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1  Hukum Newton II 

Hukum Newton II mendeskripsikan bagaimana suatu partikel 

bereaksi pada gaya. Hukum Newton II dideskripsikan dengan persamaan berikut : 

𝐹⃗ =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑣⃗) (2.1) 

Dimana F⃗⃗ adalah jumlah vektor dari total gaya yang diberikan pada 

massa (m). Gaya F⃗⃗ sama dengan laju perubahan momentum (mv) dimana v 

adalah kecepatan massa dan x adalah posisi massa tersebut.  

𝑣⃗ =
𝑑𝑥⃗

𝑑𝑡
 (2.2) 

Jika diasumsikan massa adalah suatu konstanta maka : 

𝐹⃗ = 𝑚
𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
= 𝑚𝑎⃗ (2.3) 

Dimana a⃗⃗ adalah vektor percepatan massa 

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑥⃗

𝑑𝑡2
 (2.4) 

Sehingga persamaan (2.2) dapat dibentuk menjadi 

𝐹⃗ = 𝑚
𝑑2𝑥⃗

𝑑𝑡2
 (2.5) 

Jika tidak ada gaya F⃗⃗, massa hanya bisa bergerak dengan kecepatan konstan. 

Dengan demikian variabilitas yang diamati dari kecepatan harus disebabkan oleh 

kekuatan yang mungkin diberikan oleh pegas.  
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2.2  Hukum Hooke  

Menurut Haberman ada beberapa posisi massa dapat ditempatkan dan 

tidak akan bergerak; disana pegas tidak memberikan kekuatan pada massa. 

Tempat dimana kita memusatkan sumbu koordinat kita. Jika 𝑥 = 0 maka posisi 

tersebut disebut sebagai posisi keseimbangan atau pegas yang tidak terentang. 

Jarak 𝑥 ini kemudian disebut sebagai perpindahan dari kesetimbangan atau jumlah 

peregangan pegas. Jika kita merentangkan pegas (yaitu 𝑥 < 0), maka pegas 

memberikan gaya yang menarik massa kembali ke posisi kesetimbangan (yaitu 

𝐹⃗ > 0). Gaya seperti itu disebut gaya pemulihan. Lebih jauh lagi, kita akan 

mengamati bahwa ketika kita meningkatkan peregangan pegas, gaya yang 

diberikan oleh pegas akan meningkat. Dengan demikian kita dapat memperoleh 

hasil yang ditunjukkan pada Gambar 1, di mana kurva digambar dengan mulus 

menghubungkan titik data eksperimental yang ditandai dengan "𝑥" : 

 

 

Gambar 2. 1 Kurva gaya pegas 

 

Diasumsikan bahwa gaya hanya bergantung pada jumlah peregangan 

pegas; gaya tidak tergantung pada jumlah lain. Jadi, misalnya, gaya  diasumsikan 

sama tidak peduli berapapun kecepatan massa bergerak. Pemeriksaan yang cermat 
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terhadap data eksperimen menunjukkan bahwa gaya bergantung, secara kompleks, 

pada peregangan. Namun, untuk peregangan pegas yang tidak terlalu besar (sesuai 

dengan paling banyak gaya moderat), Gambar 2.1 menunjukkan bahwa kurva ini 

dapat diperkirakan dengan garis lurus : 

 

 

Gambar 2. 2   Hukum Hooke 

 

Dapat ditulis persamaannya sebagai berikut : 

𝐹⃗ = −𝑘𝑥 (2.6) 

Persamaan (2.6) adalah perkiraan yang baik untuk gaya pegas asalkan 

massa tidak terlalu jauh dari posisi setimbangnya. 𝑘 disebut konstanta pegas yang 

berkaitan dengan elastisitas pegas. Hubungan linear antara gaya dan posisi massa 

ini ditemukan oleh ahli fisika Hooke abad ketujuh belas sehingga dikenal sebagai 

hukum Hooke. 

 

2.3  Persamaan Pegas dengan Gaya Redam 

Gaya redam memiliki arah yang berlawanan dengan gerak pegas saat itu 

dan gaya ini dianggap sebanding dengan kecepatan 𝑥′ =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 dari beban tersebut, 

sehingga persamaan gaya redamnya adalah  



11 
 

 
 

𝐹𝑟𝑒𝑑𝑎𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑐

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 (2.7) 

dengan 𝑐 adalah koefisien redam positif, sehingga menurut hukum kedua Newton 

persamaan umum pegas yang dipengaruhi oleh gaya redam sebagai berikut : 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑘𝑥 − 𝑐

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

kemudian dibentuk kembali menjadi PDB orde dua homogen seperti berikut : 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑐

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑥 = 0 (2.8) 

(Kreyszig, 1993). 

 

2.4 Persamaan Diferensial Biasa Orde Tinggi 

Menurut Tenenbaum (1985) persamaan diferensial biasa orde ke 𝑛 

adalah persamaan yang dapat ditulis dengan bentuk  

𝑓𝑛(𝑥)𝑦(𝑛) + 𝑓𝑛−1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑓1(𝑥)𝑦′ + 𝑓0(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) (2.9) 

dimana 𝑓0(𝑥), 𝑓1(𝑥),… , 𝑓𝑛(𝑥) dan 𝑄(𝑥) masing – masing adalah fungsi kontinu di 

𝑥 yang didefinisikan pada suatu interval 𝐼 dan 𝑓𝑛(𝑥) ≠ 0 di 𝐼. 

 

2.4.1  Persamaan Diferensial Biasa Linier Homogen 

Jika 𝑄(𝑡) ≠ 0 di 𝐼, maka persamaan (2.9) disebut persamaan linier 

nonhomogen orde ke – 𝑛. Jika 𝑄(𝑡) = 0 di 𝐼  maka persamaan (2.9) menghasilkan 

persamaan baru  

𝑓𝑛(𝑡)𝑦(𝑛) + 𝑓𝑛−1(𝑡)𝑦
(𝑛−1) + ⋯+ 𝑓1(𝑡)𝑦

′ + 𝑓0(𝑡)𝑦 = 0 (2.10) 

yang disebut sebagai persamaan diferensial linier homogen dengan orde ke – 𝑛.  
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2.4.2  Solusi Persamaan Diferensial Biasa Linier Homogen dengan 

Koefisien Konstan 

Jika koefisien pada persamaan (2.10) konstan, maka solusi dari fungsi 

dasarnya (atau 𝑦(𝑡)) dapat diperoleh dengan mudah, misalkan persamaan (2.10) 

ditulis kembali dengan persamaan berikut  

𝑎𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + ⋯+ 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0 (2.11) 

dimana 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 konstan dan 𝑎𝑛 ≠ 0. 

 Misalkan persamaan (2.11) memiliki kemungkinan solusi dengan bentuk 

sebagai berikut  

𝑦(𝑡) = 𝑒𝑚𝑡  (2.12) 

 Persamaan (2.11) dapat ditulis kembali dengan bentuk berikut  

𝑎𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑒𝑚𝑡  + 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1

𝑑𝑥𝑛−1
𝑒𝑚𝑡 + ⋯+ 𝑎1

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑚𝑡 + 𝑎0𝑒

𝑚𝑡 = 0 (2.13) 

karena turunan ke – 𝑘 dari 𝑒𝑚𝑡 = 𝑚𝑘𝑒𝑚𝑡, maka persamaan (2.13) dapat ditulis 

kembali sebagai berikut 

𝑎𝑛𝑚𝑛𝑒𝑚𝑡  + 𝑎𝑛−1𝑚
𝑛−1𝑒𝑚𝑡 + ⋯+ 𝑎1𝑚𝑒𝑚𝑡 + 𝑎0𝑒

𝑚𝑡 = 0 (2.14) 

karena 𝑒𝑚𝑡 ≠ 0 untuk seluruh 𝑚 dan 𝑡 maka persamaan (2.14) dibagi 𝑒𝑚𝑡 pada 

kedua ruas hingga diperoleh 

𝑎𝑛𝑚𝑛  + 𝑎𝑛−1𝑚
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑚 + 𝑎0 = 0 (2.15) 

Berdasarkan Teorema 2.1, persamaan (2.15) setidaknya memiliki satu 

akar dan tidak lebih dari 𝑛 akar yang berbeda, dimisalkan akar – akar tersebut 

adalah 𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑛 dimana 𝑚 tidak harus berbeda, maka solusi dari persamaan 

(2.11) adalah  
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𝑦1(𝑡) = 𝑒𝑚1𝑡,      𝑦2(𝑡) = 𝑒𝑚2𝑡 ,    … ,     𝑦𝑛(𝑡) = 𝑒𝑚𝑛𝑡 (2.16) 

Definisi 2.1. Persamaan (2.15) disebut sebagai persamaan karakteristik dari 

persamaan (2.11). 

Dalam penyelesaian persamaan karakteristik (2.15), kemungkinan akar – 

akar yang diperoleh adalah berikut : 

1. Semua akarnya riil berbeda 

2. Semua akarnya riil tapi kembar 

3. Semua akarnya imajiner 

 

2.4.2  Solusi PDB dengan Akar – Akar Persamaan Karakteristiknya 

Imajiner. 

Dimisalkan bahwa 𝛼 + 𝑖𝛽 dan 𝛼 − 𝑖𝛽 adalah dua akar imajiner dari 

persamaan karakteristik dari PDB orde dua, maka solusi umumnya adalah 

𝑦𝑐 = 𝑐1
′𝑒(𝛼+𝑖𝛽)𝑥 + 𝑐2

′𝑒(𝛼−𝑖𝛽)𝑥 

= 𝑐1
′𝑒𝛼𝑥𝑒𝑖𝛽𝑥 + 𝑐2

′𝑒𝛼𝑥𝑒−𝑖𝛽𝑥 

= 𝑒𝛼𝑥(𝑐1
′𝑒𝑖𝛽𝑥 + 𝑐2

′𝑒−𝑖𝛽𝑥 

(2.17) 

karena 𝑒𝑖𝛽𝑥 = cos(𝛽𝑥) + 𝑖 sin (𝛽𝑥) dan 𝑒−𝑖𝛽𝑥 = cos(𝛽𝑥) − 𝑖 sin(𝛽𝑥) maka 

persamaan (2.17) dapat ditulis sebagai berikut 

𝑦𝑐 = 𝑒𝛼𝑥[(𝑐1
′ + 𝑐2

′ ) cos(𝛽𝑥) + 𝑖(𝑐1
′ − 𝑐2

′ ) sin(𝛽𝑥)] (2.18) 

dengan memisalkan 𝑐1
′ + 𝑐2

′ = 𝑐1 dan 𝑖(𝑐1
′ − 𝑐2

′) = 𝑐2, maka diperoleh solusi 

umum dari persamaan (2.17) sebagai berikut  

𝑦𝑐 = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1 cos(𝛽𝑥) + 𝑐2 sin(𝛽𝑥)) (2.19) 
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2.5  Sistem Persamaan Diferensial Biasa 

Matriks dan vektor dapat digunakan untuk notasi yang lebih jelas dan 

sederhana dari sistem PDB (persamaan diferensial biasa) linier. Kebanyakan 

sistem PDB linier memuat dua PDB dengan dua fungsi yang tidak diketahui 

seperti 𝑦1(𝑡) dan 𝑦2(𝑡). Suatu sistem linier PDB dengan orde ke – 𝑛 dengan 𝑛 

fungsiyang tidak diketahui 𝑦1(𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑡) memiliki bentuk sebagai berikut  

𝑦1
′ = 𝑎11𝑦1 + 𝑎12𝑦2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑦𝑛 

𝑦2
′ = 𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑦𝑛 

.................................................... 

𝑦𝑛
′ = 𝑎𝑛1𝑦1 + 𝑎𝑛2𝑦2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑛 

(2.20) 

Turunan dari matriks (atau vektor) dengan variabelnya (atau 

komponennya) diperoleh dari penurunan tiap komponen, maka jika 𝑦(𝑡) =

[
𝑦1(𝑡)

𝑦2(𝑡)
] = [

𝑒−2𝑡

sin(𝑡)
] , maka 𝑦′(𝑡) = [

𝑦1
′(𝑡)

𝑦2
′(𝑡)

] = [
−2𝑒−2𝑡

cos(𝑡)
].  

Misalkan terdapat sistem PDB sebagai berikut  

𝑦1
′ = 𝑎11𝑦1 + 𝑎12𝑦2 ≈  −5𝑦1 + 2𝑦2 

𝑦2
′ = 𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2 ≈ 13𝑦1 +

1

2
𝑦2 

(2.21) 

Maka dapat ditulis kembali persamaan (2.21) dalam bentuk matriks 

seperti berikut 

𝑦′ = [
𝑦1

′

𝑦2
′] = 𝐴𝑦 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] [

𝑦1

𝑦2
] 

𝑦′ = [
−5 2

13
1

2

] [
𝑦1

𝑦2
]  
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Transpos adalah operasi penulisan matriks baru yang berasal dari 

penukaran  indeks elemen pada suatu  matriks, yang mana elemen pada baris 

matriks  lama menjadi elemen kolom  pada  matriks baru dan  elemen kolom  pada 

matriks lama menjadi elemen baris pada matriks baru. Operasi transpos ini sering 

dinotasikan dengan  𝑇. Jika 𝐴 adalah matriks ukuran 2 × 2 dengan elemen sebagai 

berikut : 

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] = [

−5 2

13
1

2

] (2.22) 

Lalu dioperasikan dengan operasi 𝑇, maka diperoleh persamaan baru sebagai 

berikut : 

𝐴𝑇 = [
𝑎11 𝑎21

𝑎12 𝑎22
] = [

−5 13

2
1

2

] (2.23) 

Jika suatu vektor kolom dengan elemen berikut  

v = [
𝑣1

𝑣2
] (2.24) 

kemudian dioperasikan dengan operasi  𝑇, maka akan menghasilkan vektor baru 

yaitu vektor baris seperti berikut  

v𝑇 = [𝑣1 𝑣2] (2.25) 

Jika diberikan matriks 𝐴 dan 𝐵 dengan ukuran 𝑛 × 𝑛 sedemikian hingga 

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼, maka matriks 𝐴 disebut matriks nonsingular dan matriks 𝐵 disebut 

invers dari 𝐴 yang dinotasikan dengan 𝐴−1, yang mana invers dari matriks 𝐴 

dapat diperoleh dengan rumus berikut  

A−1 =
1

𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21
[
𝑎22 −𝑎12

𝑎21 𝑎11
] (2.26) 
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dengan  𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 = det 𝐴. 

Misalkan 𝐴 = [𝑎𝑗𝑘] dengan ukuran 𝑛 × 𝑛, maka persamaan  

Ax = λx (2.27) 

dimana 𝜆 adalah skalar (bilangan riil atau kompleks) dan x  adalah vektor yang 

dicari. Untuk setiap 𝜆 dengan solusi x = 0 sedemikan hingga 𝜆 memenuhi suatu 

vektor x ≠ 0 yang disebut sebagai nilai eigen, dan bentuk vektornya disebut 

sebagai vektor eigen. 

Dari persamaan (2.27) diperoleh Ax − λx = 0 maka dapat 

dikelompokkan  menjadi  

(A − λI)x = 0 (2.28) 

Pada persamaan ini untuk mendapatkan solusi x ≠ 0 maka matriks A −

λI harus sama dengan 0, maka persamaan (2.28) adalah  

[
𝑎11 − 𝜆 𝑎12

𝑎21 𝑎22 − 𝜆
] [

𝑥1

𝑥2
] = [

0
0
]  (2.29) 

sehingga dapat dijabarkan seperti berikut 

(𝑎11 − 𝜆)𝑥1 + 𝑎12𝑥2 = 0 

𝑎21𝑥1 + (𝑎22 − 𝜆)𝑥2 = 0 
(2.30) 

karena matriks A − λI singular jika dan hanya jika determinan dari det(A − λI) 

adalah 0 dan disebut sebagai determinan karakteristik dari A. Maka diperoleh 

det(A − λI) = |
𝑎11 − 𝜆 𝑎12

𝑎21 𝑎22 − 𝜆
| 

                       = (𝑎11 − 𝜆)(𝑎22 − 𝜆) − 𝑎12𝑎21 

= 𝜆2 − (𝑎11 + 𝑎22)𝜆 + 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 = 0 

(2.31) 
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Persamaan kuadrat pada 𝜆 ini disebut persamaan karakteristik dari A yang 

solusinya adalah nilai eigen dari 𝜆1 dan 𝜆2 dari A. Pertama – tama tentukan dahulu 

persamaan karakteristiknya seperti pada persamaan (2.31), kemudian gunakan 

persamaan (2.30) untuk menentukan vektor eigen 𝑥(1) dari A yang 

berkorespondensi dengan 𝜆1 dengan 𝜆 = 𝜆1, lalu gunakan persamaan (2.30) lagi  

untuk menentukan vektor eigen 𝑥(2) dari A yang berkorespondensi dengan 𝜆2 

dengan 𝜆 = 𝜆1. Catat bahwa x adalah vektor eigen dari A, dengan 𝑘𝑥 untuk setiap 

𝑘 ≠ 0. 

Untuk memperjelas ilustrasi tahapan yang dipaparkan diatas, maka akan 

dicantumkan contoh model dari gerak bebas pada pegas bermassa yang memiliki 

gaya redam dan menggantung secara vertikal. Maka diperoleh PDB dari sistem 

pegas yang teredam adalah sebagai berikut  

𝑚𝑦"(𝑡) + 𝑐𝑦′(𝑡) + 𝑘𝑦(𝑡) = 0 (2.32) 

dengan mengeliminasi kedua ruas dengan −𝑐𝑦′(𝑡) − 𝑘𝑦(𝑡) dan membagi kedua 

ruas dengan 𝑚 maka diperoleh  

𝑦"(𝑡) =  −
𝑐

𝑚
𝑦′(𝑡) −

𝑘

𝑚
𝑦(𝑡) (2.33) 

dengan sistem PDB sebagai berikut  

𝑦1
′ = 𝑦2 

𝑦2
′ = −

𝑘

𝑚
𝑦1 −

𝑐

𝑚
𝑦2 

(2.34) 

misalkan 𝑦 = [
𝑦1

𝑦2
] maka dapat dibentuk matriksnya sebagai berikut 
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𝑦′ = 𝐴𝑦 = [
0 1

−
𝑘

𝑚
−

𝑐

𝑚

] [
𝑦1

𝑦2
] (2.35) 

maka persamaan karakteristiknya adalah  

det(A − λ1) = |
−𝜆 1

−
𝑘

𝑚
−

𝑐

𝑚
− 𝜆

| = 𝜆2 +
𝑐

𝑚
𝜆 +

𝑘

𝑚
= 0 (2.36) 

misalkan 𝑚 = 1, 𝑐 = 2, dan 𝑘 = 0,75 maka  

𝜆2 + 2𝜆 + 0,75 = (𝜆 + 0,5)(𝜆 + 1,5) = 0 (2.37) 

dari persamaan ini diperoleh nilai eigen 𝜆1 = −0,5 dan 𝜆2 = −1,5. Kemudian 

dengan persamaan A − λI = 0, dengan −𝜆𝑥1 + 𝑥2 = 0. Untuk 𝜆1 diperoleh 

0,5𝑥1 + 𝑥2 = 0 dan vektor eigen sebagai berikut 

x(1) = [
2

−1
] (2.38) 

untuk 𝜆2 diperoleh 1,5𝑥1 + 𝑥2 = 0 dan vektor eigen sebagai berikut  

x(2) = [
1

−1,5
] (2.39) 

sehingga dapat diperoleh vektor solusi analitiknya  

𝑦 = 𝑐1 [
2

−1
] 𝑒−0,5𝑡 + 𝑐2 [

1
−1,5

] 𝑒−1,5𝑡 (2.40) 

dengan komponen pertama yaitu 

𝑦 = 𝑦1 = 2𝑐1𝑒
−0,5𝑡 + 𝑐2𝑒

−1,5𝑡 (2.41) 

dan komponen kedua yaitu 

𝑦2 = 𝑦1
′ = 𝑦′ = −𝑐1𝑒

−0,5𝑡 − 1,5𝑐2𝑒
−1,5𝑡 (2.42) 

(Kreyszig, 2011). 
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2.6  Penelitian Terdahulu Sistem Pegas dengan Dua Beban 

Stephen dan Rajkumar menyimulasikan dan memodelkan rangkaian 

sistem pegas yang disusun seperti pada Gambar 1.1. Stephen menyimulasikan dan 

memodelkan rangkaian pegas tersebut dengan menggunakan aplikasi ANSYS 

APDL. Ia membuat simulasi animasi gerak sistem pegas dan membandingkan 

nilai frekeuensi dari solusi eksak dengan nilai frekuensi dari perhitungan ANSYS. 

Stephen dkk menyimpulkan bahwa nilai yang diperoleh dari solusi eksak selalu 

lebih tinggi dibandingkan dengan nilai yang diperoleh dari perhitungan ANSYS. 

hal ini disebabkan oleh banyaknya asumsi dan pendekatan pada solusi eksaknya. 

Namun hasil perhitungan dari ANSYS sangat mendekati nilai yang diperoleh dari 

solusi eksak dengan error yang sangat kecil, sehingga simulasi dengan 

menggunakan ANSYS layak dan valid untuk digunakan sebagai prediksi dari 

frekuensi natural dan respons eksitasi dari struktur dan sistem dinamik.  

Rajkumar dkk memodelkan dan menyimulasikan sistem pegas dengan 

rangkaian yang sama. Mereka memodelkan dengan pemodelan persamaan dan 

pemodelan state space dengan menggunakan Simulink. Mereka menyimpulkan 

bahwa hasil simulasi dari kedua metode tersebut memiliki hasil yang sama, hal ini 

membuktikan bahwa suatu pemodelan dapat memiliki akurasi yang baik dengan 

memahami sistem dinamik yang bekerja pada sistem tersebut.  

Temple dan Sarah memodelkan dan menyimulasikan sistem pegas 

dengan rangkaian yang sama seperti pada Gambar 1.2. Mereka meneliti sistem 

pegas pada Gambar 1.2 dengan kondisi linear dan tak linier. Mereka juga meneliti 

sitem pegas tersebut dengan gerakan bebas, gerakan teredam, dengan disertai 

contoh - contohnya.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Model Matematika Sistem Pegas   

Sebelum memodelkan sistem pegas dengan dua beban, pemodelan pada 

penelitian skripsi ini diawali dengan pemodelan pegas dengan satu beban yang 

digantung secara vertikal. 

 

 
Gambar 3. 1 Pemodelan Sistem Pegas dengan Satu Beban 

 

Pada Gambar 3.1 terdapat pegas dengan konstanta pegas 𝑘𝐴 yang 

digantung secara vertikal dan diberi satu beban dengan massa 𝑚𝐴. Pada ilustrasi 

sistem pegas diatas dapat dimodelkan gaya pegas yang bekerja pada beban 

tersebut dengan kaidah hukum hooke seperti berikut  

𝐹 = −𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) (3.1) 

Setiap benda yang berada di permukaan bumi dipengaruhi oleh gaya 

berat, baik diberikan gaya tambahan atau tidak. Sehingga berdasarkan hukum 

newton II gaya yang bekerja pada massa 𝐴 dapat dituliskan sebagai berikut  

𝐹 = 𝑚𝐴𝑎𝐴(𝑡) (3.2) 
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dengan 𝑎𝐴(𝑡) adalah percepatan dari beban 𝐴. Karena 𝑎𝐴(t) juga merupakan 

turunan kedua dari 𝑦𝐴(𝑡) serta beban 𝐴 digantung secara vertikal, maka 

persamaan (3.2) dapat ditulis sebagai berikut  

𝐹 = 𝑚𝐴

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
  (3.3) 

Jika pegas tersebut dalam  kondisi diam atau equilibrium, maka resultan 

gaya yang bekerja adalah 0, baik dari gaya berat maupun dari gaya pegas yang 

mempengaruhi beban 𝐴 saling menghilangkan satu sama lain, sehingga diperoleh 

resultan gayanya 0. Maka persamaan (3.1) dan (3.3) dapat ditulis kembali sebagai 

berikut  

𝑚𝐴

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
 = −𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) (3.4) 

Kemudian persamaan (3.4) dihomogenkan sehingga diperoleh persamaan 

dari model pegas pada Gambar 3.1 sebagai berikut 

𝑚𝐴

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) = 0 (3.5) 

 

 

Gambar 3. 2 Sistem Pegas dengan Dua Beban Massa 
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Kemudian pada Gambar 3.2 diilustrasikan bahwa beban 𝐴 yang memiliki 

massa sebesar 𝑚𝐴 digantungkan pegas 𝐵 dengan koefisien sebesar 𝑘𝐵 dan pegas 

𝐵 menghubungkan antara beban 𝐴 dan beban 𝐵 yang memiliki massa sebesar 𝑚𝐵. 

Masing – masing beban 𝐴 dan beban 𝐵 berada pada posisi 𝑦𝐴 dan 𝑦𝐵. Untuk 

mempermudah pemodelan maka gaya yang bekerja pada model pegas tersebut 

dibagi menjadi dua, yaitu gaya yang bekerja pada  𝑚𝐴 dan 𝑚𝐵.  

Gaya yang bekerja pada beban 𝐴 dan beban 𝐵 adalah gaya pegas dan  

gaya berat. Pada beban 𝐴 gaya berat yang bekerja adalah  

𝐹𝑏𝑒𝑟𝑎𝑡𝐴 = 𝑚𝐴𝑎𝐴(t) (3.6) 

kemudian persamaan (3.6) dapat ditulis kembali sebagai berikut 

𝐹𝑏𝑒𝑟𝑎𝑡𝐴 = 𝑚𝐴

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
 (3.7) 

dengan 𝑦𝐴(𝑡) adalah posisi dari beban 𝐴 yang bergantung dengan waktu yang 

ditempuh oleh beban 𝐴.  

Gaya pegas yang bekerja pada beban 𝐴 dipengaruhi oleh pegas 𝐴 dan 

pegas 𝐵. Jika 𝑦𝐴(𝑡) positif atau dapat diartikan beban 𝐴 mengalami kenaikan 

posisi, maka pegas 𝐴 akan mengalami pemendekan pegas yang mana hal ini 

menyebabkan pegas 𝐴 cenderung mendorong beban 𝐴 ke arah sebaliknya atau 

negatif. Hal ini menyebabkan 𝑘𝐴(𝑡) bernilai negatif sehingga persamaan gaya 

pegas 𝐴 yang terjadi pada beban  𝐴 dapat ditulis persamaannya sebagai berikut  

𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠𝐴
= −𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡). (3.8) 

Selain itu gaya yang bekerja pada beban 𝐴 juga dipengaruhi oleh gaya 

pegas 𝐵, dimana arah gerak dari pegas 𝐵 juga dipengaruhi arah gerak beban 𝐴 dan 

arah gerak beban 𝐵. Jika beban 𝐴 mengalami kenaikan posisi atau memiliki arah  

gerak positif, maka pegas 𝐵 akan menarik beban 𝐴 ke arah sebaliknya atau 
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memiliki arah negatif terhadap beban 𝐴. Hal ini menyebabkan nilai 𝑘𝐵 negatif. 

Jika beban 𝐵 mengalami kenaikan posisi atau memiliki arah gerak positif, maka 

pegas 𝐵 akan cenderung mendorong beban 𝐴 keatas, sehingga mengakibatkan 

pegas 𝐵 memiliki arah positif terhadap beban 𝐴. Berdasarkan pemaparan gaya 

yang bekerja pada beban 𝐴, maka dapat ditulis resultan gaya pegas 𝐵 sebagai 

berikut, 

𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠𝐵
= −𝑘𝐵𝑦𝐴(𝑡) + 𝑘𝐵𝑦𝐵(𝑡). (3.9) 

Persamaan (3.8) dan (3.9) telah memodelkan persamaan gaya pegas 𝐴 

dan 𝐵 terhadap beban 𝐴, sehingga dapat diperoleh resultan gayanya sebagai 

berikut  

𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠1
= 𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠𝐴

+ 𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠𝐵
 (3.10) 

Persamaan (3.10) dapat dijabarkan seperti berikut  

𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠1
= −𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) − 𝑘𝐵𝑦𝐴(𝑡) + 𝑘𝐵𝑦𝐵(𝑡) (3.11) 

dengan 𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠1
 adalah resultan gaya pegas 𝐴 dan 𝐵 terhadap beban 𝐴. 

Jika pegas tersebut dalam kondisi diam atau equilibrium, maka gaya yang 

bekerja adalah 0, baik dari gaya berat maupun dari gaya pegas terhadap beban 𝐴. 

Maka persamaan (3.7) dan (3.11) dapat ditulis kembali sebagai berikut  

𝑚𝐴

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) − 𝑘𝐵𝑦𝐴(𝑡) + 𝑘𝐵𝑦𝐵(𝑡). (3.12) 

Gaya yang mempengaruhi beban 𝐵 adalah gaya berat dari beban 𝐵 dan 

gaya pegas dari pegas 𝐵 yang dipengaruhi oleh posisi beban 𝐵 (𝑦𝐵(𝑡)) dan posisi 

beban 𝐴 (𝑦𝐴(𝑡)). Gaya berat yang bekerja pada beban 𝐵 dapat ditulis 

persamaannya sebagai berikut  

𝐹𝑏𝑒𝑟𝑎𝑡𝐵 = 𝑚𝐵𝑎𝐵(t) (3.13) 

Persamaan (3.13) dapat ditulis kembali menjadi  
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𝐹𝑏𝑒𝑟𝑎𝑡𝐵 = 𝑚𝐵

𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2
 (3.14) 

dengan 𝑦𝐵(𝑡) adalah posisi dari beban 𝐵 yang bergantung dengan waktu yang 

ditempuh oleh beban 𝐵.  

Pergerakan pegas 𝐵 dipengaruhi oleh 𝑦𝐴(𝑡) dan 𝑦𝐵(𝑡), hal ini disebabkan 

karena pegas 𝐵 menghubungkan antara beban 𝐵 dan beban 𝐴. Jika 𝑦𝐵(𝑡) bergerak 

ke arah positif maka koefisien pegas 𝐵 (𝑘𝐵) bernilai negatif, karena pegas 𝐵 

cenderung mendorong beban 𝐵 ke arah sebaliknya dari 𝑦𝐵(𝑡) yaitu negatif. Jika 

𝑦𝐴(𝑡) bergerak kearah positif maka pegas 𝐵 cenderung menarik beban 𝐵 ke arah 

positif, sehingga menyebabkan 𝑘𝐵 bernilai positif. Berdasarkan pernyataan 

tersebut dapat diperoleh persamaannya sebagai berikut  

𝐹𝑝𝑒𝑔𝑎𝑠𝐵
= −𝑘𝐵𝑦𝐵(𝑡) + 𝑘𝐵𝑦𝐴(𝑡). (3.15) 

Pada saat kondisi pegas equilibrium, maka persamaan (3.14) dan (3.15) dapat 

ditulis kembali seperti berikut  

𝑚𝐵

𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝑘𝐵𝑦𝐵(𝑡) + 𝑘𝐵𝑦𝐴(𝑡). (3.16) 

Persamaan (3.12) dan (3.16) adalah persamaan model dari sistem pegas 

tanpa gaya redam yang dirancang seperti pada Gambar 3.2. Kedua persamaan 

tersebut merupakan sistem persaman diferensial biasa (PDB) linier orde dua.  

Kemudian untuk kasus yang lebih menarik dan sesuai dengan kondisi riil, 

peneliti menambahkan gaya redam untuk setiap beban pada model sistem pegas 

yang digunakan. Gaya yang bekerja pada beban 𝐴 dapat ditulis persamaannya 

sebagai berikut 

𝑚𝐴

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝛿𝐴

𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
 − 𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) − 𝑘𝐵(𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐵(𝑡)) (3.17) 
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dengan 𝛿𝐴 sebagai koefisien redam pegas 𝐴, kemudian gaya yang bekerja pada 

beban 𝐵 dapat ditulis persamaannya sebagai berikut 

dengan 𝛿𝐵 sebagai koefisien redam pegas 𝐵.  

Jika diasumsikan gaya pemulih tiap pegas adalah nonlinier dengan 

memiliki bentuk 𝜇𝑥3 maka persamaan model pada beban 𝐴 diperoleh seperti 

berikut :  

sedangkan persamaan model pada beban 𝐵 diperoleh sebagai berikut : 

 

3.2 Solusi Model   

Persamaan (3.12) dan (3.16) adalah persamaan model sistem pegas 

tanpa gaya redam, dari persamaan (3.12) dapat diperoleh persamaan baru berikut  

Kemudian dari persamaan (3.16) dapat diperoleh persamaan baru berikut  

𝑚𝐵

𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝛿𝐵

𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝑘𝐵(𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐴(𝑡)) (3.18) 

𝑚𝐴

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝛿𝐴

𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
 − 𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) + 𝜇𝐴𝑦𝐴

3(𝑡)

− 𝑘𝐵(𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐵(𝑡)) + 𝜇𝐵(𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐵(𝑡))3   

(3. 19) 

𝑚𝐵

𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝛿𝐵

𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝑘𝐵(𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐴(𝑡))

+ 𝜇𝐵(𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐴(𝑡))3 

(3. 20) 

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
=

−𝑘𝐴 − 𝑘𝐵

𝑚𝐴
𝑦𝐴(𝑡) +

𝑘𝐵

𝑚𝐴
𝑦𝐵(𝑡) (3. 21) 

𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2
= −

𝑘𝐵

𝑚𝐵
𝑦𝐵(𝑡) +

𝑘𝐵

𝑚𝐵
𝑦𝐴(𝑡) (3. 22) 
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Persamaan (3.21) dapat ditransformasi menjadi PDB orde satu dengan pemisalan 

berikut 

Begitu pula dengan persamaan (3.22) dapat ditransformasi menjadi PDB orde 

satu dengan pemisalan sebagai berikut  

Dari persamaan (3.23) dan (3.24) dapat dibentuk matriksnya sebagai berikut  

Matriks pada (3.25) dapat dimisalkan sebagai 
𝑑

𝑑𝑡
𝑌 = 𝑀𝑌. Matriks 𝑀 dapat diolah 

dengan bantuan Maple sehingga diperoleh nilai eigen dan vektor eigennya. Untuk 

mempersingkat penulisan nilai eigennya dimisalkan dengan 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 dan 𝜆4. 

Sedangkan vektor eigennya dimisalkan dengan vektor 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 dan 𝑉4. 

Kasus PDB 
𝑑

𝑑𝑡
𝑌 = 𝑀𝑌 dapat diselesaikan dengan menggunakan faktor 

integrasi, sehingga diperoleh solusinya berikut  

𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑌𝐴(𝑡) 

(3. 23) 
𝑑𝑌𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
=

−𝑘𝐴 − 𝑘𝐵

𝑚𝐴
𝑦𝐴(𝑡) +

𝑘𝐵

𝑚𝐴
𝑦𝐵(𝑡) 

𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑌𝐵(𝑡) 

(3. 24) 
𝑑𝑌𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑘𝐵

𝑚𝐵
𝑦𝐵(𝑡) +

𝑘𝐵

𝑚𝐵
𝑦𝐴(𝑡) 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑌𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑌𝐵(𝑡)

𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

0 1 0 0
−𝑘𝐴 − 𝑘𝐵

𝑚𝐴
0

𝑘𝐵

𝑚𝐴
0

0 0 0 1
𝑘𝐵

𝑚𝐵
0 −

𝑘𝐵

𝑚𝐵
0
]
 
 
 
 
 

[

𝑦𝐴(𝑡)

𝑌𝐴(𝑡)
𝑦𝐵(𝑡)
𝑌𝐵(𝑡)

] (3. 25) 
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dengan 𝑌0 adalah kondisi awal 𝑌(0). Namun permasalahannya disini adalah 

bagaimana mendefinisikan eksponen yang berpangkat matriks ?. Jika matriks 𝑀 

adalah matriks diagonal maka bentuk 𝑒𝑀𝑡 dapat diekspansi dengan deret Taylor, 

sehingga diperoleh deret berikut  

Karena pada kasus yang diteliti disini bentuk matriksnya perlu didiagonalkan, 

maka diasumsikan bahwa matriks 𝑀 dapat didiagonalkan sehingga dapat ditulis 

sebagai berikut  

sehingga  

dengan 𝑡 adalah besaran skalar. Kemudian dari persamaan (3.27) kita dapat 

mengekspansi bentuk 𝑒𝑀𝑡 menjadi persamaan berikut  

Suku dari persamaan (3.30) dapat ditulis menjadi  

Karena 𝑆−1 merupakan annihilator dari 𝑆 maka persamaan (3.31) dapat ditulis 

seperti berikut  

𝑌 = 𝑒𝑀𝑡𝑌0 (3. 26) 

𝑒𝑀𝑡 = 𝐼 + (𝑀𝑡) +
1

2!
(𝑀𝑡)2 +

1

3!
(𝑀𝑡)3 + ⋯ (3. 27) 

𝑀 = 𝑆Λ𝑆−1 (3. 28) 

𝑀𝑡 = (𝑆Λ𝑆−1)𝑡 = 𝑆(𝑡Λ)𝑆−1 (3. 29) 

𝑒𝑀𝑡 = 𝐼 + (𝑆(𝑡Λ)𝑆−1) +
1

2!
(𝑆(𝑡Λ)𝑆−1)2 +

1

3!
(𝑆(𝑡Λ)𝑆−1)3 + ⋯ (3. 30) 

𝑒𝑀𝑡 =
1

𝑘!
(𝑆(𝑡Λ)𝑆−1)𝑘 (3. 31) 

𝑒𝑀𝑡 =
1

𝑘!
(𝑆(𝑡Λ)𝑘𝑆−1) (3. 32) 
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kemudian persamaan (3.32) dapat dibentuk menjadi  

Sehingga diperoleh  

yang dapat dijabarkan seperti berikut  

dimana Λ adalah mariks diagonal dari nilai eigen matriks 𝑀 dan kolom dari 𝑆 

adalah vektor eigen dari 𝑀. 

Pada kasus kedua yaitu sistem pegas dengan gaya redam diperoleh model 

persamaan (3.17) dan (3.18) dengan tahapan yang sama, sistem PDB tersebut 

dapat dibentuk matriksnya seperti berikut  

𝑒𝑀𝑡 = 𝑆𝐼𝑆−1 + (𝑆(𝑡Λ)𝑆−1) +
1

2!
(𝑆(𝑡Λ)2𝑆−1) +

1

3!
(𝑆(𝑡Λ)3𝑆−1) + ⋯ 

= 𝑆 (𝐼 + (Λ𝑡) +
1

2!
(Λ𝑡)2 +

1

3!
(Λ𝑡)3 + ⋯ )𝑆−1 

= 𝑆𝑒Λ𝑡𝑆−1 

(3. 33) 

𝑌 = 𝑆𝑒Λ𝑡𝑆−1𝑌0 (3. 34) 

[

𝑦𝐴(𝑡)

𝑌𝐴(𝑡)

𝑦𝐵(𝑡)
𝑌𝐵(𝑡)

] = 𝑆𝑒Λ𝑡𝑆−1

[
 
 
 
𝑦𝐴(0)
𝑌𝐴(0)

𝑦𝐵(0)

𝑌𝐵(0)]
 
 
 
 (3. 35) 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑌𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑌𝐵(𝑡)

𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

0 1 0 0
−𝑘𝐴 − 𝑘𝐵

𝑚𝐴
−

𝛿1

𝑚1

𝑘𝐵

𝑚𝐴
0

0 0 0 1
𝑘𝐵

𝑚𝐵
0 −

𝑘𝐵

𝑚𝐵
−

𝛿2

𝑚2]
 
 
 
 
 

[

𝑦𝐴(𝑡)
𝑌𝐴(𝑡)
𝑦𝐵(𝑡)
𝑌𝐵(𝑡)

] (3. 36) 
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Karena memiliki tahapan yang sama persis dengan kasus sebelumnya maka solusi 

dari sistem pegas dengan koefisien redam diperoleh bentuk matriks yang sama 

dengan persamaan (3.35). 

Pada kasus persamaan model nonlinier solusinya akan sulit diperoleh 

dengan cara biasa, sehingga diperlukan metode numerik untuk memperoleh solusi 

pendekatannya. Pada kasus ini peneliti menggunakan fungsi built-in ode45 dari 

Octave. Pertama kedua ruas dari persamaan (3.19) dibagi dengan 𝑚𝐴 sehingga 

diperoleh 

Begitu pula dengan persamaan (3.20), kedua ruasnya dibagi dengan 𝑚𝐵 sehingga 

diperoleh persamaan sebagai berikut : 

Kemudian dibentuk vektor [ 𝑆 ] dengan elemen sebagai berikut : 

dari vektor tersebut diperoleh turunan pertamanya sebagai berikut : 

𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2
= −

𝛿𝐴

𝑚𝐴

𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
 −

𝑘𝐴

𝑚𝐴
𝑦𝐴(𝑡) +

𝜇𝐴

𝑚𝐴
𝑦𝐴

3(𝑡)

−
𝑘𝐵

𝑚𝐴

(𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐵(𝑡)) +
𝜇𝐵

𝑚𝐴

(𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐵(𝑡))3   

(3. 37) 

𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2
= −

𝛿𝐵

𝑚𝐵

𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
−

𝑘𝐵

𝑚𝐵

(𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐴(𝑡))

+
𝜇𝐵

𝑚𝐵

(𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐴(𝑡))3 

(3. 38) 

[ 𝑆 ] = [

𝑆1

𝑆2

𝑆3

𝑆4

] =

[
 
 
 
 
 

𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
 

 (3. 39) 
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dengan mensubstitusikan persamaan (3.37) dan (3.38) serta pemisalan pada 

persamaan (3.39) ke persamaan (3.40) maka diperoleh  

Dari vektor baru pada persamaan (3.41) dengan mensubstitusikan beberapa 

kondisi dapat dioperasikan menggunakan fungsi built-in ode45 sehingga diperoleh 

pendekatan solusi numeriknya.  

 

3.3 Simulasi Model 

Dengan memisalkan koefisien 𝑘 dan kondisi awal dari jurnal milik Sarah 

Duncan Graham yang berjudul Coupled Spring Equation, yaitu 𝑘𝐴 = 6, 𝑘𝐵 = 4 

dengan kondisi awal {𝑦𝐴(0),
𝑑𝑦𝐴(0)

𝑑𝑡
, 𝑦𝐵(0),

𝑑𝑦𝐵(0)

𝑑𝑡
} = {1, 0, 2, 0} maka dapat 

diperoleh simulasinya dengan Python seperti pada gambar berikut 

[
𝑑𝑆

𝑑𝑡
 ] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆1

𝑑𝑡
𝑑𝑆2

𝑑𝑡
𝑑𝑆3

𝑑𝑡
𝑑𝑆4

𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2

𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3. 40) 

[
𝑑𝑆

𝑑𝑡
 ] =

[
 
 
 
 
 
 

𝑆2

−
𝛿𝐴

𝑚𝐴
𝑆2  −

𝑘𝐴

𝑚𝐴
𝑆1 +

𝜇𝐴

𝑚𝐴
𝑆1

3 −
𝑘𝐵

𝑚𝐴

(𝑆1 − 𝑆3) +
𝜇𝐵

𝑚𝐴

(𝑆1 − 𝑆3)
3

𝑆4

−
𝛿𝐵

𝑚𝐵
𝑆4 −

𝑘𝐵

𝑚𝐵

(𝑆3 − 𝑆1) +
𝜇𝐵

𝑚𝐵

(𝑆3 − 𝑆1)
3

]
 
 
 
 
 
 

 (3. 41) 
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Gambar 3. 3   Plot sistem pegas dengan 𝒌𝑨 = 𝟔 dan 𝒌𝑩 = 𝟒 

 

Plot diatas adalah plot dari solusi khusus 𝑦𝐴(𝑡) (3.49) dan 𝑦𝐵(𝑡) (3.62)  

yang mana direpresentasikan dengan 𝑦1(𝑡) dan 𝑦2(𝑡) dengan waktu hingga 𝑡 ke 

– 100. Dapat dilihat dari plot yang diperoleh, bahwa gerak beban 𝐴 dan beban 𝐵 

bergerak secara harmonis dan tidak mengalami pengurangan jarak yang ditempuh 

masing – masing beban. Hal ini disebabkan karena pemodelan yang digunakan 

tidak diberi gaya redam, sehingga mempengaruhi hasil dari plot yang diperoleh. 

Untuk memperoleh plot yang lebih bervariasi maka peneliti menguji 

persamaan yang diperoleh dengan menggunakan koefisien dan kondisi awal yang 

berbeda, yang mana koefisien dan kondisi awal yang digunakan masih merujuk 

pada jurnal Sarah Duncan Graham. Pada pengujian baru kali ini peneliti 

menggunakan 𝑘𝐴 = 0,4 dan 𝑘𝐵 = 1,808 dengan kondisi awal 

{𝑦𝐴(0),
𝑑𝑦𝐴(0)

𝑑𝑡
, 𝑦𝐵(0),

𝑑𝑦𝐵(0)

𝑑𝑡
} = {

1

2
, 0, −

1

2
,

7

10
} sehingga diperoleh simulasinya 

seperti berikut  
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Gambar 3. 4 Plot sistem pegas dengan 𝒌𝑨 = 𝟎,𝟒 dan 𝒌𝑩 = 𝟏, 𝟖𝟎𝟖 

 

Pada plot diatas menunjukkan bahwa gerak beban 𝐴 dan beban 𝐵 masih 

bergerak secara harmonis, dengan perubahan posisi masing – masing beban yang 

cukup bervarian namun tetap berulang – ulang.  

Pada kasus berikutnya yaitu sistem pegas dengan koefisien redam, misal 

diberikan 𝑚𝐴 = 𝑚𝐵 = 1, {𝑘𝐴, 𝑘𝐵 ,  𝛿𝐴, 𝛿𝐵} = {0,4;  1,808;  0,1;  0,2}, dan kondisi 

awal {𝑦𝐴(0),  𝑦𝐴
(1)(0),  𝑦𝐵(0),  𝑦𝐵

(1)(0)} = {1,   
1

2
,   2,   

1

2
} maka diperoleh 

simulasinya seperti berikut : 
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Gambar 3. 5 Plot sistem pegas dengan gaya redam 

 

Dari plot tersebut dapat dilihat bahwa makin lama kurva 𝑦𝐴(𝑡) dan 𝑦𝐵(𝑡) 

mendekati nol, hal ini disebabkan oleh gaya redam yang diberikan pada model 

sistem pegas tersebut, sehingga masing – masing pegas bergerak makin lama 

mendekati kondisi equilibrium masing – masing. 

Pada kasus model nonlinier ini peneliti memisalkan dua keadaan untuk 

diteliti. Pertama dimisalkan beban 𝑚𝐴 = 𝑚𝐵 = 1 , koefisien pegasnya 𝑘𝐴 =

 0,4 ; 𝑘𝐵 = 1,808, koefisien redamnya 𝛿𝐴 = 𝛿𝐵 = 0, dan koefisien nonliniernya 

𝜇𝐴 = −
1

6
 dan 𝜇𝐵 = −

1

10
 dengan kondisi awal {𝑦𝐴(0),

𝑑𝑦𝐴(0)

𝑑𝑡
, 𝑦𝐵(0),

𝑑𝑦𝐵(0)

𝑑𝑡
} =

{1, 0,−
1

2
, 0} diperoleh plot seperti berikut   
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Gambar 3. 6 Plot model nonlinier pada kasus pertama 

 

Kemudian pada kasus kedua dengan massa, koefisien pegas, koefisien 

redam, dan koefisien nonlinear yang sama namun dengan kondisi awal berikut 

{𝑦𝐴(0),
𝑑𝑦𝐴(0)

𝑑𝑡
, 𝑦𝐵(0),

𝑑𝑦𝐵(0)

𝑑𝑡
} = {−0,5;

1

2
; 3,001; 5,9} diperoleh plot seperti 

berikut   
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Gambar 3. 7 Plot model nonlinier pada kasus kedua 

 

Dari kedua plot tersebut terlihat bahwa gerak pegas pada model nonlinier 

bergerak secara periodik, hal ini disebabkan karena koefisien redam yang 

diberikan adalah nol sehingga sistem pegas tersebut tidak memiliki gaya redaman. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas, maka pada penelitian ini 

peneliti dapat menyimpulkan yaitu : 

1. Model matematika dari sistem pegas dengan dua beban massa 

dengan kondisi tanpa gaya redam yang bekerja pada beban 𝐴 adalah  

𝑚𝐴
𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2 = −𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) + (−𝑘𝐵𝑦𝐴(𝑡)) + 𝑘𝐵𝑦𝐵(𝑡) dan yang bekerja 

pada beban 𝐵 adalah 𝑚𝐵
𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2 = −𝑘𝐵𝑦𝐵(𝑡) + 𝑘𝐵𝑦𝐴(𝑡). Sedangkan 

model pada sistem pegas yang sama dengan koefisien redam yang 

bekerja pada beban 𝐴 adalah 𝑚𝐴
𝑑2𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡2 = −𝛿𝐴
𝑑𝑦𝐴(𝑡)

𝑑𝑡
 − 𝑘𝐴𝑦𝐴(𝑡) −

𝑘𝐵(𝑦𝐴(𝑡) − 𝑦𝐵(𝑡)) dan yang bekerja pada beban 𝐵 adalah 

𝑚𝐵
𝑑2𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡2 = −𝛿𝐵
𝑑𝑦𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝑘𝐵(𝑦𝐵(𝑡) − 𝑦𝐴(𝑡)).  

2. Solusi analitik yang diperoleh pada model persamaan sistem pegas 

tanpa gaya redam dan dengan gaya redam, solusi analitiknya 

memiliki bentuk yang sama yaitu  

[
𝑦𝐴(𝑡)
𝑦𝐵(𝑡)

] = 𝑆𝑒Λ𝑡𝑆−1 [
𝑦𝐴(0)

𝑦𝐵(0)
] 

dengan Λ adalah mariks diagonal dari nilai eigen matriks 𝑀 dan 

kolom dari 𝑆 adalah vektor eigen dari 𝑀. 

3. Simulasi model pada sistem pegas tanpa gaya redam dengan 

koefisien tertentu diperoleh sebagai berikut  
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Gambar 4. 1 Plot model linier kasus pertama Gambar 4. 2 Plot model linier kasus kedua 

Sedangkan pada kasus sistem pegas dengan gaya redam diperoleh 

 

Gambar 4. 3 Plot model linier dengan gaya redam. 

 

4.2 Saran 

Sebagai saran untuk penelitian selanjutnya, peneliti dapat memodelkan 

sistem pegas yang sama dengan tambahan gaya luar kemudian mencari solusinya 

dengan metode numerik tertentu. 
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Kasus kedua : 

 

 

 



41 
 

 
 

Script penyelesaian solusi model nonlinier  

Kasus pertama : 
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Kasus kedua : 
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