PEMODELAN SISTEM PEGAS
DENGAN DUA BEBAN MASSA

SKRIPSI

OLEH
ARINA FITRI ROZANNI
NIM. 16610076

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2020

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PEMODELAN SISTEM PEGAS
DENGAN DUA BEBAN MASSA

SKRIPSI

Diajukan kepada
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)

OLEH
ARINA FITRI ROZANNI
NIM.16610076

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2020



PEMODELAN SISTEM PEGAS
DENGAN DUA BEBAN MASSA

SKRIPSI

Oleh
ARINA FITRI ROZANNI
NIM. 16610076

Telah Diperiksa dan Disetujui untuk Diuji
Tanggal 1 Mei 2020

Pembimbing I, Pembimbing Il,
/
Mohammad Jamhuri, M.Si. Dr. Hairur Rahman, M.Si.
NIP. 19810502 200501 1 004 NIP. 19800429 200604 1 003
Mengetahui,

Ketua Jurusan Matematika

Dr. Usman Pagalay, M.Si.
NIP. 19650414 200312 1 001



PEMODELAN SISTEM PEGAS
DENGAN DUA BEBAN MASSA

SKRIPSI

Oleh
ARINA FITRI ROZANNI
NIM. 16610076

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skripsi
dan Dinyatakan Diterima Sebagai Salah Satu Persyaratan
untuk Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)

Tanggal 13 Mei 2020

Penguji Utama : Juhari, M.Si.

Ketua Penguji : Heni Widayani, M.Si.

Sekretaris Penguji ~ : Mohammad Jamhuri, M.Si.

Anggota Penguji : Dr. Hairur Rahman, M.Si.
Mengetahui,

Ketua Jurusan Matematika

Dr. Usman Pagalay, M.Si.
NIP. 19650414 200312 1 001

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini:

Nama : Arina Fitri Rozanni
NIM : 16610076

Jurusan : Matematika
Fakultas : Sains dan Teknologi

Judul Skripsi : Pemodelan Sistem Pegas dengan Dua Beban Massa,

menyatakan dengan sebenarnya bahwa skripsi yang saya tulis ini benar-benar
merupakan hasil karya sendiri, bukan merupakan pengambilan data, tulisan, atau
pikiran orang lain yang saya akui sebagai hasil tulisan atau pikiran saya sendiri,
kecuali dengan mencantumkan sumber cuplikan pada daftar pustaka. Apabila
dikemudian hari terbukti atau dapat dibuktikan bahwa skripsi ini hasil jiplakan,

maka saya bersedia menerima sanksi atas tindakan tersebut.

Malang,
Yang membuat pernyataan,

Arina Fitri Rozanni
NIM. 16610076

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



MOTO

“Tidak ada rasa bersalah yang dapat mengubah masa lalu dan tidak ada

kekhawatiran yang dapat mengubah masa depan” (Umar bin Khattab).



PERSEMBAHAN

Skripsi ini penulis persembahkan untuk:

Keluarga, yang selalu mendukung dan memberikan semangat yang sangat

berharga bagi penulis

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



KATA PENGANTAR

Assalamu’alaikum Warahmatullah Wabarakatuh

Segala puji dan syukur kehadirat Allah Swt. atas rahmat, taufik serta

hidayahNya, sehingga penulis mampu menyelesaikan skripsi ini sebagai salah

satu syarat memperoleh gelar sarjana dalam bidang Matematika di Fakultas Sains

dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pada proses penyelesaian skripsi ini, penulis memperoleh berbagai

bimbingan, arahan dan dukungan dari banyak pihak. Oleh karena itu, ucapan

terimakasih sebesar - besarnya dan penghargaan yang sangat tinggi penulis

sampaikan kepada:

1.

Prof. Dr. Abd. Haris, M.Ag, selaku rektor Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Dr. Sri Harini, M.Si, selaku dekan Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Dr. Usman Pagalay, M.Si, selaku ketua Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang.

Mohammad Jamhuri, M.Si, selaku dosen pembimbing | yang telah
memberikan bimbingan, arahan dan nasihat serta ilmu yang sangat
berharga kepada penulis.

Dr. Hairur Rahman, M.Si, selaku dosen pembimbing Il yang telah
memberikan bimbingan, arahan, dan nasihat serta ilmu yang sangat

berharga kepada penulis.



6. Juhari,.Si M selaku penguji utama yang telah memberikan bimbingan,
arahan dan nasihat serta ilmu yang sangat berharga kepada penulis.

7. Heni Widayani, M.Si selaku ketua penguji yang telah memberikan
bimbingan, arahan dan nasihat serta ilmu yang sangat berharga kepada
penulis.

Akhir kata, penulis berharap semoga skripsi ini dapat memberikan manfaat
baik bagi penulis maupun pembaca.

Wassalamu’ alaikum Warahmatullah Wabarakatuh

Malang,

Penulis

Xi



DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL

HALAMAN PENGAJUAN

HALAMAN PERSETUJUAN

HALAMAN PENGESAHAN

HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN
HALAMAN MOTO

HALAMAN PERSEMBAHAN

KATA PENGANTAR ..ottt sttt raeneenean X
DAFTAR ISle.."_ 2. .. . DAL e L 8 % B Xii
DAFTAR GAMBAR ..ottt sttt Xiv
DAFETARSSIMBOIE. ... el . o P e gl e e . o XV
A SRR K B e e XVii
AESIEEVA (T S . N B A B A I N XViil
(ESSEE N Ry I BN B R SRR [RSR———— . Xix

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

BatanBelakanQa...... .40 .o W00 40 W SES—— ............ 1
Rumusan Masalahss S0 8. TS Sy N ... 4
SIRERLNC TSR ST SO, . N . A, . . A — ................ 5
BalgsamiMasalah. . e . . 5
Manfaat PENEIITIAN .........ovoeeeei et 5
Metode PENEIITIAN ..........ooieeeicice e 5
SistematiKa PENUIISAN .........oveeeiee ettt 6

BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

2.1
2.2
2.3
2.4

2.5
2.6

HUKUM NEWEON 1] ..o 8
HUKUM HOOKE ... 9
Persamaan Pegas dengan Gaya Redam ..........ccccoovveieviiiicceiesiseennns 10
Persamaan Diferensial Biasa Orde Tinggi........cccocovvnrnrnnniinininens 11
2.4.1 Persamaan Diferensial Biasa Linier Homogen ......................... 11
2.4.2 Solusi Persamaan Diferensial Biasa Linier Homogen dengan
KOEFiSIEN KONSTAN .......c.oviiiiccceeeeee e 12
2.4.2 Solusi PDB dengan Akar — Akar Persamaan Karakteristiknya
IM@JINET ...t 13
Sistem Persamaan Diferensial Biasa...........cccocooveivivieicinineccees 14
Penelitian Terdahulu Sistem Pegas dengan Dua Beban ........................ 19

xii



BAB |1l PEMBAHASAN

3.1 Model Matematika SiStem PEgAS ...........cccovvrriiiiieeieeees 20
3.2 SOIUST MOUEL ... s 25
3.3 SIMUIAST MO ..o s 30

BAB IV PENUTUP

4.1 KESIMPUIAN ..ottt 36
B2 SAIAN ..ottt 37

DAFTAR PUSTAKA
LAMPIRAN

Xiii



Gambar 1.
Gambar 1.
Gambar 2.
Gambar 2.
Gambar 3.
Gambar 3.
Gambar 3.
Gambar 3.
Gambar 3.
Gambar 3.
Gambar 3.
Gambar 4.
Gambar 4.
Gambar 4.

w NN PN OO OO NN, NP DN

DAFTAR GAMBAR

Sistem pegas yang dimodelkan Sharma dan Stephen ..................... 3
Sistem pegas yang akan dimodelkan............c.ccccoocevvveviniiiiiecneen, 4
KUIVA QaYa PEOAS ...cvveirieieeiireeiee e 9
HUKUM HOOKE ..o 10
Pemodelan Sistem Pegas dengan Satu Beban............ccccccooeiienie 20
Sistem Pegas dengan Dua Beban Massa........c...cccccoceeviveiiiciieenn, 21
Plot sistem pegas dengan kA = 6 dan kB = 4.......cc.cccoecviiinenne 31
Plot sistem pegas dengan kKA = 0,4 dan kB = 1,808 ................... 32
Plot sistem pegas dengan gaya redam...........ccccoocveveviveneeieneennns 33
Plot model nonlinier pada kasus pertama............cccccoceeveeiieneennnns 34
Plot model nonlinier pada kasus kedua............ccccooivieneiieniennens 35
Plot model linier kasus pertama...........cccccccveevveieicieieese e 37
Plot model linier kasus Kedua ..............ccovvreereereiie e sie e 37
Plot model linier dengan gaya redam............cccoeveieieninienninnnns 37

Xiv



Ua

Up

DAFTAR SIMBOL

: Nama beban yang menggantung paling dekat dengan langit — langit.
: Percepatan beban A (m/s?).
: Percepatan beban B (m/s?).
: Nama beban yang menggantung paling bawah.
: Koefisien redam.

: Koefisien redam beban A.

: Koefisien redam beban B.

: Gaya (Newton).

: Fungsi kontinu di x.

: Matriks Identitas.

: Koefisien pegas A.

: Koefisien pegas B.

. Nilai eigen.

: Massa beban A (kilogram).

: Massa beban B (kilogram).

: Koefisien gaya pemulih pegas A.
: Koefisien gaya pemulih pegas B.
: Matriks persamaan sistem pegas.
: Fungsi komtimu di x.

: Waktu (sekon).

XV



ya

VB

: Kecepatan (m/s).

: Vektor eigen.

: Posisi beban A (meter).

: Posisi beban B (meter).

: Turunan pertama y, terhadap t.

: Turunan pertama yjg terhadap t.

XVi

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ABSTRAK

Rozanni, Arina Fitri. 2020. Sistem Pegas dengan Dua Beban Massa. Tugas
akhir/skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
(1) Mohammad Jamhuri, M.Si. (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si.

Kata kunci: hukum Newton, gaya gravitasi, gaya pegas, persamaan diferensial
biasa, sistem pegas

Pegas merupakan komponen yang sering digunakan pada mesin serta memiliki
beragam rancangan. Dalam perancangan rangkaian pegas, diperlukan rancangan
model yang tepat untuk memperoleh osilasi yang diinginkan. Sebelumnya, telah
dilakukan beberapa penelitian terkait rangkaian model pegas, salah satunya yaitu
pada penelitian model sistem pegas dengan dua beban yang digantungkan dan
memiliki rangkaian yang sama yang disusun secara vertikal. Namun pada
penelitian tersebut tidak dijelaskan secara rinci mengenai langkah-langkahnya.
Sehingga pada penelitian ini, penulis akan menjelaskan kembali langkah—langkah
diperolennya model tersebut beserta solusi analitiknya, hingga simulasi dan
animasi dari gerakan sistem pegas yang telah dimodelkan pada kasus linear.
Dalam memperoleh modelnya, peneliti menggunakan hukum hooke dan hukum
newton Il lalu menyelesaikan persamaan model yang diperoleh sebelumnya
hingga didapatkan solusi analitiknya. Setelah diperoleh solusi analitiknya peneliti
menyimulasikan solusi model dengan beberapa kondisi tertentu dengan bantuan
aplikasi Python, Octave dan Maple. Pada model dengan kondisi tanpa gaya redam
diperoleh plot yang menunjukkan bahwa sistem pegas yang berosilasi secara
periodik terus menerus sedangkan pada model yang disertai dengan gaya redam
diperoleh plot yang menunjukkan bahwa semakin lama pegas berosilasi, maka
posisi masing—masing beban mendekati kondisi equilibrium masing—masing.
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ABSTRACT

Rozanni, Arina Fitri. 2020. Two Mass Spring System. Thesis. Mathematics
Department Sains and Technology Faculty, Islamic State University of
Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si.
(11) Dr. Hairur Rahman, M.Si.

Keyword : Newton’s law, gravity force, spring force, ordinary differential
equation, spring system

Spring is a common component machine which has various design. We must have
feasible model to get desired spring oscillation. There were some authors that has
discussed about spring mass system, one of those had discussed about spring mass
system which has two masses suspended vertically, but it didn’t explain the
process in detail. Hence, in this research the author discussed again about the
procedures to obtain the models in detail with their analytical solutions and
animated plot from the spring motion in linear case. In modeling this spring
system, the author used hooke’s and newton’s II laws and found the analytical
solution, then simulated the solution with current condition by using Python,
Octave and Maple. For the result, the simulation plot of the model without
damping force showed that the model of the spring system is periodically
continuously oscillated, while the model with damping force showed that the
moved of the spring system would be closer to their equilibrium position.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pemodelan merupakan salah satu aktivitas kognitif menganalisis dan
merancang model dalam mendeskripsikan suatu perangkat atau objek dalam
berperilaku. Terdapat beberapa cara untuk mendeskripsikan perilaku suatu objek,
yaitu menggunakan kalimat, sketsa, program komputer atau rumus matematika
(Dym, 2004). Pemodelan secara umum erat kaitannya dengan matematika,
sehingga tak jarang dikenal dengan sebutan pemodelan matematika, yakni suatu
pengaplikasian matematika yang digunakan untuk mendeskripsikan suatu masalah
di dunia nyata serta mengamati berbagai pertanyaan penting yang muncul dari
pemodelan tersebut. Hasil yang akan diperoleh dari pemodelan ini, tentunya
berupa suatu model matematika yang akan mendeskripsikan situasi kehidupan
nyata. Sehingga model matematika tersebut nantinya dapat merefleksikan perilaku
suatu situasi kehidupan nyata serta memberikan pemahaman yang lebih baik
dengan analisis yang sesuai dengan model (Banerjee, 2014).

Atribut fisik yang digunakan untuk memodelkan suatu objek atau sistem
akan merepresentasikan suatu konsep, seperti waktu, panjang, dan massa, yang
mana perlu juga untuk mencamtumkan nilai numerik atau ukurannya. Maksud
dari kata dimensi pada suatu pemodelan adalah banyaknya ruang variabel bebas
pada suatu fungsi. Jika massa, panjang, dan waktu menjadi atribut utama, maka
dimensi dari luas adalah (panjang)? lalu dimensi dari kepadatan adalah

massa/(panjang)®, dan dimensi dari gaya adalah (massa x panjang)/(waktu)?.
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Berdasarkan paparan tersebut dapat dikatakan banyaknya satuan besaran
merupakan suatu aspek numerik dari jumlah dimensi yang ditunjukkan pada
standar fisik (Dym, 2004).

Hampir seluruh fenomena pada disiplin ilmu fisika menggunakan model
matematika untuk mempermudah pengamatan perilaku suatu objek. Salah satu
topik yang dibahas adalah getaran. Getaran merupakan gerak osilasi dari suatu
sistem yang dapat berupa gerakan beraturan dan berulang secara kontinyu atau
dapat juga berupa gerakan tidak beraturan atau acak. Setiap gerak yang terjadi
secara berulang dalam selang saktu yang sama disebut gerak periodik. Gerak
periodik yang terjadi secara teratur disebut gerak harmonis (Susilo, 2012). Salah
satu contoh dari gerak harmonis adalah gerak yang terjadi pada pegas saat diberi
gaya.

Pegas merupakan komponen yang digunakan dalam industri otomotif,
transportasi, dan industri lainnya. Pegas juga digunakan untuk sistem suspensi,
peralatan, perabotan, dan lainnya. Pegas dapat diartikan sebagai benda elastis
yang digunakan untuk menyimpan energi mekanis. Penggunaan pegas banyak
ditemukan di kehidupan sehari — hari dengan berbagai macam modifikasi
rangkaiannya. Sistem pegas massa merupakan suatu sistem yang tersusun dari
benda yang memiliki massa dan terhubung dengan pegas yang dapat dirangkai
secara seri dan paralel sesuai dengan tujuan desain pegas yang diharapkan. Pada
penyusunan rangkaian pegas seri dapat memberikan kinerja yang berbeda dengan
penyusunan rangkaian pegas paralel. Dengan demikian, dalam perancangan
rangkaian pegas diperlukan rancangan model yang sesuai dengan tujuan

rancangan rangkaian pegas tersebut.
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Sharma (2014) memodelkan rangkaian sistem pegas dengan susunan

pegas secara horizontal dengan dua derajat kebebasan dan menyimulasikan
pemodelannya dengan software MATLAB, kemudian dengan rancangan pegas
yang sama Stephen (2017) menyimulasikan modelnya dengan menggunakan
software  ANSYS APDL dan membandingkan hasil simulasinya dengan

perhitungan teoritis.

=

K y
haat | w W"ﬂ“”w"r b
[V » [0
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Gambar 1. 1 Sistem pegas yang dimodelkan Sharma dan Stephen

Sharma dan Stephen hanya memodelkan sistem pegas yang dirangkai dan
dimodelkan geraknya secara horizontal, sedangkan Temple H. Fay dan Sarah
Duncan Graham di jurnalnya yang berjudul Coupled Spring Equation
memodelkan dan menyimulasikan sistem pegas dengan dua beban yang
digantungkan dan memiliki rangkaian yang sama yang disusun secara vertikal.
Pada jurnal milik Temple dan Sarah tidak dijelaskan secara mendetail bagaimana
langkah — langkah untuk memperoleh model persamaannya serta solusi analitik
dari model tersebut, sehingga pada penelitian ini akan dicantumkan bagaimana
detail langkah — langkah diperolehnya model dan solusi analitiknya yang disertai
dengan simulasinya serta animasi dari gerakan sistem pegas yang dimodelkan

pada kasus linear.
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Gambar 1. 2 Sistem pegas yang akan dimodelkan

Keinginan peneliti dalam mengembangkan model pegas tersebut sejalan
dengan era globalisasi yang terus mengalami kemajuan. Hal tersebut tentu tak
terlepas dari kuasa Allah atas ilmu — ilmu Nya di dunia ini. Sebagaimana yang

telah Allah Swt firmankan pada surat Al-Furgan ayat 2 :

|33 6% o0 08 (A el 3 &0y A1 05 a5 1305 A Al (W15 et il A il

Artinya: “Yang memiliki kerajaan langit dan bumi, tidak mempunyai anak, tidak
ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan(-Nya), dan Dia menciptakan segala
sesuatu, lalu menetapkan ukuran-ukurannya dengan tepat.”

Ayat di atas menjelaskan bahwa seluruh dunia dan seisinya adalah kuasa
Allah dan Allah Maha Kuasa atas ciptaan Nya. Oleh karena itu perkembangan
ilmu pengetahuan dan teknologi tidak berlepas dari kuasa Allah atas ilmu Nya.
1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan paparan latar belakang sebelumnya maka dapat ditarik suatu

rumusan masalah sebagai berikut :
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1. Bagaimana model matematika dari sistem pegas dengan dua beban massa
yang digantungkan secara vertikal?
2. Bagaimana solusi analitik dari model sistem pegas yang diperoleh?

3. Bagaimana simulasi dari model sistem pegas yang diperoleh?

1.3 Tujuan
Tujuan penelitian skripsi ini yaitu :
1. Mengetahui model matematika dari sistem pegas dengan dua beban
massa yang digantungkan secara vertikal
2. Mengetahui solusi analitik dari model sistem pegas yang diperoleh.

3. Mengetahui simulasi dari model sistem pegas yang diperoleh.

1.4 Batasan Masalah
Penelitian ini membahas gerakan sistem pegas bergandeng yang
digantung dan bergerak secara vertikal, yang mana untuk bagian paling atas

menempel pada dinding dan bagian paling bawah tidak melekat pada apapun.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini yakni sebagai tambahan
bahan kajian literatur bagi peneliti selanjutnya mengenai pemodelan matematika

pada sistem pegas dua derajat kebebasan yang disusun secara vertikal.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian

kepustakaan (library research). Metode ini dilakukan dengan mengumpulkan
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rujukan dari buku, jurnal dan sumber lainnya yang berkaitan dengan persamaan

diferensial biasa sebagai landasan teori. Adapun langkah-langkah yang digunakan

dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :

1.

Merumuskan persaaman diferensial sistem pegas dengan dua beban yang
dirangkai secara vertikal dengan menggunakan hukum hooke dan hukum
newton Il hingga diperoleh sistem PDB orde dua.

Menurunkan sistem PDB yang diperolen dan mengeliminasi serta
mensubstitusi variabelnya untuk memperoleh solusi implisitnya.
Mensubstitusikan solusi implisitnya dengan kondisi awal tertentu hingga
diperoleh solusi eksplisitnya.

Menyimulasikan solusi eksplisitnya.

Menyimpulkan dan menginterpretasikan hasil simulasi.

1.7 Sistematika Penulisan

Bab |

Bab 11

Dalam penelitian ini, sistematika penulisan yang digunakan, yaitu :
Pendahuluan

Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat
penulisan, batasan masalah, metodologi penelitian, dan sistemtika
penulisan.

Kajian Pusataka

Kajian pustaka terdiri dari teori — teori yang menunjang topik penelitian
skripsi. Pada bagian ini terdiri dari penjelasan tentang hukum newton
kedua, hukum hooke, persamaan diferensial biasa, dan kajian al-Qur’an

yang berkaitan dengan penelitian ini.



Bab Il Pembahasan
Pada pembahasan akan diuraikan tentang penurunan persamaan dalam
membentuk model sistem pegas dua derajat kebebasan, sesuai dengan
tahapan yang dipaparkan pada metode peneltian.

Bab IV Penutup
Pada bagian penutup ini berisi kesimpulan dari penelitian yang telah

dilakukan dan saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Hukum Newton II
Hukum Newton Il mendeskripsikan bagaimana suatu partikel

bereaksi pada gaya. Hukum Newton Il dideskripsikan dengan persamaan berikut :

L, d
= —(mb 2.1
F It (mv) (2.1)
Dimana F adalah jumlah vektor dari total gaya yang diberikan pada

massa (m). Gaya F sama dengan laju perubahan momentum (mv) dimana v
adalah kecepatan massa dan x adalah posisi massa tersebut.

dx
p=— 22
vEy (2.2)

Jika diasumsikan massa adalah suatu konstanta maka :
o dv
F=m—=ma (2.3)
dt
Dimana a adalah vektor percepatan massa

dv  d?*%
i=—=— 2.4
“Ta T aree @4
Sehingga persamaan (2.2) dapat dibentuk menjadi
S d?x
F = mﬁ (25)

Jika tidak ada gaya F, massa hanya bisa bergerak dengan kecepatan konstan.

Dengan demikian variabilitas yang diamati dari kecepatan harus disebabkan oleh

kekuatan yang mungkin diberikan oleh pegas.



2.2 Hukum Hooke

Menurut Haberman ada beberapa posisi massa dapat ditempatkan dan
tidak akan bergerak; disana pegas tidak memberikan kekuatan pada massa.
Tempat dimana kita memusatkan sumbu koordinat kita. Jika x = 0 maka posisi
tersebut disebut sebagai posisi keseimbangan atau pegas yang tidak terentang.
Jarak x ini kemudian disebut sebagai perpindahan dari kesetimbangan atau jumlah
peregangan pegas. Jika kita merentangkan pegas (yaitu x < 0), maka pegas

memberikan gaya yang menarik massa kembali ke posisi kesetimbangan (yaitu

F> 0). Gaya seperti itu disebut gaya pemulihan. Lebih jauh lagi, kita akan
mengamati bahwa ketika kita meningkatkan peregangan pegas, gaya yang
diberikan oleh pegas akan meningkat. Dengan demikian kita dapat memperoleh
hasil yang ditunjukkan pada Gambar 1, di mana kurva digambar dengan mulus

menghubungkan titik data eksperimental yang ditandai dengan "x" :

Gambar 2. 1 Kurva gaya pegas

Diasumsikan bahwa gaya hanya bergantung pada jumlah peregangan
pegas; gaya tidak tergantung pada jumlah lain. Jadi, misalnya, gaya diasumsikan

sama tidak peduli berapapun kecepatan massa bergerak. Pemeriksaan yang cermat
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terhadap data eksperimen menunjukkan bahwa gaya bergantung, secara kompleks,
pada peregangan. Namun, untuk peregangan pegas yang tidak terlalu besar (sesuai
dengan paling banyak gaya moderat), Gambar 2.1 menunjukkan bahwa kurva ini

dapat diperkirakan dengan garis lurus :

Gambar 2. 2 Hukum Hooke

Dapat ditulis persamaannya sebagai berikut :
F=—kx (2.6)
Persamaan (2.6) adalah perkiraan yang baik untuk gaya pegas asalkan
massa tidak terlalu jauh dari posisi setimbangnya. k disebut konstanta pegas yang
berkaitan dengan elastisitas pegas. Hubungan linear antara gaya dan posisi massa
ini ditemukan oleh ahli fisika Hooke abad ketujuh belas sehingga dikenal sebagai

hukum Hooke.

2.3  Persamaan Pegas dengan Gaya Redam

Gaya redam memiliki arah yang berlawanan dengan gerak pegas saat itu
dan gaya ini dianggap sebanding dengan kecepatan x' = % dari beban tersebut,

sehingga persamaan gaya redamnya adalah
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- dx

Fredam = _CE (2.7)

dengan c adalah koefisien redam positif, sehingga menurut hukum kedua Newton
persamaan umum pegas yang dipengaruhi oleh gaya redam sebagai berikut :

dzx_ " dx
a2 = T e

kemudian dibentuk kembali menjadi PDB orde dua homogen seperti berikut :

d*x  dx
mW-I'CE-I'kX'—‘O (28)
(Kreyszig, 1993).
2.4 Persamaan Diferensial Biasa Orde Tinggi

Menurut Tenenbaum (1985) persamaan diferensial biasa orde ke n

adalah persamaan yang dapat ditulis dengan bentuk

FEOY™ + fr Dy + -+ 1Y + fo()y =0Q(x)  (29)
dimana f;(x), f;(x), ..., f(x) dan Q(x) masing — masing adalah fungsi kontinu di

x yang didefinisikan pada suatu interval I dan f,,(x) # 0 di I.

2.4.1  Persamaan Diferensial Biasa Linier Homogen
Jika Q(t) # 0 di I, maka persamaan (2.9) disebut persamaan linier
nonhomogen orde ke —n. Jika Q(t) = 0 di I maka persamaan (2.9) menghasilkan

persamaan baru

F®y® + o @y@D + o+ £y + fo(Dy =0 (2.10)

yang disebut sebagai persamaan diferensial linier homogen dengan orde ke — n.
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2.4.2  Solusi Persamaan Diferensial Biasa Linier Homogen dengan
Koefisien Konstan
Jika koefisien pada persamaan (2.10) konstan, maka solusi dari fungsi
dasarnya (atau y(t)) dapat diperoleh dengan mudah, misalkan persamaan (2.10)

ditulis kembali dengan persamaan berikut

Y™ + ap_ TV + o+ ay +agy =0 (2.11)

dimana a,, a4, ..., a, konstan dan a,, # 0.

Misalkan persamaan (2.11) memiliki kemungkinan solusi dengan bentuk

sebagai berikut

@l (2.12)

Persamaan (2.11) dapat ditulis kembali dengan bentuk berikut

n n-1

mt
a,—e™ +a,_,
™ dxn 288 w1

mt d mt mt
e +---+a1ae + apge™ =0 (2.13)

karena turunan ke — k dari e™ = m*e™, maka persamaan (2.13) dapat ditulis

kembali sebagai berikut

a,m"e™ + a,_m"le™ +...+ a;me™ + age™ =0 (2.14)
karena e™t # 0 untuk seluruh m dan t maka persamaan (2.14) dibagi e™* pada

kedua ruas hingga diperoleh

a,m" +a,_;m"1+.-+am+a,=0 (2.15)

Berdasarkan Teorema 2.1, persamaan (2.15) setidaknya memiliki satu

akar dan tidak lebih dari n akar yang berbeda, dimisalkan akar — akar tersebut
adalah m;, m,, ..., m,, dimana m tidak harus berbeda, maka solusi dari persamaan

(2.11) adalah



13

yi(0) =e™,  yp(t) =e™F, ., yu(t) =e™nf (2.16)
Definisi 2.1. Persamaan (2.15) disebut sebagai persamaan karakteristik dari

persamaan (2.11).

Dalam penyelesaian persamaan karakteristik (2.15), kemungkinan akar —

akar yang diperoleh adalah berikut :

1. Semua akarnya riil berbeda
2. Semua akarnya riil tapi kembar

3. Semua akarnya imajiner

2.4.2  Solusi PDB dengan Akar — Akar Persamaan Karakteristiknya
Imajiner.
Dimisalkan bahwa a + i dan «a —if adalah dua akar imajiner dari

persamaan karakteristik dari PDB orde dua, maka solusi umumnya adalah
Yo = cle@HBx 4 ¢! p(a=if)x
= cle®elfX 4 ¢ puxp=ifix (2.17)
= e®(cje'P* + cheh*
karena e"* = cos(Bx) + isin (Bx) dan e~ = cos(Bx) — i sin(Bx) maka
persamaan (2.17) dapat ditulis sebagai berikut
Ve = e[ (c1 + c3) cos(Bx) + i(cy — ¢3) sin(Bx)] (2.18)
dengan memisalkan c¢j + c¢; = ¢; dan i(c; — c¢3) = c,, maka diperoleh solusi

umum dari persamaan (2.17) sebagai berikut

Ve = e*(cq cos(Bx) + ¢, sin(fx)) (2.19)
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2.5  Sistem Persamaan Diferensial Biasa
Matriks dan vektor dapat digunakan untuk notasi yang lebih jelas dan
sederhana dari sistem PDB (persamaan diferensial biasa) linier. Kebanyakan
sistem PDB linier memuat dua PDB dengan dua fungsi yang tidak diketahui
seperti y, (t) dan y,(t). Suatu sistem linier PDB dengan orde ke — n dengan n

fungsiyang tidak diketahui y; (t), ..., y,,(t) memiliki bentuk sebagai berikut

Y1 =a;1y1+ay; + o+ ainyn

V2 = Q211 + QY2 + -+ Ay
(2.20)

y;l = an1y1 t apaY2 + -+ Appdn

Turunan dari matriks (atau vektor) dengan variabelnya (atau

komponennya) diperoleh dari penurunan tiap komponen, maka jika y(t) =

y1(t) % o _ A _ [~2e7
YZ(t)] [sm(t)] miagd) 3 y, ()] Lcos(®) I

Misalkan terdapat sistem PDB sebagai berikut

Y1 =a11y1 + a5y, ® —5y; + 2y,
(2.21)

s 1
Y2 = Az1Y1 + azy, = 13y, + 53’2

Maka dapat ditulis kembali persamaan (2.21) dalam bentuk matriks
seperti berikut

) 'y{]

= =lay ol B

-5 2
' = 13 %‘ B’ﬂ
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Transpos adalah operasi penulisan matriks baru yang berasal dari

penukaran indeks elemen pada suatu matriks, yang mana elemen pada baris

matriks lama menjadi elemen kolom pada matriks baru dan elemen kolom pada

matriks lama menjadi elemen baris pada matriks baru. Operasi transpos ini sering

dinotasikan dengan T. Jika A adalah matriks ukuran 2 x 2 dengan elemen sebagai
berikut :

—5 2

a1 Qg2
— — 1
A [a21 azz] [13 E] (2.22)

Lalu dioperasikan dengan operasi T, maka diperoleh persamaan baru sebagai

berikut :
AL [an a21] Vi 1 113
Tlagjy; azl |2 E (2.23)

Jika suatu vektor kolom dengan elemen berikut

)y [Uz] (224)
kemudian dioperasikan dengan operasi T, maka akan menghasilkan vektor baru

yaitu vektor baris seperti berikut

VLGl (2.25)

Jika diberikan matriks A dan B dengan ukuran n x n sedemikian hingga

AB = BA = I, maka matriks A disebut matriks nonsinguiar dan matriks B disebut
invers dari A yang dinotasikan dengan A~1, yang mana invers dari matriks A

dapat diperoleh dengan rumus berikut

1 [azz —a12]

A—l —
a1 Q14

B A11022 — Q12021 (2.26)
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dengan a11a22 - a12a21 = detA
Misalkan A = [aj] dengan ukuran n X n, maka persamaan

Ax = Xx (2.27)
dimana A adalah skalar (bilangan riil atau kompleks) dan x adalah vektor yang
dicari. Untuk setiap A dengan solusi x = 0 sedemikan hingga 4 memenuhi suatu
vektor x # 0 yang disebut sebagai nilai eigen, dan bentuk vektornya disebut

sebagai vektor eigen.

Dari  persamaan (2.27) diperoleh Ax—2Ax=0 maka dapat

dikelompokkan menjadi

(A—ADx =0 (2.28)
Pada persamaan ini untuk mendapatkan solusi x # 0 maka matriks A —

Al harus sama dengan 0, maka persamaan (2.28) adalah

[au z a2 ] [xl] = [0]
az1 Az, — Allxz 0 (2.29)
sehingga dapat dijabarkan seperti berikut
(@11 — Dxy +apx; =0
(2.30)
az1xq + (az; —A)x; =0

karena matriks A — Al singular jika dan hanya jika determinan dari det(A — Al)

adalah 0 dan disebut sebagai determinan karakteristik dari A. Maka diperoleh

det(A —AI) = a16112: ! 612(2113 A

= (a;; — MD(az; — 1) — ajpay (2.31)

= %> — (a1 + az)A + a11a3; — 442051 =0
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Persamaan kuadrat pada A ini disebut persamaan karakteristik dari A yang
solusinya adalah nilai eigen dari 1, dan A, dari A. Pertama — tama tentukan dahulu
persamaan karakteristiknya seperti pada persamaan (2.31), kemudian gunakan
persamaan (2.30) untuk menentukan vektor eigen x™ dari A vyang
berkorespondensi dengan A; dengan A = 1;, lalu gunakan persamaan (2.30) lagi
untuk menentukan vektor eigen x® dari A yang berkorespondensi dengan A,
dengan A = 4,. Catat bahwa x adalah vektor eigen dari A, dengan kx untuk setiap

k + 0.

Untuk memperjelas ilustrasi tahapan yang dipaparkan diatas, maka akan
dicantumkan contoh model dari gerak bebas pada pegas bermassa yang memiliki
gaya redam dan menggantung secara vertikal. Maka diperoleh PDB dari sistem

pegas yang teredam adalah sebagai berikut

my"(t) + cy'(t) + ky(t) =0 (2.32)
dengan mengeliminasi kedua ruas dengan —cy'(t) — ky(t) dan membagi kedua

ruas dengan m maka diperoleh

c , k
y'(©) = ——y'(0) = —y(®) (2.33)

dengan sistem PDB sebagai berikut

Vi=Y2

Lk e (2.34)
Y2 = m}’l m)’z
1

2] maka dapat dibentuk matriksnya sebagai berikut

misalkan y = B,]
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!

0 1 v,
= = k c
y=dy=1_% ——] yz]

(2.35)
m
maka persamaan karakteristiknya adalah
-1 1
C
det(A-2)=|_k _c¢_ |=2+—-21+—-=0 (2.36)
m m
misalkan m = 1, ¢ = 2, dan k = 0,75 maka
*+224075=(@A+05)@A+15) =0 (2.37)

dari persamaan ini diperoleh nilai eigen A,

—0,5 dan 4, = —1,5. Kemudian
dengan persamaan A — Al =0, dengan —Ax; +x, = 0. Untuk A, diperoleh

0,5x; + x, = 0 dan vektor eigen sebagai berikut

@2
1958 (239
untuk A, diperoleh 1,5x; + x, = 0 dan vektor eigen sebagai berikut
1
()P
@ =] (239
sehingga dapat diperoleh vektor solusi analitiknya
271 _ 1 _
y=alffesre [y gle (2.40)
dengan komponen pertama yaitu
Yy =y1=2ce7% + e (2.41)
dan komponen kedua yaitu

Y -0,5t -1,5¢
Y2=V1 =Y = —C,€ —1,5¢,e

(2.42)
(Kreyszig, 2011).
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2.6 Penelitian Terdahulu Sistem Pegas dengan Dua Beban
Stephen dan Rajkumar menyimulasikan dan memodelkan rangkaian
sistem pegas yang disusun seperti pada Gambar 1.1. Stephen menyimulasikan dan
memodelkan rangkaian pegas tersebut dengan menggunakan aplikasi ANSYS
APDL. la membuat simulasi animasi gerak sistem pegas dan membandingkan
nilai frekeuensi dari solusi eksak dengan nilai frekuensi dari perhitungan ANSYS.
Stephen dkk menyimpulkan bahwa nilai yang diperoleh dari solusi eksak selalu
lebih tinggi dibandingkan dengan nilai yang diperoleh dari perhitungan ANSYS.
hal ini disebabkan oleh banyaknya asumsi dan pendekatan pada solusi eksaknya.
Namun hasil perhitungan dari ANSYS sangat mendekati nilai yang diperoleh dari
solusi eksak dengan error yang sangat kecil, sehingga simulasi dengan
menggunakan ANSYS layak dan valid untuk digunakan sebagai prediksi dari

frekuensi natural dan respons eksitasi dari struktur dan sistem dinamik.

Rajkumar dkk memodelkan dan menyimulasikan sistem pegas dengan
rangkaian yang sama. Mereka memodelkan dengan pemodelan persamaan dan
pemodelan state space dengan menggunakan Simulink. Mereka menyimpulkan
bahwa hasil simulasi dari kedua metode tersebut memiliki hasil yang sama, hal ini
membuktikan bahwa suatu pemodelan dapat memiliki akurasi yang baik dengan

memahami sistem dinamik yang bekerja pada sistem tersebut.

Temple dan Sarah memodelkan dan menyimulasikan sistem pegas
dengan rangkaian yang sama seperti pada Gambar 1.2. Mereka meneliti sistem
pegas pada Gambar 1.2 dengan kondisi linear dan tak linier. Mereka juga meneliti
sitem pegas tersebut dengan gerakan bebas, gerakan teredam, dengan disertai

contoh - contohnya.
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PEMBAHASAN

3.1 Model Matematika Sistem Pegas
Sebelum memodelkan sistem pegas dengan dua beban, pemodelan pada
penelitian skripsi ini diawali dengan pemodelan pegas dengan satu beban yang

digantung secara vertikal.

> NN

Gambar 3. 1 Pemodelan Sistem Pegas dengan Satu Beban

Pada Gambar 3.1 terdapat pegas dengan konstanta pegas k, yang
digantung secara vertikal dan diberi satu beban dengan massa my,. Pada ilustrasi
sistem pegas diatas dapat dimodelkan gaya pegas yang bekerja pada beban

tersebut dengan kaidah hukum hooke seperti berikut

F = —ksya(t) (3.1)
Setiap benda yang berada di permukaan bumi dipengaruhi oleh gaya

berat, baik diberikan gaya tambahan atau tidak. Sehingga berdasarkan hukum
newton Il gaya yang bekerja pada massa A dapat dituliskan sebagai berikut

F =mya,(t) (3.2)

20
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dengan a,(t) adalah percepatan dari beban A. Karena a,(t) juga merupakan
turunan kedua dari y,(t) serta beban A digantung secara vertikal, maka

persamaan (3.2) dapat ditulis sebagai berikut

d?y,(t)
Iz (3.3)

Jika pegas tersebut dalam kondisi diam atau equilibrium, maka resultan

F=mA

gaya yang bekerja adalah 0, baik dari gaya berat maupun dari gaya pegas yang
mempengaruhi beban A saling menghilangkan satu sama lain, sehingga diperoleh
resultan gayanya 0. Maka persamaan (3.1) dan (3.3) dapat ditulis kembali sebagai

berikut

d2
my %Z(t) = —kpya(t) (3.4)

Kemudian persamaan (3.4) dihomogenkan sehingga diperoleh persamaan

dari model pegas pada Gambar 3.1 sebagai berikut

AR

A
% ks

e Y2 { A |
CQ“
% kB

T VB B

v

Gambar 3. 2 Sistem Pegas dengan Dua Beban Massa
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Kemudian pada Gambar 3.2 diilustrasikan bahwa beban A yang memiliki

massa sebesar m, digantungkan pegas B dengan koefisien sebesar kg dan pegas

B menghubungkan antara beban A dan beban B yang memiliki massa sebesar mg.

Masing — masing beban A dan beban B berada pada posisi y, dan yg. Untuk

mempermudah pemodelan maka gaya yang bekerja pada model pegas tersebut
dibagi menjadi dua, yaitu gaya yang bekerja pada m, dan mg.

Gaya yang bekerja pada beban A dan beban B adalah gaya pegas dan

gaya berat. Pada beban A gaya berat yang bekerja adalah

FberatA = myay(t) (3.6)
kemudian persamaan (3.6) dapat ditulis kembali sebagai berikut

d?ya(t)
FberatA =my d?z (3.7)

dengan y,(t) adalah posisi dari beban A yang bergantung dengan waktu yang
ditempuh oleh beban A.

Gaya pegas yang bekerja pada beban A dipengaruhi oleh pegas A dan
pegas B. Jika y,(t) positif atau dapat diartikan beban A mengalami kenaikan
posisi, maka pegas A akan mengalami pemendekan pegas yang mana hal ini
menyebabkan pegas A cenderung mendorong beban A ke arah sebaliknya atau
negatif. Hal ini menyebabkan k,(t) bernilai negatif sehingga persamaan gaya

pegas A yang terjadi pada beban A dapat ditulis persamaannya sebagai berikut

FpegasA = —kaya(0). (3.8)
Selain itu gaya yang bekerja pada beban A juga dipengaruhi oleh gaya

pegas B, dimana arah gerak dari pegas B juga dipengaruhi arah gerak beban A dan
arah gerak beban B. Jika beban A mengalami kenaikan posisi atau memiliki arah

gerak positif, maka pegas B akan menarik beban A ke arah sebaliknya atau
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memiliki arah negatif terhadap beban A. Hal ini menyebabkan nilai kg negatif.
Jika beban B mengalami kenaikan posisi atau memiliki arah gerak positif, maka
pegas B akan cenderung mendorong beban A keatas, sehingga mengakibatkan
pegas B memiliki arah positif terhadap beban A. Berdasarkan pemaparan gaya
yang bekerja pada beban A, maka dapat ditulis resultan gaya pegas B sebagai

berikut,

FpegasB = _kByA(t) + kpyg(t). (3.9)

Persamaan (3.8) dan (3.9) telah memodelkan persamaan gaya pegas A
dan B terhadap beban A, sehingga dapat diperoleh resultan gayanya sebagai
berikut

&

pegas,

= Fpegas, t Fpegasg (3.10)

Persamaan (3.10) dapat dijabarkan seperti berikut

Fpega51 = —kaya(t) — kBYA(t) + kpyp(t) (3.11)

dengan F,.44s, adalah resultan gaya pegas A dan B terhadap beban A.

Jika pegas tersebut dalam kondisi diam atau equilibrium, maka gaya yang
bekerja adalah 0, baik dari gaya berat maupun dari gaya pegas terhadap beban A.

Maka persamaan (3.7) dan (3.11) dapat ditulis kembali sebagai berikut

d?ya(t)
A q¢2

Gaya yang mempengaruhi beban B adalah gaya berat dari beban B dan

= —kyya(t) — kpys(t) + kpyp(t). (3.12)

gaya pegas dari pegas B yang dipengaruhi oleh posisi beban B (yg(t)) dan posisi
beban A (y,(t)). Gaya berat yang bekerja pada beban B dapat ditulis

persamaannya sebagai berikut

Fperaty = mpag(t) (3.13)

Persamaan (3.13) dapat ditulis kembali menjadi
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d*yp(t)
Fyeraty = Mg dfz (3.14)

dengan yg(t) adalah posisi dari beban B yang bergantung dengan waktu yang
ditempuh oleh beban B.

Pergerakan pegas B dipengaruhi oleh y,(t) dan yg(t), hal ini disebabkan
karena pegas B menghubungkan antara beban B dan beban A. Jika yg(t) bergerak
ke arah positif maka koefisien pegas B (kg) bernilai negatif, karena pegas B
cenderung mendorong beban B ke arah sebaliknya dari yz(t) yaitu negatif. Jika
ya(t) bergerak kearah positif maka pegas B cenderung menarik beban B ke arah
positif, sehingga menyebabkan kg bernilai positif. Berdasarkan pernyataan

tersebut dapat diperoleh persamaannya sebagai berikut

FpegasB = _kByB(t) + kpya(t). (3.15)
Pada saat kondisi pegas equilibrium, maka persamaan (3.14) dan (3.15) dapat

ditulis kembali seperti berikut

mg % = —kpyp(t) + kgya(t). (3.16)

Persamaan (3.12) dan (3.16) adalah persamaan model dari sistem pegas

tanpa gaya redam yang dirancang seperti pada Gambar 3.2. Kedua persamaan
tersebut merupakan sistem persaman diferensial biasa (PDB) linier orde dua.

Kemudian untuk kasus yang lebih menarik dan sesuai dengan kondisi riil,

peneliti menambahkan gaya redam untuk setiap beban pada model sistem pegas

yang digunakan. Gaya yang bekerja pada beban A dapat ditulis persamaannya

sebagai berikut

d? d
- ;fz(t) - _s, 3’2;5’5) — kaya(t) — kg(ya(t) — y5(t)) (3.17)
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dengan &, sebagai koefisien redam pegas A, kemudian gaya yang bekerja pada

beban B dapat ditulis persamaannya sebagai berikut

d? d
mp ;]fz(t) = —0p yst(t) — ks(ys(t) — ya(t) (3.18)

dengan 65 sebagai koefisien redam pegas B.
Jika diasumsikan gaya pemulih tiap pegas adalah nonlinier dengan

memiliki bentuk ux3 maka persamaan model pada beban A diperoleh seperti

berikut :
d?ya(t) dya(t)
My —55— =~ — kaya(t) + 1ay3(©)
(3.19)
— kp(a(®) — yp (1) + up(ya(t) — yp(t))?
sedangkan persamaan model pada beban B diperoleh sebagai berikut :
d?y;(t) dyg(t)
mp dfz = —0p c;?t — kg(yp(t) — ya(t))

(3. 20)

+ up(p(t) — ya(t))®

3.2 Solusi Model
Persamaan (3.12) dan (3.16) adalah persamaan model sistem pegas

tanpa gaya redam, dari persamaan (3.12) dapat diperoleh persamaan baru berikut

A2y (t) —ky—k k
T = ‘;nA ByA(t)+m—in(t) (3.21)

Kemudian dari persamaan (3.16) dapat diperoleh persamaan baru berikut

ypt)  k k
) =—m—2y3(t)+m—im(t) (3.22)
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Persamaan (3.21) dapat ditransformasi menjadi PDB orde satu dengan pemisalan

berikut

dya(t)
dt

= Y,(t)

AYy(6)  —kq— (3. 23)

dt my

kg kg
ya(t) + m—A ye(t)

Begitu pula dengan persamaan (3.22) dapat ditransformasi menjadi PDB orde

satu dengan pemisalan sebagai berikut

dyp(t) _
(3. 24)
dy, k k
o) — e+ E

Dari persamaan (3.23) dan (3.24) dapat dibentuk matriksnya sebagai berikut

[dya(t)]
T e 470 B
dy,(t) —ka — ks kg ya(®)
—~—2 0 = 0
at | _ my my Ya(t)
dyg(t) 0 0 0 1|]|yz(® (3.25)
dt i o ()
dYp(t) - Np mp
dt

Matriks pada (3.25) dapat dimisalkan sebagai %Y = MY. Matriks M dapat diolah

dengan bantuan Maple sehingga diperoleh nilai eigen dan vektor eigennya. Untuk
mempersingkat penulisan nilai eigennya dimisalkan dengan A;,A,,A; dan A,.

Sedangkan vektor eigennya dimisalkan dengan vektor V3, V,, V5 dan V,.
Kasus PDB %Y = MY dapat diselesaikan dengan menggunakan faktor

integrasi, sehingga diperoleh solusinya berikut
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Y = eMty, (3. 26)
dengan Y, adalah kondisi awal Y(0). Namun permasalahannya disini adalah
bagaimana mendefinisikan eksponen yang berpangkat matriks ?. Jika matriks M
adalah matriks diagonal maka bentuk e™* dapat diekspansi dengan deret Taylor,

sehingga diperoleh deret berikut

eMt = | + (Mt) +%(Mt)2 +%(Mt)3 o (3.27)

Karena pada kasus yang diteliti disini bentuk matriksnya perlu didiagonalkan,
maka diasumsikan bahwa matriks M dapat didiagonalkan sehingga dapat ditulis

sebagai berikut

M = SAS™1 (3. 28)

sehingga

Mt = (SAS™H)t = S(tA)S! (3. 29)
dengan t adalah besaran skalar. Kemudian dari persamaan (3.27) kita dapat

mengekspansi bentuk et menjadi persamaan berikut

eMt = [ + (S(tA)S™D) +%(S(tA)S‘1)2 +%(S(tA)S‘1)3 ‘& (3. 30)

Suku dari persamaan (3.30) dapat ditulis menjadi

Mt = - (S(N)S )" (3.31)

Karena S~1 merupakan annihilator dari S maka persamaan (3.31) dapat ditulis

seperti berikut

eMt = %(S(tA)kS‘l) (3. 32)



28

kemudian persamaan (3.32) dapat dibentuk menjadi
1 1
eM = SIS™1 4+ (SEMS™) + E(S(tA)ZS‘l) +3 (SEA3S™H) + -

=S (1 + (M) + %(At)z + %(At)3 + ~--)5-1 (3.33)

= Seftst

Sehingga diperoleh

Y = Seftsly, (3. 34)

yang dapat dijabarkan seperti berikut

ya(t) [YA(O)}
| o pee |20
ol Mo (3. 35)
Y (t) L, 0)

dimana A adalah mariks diagonal dari nilai eigen matriks M dan kolom dari S
adalah vektor eigen dari M.

Pada kasus kedua yaitu sistem pegas dengan gaya redam diperoleh model
persamaan (3.17) dan (3.18) dengan tahapan yang sama, sistem PDB tersebut

dapat dibentuk matriksnya seperti berikut

AV

“at | 1 o 1 0 0

A, | [Zkazkse _O0 ks o |ya(®
dt | _ my m; My Yy ()

dyg(t) 0 0 0 1 |{|ys(®) (3. 36)
dt ke o ke _%|l@®

dYp(t) L mgp mg ms.
dt
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Karena memiliki tahapan yang sama persis dengan kasus sebelumnya maka solusi

dari sistem pegas dengan koefisien redam diperoleh bentuk matriks yang sama
dengan persamaan (3.35).

Pada kasus persamaan model nonlinier solusinya akan sulit diperoleh

dengan cara biasa, sehingga diperlukan metode numerik untuk memperoleh solusi

pendekatannya. Pada kasus ini peneliti menggunakan fungsi built-in ode45 dari

Octave. Pertama kedua ruas dari persamaan (3.19) dibagi dengan m, sehingga

diperoleh
d*ya(t) 04 dya(t)  ky Ha 5
A T _m_AyA(t)+m_AyA(t)

. (3.37)
= 0u() = 7a(0) + j,,‘l—i Ya() = y5(0)?

Begitu pula dengan persamaan (3.20), kedua ruasnya dibagi dengan my sehingga

diperoleh persamaan sebagai berikut :

d’yp(t) _  Jp dyp(t)

kp
] (e(t) — ya(®)

dt2 ~  my dt
(3.38)
driar _ 3
+ e 080 = 7a(0)
Kemudian dibentuk vektor [ S ] dengan elemen sebagai berikut :
[ Ya(t) ]
S1 dya(t)
_1S2| | dt
LST=1.1=1ys(0 (3. 39)
S4 dyB(t)
dt

dari vektor tersebut diperoleh turunan pertamanya sebagai berikut :
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rdS;1 [ aya(t) T
dt dt
ds, d?y,(t)
as ] _lde|_| at?
de ]~ |dSs| ™ [ dys(®) (3.40)
dt dt
ﬁ d*yg(t)
L dt dt?

dengan mensubstitusikan persamaan (3.37) dan (3.38) serta pemisalan pada

persamaan (3.39) ke persamaan (3.40) maka diperoleh

S2
84 ka Ha 3 kg HUp 3
d_S] - _mASZ —mAS1+mAS1 —mA(51—53)+mA(51—53)
dt ] Sy (3.41)
0p kg Up
——S,—— (55— S — (5, —5,)3
" 4 B( 3 1)+mB( 3 1)

Dari vektor baru pada persamaan (3.41) dengan mensubstitusikan beberapa
kondisi dapat dioperasikan menggunakan fungsi built-in ode45 sehingga diperoleh

pendekatan solusi numeriknya.

3.3 Simulasi Model

Dengan memisalkan koefisien k dan kondisi awal dari jurnal milik Sarah

Duncan Graham yang berjudul Coupled Spring Equation, yaitu k, = 6, kg = 4

dengan kondisi awal {yA(O),dygt(O),yB(O),dyst@}z{1,0,2,0} maka dapat

diperoleh simulasinya dengan Python seperti pada gambar berikut
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Plot kA=6 kB=4 tanpa gaya redam

20 1 — ylit)
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Gambar 3. 3 Plot sistem pegas dengan k4, = 6 dan kg = 4

Plot diatas adalah plot dari solusi khusus y,(t) (3.49) dan yz(t) (3.62)
yang mana direpresentasikan dengan y1(t) dan y2(t) dengan waktu hingga t ke
— 100. Dapat dilihat dari plot yang diperoleh, bahwa gerak beban A dan beban B
bergerak secara harmonis dan tidak mengalami pengurangan jarak yang ditempuh
masing — masing beban. Hal ini disebabkan karena pemodelan yang digunakan
tidak diberi gaya redam, sehingga mempengaruhi hasil dari plot yang diperoleh.

Untuk memperoleh plot yang lebih bervariasi maka peneliti menguji
persamaan yang diperoleh dengan menggunakan koefisien dan kondisi awal yang
berbeda, yang mana koefisien dan kondisi awal yang digunakan masih merujuk
pada jurnal Sarah Duncan Graham. Pada pengujian baru kali ini peneliti

menggunakan k4, =04 dan kp =1,808 dengan kondisi  awal

{ (0, dyA(O),yB( 0), dYB(O)} = {%0 ; 1—70} sehingga diperoleh simulasinya

seperti berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Plot kA=0,4 dan kB=1,808 tanpa gaya redam
— ¥1(t)

10 — |Y2(t)

05

0.0
-0.5
-1.0 1
-15 1+

T T T T g T

0 10 20 30 40 5 6 70 8
Gambar 3. 4 Plot sistem pegas dengan k4 = 0,4 dan kg = 1,808

Pada plot diatas menunjukkan bahwa gerak beban A dan beban B masih
bergerak secara harmonis, dengan perubahan posisi masing — masing beban yang
cukup bervarian namun tetap berulang — ulang.

Pada kasus berikutnya yaitu sistem pegas dengan koefisien redam, misal

diberikan m, = mg = 1, {ky, kg, 64,65} = {0,4; 1,808; 0,1; 0,2}, dan kondisi

awal {yA(O), y52(0), y5(0), y,gl)(O)}={1, =2} %} maka  diperoleh

simulasinya seperti berikut :

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Plot kA=0.4 dan kB=1,808 dengan gaya redam

— vylit)
— ¥2it)

H 10 20 30 40 50 ISID T-‘IU E;II
Gambar 3. 5 Plot sistem pegas dengan gaya redam

Dari plot tersebut dapat dilihat bahwa makin lama kurva y,(t) dan yg(t)
mendekati nol, hal ini disebabkan oleh gaya redam yang diberikan pada model
sistem pegas tersebut, sehingga masing — masing pegas bergerak makin lama
mendekati kondisi equilibrium masing — masing.

Pada kasus model nonlinier ini peneliti memisalkan dua keadaan untuk
diteliti. Pertama dimisalkan beban m, = mp = 1, koefisien pegasnya k, =

0,4; kg = 1,808, koefisien redamnya &, = dz = 0, dan koefisien nonliniernya

__1 SO i dya(0) dyg(0) _
Mo =—7 dan up = T dengan kondisi awal {yA(O), o 'yB(O)'_dt }_

{1, 0, —%, 0} diperoleh plot seperti berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Plot nonlinier ICS pertama
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Gambar 3. 6 Plot model nonlinier pada kasus pertama

Kemudian pada kasus kedua dengan massa, koefisien pegas, koefisien

redam, dan koefisien nonlinear yang sama namun dengan kondisi awal berikut

dy,(0)

{YA (0),

berikut

t ;}’B(O);

dygt(o)}z{—0,5;%;3,001;5,9} diperoleh plot seperti

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 3. 7 Plot model nonlinier pada kasus kedua

Dari kedua plot tersebut terlihat bahwa gerak pegas pada model nonlinier
bergerak secara periodik, hal ini disebabkan karena koefisien redam yang

diberikan adalah nol sehingga sistem pegas tersebut tidak memiliki gaya redaman.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian yang telah dibahas, maka pada penelitian ini
peneliti dapat menyimpulkan yaitu :
1. Model matematika dari sistem pegas dengan dua beban massa
dengan kondisi tanpa gaya redam yang bekerja pada beban A adalah

2
my d;]—:z(t) = —kya(t) + (—kpya(t)) + kpyp(t) dan yang bekerja

d?yp(t) _
dt?

pada beban B adalah mg —kgygp(t) + kgy,(t). Sedangkan

model pada sistem pegas yang sama dengan koefisien redam yang

d?y,(t dya(t
;}:} ) = —8, _y;t( ) kaya(t) —

bekerja pada beban A adalah m,
kg(ya(t) —yg(t)) dan yang bekerja pada beban B adalah

d?yg(t dyg(t
mg ;/TBZ() = —0p yst() — kg (yp(t) — ya(t)).

2. Solusi analitik yang diperoleh pada model persamaan sistem pegas
tanpa gaya redam dan dengan gaya redam, solusi analitiknya

memiliki bentuk yang sama yaitu

ya(©)] _ t o1 [Ya(0)
i) = ses7 )

dengan A adalah mariks diagonal dari nilai eigen matriks M dan
kolom dari S adalah vektor eigen dari M.
3. Simulasi model pada sistem pegas tanpa gaya redam dengan

koefisien tertentu diperoleh sebagai berikut

36



Plot kA=6 kB=4 tanpa gaya redam
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Gambar 4. 1 Plot model linier kasus pertama
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Plot kA=0,4 dan kB=1,808 tanpa gaya redam
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Gambar 4. 2 Plot model linier kasus kedua

Sedangkan pada kasus sistem pegas dengan gaya redam diperoleh

Plot kA=0,4 dan kB=1,808 dengan gaya redam

—_— ylit)
—= y2(t)

Gambar 4. 3 Plot model linier dengan gaya redam.

4.2 Saran

Sebagai saran untuk penelitian selanjutnya, peneliti dapat memodelkan

sistem pegas yang sama dengan tambahan gaya luar kemudian mencari solusinya

dengan metode numerik tertentu.
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LAMPIRAN

Script penyelesaian vektor eigen pada model linier

Kasus pertama :

: W startw X [ *ceselmw X [ case2mw X
Text (Z Drawing  Plot  Animation
[ € 2pan = | [ Times Mew Roman -] [12 -] BH E%E L g =i=

Hide

with( Lineardlgebra) -

PKO = Mar‘?ix{l%, {[o, L0.0] [w, 0 %,0]. [0.0.0.1] [i‘f—;, 0,—;"—;,0]]}
0 1 0 0
B B,
mAd md
0 ] ] 1
B,
mB mB

EVVPKO == Eigenvectors( PK0)

1 ﬁv’fmﬁm_‘i(fmﬁkiffogmfifmﬂhg+ J L mB — 2kdkBmAmE + 2 kA IBmB + KB md + 2B mAmB + kK mB )

mBmd
1 T mBma (_mBlcd — kBmA — mBIB + | ki mB — 2 I kBmAmB + L kA IBmB + kB A + 2 kB mAmB + kP mE- )
2 mBmd
1 \.‘". -2mBmd (mBJcﬁl + iBmAd + mBiB + \/’ktilmBz — 2KAKBmAMB + 2 kA JBmE + IE mA + 2IE mAmB + B mB }
2 mBmA

1 -2mBma (mBlcd + iBmA + mBIB + { Icl2mB — 2 ket kB mAmE + 2 kA kBmB + kB md> + 2 kB mAmB + ko mB )
2 mBmAd

—_——

+ V"'}c‘iJmBz — 2icd’BmAmB + EﬁcfiioBmBZ + }a‘?zm.fil + EkBZmAmB+ }a‘?szl }kfi + ; (—m3k4 — iBmd — mBiB

n

—(?,fd's‘lmBsmAsﬁkAi)/ @

372
(mBmd (-mBicd — kBmd — mBIB + | ke mB — 2 kA kB mAmE + 2 kA KBmB + I mele + 2 I mAmB + kP mB ) ) [% (-mBld — kBmd — mBIB

-

3

Maple Default Frofile  D:\SKRIPSI\maple Memory: 70.37M Time: 1.21s Zoom: 100% Math Mode
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Kasus kedua :

W stertmw X | [ *caselmw X |8 Scase2.mw X !
Text @IETP Drawing  Plot  Animation vide |
[ C zoMath = | [Times Mew Roman | [12 =] Bu EEZ: L g =iz
with( Lineardlgebra) - -
-fed — a4 a8
PRO = MEJIrI'X[{ [[o, 1.0,01 {M,——, E,O], [0.0.0.1] {E, R D
mA mA” mAd mB mB"~ mB
] 1 1] 1]
M-k M KB
mA md  md o
0 0 0 1
B, B @
mB mB mB
EVVPKOQ == Marrix( [ Eigenvectors(PK0)])
[Length of owuput exceeds limit of 10000007 2

L

[

-

Maple Default Profile D:\SKRIPSI'maple Memory: 102,37M Time: 0.90s Zoom: 100% Math Mode
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Script penyelesaian solusi model nonlinier

Kasus pertama :

14 adat=@(t,3) [3(2); (-delh*s (2) -kx*s (1) tmux*3 (1) “3-ky* (s(1)-=(3) ) tmuy* (s(1)-3(3) ) "3)/m;3(4); (-delB*a(4) -ky*(s(3) -3

eksekusi.m eksekusi2.m
1 [F]function jtime,x,xdot,y;}doc]¥exec
2 fvalue
3 m=_; kx= s ky=1 .80 0;deld=0;delB=0;
4 x0=1;xdot0=0;y0=-
5] t0=0;tf=80;df=0.00
&
T %Ftime span
8 tspan=t0:df:cf;
a
10 Tics
11 IC=[x0,=dot0,y0, yvdot0];
12
13 f=dot
is
16 %call oded45 solver
a7 [time, state_values]=ode45 (sdot, tspan,IC):
is
EL:) fextract value
20 r=state_values|(:,1l):
21 xdot=state values(:,2);
22 y=state_values(:, 3
23 ydot=state_values(:,4);
24
25 Eplot
26 clf
27 plot(time, x,
28 hold on
29 plot (time, v,
30 hold on
118 title| )]
32
33 | endfunction
3488
line: 1 col:) 1 encoding: SYSTEM eol: CRLF

A MALIK IBRAHIM STATE ISLAMI|C UNIVERSITY OF |

) ) Hmuy* (s (2) -5 (1)) "3) /m];

OF MAULAl
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Kasus kedua :

Wom o=l o ok W R e

WoWw oW ow WM MMMEERRRRRR R
IO VR R T R R T PO Y R TR U R TR TN T O Ny S

rdeld=0:delB=0;

%time span
tspan=td:df:cE;

[=x0,xdot0, v0, vdotO]

$adot
sdot=@ (t,s) [5(2); (-delda*s(2) -kx*s (1) +mux*s (1) “3-ky* (s (1) -5 (3) ) +muy* (s(1)-5(3))"3) /m:5(4) ; (-delB*s (4) -kv* (5(3) -5 (1) }+muy* (5(3) -s(1) ) ~3) /m]

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF |

%call ode45 =solver
[time, state values]=ode45(sdot, tspan,IC);

fextract value
x=state_values(:,1);
xdot=state_values (:
y=state_values(:,:3
ydot=state values (:

%plot

clf

plot (time, X, )

hold on

plot (time, ¥y, )

hold on

title("Flot )

endfunction

col:| 1 encoding: SYSTEM  eol: CRLF
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