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ABSTRAK 

Pratama, Dimas Adi. 2020.  Ekuivalensi Integral Darboux dan Integral Denjoy-

Perron. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: 

(I) Dr. Elly Susanti, M.Sc. (II). Muhammad Nafie Jauhari, M.Si. 

Kata kunci: Anti-Derivatif, Ekuivalensi, Integral, Integral Darboux, Integral 

Denjoy-Perron. 

Integral Darboux adalah pengembangan dari integral Riemann yang 

menggunakan konsep anti-derivatif. Integral Darboux dibangun menggunakan 

penjumlahan Darboux dan merupakan salah satu definisi dari integral suatu fungsi. 

Integral Perron adalah pengembangan dari integral Lebesgue, sehingga dengan 

menggunakan definisi integral Perron suatu fungsi yang tak terintegralkan 

Lebesgue dapat terintegralkan Perron. Selain integral Perron, integral Denjoy juga 

merupakan pengembangan dari integral Lebesgue, hanya saja pendefinisian yang 

dilakukan oleh Denjoy berbeda dengan Perron. Akan tetapi integral Denjoy dan 

integral Perron ekuivalen. Integral Denjoy-Perron menggunakan konsep anti-

derivatif juga seperti integral Darboux. Oleh karena itu, pada penelitian ini akan 

dikaji hubungan antara integral Darboux dan integral Denjoy-Perron. 
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ABSTRACT 

Pratama, Dimas Adi. 2020.  Equivalence of Darboux Integral and Denjoy-

Perron Integral Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science 

and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of 

Malang. Advisors: (I) Dr. Elly Susanti, M.Sc. (II). Muhammad Nafie 

Jauhari, M.Si. 

Keywords: Anti Derivative, Equivalent, Integral, Darboux Integral, Denjoy-Perron 

Integral. 

Darboux integral is an extension of the Riemann integral which uses the 

concept of anti-derivatives. Darboux integrals are constructed using Darboux 

additions and are one of the possible definitions of the integral of a function. Perron 

integral is the development of the Lebesgue integral, so that by using the definition 

of the Perron integral a function that is not Lebesgue integral can be integrated with 

the Perron. Apart from the Perron integral, Denjoy integral is also a development 

of the Lebesgue integral, it is just that Denjoy definition is different from Perron. 

However, Denjoy integral and Perron integral are equivalent. The Denjoy-Perron 

integral uses an anti-derivative concept as well as the Darboux integral. Therefore, 

this research will study the relationship between the Darboux integral and the 

Denjoy-Perron integral. 
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 ملخص

بحث . largetnIPerron -yganeD و Darboux Integral ما يعادل. 0202. ديماس أدي، فراتاما
نا مالك مولا الحكومية الإسلاميةجامعة الوالتكنولوجيا ،  الرياضيات، كلية العلوم شعبة .معياالج

 ( محمد نافع الجوهري،٢( إيلي سوسانتي، ماجستير، )١) المستشارون: إبراهيم مالانج. 
 ماجستير.

 

 Integral, Darboux Integral, Denjoy-Perron ،ما يعادل ،عكسي:  :الكلمات المفتاحية

Integral.  

 Darboux Integral  هو امتداد لـRiemann Integral  الذي يستخدم مفهوم مضادات
وهي واحدة من  Darbouxباستخدام إضافات  Darboux integralsيتم إنشاء ، المشتقات

بحيث  ,Lebesgue integral هو تطوير integral .Perron integralات المحتملة للوظيفة التعريف
 .Perron مع Lebesgue integral ، يمكن دمج دالة ليست Perron integral باستخدام تعريف

 Lebesgueهو أيضًا تطور لـ  Denjoy integral، فإن  Perron integralبصرف النظر عن 

integral  د تعريف ، إنه مجرDenjoy  يختلف عنPerron.  ومع ذلك ، فإنDenjoy integral 
مفهومًا مضادًا للاشتقاق  Denjoy-Perron integral. يستخدم متكافئان Perron integralو 

 Darboux. لذلك ، سوف يدرس هذا البحث العلاقة بين Darboux integralبالإضافة إلى 

integral  وDenjoy-Perron integral  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang  

  Teori integral merupakan salah satu konsep terpenting dalam 

analisis. Terdapat banyak jenis integral yang berkembang dalam analisis. Salah 

satu jenis integral yang sering digunakan dalam bidang matematika adalah 

Integral Riemann. Integral Riemann tidak hanya digunakan dalam bidang 

matematika saja, tetapi digunakan juga dalam bidang lainnya yaitu fisika dan 

ilmu teknik. 

  Sebelum adanya integral Riemann, Newton menyusun salah satu 

teori integral berdasarkan kalkulus yang menggunakan anti derivatif. Setelah 

itu barulah Riemann, pada tahun 1854, menyusun teori integral dengan cara 

lain, yaitu menggunakan partisi dan jumlah Riemann. Pada tahun 1875, 

integral Riemann dimodifikasi dan dikembangkan oleh Darboux dengan 

menggunakan jumlah atas dan jumlah bawah. 

  Kemudian muncul pengembangan dari integral Riemann oleh 

Lebesgue. Definisi integral Lebesgue menggunakan teori ukuran, sehingga 

fungsi yang tidak teintegralkan Riemann terintegralkan oleh Lebesgue. Namun 

integral Lebesgue masih mempunyai kekurangan, yaitu mengharuskan 𝐹 

sebagai fungsi yang kontinu mutlak, agar 𝐹′ terintegralkan Lebesgue, sehingga 

integral Lebesgue dari suatu interval tidak secara lengkap menyelesaikan 

masalah rekonstruksi fungsi primitif dari turunannya. 

  Integral Lebesgue dikembangkan oleh Perron yang dalam 

pendefinisannya melibatkan fungsi mayor dan fungsi minor. Selain itu, Denjoy 

melakukan pengembangan dari integral Lebesgue dengan mensyaratkan 
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adanya suatu anti turunan dari suatu fungsi yang merupakan fungsi yang 

kontinu mutlak diperumum agar fungsi tersebut terintegralkan Denjoy, 

sehingga terdapat terkaitan dan telah dibuktikan bahwa integral Denjoy dan 

integral Perron ekuivalen.  

  Dalam penelitian ini penulis mengambil batasan yang sederhana, di 

mana dijelaskan dalam QS. Al-Baqarah ayat 185 yang berbunyi: 

 فَإِنَّ مَعَ الْعُسْرِ يسُْرًا , إِنَّ مَعَ الْعُسْرِ يسُْرًا
               “Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan, sesungguhnya sesudah 

kesulitan itu ada kemudahan”. (QS. Al-Insyirah: 5-6) 

Oleh karena itu, dalam skripsi ini akan membahas bagaimana pendekatan 

integral Darboux dan integral Denjoy-Perron dan ekuivalensi integral 

Darboux dan integral Denjoy-Perron. 

1.2. Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang di atas, maka dalam pembahasan ini akan 

diberikan rumusan masalah bagaimana integral Darboux dengan integral 

Denjoy-Perron ekuivalen? 

1.3. Tujuan Penelitian 

 Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan dari penulisan skripsi ini 

adalah intuk membuktikan integral Darboux dengan integral Denjoy-Perron 

ekuivalen. 

1.4. Manfaat Penelitian 

 Adapun manfaat dari penelitian untuk skripsi ini antara lain: 

1. Bagi peneliti, sebagai tambahan informasi dan wawasan mengenai kaitan 

integral Darboux dan integral Denjoy-Perron. 
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2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang 

matematika, khususnya bidang analisis. 

 

1.5. Batasan Masalah 

 Pada penulisan skripsi ini, permasalahan hanya dibatasi pada Integral 

Darboux dan Integral Denjoy-Perron pada fungsi kontinu interval [𝑎, 𝑏]. 

 

1.6. Metode Penelitian 

 Metode yang digunakan oleh penulis dalam menyusun skripsi ini yaitu 

metode kajian pustaka, yaitu deskripsi teoritis tentang objek yang diteliti 

dengan cara mendalami, mencermati, menelaah, dan mengidentifikasi 

pengetahuan yang ada dalam kepustakaan untuk menunjang penelitian. 

 Adapun langkah-langkah dalam penulisan skripsi ini adalah: 

1. Merumuskan maslah. Sebelum penulis memulai kegiatannya, penulis 

membuat rancangan terlebih dahulu mengenai suatu permasalahan yang 

akan dibahas. 

2. mengumpulkan data dan informasi dengan cara membaca dan memahami 

beberapa literatur yang berkaitan dengan integral baik itu Darboux maupun 

Denjoy-Perron. Diantara buku yang digunakan penulis adalah Pengantar 

Analisis Riil, Real Analysis, dan The Integrals of Lebesgue, Denjoy, Perron, 

and Henstock serta buku lain yang menunjang penulisan skripsi ini. 

3. Setelah memperoleh data-data dan informasi mengenai integral Darboux 

dan Denjoy-Perron, langkah selanjutnya adalah membuktikan partisi, lower, 

upper, supermum, dan infimum dari integral Darboux ke integral Denjoy-
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Perron. Setelah itu kita menentukan apakah integral Darboux dan integral 

Denjoy-Perron ekuivalen.  

4. Membuat kesimpulan. Kesimpulan merupakan gambaran langkah dari 

pembahasan atas apa yang sedang ditulis. Kesimpulan didasarkan pada data 

yang telah dikumpulkan dan merupakan jawaban dari permasalahan yang 

dikemukakan. 

 

1.7. Sistematika Penulisan 

 Sistematika penulisan merupakan rangkaian urutan dari beberapa uraian 

penjelasan dalam suatu karya ilmiah. Dalam kaitannya dengan penulisan 

skripsi ini, kami menyusun sistematika pembahasan sebagai berikut. 

 Pada bab pertama dipaparkan bagaimana latar belakang terjadinya 

ekuivalensi antara Integral Darboux dan Integral Denjoy-Perron, rumusan 

masalah, tujuan, manfaat penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian serta 

metode penelitian yang dipakai oleh penulis. 

 Pada bab kedua dipaparkan berbagai teori yang dipakai untuk menunjang 

pembahasan dalam bab kedua juga memaparkan integrasi antara ekuivalensi 

integral Darboux dan integral Denjoy-Perron. Pada bab ketiga dipaparkan hasil 

penelitian penulis bagaimana proses terjadinya ekuivalensi antara integral 

Darboux dan integral Denjoy-Perron. 

 Pada bab terakhir yaitu bab keempat, dipaparkan seimpulan dari penelitian 

yang dilakukan oleh penulis.   
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

2.1. Integral Darboux 

2.1.1.   Jumlah Darboux atas dan jumlah Darboux bawah 

 Diberikan interval tertutup [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑅, dan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 fungsi bernilai real 

yang terbatas pada [𝑎, 𝑏], jika 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 𝑏; 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛} 

sembarang partisi pada [𝑎, 𝑏] maka didefinisikan 

𝑀 = sup{𝑓(𝜉𝑖): 𝜉𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏]} 𝑑𝑎𝑛 𝑚 = inf{𝑓(𝜉𝑖): 𝜉𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏]} 

Keterbatasan fungsi 𝑓 dapat menjamin eksistensi dua bilangan 𝑀 dan 𝑚 

tersebut. 

Selanjutnya untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 didefinisikan 

𝑀𝑖 = sup{𝑓(𝜉𝑖): 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]} 

 𝑚𝑖 = inf{𝑓(𝜉𝑖): 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]} 

Dapat dipahami bahwa 𝑚 ≤ 𝑚𝑖 ≤ 𝑓(𝜉𝑖) ≤ 𝑀𝑖 ≤ 𝑀 untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

Selanjutnya Jumlah Darboux atas fungsi 𝑓 terkait dengan partisi 𝑃, dinyatakan 

dengan 𝑈(𝑃; 𝑓), didefinisikan sebagai  

𝑈(𝑃; 𝑓) = ∑ 𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

 

dan Jumlah Darboux bawah fungsi 𝑓 terkait dengan partisi 𝑃, dinyatakan 

dengan 𝐿(𝑃; 𝑓), didefinisikan sebagai 

𝐿(𝑃; 𝑓) = ∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

 

(Thobirin, 2015) 

 

 

Lemma 1  
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 Diberikan [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑅, jika 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 fungsi yang terbatas pada [𝑎, 𝑏] dan 

𝑃 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 𝑏; 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛} sembarang partisi pada [𝑎, 𝑏], 

maka berlaku  

𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) 

Bukti. 

Diberikan 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 𝑏; 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛} sembarang partisi pada 

[𝑎, 𝑏], berdasarkan definisi supermum dan infemum suatu himpunan maka 

diperoleh 𝑚1 ≤ 𝑀1 untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

Oleh karenanya diperoleh 

𝐿(𝑃; 𝑓) = ∑ 𝑚1(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≤ ∑ 𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

= 𝑈(𝑃; 𝑓) 

(Bartle & Sherbert, 2000) 

Lemma 2 

 Diberikan [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑅, dan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 fungsi yang terbatas pada [𝑎, 𝑏], 

Jika 𝑃1 dan 𝑃2 sembarang dua partisi pada [𝑎, 𝑏], dengan 𝑃1 ⊆ 𝑃2 maka berlaku 

𝐿(𝑃1; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃2; 𝑓) 𝑑𝑎𝑛 𝑈(𝑃2; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃1; 𝑓) 

Bukti. 

Diberikan 𝑃1 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 𝑏; 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛} sembarang partisi 

pada [𝑎, 𝑏] dan 𝑃2 sembarang partisi pada [𝑎, 𝑏] dengan 𝑃1 ⊆ 𝑃2, maka dapat 

dimengerti bahwa setiap sub interval [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] dalam 𝑃1 pasti memuat titik dari 

partisi 𝑃2, minimal 𝑥𝑖−1 dan 𝑥𝑖 itu sendiri. Namakan titik-titik tambahannya 

tersebut 

𝑥𝑖−1 = 𝑡𝑖0, 𝑡𝑖1, 𝑡𝑖2, … , 𝑡𝑖𝑝𝑖
= 𝑥𝑖 

Dengan sifat  
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𝑥𝑖−1 = 𝑡𝑖0 < 𝑡𝑖1 < 𝑡𝑖2 < ⋯ < 𝑡𝑖𝑝𝑖
= 𝑥𝑖 

Sehingga diperoleh 

𝑀𝑖𝑗 = sup{𝑓(𝜉𝑖𝑗): 𝜉𝑖𝑗 ∈ [𝑡𝑖(𝑗−1), 𝑡𝑖𝑗]}, 

Dan 

𝑚𝑖𝑗 = inf{𝑓(𝜉𝑖𝑗): 𝜉𝑖𝑗 ∈ [𝑡𝑖(𝑗−1), 𝑡𝑖𝑗]}, 

Selanjutnya untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑝𝑖  diperoleh 

𝑚𝑖 ≤ 𝑚𝑖𝑗 ≤ 𝑀𝑖𝑗 ≤ 𝑀𝑖 

Untuk suku ke 𝑖 di dalam 𝐿(𝑃1: 𝑓) berlaku  

𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) = 𝑚𝑖 ∑(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑝𝑖

𝑗=1

= ∑ 𝑚𝑖(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑝𝑖

𝑗=1

≤ ∑ 𝑚𝑖𝑗(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑝𝑖

𝑗=1

 

Jika hasil tersebut di atas dijumlahkan untuk semua indeks 𝑖, maka diperoleh: 

𝐿(𝑃1; 𝑓) = ∑ 𝑚1(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ ∑ 𝑚𝑖𝑗(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑃1

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= 𝐿(𝑃2; 𝑓) 

Terbukti 𝐿(𝑃1; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃2; 𝑓). 

Selanjutnya untuk suku ke 𝑖 di dalam 𝑈(𝑃1; 𝑓) berlaku 

𝑀1(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) = 𝑀𝑖 ∑(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑝𝑖

𝑗=1

= ∑ 𝑀𝑖(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑝𝑖

𝑗=1

≥ ∑ 𝑀𝑖𝑗(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑝𝑖

𝑗=1

. 

Jika hasil tersebut di atas dijumlahkan untuk semua indeks 𝑖, maka diperoleh : 
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𝑈(𝑃1; 𝑓) = ∑ 𝑀1(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≥ ∑ ∑ 𝑀𝑖𝑗(𝑡𝑖𝑗 − 𝑡𝑖(𝑗−1))

𝑃1

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= 𝑈(𝑃2; 𝑓) 

Terbukti 𝑈(𝑃2; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃1; 𝑓). (Bartle & Sherbert, 2000) 

Teorema 1  

 Diberikan [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑅, dan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 fungsi yang terbatas pada [𝑎, 𝑏]. 

Jika 𝑃1 dan 𝑃2 sembarang dua partisi pada [𝑎, 𝑏], maka berlaku 

𝐿(𝑃1; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃2; 𝑓) 

Bukti. 

Dibentuk 𝑃 = 𝑃1 ∪ 𝑃2, maka 𝑃1 ⊆ 𝑃 dan 𝑃2 ⊆ 𝑃, sehingga berdasarkan Lemma 

1.4.2 diperoleh 𝐿(𝑃1; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃; 𝑓) dan 𝑈(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃2; 𝑓). Berdasarkan 

Lemma 1.4.1 diperoleh 𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓). Akibatnya diperoleh 𝐿(𝑃1; 𝑓) ≤

𝑈(𝑃2; 𝑓). (Bartle & Sherbert, 2000) 

2.1.2.   Integral Darboux atas dan Integral Darboux bawah 

 Integral Darboux atas fungsi 𝑓 pada interval [𝑎, 𝑏], dinotasikan dengan 

𝑈(𝑓) atau 𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
�̅�

𝑎
 didefinisikan sebagai  

𝑈(𝑓) = 𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
�̅�

𝑎

= inf{𝑈(𝑃; 𝑓): 𝑃 ∈ ∀[𝑎, 𝑏]} 

 Integral Darboux bawah fungsi 𝑓 pada interval [𝑎, 𝑏], dinotasikan dengan 

𝐿(𝑓) atau 𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

�̅�
 didefinisikan sebagai  

𝐿(𝑓) = 𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

�̅�

= sup{𝐿(𝑃; 𝑓): 𝑃 ∈ ∀[𝑎, 𝑏]} 

(Thobirin, 2015) 
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Teorema 2  

 Diberikan [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑅, dan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 fungsi yang terbatas pada [𝑎, 𝑏]. 

Jika fungsi 𝑓 terintegralkan Darboux atas dan terintegralkan Darboux bawah 

pada interval [𝑎, 𝑏], maka  

𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓) 

Bukti. 

Diketahui fungsi 𝑓 terintegral Darboux atas dan terintegral Darboux bawah, 

artinya dapat dipilih sembarang partisi 𝑃1 ∈ ∀[𝑎, 𝑏] dan 𝑃2 ∈ ∀[𝑎, 𝑏]. Dipilih 

𝑃 = 𝑃1 ∪ 𝑃2, maka berdasarkan Lemma 1.4.2 dan Teorema 1.4.3 berlaku 

𝐿(𝑃1; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃2; 𝑓). 

Jadi bilangan real 𝑈(𝑃2; 𝑓) merupakan suatu batas atas dari {𝐿(𝑃; 𝑓): 𝑃 ∈

∀[𝑎, 𝑏]}. Akibatnya  

𝐿(𝑓) = sup{𝐿(𝑃; 𝑓): 𝑃 ∈ ∀[𝑎, 𝑏]} ≤ 𝑈(𝑃2; 𝑓) 

Demikian pula, 𝐿(𝑓) merupakan batas bawah dari {𝑈(𝑃; 𝑓): 𝑃 ∈ ∀[𝑎, 𝑏]}, 

sehingga  

𝐿(𝑓) ≤ inf{𝑈(𝑃2; 𝑓): 𝑃 ∈ ∀[𝑎, 𝑏]} = 𝑈(𝑓). 

Terbukti 

𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓). 

(Thobirin, 2015) 

Dari uraian di atas, selanjutnya diberikan definisi integral Darboux sebagai 

berikut. 
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2.1.3.  Sifat 

Definisi 1  

 Fungsi bernilai real dan terbatas 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 dikatakan terintegral 

Darboux pada [𝑎, 𝑏], jika  

𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓) 

Atau 

𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)
�̅�

𝑎

𝑑𝑥 = 𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

�̅�

𝑑𝑥 = 𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

(Thobirin, 2015) 

Teorema 3  

 Fungsi bernilai real dan terbatas 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 terintegral Darboux pada 

[𝑎, 𝑏] jika dan hanya jika untuk setiap bilangan 휀 > 0, terdapat partisi Riemann 

𝑃  pada [𝑎, 𝑏] sehingga untuk setiap partisi Riemann 𝑃 pada interval [𝑎, 𝑏] 

dengan sifat 𝑃 ⊆ 𝑃, berlaku  

𝑈(𝑃; 𝑓) − 𝐿(𝑃; 𝑓) < 휀 

Bukti. 

Syarat perlu: 

 Diketahui fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 terintegralkan Darbou pada [𝑎, 𝑏], berarti 

𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓). Diberikan sembarang bilangan 휀 > 0, berdasarkan definisi 𝑈(𝑓) 

maka terdapat partisi Riemann 𝑃1 pada [𝑎, 𝑏] sehingga 

𝑈(𝑓) ≤ 𝑈(𝑃1: 𝑓) < 𝑈(𝑓) +
휀

2
 

Karena 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓) maka berlaku 

𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑃1; 𝑓) < 𝐿(𝑓) +
휀

2
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 Selanjutnya, untuk bilangan 휀 > 0 tersebut, berdasarkan definisi 𝐿(𝑓) maka 

terdapat partisi Riemann 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] sehingga 

𝐿(𝑓) −
휀

2
< 𝐿(𝑃2; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑓). 

Berdasarkan Teorema 2.1.3, berlaku 𝐿(𝑃2; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃1; 𝑓). 

Oleh karena itu, diperoleh 

𝐿(𝑓) −
휀

2
< 𝐿(𝑃2; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃1; 𝑓) < 𝐿(𝑓) +

휀

2
 

Dipilih 𝑃 = 𝑃1 ∪ 𝑃2, maka 𝑃1 ⊆ 𝑃  dan 𝑃2 ⊆ 𝑃 , sehingga berdasarkan Lemma 

1.4.2 diperoleh 

𝐿(𝑓) −
휀

2
< 𝐿(𝑃2; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃 ; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃 ; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃1; 𝑓) < 𝐿(𝑓) +

휀

2
 

Akibatnya  

𝐿(𝑓) −
휀

2
< 𝐿(𝑃 ; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃 ; 𝑓) < 𝐿(𝑓) +

휀

2
 

Selanjutnya jika diambil sembarang partisi Riemann 𝑃 pada interval [𝑎, 𝑏] 

dengan sifat 𝑃 ⊆ 𝑃, berlaku  

𝐿(𝑓) −
휀

2
< 𝐿(𝑃 ; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃 ; 𝑓) < 𝐿(𝑓) +

휀

2
 

Maka didapat  

𝐿(𝑓) −
휀

2
< 𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) < 𝐿(𝑓) +

휀

2
 

Akhirnya diperoleh  

𝑈(𝑃; 𝑓) − 𝐿(𝑃; 𝑓) < 휀. 

Syarat cukup: 

 Diketahui untuk setiap bilangan 휀 > 0 terdapat partisi Riemann 𝑃  pada 

[𝑎, 𝑏] sehingga untuk setiap partisi Riemann 𝑃 pada interval [𝑎, 𝑏] dengan sifat 

𝑃 ⊆ 𝑃, berlaku 
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𝑈(𝑃; 𝑓) − 𝐿(𝑃; 𝑓) < 휀. 

Ini ekuivalen dengan 𝑈(𝑃; 𝑓) < 𝐿(𝑃; 𝑓) + 휀. 

Berdasarkan definisi 𝐿(𝑓) dan 𝑈(𝑓), maka untuk setiap partisi Riemann 𝑃 pada 

[𝑎, 𝑏] berlaku 𝑈(𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) dan 𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝐿(𝑓), sehingga diperoleh 

𝑈(𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) < 𝐿(𝑃; 𝑓) + 휀 ≤ 𝐿(𝑓) + 휀 

Diperoleh  

𝑈(𝑓) < 𝐿(𝑓) + 휀 

Karena bilangan 휀 > 0 diambil sembarang maka didapatkan 

𝑈(𝑓) ≤ 𝐿(𝑓) 

Berdasarkan hasil ini dan Teorema 2.1.4 diperoleh 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓). Terbukti 𝑓 

terintegral Darboux. (Bartle & Sherbert, 2000) 

Akibat 1 Diberikan fungsi bernilai real dan terbatas 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅, jika (𝑃𝑛) 

barisan partisi Riemann pada interval [𝑎, 𝑏] dengan lim(𝑈(𝑃𝑛; 𝑓) −

𝐿(𝑃𝑛; 𝑓)) = 0, maka terintegral Darboux pada [𝑎, 𝑏] dan  

lim(𝑈(𝑃𝑛; 𝑓)) = 𝐷 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = lim (𝐿(𝑃𝑛; 𝑓)) 

(Bartle & Sherbert, 2000) 

Teorema 4  

 Diberikan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 suatu dungsi bernilai real dan terbatas, 𝑓 terintegral 

Riemann pada [𝑎, 𝑏] jika dan hanya jika 𝑓 terintegral Darboux pada [𝑎, 𝑏]. 

Bukti. 

Syarat perlu: 

 Diketahui fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏], berarti 

terdapat bilangan 𝐴 = 𝑅 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥, artinya untuk sembarang bilangan 휀 > 0, 
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terdapat bilangan 𝛿 > 0 sehingga untuk setiap 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 =

𝑏; 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛} partisi pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ < 𝛿 berlaku  

|(𝑃) ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) − 𝐴

𝑛

𝑖=1

| <
휀

2
. 

Ambil sembarang [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, berdasarkan definisi 𝑚𝑖 maka 

terdapat 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] demikian sehingga 

𝑚𝑖 ≤ 𝑓(𝜉𝑖) < 𝑚𝑖 +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
. 

Sehingga 

𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≤ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) < (𝑚𝑖 +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)    

𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≤ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) < 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
𝜖

2(𝑏 − 𝑎)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=0

≤ ∑ 𝑓(𝜉
𝑖
)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ (𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
𝜖

2(𝑏 − 𝑎)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1))

𝑛

𝑖=1

 

∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< ∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

+
𝜖

2
 

𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑆(𝑃; 𝑓) < 𝐿(𝑃; 𝑓) +
𝜖

2
. 

Demikian pula untuk sembarang [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, berdasarkan definisi 

𝑀𝑖 maka terdapat 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] demikian sehingga 

𝑀𝑖 −
𝜖

2(𝑏 − 𝑎)
< 𝑓(𝜉𝑖) ≤ 𝑀𝑖   

Dengan cara yang sama diperoleh 

𝑈(𝑃; 𝑓) −
𝜖

2
< 𝑆(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) 

Diperoleh 
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𝑈(𝑃; 𝑓) −
𝜖

2
< 𝐿(𝑃; 𝑓) +

𝜖

2
 

𝑈(𝑃; 𝑓) − 𝐿(𝑃; 𝑓) <
𝜖

2
+

𝜖

2
= 𝜖 

(Thobirin, 2015) 

 

2.2 Integral Perron 

2.2.1.  Fungsi Minor dan Fungsi Mayor 

Definisi 2  

 Diketahui 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Turunan kanan atas dan turunan kanan bawah dari 

𝐹 pada 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏) didefinisikan oleh : 

𝐷+𝐹(𝑥) = lim
𝛿→0+

sup {
𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑥)

𝑦 − 𝑥
∶ 𝑥 < 𝑦 < 𝑥 + 𝛿} 

𝐷+𝐹(𝑥) = lim
𝛿→0+

inf {
𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑥)

𝑦 − 𝑥
∶ 𝑥 < 𝑦 < 𝑥 + 𝛿} 

dan, turunan kiri atas dan turunan kiri bawah dari 𝐹 pada 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏] 

didefinisikan oleh: 

𝐷−𝐹(𝑥) = lim
𝛿→0+

sup {
𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑥)

𝑦 − 𝑥
∶ 𝑥 − 𝛿 < 𝑦 < 𝑥} 

𝐷−𝐹(𝑥) = lim
𝛿→0+

inf {
𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑥)

𝑦 − 𝑥
∶ 𝑥 − 𝛿 < 𝑦 < 𝑥} 

 Fungsi 𝐹 dapat diturunkan pada 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) jika keempat turunannya hingga 

dan bernilai sama. Turunan atas dan turunan bawah dari 𝐹 pada 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

didefinisikan oleh : 

�̅�𝐹(𝑥) = lim
𝛿→0+

sup {
𝐹(𝑦)−𝐹(𝑥)

𝑦−𝑥
∶ 0 < |𝑦 − 𝑥| < 𝛿} = max{𝐷+𝐹(𝑥), 𝐷−𝐹(𝑥)}  

𝐷 𝐹(𝑥) = lim
𝛿→0+

inf {
𝐹(𝑦)−𝐹(𝑥)

𝑦−𝑥
∶ 0 < |𝑦 − 𝑥| < 𝛿} = min{𝐷+𝐹(𝑥), 𝐷−𝐹(𝑥)}  

(Gordon, 1994) 
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Definisi 3  

 Diketahui 𝐸 ⊆ ℝ. Himpunan 𝐸 adalah perfect jika 𝐸 tutup dan setiap titik 

dari 𝐸 adalah titik limit dari 𝐸. 

Suatu perfect portion dari 𝑃 adalah himpunan 𝑃 ∩ [𝑐, 𝑑] dimana 𝑃 ∩ (𝑐, 𝑑) ≠

∅, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑃, dan𝑃 ∩ [𝑐, 𝑑] adalah perfect set. (Gordon, 1994) 

Definisi 4 

Diketahui 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ dan 𝐸 ⊆ [𝑎, 𝑏]. 

𝜔(𝐹, [𝑐, 𝑑]) = sup{|𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑥)|: 𝑐 ≤ 𝑥 < 𝑦 ≤ 𝑑}. 

a. Variasi lemah dari 𝐹 pada 𝐸 dan variasi kuat dari 𝐹 pada 𝐸 didefinisikan 

sebagai ; 

𝑉(𝐹, 𝐸) = sup {∑|𝐹(𝑑𝑖) − 𝐹(𝑐𝑖)|

𝑛

𝑖=1

} 

𝑉∗(𝐹, 𝐸) = sup {∑ 𝜔(𝐹, [𝑐𝑖, 𝑑𝑖])

𝑛

𝑖=1

} 

Dengan supermum keduanya diambil atas semua koleksi hingga 

{[𝑐𝑖, 𝑑𝑖]: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dari interval yang tidak saling tumpang tindih yang 

mempunyai titik ujung di 𝐸. 

b. Fungsi 𝐹 merupakan variasi terbatas dari 𝐸 jika 𝑉(𝐹, 𝐸) berhingga. Fungsi 𝐹 

adalah variasi terbatas dalam arti sempit pada 𝐸 jika 𝑉∗(𝐹, 𝐸) berhingga. 

c. Fungsi 𝐹 merupakan variasi terbatas secara umum pada 𝐸, jika 𝐸 dapat ditulis 

sebagai gabungan terhitung dari himpunan-himpunan dimana 𝐹 adalah 𝐵𝑉 

pada setiap himpunan tersebut. Fungsi 𝐹 adalah variasi terbatas yang 

digeneralisasi dalam arti sempit pada 𝐸 jika 𝐸 dapat ditulis sebagai gabungan 
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terhitung dari himpunan-himpunan dimana 𝐹 adalah variasi terbatas pada 

setiap setiap himpunan tersebut. 

d. Fungsi 𝐹 merupakan kontinu mutlak pada 𝐸 jika untuk setiap 휀 > 0 terdapat 

𝛿 > 0 sedemikian sehingga ∑ |𝐹(𝑑𝑖) − 𝐹(𝑐𝑖)| < 휀𝑛
𝑖=1  ketika {[𝑐𝑖, 𝑑𝑖], 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛} adalah koleksi berhingga dari interval-interval yang tidak saling 

tumpang tindih yang mempunyai titik ujung di 𝐸 dan memenuhi 

∑ (𝑑𝑖 − 𝑐𝑖) < 𝛿𝑛
𝑖=1 . Fungsi 𝐹 adalah kontinu mutlak dalam arti sempit pada 

𝐸 jika untuk setiap 휀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian hingga 

∑ 𝜔(𝐹, [𝑐𝑖, 𝑑𝑖]) < 휀𝑛
𝑖=1  ketika {[𝑐𝑖, 𝑑𝑖], 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} adalah koleksi berhingga 

dari interval-interval yang tidak saling tumpang tindih yang mempunyai titik 

ujung di 𝐸 dan memenuhi ∑ (𝑑𝑖 − 𝑐𝑖) < 𝛿𝑛
𝑘=1 . 

e.  Fungsi 𝐹 merupakan kontinu mutlak secara umum pada 𝐸 jika 𝐹|𝐸 (𝐹 

dibatasi pada 𝐸) kontinu pada 𝐸, dan 𝐸 dapat ditulis sebagai gabungan 

terhitung dari himpunan-himpunan dimana 𝐹 adalah kontinu mutlak pada 

setiap himpunan tersebut. Fungsi 𝐹 adalah kontinu mutlak yang 

digeneraliasasi dalam arti sempit pada 𝐸 jika 𝐹|𝐸 kontinu pada 𝐸 dan 𝐸 dapat 

ditulis sebagai gabungan terhitung dari himpunan-himpunan dimana 𝐹 

adalah 𝐴𝐶∗ pada setiap himpunan tersebut. (Gordon, 1994) 

Definisi 5 

 Misalkan fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒. 

a. Suatu fungsi 𝑈: [𝑎, 𝑏] → ℝ disebut fungsi mayor dari 𝑓 pada interval [a,b] 

jika 𝐷 𝑈(𝑥) > −∞ dan 𝐷 𝑈(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

b. Suatu fungsi 𝑉: [𝑎, 𝑏] → ℝ disebut fungsi minor dari 𝑓 pada interval [𝑎, 𝑏] 

jika �̅�𝑉(𝑥) < +∞ dan �̅�𝑉(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 
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(Nurandini, Sumiaty, & Kustiawan, 2018) 

2.2.2.  Sifat Integral Perron 

Definisi 6  

 Suatu fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] jika 𝑓 

mempunyai setidaknya satu fungsi mayor 𝑈 dan fungsi minor 𝑉 pada [𝑎, 𝑏] dan 

berlaku 

inf{𝑈𝑎
𝑏: 𝑈  𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑚𝑎𝑦𝑜𝑟 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓 𝑝𝑎𝑑𝑎 [𝑎, 𝑏]}

= sup {𝑉𝑎
𝑏: 𝑉 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓 𝑝𝑎𝑑𝑎 [𝑎, 𝑏]} 

 Suatu fungsi 𝑓 yang terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dinotasikan dengan 

𝑓 ∈ 𝑃[𝑎, 𝑏] dengan nilai integralnya dinotasikan (𝑃) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
 dan didefinisikan 

(𝑃) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= inf{𝑈𝑎

𝑏} = sup{𝑉𝑎
𝑏} (Gordon, 1994) 

 

Definisi 7  

 Suatu fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒 terintegralkan 𝑃𝑐 pada [𝑎, 𝑏] jika 𝑓 mempunyai 

setidaknya satu fungsi mayor kontinu 𝑈 dan satu fungsi minor kontinu 𝑉 pada 

[𝑎, 𝑏] dan berlaku 

inf{𝑈𝑎
𝑏: 𝑈  𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑚𝑎𝑦𝑜𝑟 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓 𝑝𝑎𝑑𝑎 [𝑎, 𝑏]}

= sup {𝑉𝑎
𝑏: 𝑉 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖  𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓 𝑝𝑎𝑑𝑎 [𝑎, 𝑏]} 

Suatu fungsi 𝑓 yang terintegralkan 𝑃𝑐 pada [𝑎, 𝑏] dinotasikan dengan 𝑓 ∈

𝑃𝑐[𝑎, 𝑏] dengan nilai integralnya dinotasikan (𝑃𝑐) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
 dan didefinisikan 

(𝑃𝑐) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= inf{𝑈𝑎

𝑏} = sup{𝑉𝑎
𝑏}. (Kurtz & Swartz, 2004) 
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Teorema 5  

 Suatu fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] jika dan hanya 

jika untuk setiap 휀 > 0 terdapat suatu fungsi mayor 𝑈 dan suatu fungsi minor 

𝑉 dari 𝑓 pada [𝑎, 𝑏] sehingga 𝑈𝑎
𝑏 − 𝑉𝑎

𝑏 < 휀. 

Bukti. 

Misalkan 𝑓 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan 휀 > 0. Sesuai dengan 
2
, 

pilih 𝑢 dan 𝑣 pada teorema di ruang fungsi baire kelas satu. Fungsi 𝑈(𝑥) = ∫ 𝑢
𝑥

𝑎
 

dan 𝑉(𝑥) = ∫ 𝑣
𝑥

𝑎
 terbukti kontinu di [𝑎, 𝑏]. Pada teorema di fungsi ruang baire 

kelas satu, persamaan 𝐷 𝑈(𝑥) ≥ 𝑢(𝑥) dan �̅�𝑉(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥) terbukti untuk setiap 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] dan seperti berikut  

𝐷 𝑈(𝑥) > −∞, 𝐷 𝑈(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) dan �̅�𝑉(𝑥) ≤ +∞, �̅�𝑉(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) 

Untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Karenanya, 𝑈 merupakan fungsi mayor dan 𝑉 

merupakan fungsi minor dari 𝑓 di [𝑎, 𝑏]. Akhirnya, 

𝑈𝑎
𝑏 − 𝑉𝑎

𝑏 = ∫ 𝑢
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓
𝑏

𝑎

+ ∫ 𝑓
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑣
𝑏

𝑎

<
휀

2
+

휀

2
= 휀 

(Gordon, 1994) 

Teorema 6  

 Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒 dan missal 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏). 

a. Jika 𝑓 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏], maka 𝑓 terintegralkan Perron pada 

setiap sub interval dari [𝑎, 𝑏]. 

b. Jika 𝑓 terintegralkan Perron pada setiap interval [𝑎, 𝑐] dan [𝑐, 𝑏], maka 𝑓 

terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan (𝑃) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= (𝑃) ∫ 𝑓

𝑐

𝑎
+ (𝑃) ∫ 𝑓

𝑏

𝑐
. 

Bukti.  
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Misalkan 𝑈 dan 𝑉 merupakan fungsi mayor dan fungsi minor pada 𝑓 di 

[𝑎, 𝑏]. Jelas bahwa 𝑈 dan 𝑉 merupakan fungsi mayor dan fungsi minor pada 𝑓 

untuk setiap subinterval di [𝑎, 𝑏] juga. 

Pembuktian b. misalkan 𝜖 > 0. Pilih salah satu fungsi mayor 𝑈1  dan fungsi 

minor 𝑉1  di 𝑓 pada [𝑎, 𝑐] sedemikian hingga 𝑈1 𝑎
𝑐 − 𝑉1 𝑎

𝑐 < 𝜖, dan pilih salah 

satu fungsi mayor 𝑈2  dan fungsi minor 𝑉2  pada 𝑓 di [𝑐, 𝑏] sedimikian hingga 

𝑈2 (𝑐) = 𝑈1 (𝑐), 𝑉2 (𝑐) = 𝑉1 (𝑐), dan 𝑈2 𝑐
𝑏 − 𝑉2 𝑐

𝑏 < 𝜖. Sehingga 

𝑈(𝑥) {
𝑈1 (𝑥), 𝑖𝑓 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐;

𝑈2 (𝑥), 𝑖𝑓 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏;
          dan         𝑉(𝑥) {

𝑉1 (𝑥), 𝑖𝑓 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐;

𝑉2 (𝑥), 𝑖𝑓 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏.
 

Kemudian 𝑈 merupakan fungsi mayor dan 𝑉 merupakan fungsi minor pada 𝑓 

di [𝑎, 𝑏] dan 

𝑈𝑎
𝑏 − 𝑉𝑎

𝑏 = ( 𝑈2 𝑐
𝑏 − 𝑉2 𝑐

𝑏) + ( 𝑈1 𝑎
𝑐 − 𝑉1 𝑎

𝑐) < 2𝜖. 

Oleh karena itu, fungsi 𝑓 terintegralkan perron di [𝑎, 𝑏] berdasarkan teorema 

sebelumnya. Dengan notasi yang sama, kita memperoleh 

∫ 𝑓
𝑏

𝑎

< 𝑉𝑎
𝑏 + 2𝜖 = 𝑉1 𝑎

𝑐 + 𝑉2 𝑐
𝑏 + 2𝜖 ≤ ∫ 𝑓

𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑓
𝑏

𝑐

+ 4𝜖; 

∫ 𝑓
𝑏

𝑎

> 𝑈𝑎
𝑏 − 2𝜖 = 𝑈1 𝑎

𝑐 + 𝑈2 𝑐
𝑏 − 2𝜖 ≥ ∫ 𝑓

𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑓
𝑏

𝑐

− 4𝜖. 

Sehingga ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓

𝑏

𝑐
. (Gordon, 1994) 

Teorema 7  

 Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒 dan missal 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏). 

a. jika 𝑓 terintegralkan 𝑃𝑐 pada [𝑎, 𝑏], maka 𝑓 teritegralkan 𝑃𝑐 pada setiap sub 

interval dari [𝑎, 𝑏]. 
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b. Jika 𝑓 terintegralkan 𝑃𝑐 pada setiap interval [𝑎, 𝑐] dan [𝑐, 𝑏], maka 𝑓 

terintegralkan 𝑃𝑐 pada [𝑎, 𝑏] dan (𝑃𝑐) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= (𝑃𝑐) ∫ 𝑓

𝑐

𝑎
= (𝑃𝑐) ∫ 𝑓

𝑏

𝑐
. 

(Kurtz & Swartz, 2004) 

Teorema 8  

 Jika 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏], maka 𝑓 bernilai 

hingga almost everywhere pada [𝑎, 𝑏]. 

Bukti.  

Misalkan 𝐶 = {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]: |𝑓(𝑥)| = +∞}. 𝑈 merupakan fungsi mayor dan 

𝑉 merupakan fungsi minor pada 𝑓 di [𝑎, 𝑏] dan didefinisikan 𝑊 = 𝑈 − 𝑉. 

Fungsi 𝑊 tidak mengalami penurunan di [𝑎, 𝑏] sehingga himpunan 𝐷 = {𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏]: 𝐷𝑊(𝑥) = +∞} memiliki ukuran nol. Kita akan membuktikan 𝐶 ⊆ 𝐷. 

Misalkan 𝑐 ∈ 𝐶 dan 𝑓(𝑐) = +∞. Menurut sifat dari fungsi mayor dan fungsi 

minor, 𝐷𝑈(𝑐) = +∞ dan 𝐷𝑉(𝑐) = +∞, sedemikian hingga 

𝐷𝑊(𝑐) ≥ 𝐷𝑈(𝑐) − 𝐷𝑉(𝑐) = +∞ 

Kemudian 𝐷𝑈(𝑐) = −∞ dan 𝐷𝑉(𝑐) = −∞ dan 𝐷𝑊(𝑥) = +∞. Sedemikian 

hingga 𝑐 ∈ 𝐷. (Gordon, 1994) 

Teorema 9  

 Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑒 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏]. Jika 𝑓 = 𝑔 almost 

everywhere pada [𝑎, 𝑏], maka 𝑔 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan 

(𝑃) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= (𝑃) ∫ 𝑔

𝑏

𝑎
. 

Bukti.  

Misalkan 𝐸 = {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]: 𝑔(𝑥) ≠ 𝑓(𝑥)}, kemudian didefinisikan fungsi 𝑚 

dan 𝑀 di [𝑎, 𝑏] dengan 𝑚(𝑥) = 0 = 𝑀(𝑥) untuk 𝑥 ∉ 𝐸, 𝑚(𝑥) = −∞, 𝑀(𝑥) =
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∞ untuk 𝑥 ∈ 𝐸. Misalkan 𝜖 > 0. Karena 𝑓 terintegralkan perron do [𝑎, 𝑏], 

terdapat sebuah fungsi mayor 𝑈1  pada 𝑓 di [𝑎, 𝑏] sedemikian hingga 0 ≤

𝑈1 𝑎
𝑏 − ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
< 𝜖. Karena 𝑀 terintegralkan perron di [𝑎, 𝑏] dan memiliki nilai 

integral dari 0, terdapat fungsi mayor 𝑈2  dari 𝑀 di [𝑎, 𝑏] sedemikian hingga 

0 ≤ 𝑈2 𝑎
𝑏 < 𝜖. Fungsi 𝑈 = 𝑈1 + 𝑈2  merupakan fungsi mayor pada 𝑔 di [𝑎, 𝑏] 

dan 0 ≤ 𝑈𝑎
𝑏 − ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
< 2𝜖. Demikian pula, terdapat fungsi minor 𝑉 pada 𝑔 di 

[𝑎, 𝑏] sedemikian hingga −2𝜖 ≤ 𝑉𝑎
𝑏 − ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
< 0. Oleh karena itu, fungsi 𝑔 

terintegralkan perron pada [𝑎, 𝑏] dan ∫ 𝑔
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
. (Gordon, 1994) 

Teorema 10  

 Misalkan 𝑓 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏], maka : 

a. 𝑘𝑓 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan (𝑃) ∫ 𝑘𝑓
𝑏

𝑎
= 𝑘(𝑃) ∫ 𝑓

𝑐

𝑎
 untuk setiap 

𝑘 ∈ ℝ. 

b. 𝑓 + 𝑔 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan (𝑃) ∫ (𝑓 + 𝑔)
𝑏

𝑎
= (𝑃) ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
+

(𝑃) ∫ 𝑔
𝑏

𝑎
. 

c. Jika 𝑓 ≤ 𝑔 almost everywhere pada [𝑎, 𝑏], maka (𝑃) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
≤ (𝑃) ∫ 𝑔

𝑏

𝑎
. 

(Nurandini, Sumiaty, & Kustiawan, 2018) 

Lemma 10 

 Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan missal 𝐹(𝑥) =

(𝑃) ∫ 𝑓
𝑥

𝑎
 untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Jika 𝑈 adalah fungsi mayor dan 𝑉 adalah 

fungsi minor dari 𝑓 pada [𝑎, 𝑏], maka fungsi 𝑈 − 𝐹 dan 𝐹 − 𝑉 adalah tidak 

menurun pada [𝑎, 𝑏]. (Kurtz & Swartz, 2004) 

Teorema 11  
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 Misalkan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan missal 𝐹(𝑥) =

(𝑃) ∫ 𝑓
𝑥

𝑎
 untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], maka 𝐹 fungsi kontinu pada [𝑎, 𝑏]. (Nurandini, 

Sumiaty, & Kustiawan, 2018) 

Teorema 12  

 Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏] dan misal 𝐹(𝑥) =

∫ 𝑓
𝑥

𝑎
 untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], maka 𝐹 dapat diturunkan almost everywhere pada 

[𝑎, 𝑏]  dan 𝐹′ = 𝑓 almost everywhere pada [𝑎, 𝑏]. (Nurandini, Sumiaty, & 

Kustiawan, 2018) 

 

Teorema 13  

 Misalkan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan 𝑃𝑐 , pada setiap subinterval [𝑐, 𝑑] ⊆

(𝑎, 𝑏). Jika (𝑃𝑐) ∫ 𝑓
𝑑

𝑐
 konvergen ke suatu limit hingga saat 𝑐 → 𝑎+dan 𝑑 → 𝑏−, 

maka 𝑓 ∈ 𝑃𝑐[𝑎, 𝑏] dan (𝑃𝑐) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= lim

𝑐→𝑎+

𝑑→𝑏−

(𝑃𝑐) ∫ 𝑓
𝑑

𝑐
. 

Bukti.  

Jika 𝑓 terintegralkan 𝑃𝑐 pada setiap interval [𝑎, 𝑐] untuk 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) dan jika 

∫ 𝑓
𝑐

𝑎
 menuju ke limit yang terbatas seperti 𝑐 → 𝑏−, kemudian 𝑓 terintegralkan 

𝑃𝑐 di [𝑎, 𝑏] dan ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= lim

𝑐→𝑏−
∫ 𝑓

𝑐

𝑎
. 

Misalkan 𝐿 = lim
𝑐→𝑏−

∫ 𝑓
𝑐

𝑎
, 𝑎0 = 𝑎, dan {𝑎𝑘} menjadi barisan keatas di (𝑎, 𝑏) yang 

menuju ke 𝑏. Misalkan 𝜖 > 0. Untuk setiap 𝑘 ≥ 0, pilih sebuah fungsi mayor 

kontinu 𝑊𝑘 pada 𝑓 di [𝑎𝑘 , 𝑎𝑘+1] sedemikian hingga 

𝑊𝑘(𝑎𝑘) = 0 dan 0 ≤ 𝑊𝑘(𝑥) − ∫ 𝑓
𝑥

𝑎𝑘
< 𝜖2−𝑘 untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1]. 

Didefinisikan sebuah fungsi 𝑊: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 dengan 
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𝑊(𝑥) = 𝑊𝑘(𝑥) + ∑ 𝑊𝑖(𝑎𝑖+1)

𝑘=1

𝑖=0

 

Untuk 𝑥 ∈ [𝑎𝑘 , 𝑎𝑘+1) dan 

𝑊(𝑏) = ∑ 𝑊𝑘(𝑎𝑘+1)

∞

𝑘=0

 

𝑊 kontinu di [𝑎, 𝑏]. Sekarang 𝐷𝑊 > −∞ dan 𝐷𝑊 ≥ 𝑓 di [𝑎, 𝑏), dan 

𝑊𝑎
𝑏 = ∑ 𝑊𝑘(𝑎𝑘+1)

∞

𝑘=0

= ∑ ∫ 𝑓
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘

∞

𝑘=0

+ ∑ (𝑊𝑘(𝑎𝑘+1) − ∫ 𝑓
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘

) < 𝐿 + 2𝜖

∞

𝑘=0

. 

Dengan lemma sebelumnya, terdapat fungsi mayor kontinu 𝑈 pada 𝑓 di [𝑎, 𝑏] 

sedemikian hingga 𝑈𝑎
𝑏 < 𝑊𝑎

𝑏 + 𝜖 < 𝐿 + 3𝜖. Dengan demikian terdapat fungsi 

minor kontinu 𝑉 pada 𝑓 di [𝑎, 𝑏] sedemikian hingga 𝑉𝑎
𝑏 > 𝐿 − 3𝜖. Oleh karena 

itu, fungsi 𝑓 yang teintegralkan 𝑃𝑐 di [𝑎, 𝑏] dan ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= 𝐿. (Gordon, 1994) 

 

Teorema 14  

 Misal 𝐸 suatu himpunan tertutup dan terbatas dengan batas 𝑎 dan 𝑏 dan 

{(𝑎𝑘 , 𝑏𝑘)} suatu barisan dari intervals contiguous ke 𝐸 didalam [𝑎, 𝑏]. Misalkan 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan 𝑃𝑐 pada 𝐸 dan pada setiap interval [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]. Jika 

deret ∑ 𝜔(∫ 𝑓, [𝑎𝑘, 𝑏𝑘])
𝑥

𝑎𝑘

∞
𝑘=1  konvergen, maka 𝑓 ∈ 𝑃𝑐[𝑎, 𝑏] dan ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
=

∫ 𝑓𝜒𝐸
𝑏

𝑎
+ ∑ ∫ 𝑓

𝑏𝑘

𝑎𝑘

∞
𝑘=1 . 

Bukti.  

Untuk setiap 𝑘, misalkan 𝑧𝑘 = 𝜔 (∫ 𝑓
𝑥

𝑎𝑘
, [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]) + 2−𝑘. Misalkan 𝜖 > 0 

dan pilih salah satu bilangan bulat positif 𝐾 sedemikian hingga ∑ 𝑧𝑘 < 𝜖∞
𝑘=𝐾 . 

Misalkan 𝑓1 merupakan fungsi yang sama dengan 𝑓 di 𝐸 dan pada setiap interval 
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[𝑎𝑘 , 𝑏𝑘] untuk 1 ≤ 𝑘 < 𝐾 dan sama dengan 0 di tempat lain. Sehingga 𝑓1 

terintegralkan 𝑃𝑐 di [𝑎, 𝑏], terdapat fungsi mayor kontinu 𝑌 pada [𝑎, 𝑏] 

sedemikian hingga 

0 ≤ 𝑌𝑎
𝑏 − ∫ 𝑓𝜒𝐸

𝑏

𝑎

− ∑ ∫ 𝑓
𝑏𝑘

𝑎𝑘

𝐾−1

𝑘=1

< 𝜖. 

Selanjutnya kita bentuk fungsi mayor kontinu dari 𝑓 − 𝑓1 di [𝑎, 𝑏]. 

Untuk setiap 𝑘 ≥ 𝐾, misalkan 𝑊𝑘 merupakan fungsi mayor kontinu pada 𝑓 di 

[𝑎𝑘 , 𝑏𝑘] sedemikian hingga 𝑊𝑘(𝑎𝑘) = 0 dan 0 ≤ 𝑊𝑘(𝑥) − ∫ 𝑓
𝑥

𝑎𝑘
< 𝑧𝑘 untuk 

setiap 𝑥 ∈ [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]. Sehingga  

∫ 𝑓
𝑥

𝑎𝑘

≤ 𝑊𝑘(𝑥) < ∫ 𝑓
𝑥

𝑎𝑘

+ 𝑧𝑘 

Untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘], kita dapatkan 𝜔(𝑊𝑘, [𝑎𝑘, 𝑏𝑘]) ≤ 2𝑧𝑘. Didefinisikan 

suatu fungsi 𝐺 di [𝑎, 𝑏] yaitu 

𝐺(𝑥) = 𝑊𝑘(𝑥) + 𝜔(𝑊𝑘 , [𝑎𝑘 , 𝑥]) + 𝜔(𝑊𝑘 , [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]) − 𝜔(𝑊𝑘 , [𝑥, 𝑏𝑘]) 

Untuk 𝑥 ∈ (𝑎𝑘 , 𝑏𝑘) dengan 𝑘 ≥ 𝐾 dan 𝐺(𝑥) = 0 di tempat lain. Dengan 

menggabungkan syarat di definisi pada fungsi 𝐺 tersebut, kita melihat bahwa 𝐺 

tidak negative di [𝑎, 𝑏]. Fungsi 𝐺 kontinu pada setiap [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘) dan 

𝜔(𝐺, [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]) ≤ 3𝜔(𝑊𝑘 , [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]) ≤ 6𝑧𝑘. 

Perhatikan juga bahwa 𝐺(𝑏𝑘 −) = 0 untuk 1 ≤ 𝑘 < 𝐾 menunjukan lim
𝑥→𝑏𝑘

−
𝐺(𝑥) 

dan untuk 𝑘 ≥ 𝐾 

0 ≤ 𝐺(𝑏𝑘 −) = 𝑊𝑘(𝑏𝑘) + 2𝜔(𝑊𝑘, [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]) ≤ 6𝑧𝑘 

Untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], maka 

𝑍(𝑥) = 𝐺(𝑥) + ∑ 𝐺(𝑏𝑘 −)

𝑏𝑘≤𝑥
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Karena 𝑍 konstan pada setiap interval (𝑎𝑘 , 𝑏𝑘) untuk 1 ≤ 𝑘 < 𝐾, kita temukan 

bahwa 𝐷𝑍 = 0 = 𝑓 − 𝑓1 pada setiap interval tersebut. Fungsi 𝑍 − 𝐺 konstan 

pada setiap interval (𝑎𝑘 , 𝑏𝑘) untuk 𝑘 ≥ 𝐾 dan fungsi 

𝜔(𝑊𝑘 , [𝑎𝑘 , 𝑥]) − 𝜔(𝑊𝑘 , [𝑥, 𝑏𝑘]) 

Tidak mengalami penurunan pada (𝑎𝑘 , 𝑏𝑘), sehingga 𝐷𝑍 = 𝐷𝐺 ≥ 𝐷𝑊𝑘 pada 

setiap interval tersebut. Sehingga 𝐷𝑍 > −∞ dan 𝐷𝑍 ≥ 𝑓 − 𝑓1 di (𝑎𝑘 , 𝑏𝑘) untuk 

𝑘 ≥ 𝐾. Sekarang misalkan 𝑥 ∈ 𝐸 dan mengandaikan 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡. Jika 𝑠 ∉ 𝐸, 

kemudia 𝑠 ∈ (𝑎𝑖 , 𝑏𝑖) untuk beberapa 𝑖 dan 

𝑍(𝑡) − 𝑍(𝑠) = 𝐺(𝑡) − 𝐺(𝑠) + ∑ 𝐺(𝑏𝑘 −)

𝑠<𝑏𝑘≤𝑡

 

                        ≥ 𝐺(𝑡) + (𝐺(𝑏𝑖 −) − 𝐺(𝑠)) 

                        ≥ 0 + 𝑊𝑖(𝑏𝑖) − 𝑊𝑖(𝑠) + 𝜔(𝑊𝑖 , [𝑠, 𝑏𝑖]) 

                        ≥ 0. 

Jika 𝑠 ∈ 𝐸, maka 𝑍(𝑡) − 𝑍(𝑠) ≥ 0. Sehingga 𝐷𝑍 ≥ 0 = 𝑓 − 𝑓1 pada himpunan 

𝐸. Oleh karena itu, fungsi 𝑍 merupakan fungsi mayor kontinu pada 𝑓 − 𝑓1 di 

[𝑎, 𝑏]. Sehingga 𝐺(𝑏𝑘 −) = 0 untuk 𝑘 < 𝐾 dan 𝑊𝑘(𝑏𝑘) ≤ 𝐺(𝑏𝑘 −) ≤ 6𝑧𝑘 

untuk 𝑘 ≥ 𝐾,  

0 ≤ ∑
(𝑊𝑘(𝑏𝑘) − ∫ 𝑓

𝑏𝑘

𝑎𝑘

)
∞

𝑘=𝐾

 

    ≤ ∑ 𝐺(𝑏𝑘 −)

∞

𝑘=𝐾

− ∑ ∫ 𝑓
𝑏𝑘

𝑎𝑘

∞

𝑘=𝐾

= 𝑍𝑎
𝑏 − ∑ ∫ 𝑓

𝑏𝑘

𝑎𝑘

∞

𝑘=𝐾

 

    ≤ ∑ 6𝑧𝑘

∞

𝑘=𝐾

+ ∑ 𝑧𝑘

∞

𝑘=𝐾

< 7𝜖. 

Fungsi 𝑈 = 𝑌 + 𝑍 merupakan fungsi mayor kontinu pada 𝑓 di [𝑎, 𝑏] dan  
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0 ≤ 𝑈𝑎
𝑏 − ∫ 𝑓𝜒𝐸

𝑏

𝑎

− ∑ ∫ 𝑓
𝑏𝑘

𝑎𝑘

∞

𝑘=1

 

= 𝑌𝑎
𝑏 − ∫ 𝑓𝜒𝐸

𝑏

𝑎

− ∑ ∫ 𝑓
𝑏𝑘

𝑎𝑘

𝐾−1

𝑘=1

+ 𝑍𝑎
𝑏 − ∑ ∫ 𝑓

𝑏𝑘

𝑎𝑘

∞

𝑘=𝐾

 

< 𝜖 + 7𝜖 = 8𝜖 

Demikian pula, terdapat fungsi minor kontinu 𝑉 pada 𝑓 di [𝑎, 𝑏] sedemikian 

hingga 

0 ≥ 𝑉(𝑏) − 𝑉(𝑎) − ∫ 𝑓𝜒𝐸

𝑏

𝑎

− ∑ ∫ 𝑓
𝑏𝑘

𝑎𝑘

∞

𝑘=1

> −8𝜖 

Oleh karena itu, fungsi 𝑓 terintegralkan 𝑃𝑐 di [𝑎, 𝑏] dan ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓𝜒𝐸

𝑏

𝑎
+

∑ ∫ 𝑓
𝑏𝑘

𝑎𝑘

∞
𝑘=1 . (Saks, 1937) 

2.3 Ekuivalensi Integral Perron dan Integral Denjoy 

Definisi 8 

 Suatu fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan Denjoy pada [𝑎, 𝑏] jika terdapat 

suatu fungsi ACG∗ 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ sedemikian sehingga 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) almost 

everywhere pada [𝑎. 𝑏]. 

Teorema 15 

 Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan Denjoy pada [𝑎, 𝑏]. Jika 𝐸 adalah suatu 

himpunan sempurna di [𝑎, 𝑏], maka terdapat suatu perfect portion 𝐸 ∩ [𝑐, 𝑑] dari 𝐸 

sedemikian hingga 𝑓 terintegralkan Lebesgue pada 𝐸 ∩ [𝑐, 𝑑]. Selanjutnya, deret 

∑ 𝜔(∫ 𝑓, [𝑐𝑘, 𝑑𝑘])
𝑥

𝑐𝑘

∞
𝑘=1  konvergen dimana [𝑐, 𝑑] − 𝐸 = ⋃ (𝑐𝑘, 𝑑𝑘)∞

𝑘=1 . 

Teorema 16 

 Misalkan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Jika 𝑓 terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏], maka 𝑓 

terintegralkan Denjoy pada [𝑎, 𝑏]. 
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Teorema 17 

 Misalkan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Jika 𝑓 terintegralkan Demjoy pada [𝑎, 𝑏], maka 𝑓 

terintegralkan Perron pada [𝑎, 𝑏]. 

 

2.4 Ekuivalensi Menurut Al-Qur’an 

Ekuivalensi mempunyai arti yang setara atau mempunyai nilai yang sama. 

Meski keduanya berbeda, akan tetapi memiliki nilai yang sama. Dalam Islam 

terutama pada Al-Qur’an banyak menjelaskan tentang kesetaraan atu sesuatu yang 

berbeda, tetapi pada akhirnya bernilai sama dihadapan Allah SWT. 

Berdasarkan firman Allah SWT dalam surat Al Hujurat ayat 13 yang berbunyi: 

كْرَمَكُمْ عِندَ أَ  يَََٰٰٓأَيّـُهَا ٱلنَّاسُ إِنَّا خَلَقْنََٰكُم مِ ن ذكََرٍ وَأنُثَىَٰ وَجَعَلْنََٰكُمْ شُعُوباً وَقـَبَآَٰئِلَ لتِـَعَارَفُـوَٰٓا۟ ۚ إِنَّ  
 ٱللَّهِ أتَْـقَىَٰكُمْ ۚ إِنَّ ٱللَّهَ عَلِيمٌ خَبِير

“Hai manusia, sesungguhnya Kami ciptakan kamu dari seorang laki-laki  seorang 

perempuan dan menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku supaya kamu 

saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia diantara kamu di sisi Allah 

adalah orang yang paling taqwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah Maha Mengetahui 

lagi Maha Mengenal.” (QS. 49:13) 

Dalam tafsirnya al-Mizan fi Tafsir al-Qur’an (Jilid VI, h. 134-135), maksud 

ayat tersebut yaitu menjelaskan bahwa dari segi hakikat penciptaan, antara manusia 

yang satu dan manusia lainnya tidak ada perbedaan. Mereka semua sama, dari asal 

kejadian yang sama, yaitu dari tanah, dari diri yang satu, yakni Adam yang 

diciptakan dari tanah. Karena itu, tidak ada kelebihan seorang individu atas individu 

lainnya. Karena asal-usul kejadian manusia seluruhnya adalah sama. Oleh 

karenanya  tidak layak seseorang atau satu golongan menyombongkan diri terhadap 

yang lain atau menghina yang lain. (nurcholish, 2008) 

 Dari ayat tersebut, kita dapat memahami bahwa setiap laki-laki dan 

perempuan itu sama bahkan yang berbeda suku, ras, dan agama sekalipun. akan 
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tetapi amalan shaleh dihadapan Allah SWT menjadi pembeda tiap manusia. 

Sehingga konsep ekuivalen yang dibahas dalam penelitian ini berkesinambungan 

dengan ayat di atas. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini akan dijelaskan tentang bukti ekuivalensi integral Darboux dan 

integral Denjoy-Perron. Kemudian juga dijelaskan bukti partisi, lower, upper, serta 

supermum dan infimum pada integral Darboux dengan integral Denjoy-Perron. 

 Pada bab sebelumnya telah diterangkan bahwa integral Denjoy ekuivalen 

dengan integral Perron. Oleh sebab itu, penulis hanya membuktikan ekuivalen 

integral Darboux dengan integral Perron. 

3.1 Ekuivalensi integral Darboux dengan integral Perron 

 Pada subbab ini akan dipaparkan tentang ekuivalensi integral Darboux 

dengan integral Perron. 

Teorema 1  Diberikan fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 adalah terintegral Darboux jika dan 

hanya jika 𝑓 terintegral Perron pada [𝑎, 𝑏] sehingga 𝐷 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
⇔ 𝑃 ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
. 

Bukti  

𝐷 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
⇒ 𝑃 ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
  

Diketahui fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegral Darboux pada [𝑎, 𝑏]. Ambil sebarang휀 >

0, terdapat bilangan 𝛿 > 0 sehingga jika 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝑏; 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛} 

sebarang partisi di [𝑎, 𝑏] dengan sifat ||𝑃|| < 𝛿 berlaku 

|(𝑃) ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) − 𝐿

𝑛

𝑖=0

| <
휀

2
 

Ambil sebarang [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]; 𝑖 = 1,2,3, … 𝑛. Berdasarkan definisi 𝑚𝑖 maka terdapat 

𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] sedemikian hingga 

𝑚𝑖 ≤ 𝑓(𝜉𝑖) < 𝑚𝑖 +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
 

sehingga 
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𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≤ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) < (𝑚𝑖 +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≤ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) < 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
𝜖

2(𝑏 − 𝑎)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< ∑ (𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1))

𝑛

𝑖=1

 

∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< ∑ (𝑚𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
휀

2
)

𝑛

𝑖=1

 

𝐿(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑆(𝑃; 𝑓)𝑓 < 𝐿(𝑃; 𝑓) +
2
 ……………………... (1) 

Demikian pula untuk sebarang [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]; 𝑖 = 1,2,3, … 𝑛. Berdasarkan definisi 𝑀𝑖 

maka terdapat 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] sedemikian hingga 

𝑀𝑖 ≤ 𝑓(𝜉𝑖) < 𝑀𝑖 +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
 

sehingga 

𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≤ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) < (𝑀𝑖 +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≤ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) < 𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

∑ 𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< ∑ (𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
휀

2(𝑏 − 𝑎)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1))

𝑛

𝑖=1

 

∑ 𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< ∑ (𝑀𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +
𝜖

2
)

𝑛

𝑖=1

 

𝑈(𝑃; 𝑓) −
𝜖

2
< 𝑆(𝑃; 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃; 𝑓) ……………………... (2) 
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Dari (1) dan (2) diperoleh 

𝑈(𝑃; 𝑓) −
휀

2
< 𝐿(𝑃; 𝑓) +

휀

2
 

𝑈(𝑃; 𝑓) − 𝐿(𝑃; 𝑓) <
휀

2
+

휀

2
 

𝑈(𝑃; 𝑓) − 𝐿(𝑃; 𝑓) < 휀 

Karena 𝐿(𝑃; 𝑓) adalah batas bawah dan 𝑈(𝑃; 𝑓) adalah batas atas. Maka fungsi 𝑓 

juga terintegral Perron, karena syarat dengan syarat perlu jika 𝑓 mempunyai 

setidaknya satu batas bawah dan satu batas atas {𝑉𝑎
𝑏, 𝑈𝑎

𝑏}, sehingga mempunyai 

bentuk 

𝑈𝑎
𝑏 − 𝑉𝑎

𝑏 < 휀 

Sehingga hal tersebut membuktikan 𝐷 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
⇒ 𝑃 ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
. 

 𝑃 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
⇒ 𝐷 ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
 

Diketahui definisi integral Perron 

𝑈𝑎
𝑏 = 𝑉𝑎

𝑏 

atau 

𝜔(𝐹, [𝑐𝑖, 𝑑𝑖]) = 𝑈𝑎
𝑏 − 𝑉𝑎

𝑏 < 휀 

Berdasarkan definisi jumlah Perron atas dan Perron bawah 

𝑈𝑎
𝑏 − 𝑉𝑎

𝑏 < 휀 

⇔ ∑ 𝑑𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

− ∑ 𝑐𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< 휀 

Kita misalkan dengan 

𝑑𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) dan 𝑐𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖−1) 

Sehingga 

𝑈𝑎
𝑏 − 𝑉𝑎

𝑏 < 𝜖 
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⇔ ∑(𝑑𝑖 − 𝑐𝑖)

𝑛

𝑖=1

− ∑(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< 𝜖 

⇔ ∑(𝑑𝑖 − 𝑐𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< 𝜖 

⇔ ∑{𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)}(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

< 𝜖 

⇔ ∑
{𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)}(𝑏 − 𝑎)

𝑛

𝑛

𝑖=1

< 𝜖 

Karena  

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 =
𝑏 − 𝑎

2
= ∆𝑥, 

maka 

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 =
𝑏 − 𝑎

2
∑{𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)}

𝑛

𝑖=1

 

=
𝑏 − 𝑎

2
{𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)} < 𝜖 

 Bahwa untuk setiap bilangan 𝛿 > 0 terdapat partisi 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] sehingga 

||𝑃|| < 𝛿. Sehingga berlaku 

|(𝑃) ∑ 𝑓(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) − 𝐿

𝑛

𝑖=0

| < 𝜖 

Hasil di atas merupakan define dari Integral Darboux. Jadi 𝑃 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
⇒ 𝐷 ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan  

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan diatas maka diperoleh 

kesimpulan bahwa jika suatu fungsi terintegralkan Darboux maka fungsi terseut 

terintegralkan Perron, selain itu jika suatu fungsi terintegralkan Perron maka fungsi 

tersebut terintegralkan Darboux. Oleh karena itu, suatu fungsi terintegralkan 

Darboux jika dan hanya jika fungsi tersebut terintegralkan Perron. Akibatnya jika 

suatu fungsi terintegralkan Darboux ekuivalen dengan integral Denjoy-Perron.  

4.2 Saran 

 Penulis menyarankan untuk para pembaca yang ingin melanjutkan 

penelitian ini dapat   menggunakan pendeketan sifat-sifat dari kedua integral.   
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