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ABSTRAK

Maknun, Zauharotul. 2020. Randic Index dan Reciprocal Randic Index pada

Graf Unit dari Ring Bilangan Bulat Modulo Bilangan Prima. Skripsi.
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) M. Nafie
Jauhari, M.Si (1) Dewi Ismiarti, M.Si

Kata kunci : Randic index, reciprocal Randic index, graf unit, ring bilangan bulat

modulo bilangan prima

Misalkan R adalah ring dengan unsur kesatuan. Graf unit G(R) adalah

suatu graf dengan R sebagai himpunan titik dan dua titik u,v yang berbeda
terhubung langsung jika dan hanya jika u + v adalah unit dari R. Penelitian ini
bertujuan untuk menentukan rumus Randic index dan reciprocal Randic index
pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan prima. Metode yang
digunakan pada penelitian ini adalah studi kepustakaan dengan rujukan dari
beberapa buku dan artikel. Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut :

1.

A

R (G(zp)) — ((p — (J(p - 1D - 2))) A (

Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo p dengan p
prima dan p > 3 adalah

_ (L p-1 @ @-1
R(G(ZP))‘((\hp—n(p—zn)J’( -2 )

Reciprocal Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo p
dengan p prima dan p > 3 adalah

(»-3)

/2

(p—1)>(p—2) :

Xiv



ABSTRACT

Maknun, Zauharotul. 2020. On the Randic Index and the Reciprocal Randic
Index of Unit Graph of Ring of Integers Modulo a prime. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisor: (I) M. Nafie
Jauhari, M.Si (1) Dewi Ismiarti, M.Si

Keywords : Randic index, reciprocal Randic index, unit graph, ring of integers
modulo a prime

Let R be a ring with non-zero identity. The unit graph G(R) is a graph
with R as the set of vertices and two distinct vertices u, v are adjacent if and only

if u+ vis a unit of R. This research aims to determine the general pattern of
Randic index and reciprocal Randic index of unit graph of the ring of integers
modulo a prime. The method used in this research is the study of literature from
books and articles. The results of this study are as follows:

1. The Randic index of unit graph of the ring of integers modulo p with p is a
primeandp = 3 is

% p—1 @) p-1
R(G(ZP))_((W—lxp—m%( -2 )

2. The reciprocal Randic index of unit graph of the ring of integers modulo p
withp isaprimeandp > 3 is

RR (6)) = (@ - D (Vo - D@ -2))+ (Q’;?’) o 1)>(p—2) .

XV
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Manusia diberi akal oleh Allah untuk membedakan manusia dengan
makhluk yang lainnya. Salah satu tugas manusia adalah berpikir dan memahami
tanda-tanda kekuasaan Allah. Perintah memahami terdapat dalam surat Al
Ghasyiyah ayat 17-20, yang artinya :

“Maka apakah mereka tidak memperhatikan unta bagaimana dia diciptakan, dan langit,
bagaimana ia ditinggikan? Dan gunung-gunung bagaimana ia ditegakkan? Dan bumi
bagaimana ia dihamparkan?” (Al-Ghasyiyah(88):17-20).

Berdasarkan penjelasan tafsir Salman, Allah memerintahkan manusia
untuk meneliti, bukan sekadar memperhatikan penciptaan unta, pembentukan
langit, pemancangan gunung-gunung, dan penghamparan bumi. Secara bahasa
Allah memerintahkan kita untuk mengembangkan ilmu pengetahuan.

IImu pengetahuan dapat dikembangkan, salah satu contohnya adalah ilmu
matematika. Matematika dapat digunakan untuk mengembangkan ke dalam ilmu
lainnya seperti ilmu kimia, biologi, fisika, astronomi, dan sebagainya. Sehingga
menghasilkan pemikiran-pemikiran baru.

Cabang dari ilmu matematika sangat banyak, salah satunya adalah teori
graf. Teori graf lahir pada tahun 1736 melalui tulisan Leonard Euler yang
merupakan seorang ahli matematika dari Swiss. Euler adalah orang pertama yang
berhasil memecahkan masalah jembatan Konigsberg di sungai Pregal yang sangat
terkenal di Eropa yang mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu bercabang menjadi

dua buah anak sungai. Euler memodelkan masalah ini ke dalam graf. Daratan



dinyatakan sebagai titik dan jembatan dinyatakan sebagai sisi.

Menurut Chartrand, dkk (2016) graf G adalah pasangan (V(G), E(G))
dengan V(G) adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang
disebut titik, dan E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak
berurutan dari titik-titik berbeda di V(G) yang disebut sisi.

Menurut S.Akbari (2015) graf unit dari R adalah Sebuah graf dengan
anggota R sebagai titik dan dua titik yang berbeda terhubung langsung jika dan
hanya jika u + v adalah unit dari R, graf unit dari R dilambangkan dengan G(R)
Graf unit sebelumnya telah diteliti olen S. Akbari pada tahun 2015 meneliti
tentang graf unit pada ring non komutatif.

Graf dapat dibangun dari ring. Menurut Gilbert dan Gilbert (2015) ring
adalah himpunan tak kosong dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang
memenuhi aksioma-aksioma tertutup terhadap penjumlahan, asosiatif terhadap
penjumlahan, adanya unsur identitas terhadap penjumlahan, invers terhadap
penjumlahan, komutatif terhadap penjumlahan, tertutup terhadap perkalian,
asosiatif terhadap perkalian, dan distributif perkalian terhadap penjumlahan.
Apabila operasi perkalian bersifat komutatif maka disebut ring komutatif. Apabila
adanya unsur identitas terhadap perkalian maka disebut ring dengan unsur
kesatuan.

Ring yang digunakan pada penelitian adalah ring bilangan bulat modulo
bilangan prima. Menurut Buchman (2004) ring bilangan bulat modulo m dapat
dikatakan ring komutatif dengan unsur kesatuan jika m adalah bilangan bulat
dengan m > 1, maka (Z,,, +, -) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan 1 €

Zom.



3
Derajat titik dari titik v di graf G dinotasikan dengan deg(v) adalah

jumlah titik yang terkait langsung dengan v di G (Abdussakir, dkk, 2009). Randic

index dari graf G adalah R(G) = Xyvek(e) (Farrukh, dkk, 2016).

Penelitian terkait Randic index telah dilakukan oleh Huiging Liu pada tahun 2006
dengan judul “On the Randic Index”. Pada penelitian tersebut Huiging Liu
meneliti Randic index pada graf segitiga, dan pada tahun 2016 Fatima Farrukh,
dkk telah melakukan penelitian dengan judul “Calculating Some Topological
Indices of S;0, Layer Structure". Pada penelitian tersebut Fatima Farrukh fokus
menghitung Randic index, reciprocal Randic index, sum connectivity index,
reduced second Zagreb index, dan reduced reciprocal Randic index pada lapisan
struktur S;0,.

Reciprocal Randic index dari graf G adalah

RR(G) = Yuverc)+/deg(w)deg(v) (Farrukh, dkk, 2016) Penelitian terkait
reciprocal Randic index telah dilakukan oleh Muhammad K. Jamil, dkk pada
tahun 2017 dengan judul “Four Vertex Degree Based Topological Indices of
VCsC,[p;q] Nanotubes”. Pada penelitian tersebut Muhammad K. Jamil, dkk fokus
menghitung indeks dari nanotubes VCsC, dengan perhitungan Randic index,
reduced Randic index, reduced second Zagreb index, dan forgotten index.
Berdasarkan uraian tersebut, penulis tertarik untuk meneliti tentang
“Randic Index dan Reciprocal Randic Index pada Graf Unit dari Ring Bilangan

Bulat Modulo Bilangan Prima”.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dibahas, maka rumusan masalah pada
penelitian ini adalah
1. Bagaimana rumus Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo
bilangan prima?
2. Bagaimana rumus reciprocal Randic index pada graf unit dari ring bilangan

bulat modulo bilangan prima?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah maka tujuan dari penelitian ini adalah
1. Untuk mengetahui rumus Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat
modulo bilangan prima.
2. Untuk mengetahui rumus reciprocal Randic index pada graf unit dari ring

bilangan bulat modulo bilangan prima.

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini untuk memberikan informasi mengenai Randic
index dan reciprocal Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo

bilangan prima

1.5 Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, permasalahan yang dibahas dibatasi hanya pada graf

unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan prima dan p > 3.



1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan semua unit dari ring Zs, Zs, Z, Z44,Z,3 dengan menggunakan
tabel perkalian.

2. Menentukan titik-titik yang terhubung langsung pada graf unit dari ring Zs,
Ls, L7, Z11,Z13.

3. Menggambar graf unit dari ring Zs, Zs, Z7, Z14, Z13.

4. Menentukan derajat setiap titik pada graf unit dari ring Zs, Zs, Z, Z1 1, Z13-

5. Menentukan Randic index pada graf unit dari ring Zs, Zs, Z;, Z44, Z1 5.

6. Menentukan reciprocal Randic index pada graf unit dari ring Zs,
Ls, L7, L1, Ly3.

7. Membuat lemma terkait graf unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan
prima, meliputi:
a. Himpunan titik dari graf unit.
b. Keterhubungan titik pada graf unit.
c. Derajat titik pada graf unit.

8.  Merumuskan Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo
bilangan prima.

9.  Membuktikan rumus Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat
modulo bilangan prima.

10. Merumuskan reciprocal Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat
modulo bilangan prima.

11. Membuktikan rumus reciprocal Randic index pada graf unit dari ring

bilangan bulat modulo bilangan prima.



1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan pada penelitian ini mudah dipahami dan lebih terarah, maka

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, dan pada masing-

masing bab dibagi menjadi beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut :

Bab |

Bab 11

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan terdiri atas latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka meliputi teori-teori yang digunakan dan untuk membantu
memecahkan masalah yang berkaitan dengan topik penelitian. Pada
penelitian ini, teori yang digunakan meliputi graf, ring, ring dengan
unit, ring komutatif dengan unsur kesatuan, graf unit, faktor persekutuan
terbesar, kongruensi modulo m, relasi ekuivalensi, ring bilangan bulat
modulo m, Randic index, reciprocal Randic index, serta ilmu
pengetahuan dalam al-Quran.

Pembahasan

Pembahasan berisi tentang lemma dan pembuktian rumus Randic index
dan reciprocal Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat
modulo bilangan prima.

Penutup

Penutup meliputi kesimpulan tentang penelitian yang telah dilakukan

serta saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf

Definisi 2.1.1

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi (Chartrand, dkk, 2016).

Contoh 2.1.1

Gambar 2.1 Contoh Graf

Graf G pada Gambar 2.1 merupakan contoh graf yang memuat himpunan

titik V(G) ={a, b, ¢, d, e} dan himpunan sisi E(G) = {e, e,, e3, e4, €5, €6 }-

2.1.1 Graf Terhubung

Sisi e = uv dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = uv adalah
sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan e, u
dan e disebut terkait langsung (incident), titik « dan v disebut ujung dari sisi e

(Abdussakir, dkk, 2009).



Contoh 2.1.2

a C
el
el
e 3
NG
e5 e

Gambar 2.2 Contoh Graf Terhubung

Gambar 2.2 merupakan graf terhubung yang memuat himpunan titik
V ={a,b,c,d, e} dan himpunan sisi E = {e; e, es e,es ec}. Dari gambar
tersebut titik yang terhubung langsung(adjacent) adalah titik a dan b, a dan c ,b
dan ¢, a dan d, b dan d, d dan e. Sedangkan titik yang terkait langsung(incident)
adalah sisi e, terkait langsung dengan a dan b, sisi e, terkait langsung dengan a
dan c ,sisi e; terkait langsung dengan b dan c, sisi e, terkait langsung dengan a
dan d, sisi es terkait langsung dengan b dan d, sisi eg terkait langsung dengan d

dan e.

2.1.2 Derajat Titik

Derajat dari titik v di graf G, ditulis deg;(v) adalah banyaknya sisi di G
yang terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu
graf G, maka tulisan degg(v) disingkat menjadi deg(v)(Abdussakir, dkk, 2009).
Contoh 2.1.3
Perhatikan graf H yang memuat himpunan titik V = {a, b, ¢, d} dan himpunan sisi

E = {el, e,, es, 64’85} dibawah ini:



Gambar 2.3 Contoh Graf Terhubung

Dari Gambar 2.3 diperoleh bahwa:

deg (a) =3 deg (b) =2
deg (c) =3 deg (d) =2

2.2  Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan
Definisi 2.2.1
Misalkan R adalah himpunan tak kosong dengan operasi penjumlahan dan
perkalian yang berturut-turut dilambangkan dengan (+) dan (-). Maka R adalah
ring jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. R tertutup terhadap penjumlahan, artinya jika x € R dany € R maka
x+yE€ER.
2. Asosiatif terhadap penjumlahan, artinya x + (y + z) = (x + y) + z untuk
semua x,y,z € R.
3. Adanya unsur identitas terhadap penjumlahan, yaitu terdapat e € R
sehingga untuk setiap x € R berlakux +e =e+x =x € R.
4.  Adanya unsur balikan atau invers terhadap penjumlahan, yaitu
x+ (—x) =(—x)+x=0.
5. Komutatif terhadap penjumlahan, artinya x + y = y + x untuk semua

X,y € R.
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6. R tertutup terhadap perkalian, artinya jika x € R dany € R maka
xX-y € R.
7. Asosiatif terhadap perkalian, artinya x - (y - z) = (x - y) - z untuk semua
X,y,Z € R.
8.  Distribusi perkalian (-) terhadap penjumlahan, artinya
x-(y+z)=x-y+x-zdan(x+y)-z=x-z+y-zuntuk semua
X,y,Z € R.
(Gilbert dan Gilbert, 2015).
Contoh 2.2.1
Sebuah 3-tuple (Z,+,)) dengan Z himpunan bilangan bulat merupakan ring
karena
1. Z tertutup terhadap operasi penjumlahan
Untuk semua a, b € Z berlaku (a + b) € Z
2. Operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z
Untuk semua a,b,c € Zberlakua + (b+c¢) = (a+b) + ¢
3. 0 adalah unsur identitas terhadap operasi penjumlahan di Z
Untuk semuaa € Z berlakua+0=0+a =a
4. Untuk setiap a € Z, terdapat —a € Z, sehingga
a+(—a)=(-a)+a=0
5. Operasi penjumlahan bersifat komutatif di Z
Untuk semua a,b € Z berlakua +b =b + a
6. Z tertutup terhadap operasi perkalian
Untuk semua a,b € Z berlakua - b € Z

7. Operasi perkalian bersifat asosiatif di Z
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(a-b)-c=a-(b-c),untuk semuaa,b,c € Z
8. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap penjumlahan
(a+b)-c=(@a-c)+(b-c),untuksemuaa,b,c € Z
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c),untuk semuaa,b,c € Z
Jadi (Z, +,-) adalah ring.
Definisi 2.2.2
Suatu ring (R, +,-) disebut ring komutatif jika dan hanya jika operasi kedua (+)
bersifat komutatif di R (Gilbert dan Gilbert, 2015).
Contoh 2.2.2
Ring ( Z, +,) adalah ring komutatif, karena untuk semua a, b € Z, berlaku
a-b=>b-a.
Definisi 2.2.3
Suatu ring (R, +,-) disebut ring dengan unsur kesatuan jika dan hanya jika R
mempunyai unsur identitas terhadap operasi kedua () yaitu terdapat 1 € R
sehinggaa -1 =1-a = a,untuk semua a € R (Dummit dan Foote, 1991).
Contoh 2.2.3
Ring ( Z, +,") adalah ring dengan unsur kesatuan, karena terdapat 1 € Z sehingga
a-1=1-a= a,untuk setiap a € Z.
Definisi 2.2.4
Suatu ring disebut ring komutatif dengan unsur Kkesatuan jika ring tersebut
komutatif dan mempunyai unsur kesatuan (Dewi, 2011).
Contoh 2.2.4

Ring ( Z, +,) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan.
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Definisi 2.2.5
Misalkan R adalah suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan. Unsur u € R
dikatakan “unit” di R apabila terdapat unsur v € R sedemikian sehingga uv = 1.

Himpunan unit di R dilambangkan dengan U(R) (Mas’oed, 2013).

2.3 Faktor Persekutuan Terbesar (FPB)
Definisi 2.3.1
Misalkan a dan p adalah dua buah bilangan bulat yang tidak keduanya nol, faktor
persekutuan terbesar (FPB) dari adan p adalah bilangan bulat terbesar d
sedemikian sehingga d | a dan d | p. Dalam hal ini kita nyatakan bahwa
FPB (a,p) = d (Rosen, 2012).
Contoh 2.3.1
FPB dari 18 dan 12 adalah 6 ditulis FPB (18,12) = 6.
Definisi 2.3.2
Bilangan a dan p dikatakan relatif prima jika(a, p) = 1, begitu pula
bilangan bulat a,, a,, ..., a,, adalah relatif prima jika (a,, a,, ...,a,) = 1
Dapat dikatakan bahwa a4, a,, ..., a,, adalah relatif prima bila pasangan
(a;,aj) = 1untuk semua i = 1,2,3, ..., n (Irawan, dkk, 2004).
Teorema 2.3.1
Jika a dan b dua bilangan bulat yang tidak keduanya nol maka terdapat bilangan
bulat m dan n sehingga FPB (a, b) = ma + nb (Rosen, 2012)
Bukti
Dibentuk suatu suatu himpunan semua kombinasi linier dari a dan b, namakan

himpunan S = {ma + nb|m, n € Z}, selanjutnya dibentuk himpunan
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T = {s € S|s > 0}, maka T memiki elemen terkecil, namakan d, misalkan
d = ma + nb untuk suatu m,n € Z. Akan ditunjukkan bahwa d adalah pembagi
persekutuan dari a dan b. Berdasarkan algoritma pembagian, diperoleh bahwa
a =dq +rdengan 0 < r < d — 1. Dari sini diperoleh

r=a—dq=a—q(ma+nb)=>01-qgm)a+ (—qn)b

yaitu r € S. Diketahui 0 <r <d —1 dan d adalah kombinasi linier positif
terkecil dari a dan b, akibatnya satu-satunya r yang memenuhi hanyalah r =
0 sehingga diperoleh a = dq yang berarti d|a. Selanjutnya, dengan cara yang
sama dapat ditunjukkan bahwa d|b. Dari sini diperoleh bahwa d adalah pembagi
persekutuan dari adan b. Untuk menunjukkan bahwa d adalah pembagi
persekutuan dari a dan b, dimisalkan ¢ adalah pembagi persekutuan dari a dan b,
maka c|(ma + nb), sehingga diperoleh c|d. Diketahui d < 0, akibatnya ¢ < d.
Hal ini menunjukkan bahwa d adalah pembagi persekutuan terbesar dari a dan b.
Akibat 2.3.1
Diberikan a, b € Z, maka a dan b relatif prima jika dan hanya jika terdapat

m, n € Z sedemikian sehingga ma + nb = 1.

2.4  Relasi Ekuivalensi dan Kongruensi
2.4.1 Relasi Ekuivalensi
Definisi 2.4.1
Suatu relasi R dalam suatu himpunan tak kosong A disebut relasi ekuivalensi jika
memenuhi sifat berikut ini:
a)  Refleksif, jika untuk setiap a € A, berlaku aRa,

b)  Simetris, jika untuk setiap a, b € A, aRb mengakibatkan bRa,
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c)  Transitif, , jika untuk setiap a, b, c € A, aRb dan bRc mengakibatkan
aRc.

(Abdurrahman, 2019).
Contoh 2.4.1
Diberikan A = {1,2,3,4,5,6} dan
R =1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(2,3),(3,2)}, maka R adalah suatu
relasi ekuivalensi pada A.
Definisi 2.4.2
Misalkan R adalah relasi ekuivalensi pada himpunan A, kelas ekuivalensi yang
memuat x adalah subhimpunan-subhimpunan yang dinyatakan dengan

[x] = {y € AlyRx}

(Abdurrahman, 2019).

2.4.2 Kongruensi Modulo m
Definisi 2.4.3
Misalkan m adalah bilangan bulat positif, m > 1. Untuk bilangan bulat a dan b,
dikatakan a kongruen dengan b modulo m jika dan hanya jika a — b adalah
kelipatan dari m. Ditulis a = b(mod m). Misalkan 0 < r < m maka
a = r(mod m) dapat dituliskan r = a mod m (Gilbert dan Gilbert, 2015).
Contoh 2.4.2

17 = 3(mod 7) karena 7 membagi habis 17 — 3 atau 4.
Teorema 2.4.1

Relasi kongruensi modulo m adalah relasi ekuivalensi di Z
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Bukti
Misalkan m > 1, dan x,y, z di Z
1. Refleksif: x — x = (m)(0) maka x = x(mod m).
2. Simetris: x = y(modm) = x —y =mq untukq € Z
=> y—x=m(—gq)dan —q € Z
= y = x(mod m).
3. Transitif : x = y(mod m) dan y = z(mod m)
> x—y=mqgdany —z=mk danq,k € Z
> X—z=x—y+y—z
=m(q + k)
= x = z(mod m).
Jadi, relasi kongruensi adalah suatu relasi ekuivalensi (Gilbert dan Gilbert, 2015).
Misalkan m € Z, m > 1, berdasarkan Definisi 2.4.2 untuk a € Z diperoleh kelas
ekuivalensi
[a] = {x € Z|x = a(mod m)}
={x € Z|x — a = mk, k € Z}
={x€Zx=a+mkk€Z}
= [a + mk|k € Z],
Dua kelas ekuivalensi [a] dan [b] sama jika dan hanya jika a = b(mod m)
Terdapat m kelas ekuivalensi berbeda pada Z , sebagai berikut
[0] ={...,—2m,—m,0,m,2m, ...}
1] ={..,—2m+1,-m+1,1,m+1,2m+1,..}

2] ={.,—-2+4+2,-m+2,2m+22m+2..}
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m-1]={..,- m—1,-1m—-1,2m—-1,3m—1,...}.

Kelas ekuivalensi tersebut disebut dengan kelas kongruensi. Untuk selanjutnya
[a] akan disimbolkan dengan @ . Himpunan semua kelas kongruensi modulo m

pada Z dilambangkan dengan Z,, sebagai berikut Z,, ={0,1,2,..,m — 1}

(Gilbert dan Gilbert, 2015).

2.4.3 Ring Bilangan Bulat Modulo m

Misalkan m adalah bilangan bulat positif dan m > 1.

Didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian pada Z,, sebagai berikut:

S
Il
Q

a+ +b

S
Il
Q

a- -b
untuk setiap @, b € Z,,. Akan ditunjukkan Z,, merupakan ring komutatif dengan
unsur kesatuan
1. Z,, tertutup terhadap operasi penjumlahan
Untuk semua @, b € Z,, berlaku (@ + b) € Z,,.
2. Operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z,,
Untuk semua @, b, ¢ € Z,, berlaku (@ +b) + ¢ =a+ (b + ¢).

Ambil sebarang @, b, ¢ € Z,,, berlaku

(@+b)+c=a+b+¢

=a+(b+0).

3. 0 adalah unsur identitas terhadap operasi penjumlahan di Z,,,



Untuk semua a € Z,, berlaku0+ a =a = a + 0.

Ambil sebarang a € Z,,, berlaku

0+a=0+a=adana+0=a+0=a.

Ql

Untuk setiap a € Z,,, terdapat —a € Z,,, sehingga
a+-a=0dan—a+a=0

Ambil sebarang a € Z,,, jelas bahwa —a € Z,,, berlaku

d+—-a=a+(-a)=0dan—-a+a=-a+a=0
. Operasi penjumlahan bersifat komutatif di Z,,
Untuk semua @, b € Z,, berlakua +b = b + a.

Ambil sebarang a, b € Z,, berlaku

a+tb=a+b

I
S

+

Q

1
=z

+

Sl

. Z,, tertutup terhadap operasi perkalian

Untuk semua a, b € Z,, berlakua-b € Z,,.

. Operasi perkalian bersifat asosiatif di Z,,

Untuk semua @, b, ¢ € Z,,, berlaku (@-b)-é¢=a- (b ).

Ambil sebarang a, b, ¢ € Z,,, berlaku

(@-b)-c=(a-b)-¢

=(a-b)-c
=a-(b-c)
=a-(b-c)

=a-(b-o).

17



8. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap penjumlahan
Untuk semua @, b, ¢ € Z,, berlaku(a+b)-¢= (a-¢)+ (b-¢).
Ambil sebarang @, b, ¢ € Z,,, berlaku
(@+b)-c=(a+b)-c
- @+hyc
=@+ (b
=@-o)+(b-c)
=(@-¢0)+ (b 7).
9. 1 adalah unsur identitas terhadap operasi perkalian di Z,,
Untuk semuaa € Z,,, berlaku1-a=a=a- 1.
Ambil sebarang a € Z,,,, berlaku
l:a=1-a=adana:1=a-1=a.
10. Operasi perkalian bersifat komutatif di Z,,
Untuk semua @, b € Z,, berlakua-b = b - a.

Ambil sebarang @, b € Z,, berlaku

a-b=

S

a

Q

S| oy
Sl

Jadi (Z,,, +,-) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan.

Operasi pada ring Z,, dapat ditulis ulang sebagai berikut:

a+b= a+b(modm)

a-b

a - b (mod m).
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25  Graf Unit
Definisi 2.5.1
Misalkan R suatu ring dengan unsur kesatuan. Graf unit dari R dilambangkan
dengan G(R) adalah graf dengan anggota R sebagai titik dan dua titik yang
berbeda u,v terhubung langsung jika dan hanya jika u + v adalah unit dari
R (S.Akbari, 2015).
Contoh 2.5.1
Ring bilangan bulat modulo 3 dengan anggotanya adalah 0, 1,2 dan memiliki unit
1,2. Semua anggota ring bilangan bulat modulo 3 akan menjadi titik pada graf
unit. Kemudian titik tersebut terhubung langsung jika dan hanya jika hasil

penjumlahannya adalah unit.

2.6 Randic Index

Randic index awalnya diusulkan oleh seorang ahli kimia bernama Milan
Randic pada tahun 1975. Randic index juga dikenal sebagai indeks konektivitas
perkalian. Randic index berhubungan dengan beberapa sifat fisikokimia alkana
yang mencakup entalpi formasi, titik didih, tekanan uap, luas permukaan, dan
sebagainya. Randic index dari graf G didefinisikan sebagai :

1
uveE(G) \/deg (w)deg(v).

R(G) =

(Farrukh,dkk, 2016).

2.7 Reciprocal Randic Index
Reciprocal Randic index dihasilkan dari Randic index, pertama Kkali

ditemukan oleh Favaron, Maheo dan Sacle. Reciprocal Randic index ini
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didefinisikan sebagai jumlah dari akar kuadrat dari perkalian derajat titik yang
terhubung langsung. Reciprocal Randic index dari graf G didefinisikan sebagai

berikut :

RR(G) = Z Jdeg(u)deg(v).

uveE(G)

(Farrukh,dkk, 2016).

2.8 Menentukan Randic Index dan Reciprocal Randic Index pada G(Z,)

Subbab ini membahas tentang menentukan Randic index dan reciprocal

Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan prima.

2.8.1 Randic Index dan Reciprocal Randic Index pada G(Z3)

Anggota dari ring Z; adalah 0,1,2. Anggota U(Z3) ditentukan dengan
operasi perkalian dua anggota pada ring Z; yang dapat dinyatakan dalam tabel

perkalian berikut:

2.1 Tabel Perkalian Ring Z

Qll alf alf <l
NI =l Ol =
= NI Ol NI

NI =i Ol -

Dari Tabel 2.1 dapat dilihat bahwa anggota dari U(Z;) adalah 1,2. Setelah
menentukan anggota dari U(Z3) maka akan dibentuk graf G(Z3). Berdasarkan
Definisi 2.5.1 maka semua anggota ring Z5 sebagai titik pada graf G(Z3) dan titik
yang terhubung langsung pada graf G (Z3) adalah

Odan1,karena0+1 =1 € U(Z3)

0dan 2, karena0 + 2 = 2 € U(Zs)
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Sehingga graf unit dari ring bilangan bulat modulo 3 dapat digambarkan sebagai

berikut:

Gambar 2.4 Graf G(Z3)

Dari Gambar 2.4 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf G(Z3)
yaitu:

deg(0) =2 deg(1) =1 deg(2) = 1.
Setelah memperoleh derajat titik dari setiap titik pada graf unit dari ring bilangan
bulat modulo 3, maka dapat dihitung randic index dan reciprocal randic index
pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo 3, sebagai berikut:

Randic index pada G (Z3) adalah

1
R(G(Z5)) =
uveE(G(Z3)) \/deg (u)deg (U)
My @y
~ Jdeg(0).deg(1) +/deg(0)deg(?) V21 <21
2

V2

Kemudian reciprocal randic index pada G (Z3) adalah

RR(G(Z:) = ) Jdeg()deg(®)
uveE(G(Zs))
= /deg(0).deg(1) + +/deg(0).deg(2)
=21 ++2.1=2V2.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.8.2 Randic Index dan Reciprocal Randic Index pada G(Z-)

Anggota dari ring Z, adalah 0,1, 2,3,4,5,6. Anggota U(Z-,) ditentukan
dengan operasi perkalian dua anggota pada ring Z, yang dapat dinyatakan dalam

tabel perkalian berikut:

Tabel 2.2 Tabel Perkalian Ring Z,

QM| U] Bl WI| NI =1 Ol

Qll alf alf alf <l ol ol <l
QM| Ul Bl WIf NIf =l Ol I
Ul WI| =l | I NI Slf NI
B Gl NI OV Wi Ol Wl
WI[ Ol NI yilf = Bl Ol ol
NI I Ol =] Wi vl ol il
= NI Wi I U1l ol Sl ol

Setelah menentukan anggota dari U(Z,) maka akan dibentuk graf G(Z,).
Berdasarkan Definisi 2.5.1 maka semua anggota ring Z, sebagai titik pada graf
G (Z) dan titik yang terhubung langsung pada graf G (Z) adalah

0dan 1, karena0 +1=1 € U(Z,)

0 dan 2, karena 0 + 2

2 € U(Z,)

0 dan 3, karena 0 + 3 = 3 € U(Z,)

0 dan 4, karena 0 + 4 = 4 € U(Z,)

0dan 5, karena0 + 5 =5 € U(Z,)

0 dan 6, karena 0 + 6 = 6 € U(Z,)

1dan 2, karenal +2 =3 € U(Z,)

1dan 3, karena1 + 3

4 € U(Z,)

1dan 4, karenal+ 4 =5 € U(Z,)
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1dan5, karenal+ 5 =6 € U(Z,)

2dan 3, karena2 + 3 =5 € U(Z,)

2 dan 4, karena2 + 4 = 6 € U(Z,)
2dan 6, karena2 + 6 =1 € U(Z,)
3dan5, karena3 +5 =1 € U(Z,)
3 dan 6, karena3 + 6 = 2 € U(Z,)
4.dan 5, karena4 +5 =2 € U(Z,)
4 dan 6, karena 4 + 6 = 3 € U(Z,)
5dan 6, karena 5 + 6 = 4 € U(Z,)
Sehingga graf unit dari ring bilangan bulat modulo 7 dapat digambarkan sebagai

berikut:

Gambar 2.5 Graf G(Z,)

Dari Gambar 2.5 diperoleh derajat titik dari masing-masing titik pada graf G (Z-)
yaitu:

deg(0) =6, deg(3) =5,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



24

deg(1) =5, deg(4) =5,
deg(2) =5, deg(5) =5,
deg(6) =5.

Setelah memperoleh derajat titik dari setiap titik pada graf unit dari ring bilangan
bulat modulo 7, maka dapat dihitung Randic index dan reciprocal Randic index
pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo 7, sebagai berikut:

Randic index pada G (Z-) adalah
1

wreF BT, \/deg(u)deg(v).
_ 1 A 1
~ J/deg(0).deg(D) = /deg(0).deg(2)
1 1

W e 0 G T ————
v/ deg(0).deg(3) J/deg(0).deg(6)

R(G(Z7)) =

gl il 1
= — + = =ar = =
Jdeg(1).deg(2) +/deg(1).deg(3) +/deg(1).deg(4)

1 1 il
===+ — — = =
Jdeg(D).deg(5) /deg(2).deg®) =+ deg(2).deg(®

ik 1 1
——— — — + - = =
Jdeg(2).deg(6)  /deg(3).deg(5) +/deg(3).deg(6)
1 + 1 + 1
Jdeg®@).deg(5)  \/deg(@).deg(6)  +/deg(5).deg(6)

1 1 1 1 1 1l 1
= ——F—F—+ —+ —

V65 V65 65 65 65 V65 55

LD RS 1y gyt 1

V55 55 55 55 +55 +55 55

1

o ICS AT L 1

V55 55 /55 455

6 12
V30 5

Kemudian reciprocal Randic index pada G (Z-) adalah

RR (G(Z7)) = Z \/deg(u) deg(v).
uveE(G(Z,))

= \/deg(ﬁ).deg(i) +\/deg(6).deg(2) +

+ \/deg(ﬁ).deg(é) + \/deg(i).deg(?) + ...
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+\/deg(i).deg(§) +Jdeg(?).deg(§)

+\/deg(?).deg(4_}) +\/deg(?).deg(6)

+\/deg(§).deg(§) +\/deg(§).deg(6)

+\/deg(@).deg(§) +\/deg(7L).deg(6)

+\/deg(§) .deg(6)

= 6.5 + /6.5 + /6.5 +v6.5 + V6.5 + /6.5
+/5.5 +1/5.5 +1/5.5 + V5.5 +/5.5 + /5.5 +
V5.5+ V55 ++/55++/55+/55++55

= 6v/30 + 12.5 = 6+/30 + 60.

2.9 llmu Pengetahuan dalam Al-Quran

Al-Quran telah mengisyaratkan pentingnya ilmu pengetahuan dan
menjadikan proses pencariannya sebagai ibadah. Di samping itu Al-Quran juga
menegaskan bahwa satu-satunya sumber ilmu pengetahuan adalah Allah SWT.
Memahami tanda-tanda kekuasaan Pencipta hanya mungkin dilakukan oleh orang-
orang yang terdidik dan bijak yang berusaha menggali rahasia-rahasia alam serta
memiliki ilmu (keahlian) dalam bidang tertentu. llmu-ilmu kealaman seperti
matematika, fisika, kimia, astronomi, biologi, geologi, dan lainnya merupakan
perangkat yang dapat digunakan untuk memahami fenomena alam semesta secara
tepat.

Dalam Al-qur’an banyak ayat yang menyatakan bahwa seorang manusia

harus berpikir dan memahami dan itu menjadi salah satu tugas kita sebagai
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makhluk hidup yang diberi keistimewaan yaitu akal. Perintah memahami terdapat
dalam surat Al Ghasyiyah ayat 17-20, yang artinya :

“Maka apakah mereka tidak memperhatikan unta bagaimana dia diciptakan, dan langit,
bagaimana ia ditinggikan? Dan gunung-gunung bagaimana ia ditegakkan? Dan bumi
bagaimana ia dihamparkan?” (Al-Ghasyiyah(88):17-20).

Berdasarkan tafsir fi zhilalil Qur’an empat ayat ini merangkum sisi-sisi
lingkungan bangsa Arab yang di dalam Al-Quran pertama kali, sebagaimana ia
juga merangkum sisi makhluk yang menonjol di alam semesta. Yaitu, ketika ia
membicarakan langit, bumi, gunung-gunung, dan unta (sebagai salah satu contoh
yang mewakili semua binatang) karena kekhasan unta dalam penciptaannya pada
umumnya, dan nilainya bagi bangsa Arab. Pemandangan-pemandangan ini
dihamparkan untuk dipandangi manusia di manapun mereka berada. Di manapun
manusia mengkaji ilmu pengetahuan dan kebudayaan, maka pemandangan ini
tentu masuk di dalam dunianya dan objek pengetahuannya. Pemandangan-
pemandangan ini yang mengisyaratkan kepadanya tentang apa yang ada di
belakangnya. Yakni, ketika mereka mengarahkan pandangan dan hatinya kepada
petunjuk-petunjuk yang dikandungnya khusus (Fagih, Allamah Kamal dan tim
ulama, 2006).

Kemukjizatan tersimpan di dalamnya, dan penciptaan Yang Maha
Pencipta terhadapnya sangat jelas tiada bandingnya. Hal ini mengisyaratkan
hakikat akidah yang pertama dan utama. Oleh karena itu, Al-Quran mengarahkan
perhatian semua manusia kepadanya.

Ayat lain yang juga menjelaskan tentang berpikir dan memahami yakni
terdapat pada surat Al Imran ayat 191 yang artinya

“(yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam
keadan berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya
berkata): "Ya Tuhan kami, tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha Suci
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Engkau, maka peliharalah kami dari siksa neraka”.
Berdasarkan tafsir M. Quraish shihab ayat tersebut menjelaskan sebagian
dari ciri-ciri siapa yang dinamai Ul{il-albab. Mereka adalah orang baik laki-laki
atau perempuan yang terus-menerus mengingat Allah, dengan ucapan dan atau
hati dalam  seluruh situasi dan kondisi apapun. Obyek dzikir adalah Allah,
sedangkan obyek akal pikiran adalah seluruh makhluk ciptaan-Nya. Akal diberi
kebebasan seluas-luasnya untuk memikirkan fenomena alam, dan terdapat
keterbatasan dalam memikirkan dzat Allah (Tafsir Al-Mishbah, 2009).
Berdasarkan uraian di atas Allah memberi akal bagi manusia untuk
berfikir. Banyak ilmu pengetahuan yang dapat dikembangkan misalnya dalam
ilmu matematika dapat digunakan untuk mengembangkan ke dalam ilmu lainnya
seperti ilmu kimia, biologi, fisika, astronomi, dan sebagainya. Sehingga dapat

dikembangkan melalui pemikiran-pemikiran baru.



BAB 111
PEMBAHASAN

Graf yang digunakan dalam penelitian ini adalah graf unit dari ring
bilangan bulat modulo bilangan prima dan memiliki sifat-sifat yang dipaparkan
dalam lemma berikut.

Lemma 3.1
Misalkan p adalah bilangan prima. Untuk setiap @ € Z,, a # 0, a adalah unit.
Bukti
Karena FPB(a, p) = 1, dari Teorema 2.4.1 maka terdapat s,t € Z
sedemikian sehingga sa + tp = 1, perhatikan bahwa
sa+ttps L =ssa+1l ==1p
Diperoleh sa = 1 (mod p).
Pilih b dengan b = s(mod p)

< ab = as (mod p)

< ab =1 (modp)

Artinyaa b = 1.

Terbukti @ adalah unit.
Akibat 3.1
Misalkan p adalah bilangan prima maka V(G (Z,)) = Z, — {0}.

Lemma 3.2

Misalkan p adalah bilangan prima. Untuk setiap 7, € V (G(Zp)), T # J berlaku

IJEE (G(Zp)) jika dan hanya jika j = —T.
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Bukti
7€ E(6(2,)) o T+7€ L, — {0}
oT+j#0
© JF L
Terbukti 7 € £ (G(2,) ) jika dan hanya jika J = —T.
Lemma 3.3
Misalkan p bilangan prima maka derajat titik 0 di G (Z,,) adalah deg (0) = p — 1.
Bukti
Misalkan x € Z,, dan X # 0 maka x € U(Z,) sehingga berlaku
0+x=x€U(Zy)
Artinya 0 terhubung langsung dengan x jika dan hanya jika x € U(Zy). Diperoleh
deg (0) = |U(2Z,)| = |2, — {0} =p — 1
Terbukti bahwa deg (0) = (p — 1).
Lemma 3.4
Misalkan p bilangan prima dan p > 3 maka derajat titik ¥ € V (G(Zp)),
x # 0 adalah deg () = p — 2.
Bukti
Misalkan y € V(G (Z,)) dan ¥ = x maka xy € E(G(Z,)) jika dan hanya jika
y # —%.
karena p = 3 maka x # —x, sehingga diperoleh
deg (¥) = {7} € Z,ly =%y # %} =p—2.

Terbukti bahwa deg(x) =p — 2.
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3.1 Randic Index pada Graf Unit dari Ring Bilangan Bulat Modulo Bilangan
Prima.

Subbab ini membahas tentang Randic index yang akan di interpretasikan
pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan prima, sehingga diperoleh
teorema Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan
prima sebagai berikut :

Teorema 3.1.1
Misalkan p adalah bilangan prima dan p = 3. Randic index pada graf unit dari

ring bilangan bulat modulo bilangan prima adalah

3 @9y 0y

#(oa) = (ns) + (o)
Bukti :
Berdasarkan Lemma 3 dan Lemma 4 maka deg(0) = p — 1 dan untuk derajat titik
selain 0 adalah p — 2. Dari pernyataan tersebut diketahui bahwa jumlah dua titik
07 € E(G(Z,)) sebanyak p — 1 dan jumlah dua titik uv € E(G(Z,)), & # 0
sebanyak (((”T_?’)) (p— 1)) dimana uv € E(G(Z,)), u # 0 terhubung ke semua
titik di G(Z,) kecuali 7+ 7 = 0 dan @ = v maka p — 2, setelah itu dikurangi
dengan 07 € E(G(Z,)) jadi p—2—1=p —3, dan dibagi dengan 2 karena
bersifat komutatif maka untuk sisi yang sama ditulis 1 kali, contohnya 0, 2 dan
2,0 ditulis 0, 2 dan dikali p — 1 karena jumlah titik selain 0 sebanyak p — 1, jadi
berlaku Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan

prima adalah



31

1
\/deg(u)deg(v).

R(G(Zp)) =

quE(G(Zp))

_1 _ 4 _1 _
0veE(G(Zp)) \/deg (0)deg(®) uv€eE(G(Zp))u#0 \/deg (@)deg(v)

_ oy ®=3), 1
= -V a5 + > -V s
= () L (EDe-D

W @—1)(-2)) (r—2) '

3.2 Reciprocal Randic Index pada Graf Unit dari Ring Bilangan Bulat
Modulo Bilangan prima.

Subbab ini membahas tentang reciprocal Randic index yang akan di
interpretasikan pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan prima,
sehingga diperoleh teorema reciprocal Randic index pada graf unit dari ring
bilangan bulat modulo bilangan prima sebagai berikut :

Teorema 3.2.1
Misalkan p adalah bilangan prima dan p > 3. Reciprocal Randic index pada graf

unit dari ring bilangan bulat modulo bilangan prima adalah

RR(6(2)) = (- D -Dr-2)) + ((@(p -D) - 2)).

Bukti :
Berdasarkan Lemma 3 dan Lemma 4 maka deg(0) = p — 1 dan untuk derajat titik
selain 0 adalah p — 2. Dari pernyataan tersebut diketahui bahwa jumlah dua titik

07 € E(G(Z,)) sebanyak p —1 dan jumlah dua titik uv € E(G(Z,)), & # 0

sebanyak <((pz;3)) (p— 1)) dimana v € E(G(Z,)), & # 0 terhubung ke semua
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titik di G(Z,) kecuali 7+ 7 =0 dan & = 7 maka p — 2, setelah itu dikurangi
dengan 07 € E(G(Z,)) jadi p—2—1=p—3, dan dibagi dengan 2 karena
bersifat komutatif maka untuk sisi yang sama ditulis 1 kali, contohnya 0, 2 dan
2,0 ditulis 0, 2 dan dikali p — 1 karena jumlah titik selain 0 sebanyak p — 1, jadi
berlaku reciprocal Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo

bilangan prima adalah

RR (G(Zp)) = z \/deg(u) deg(v).

quE(G(Zp))
3 Z Jdeg0)dea®) + Z Jdeg(@)deg(®)
0veE(G(Zp)) uv€eE(G(Zp)) u#0

- (¢ -D/G-DE-D)) +

((“’2;3) »-D) (Vo -2@- 2)))

:((p—l)(\/(p—l)(P_z))) + <<(”2;3)(P—1)>('P—2)>.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dapat disimpulkan beberapa teorema Randic
index dan reciprocal Randic index pada graf unit dari ring bilangan bulat modulo
bilangan prima dan p > 3 adalah sebagai berikut :

1. Randic index dari G (Z,) adalah

R(G(z )_< p-1 )+ D p-1
() = W -D®P-2) r-2) J

2. Reciprocal Randic index dari G(Zp) adalah

RR (6@)) = (- DG - D -2)) + (( ep-1)@- z)).

4.2 Saran
Penelitian selanjutnya disarankan untuk mencari pola umum dari Randic

index dan reciprocal Randic index pada graf lain dari grup lainnya.
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