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ABSTRAK

Rizkayanti, Sarah. 2020. Transformasi Double Laplace untuk Penyelesaian
Persamaan Diferensial Parsial. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Heni Widayani, M.Si. (II) Mohammad Nafie
Jauhari, M.Si.

Kata Kuci: Transformasi Double Laplace, persamaan fisher, persamaan difusi.

Metode Transformasi Laplace merupakan salah satu metode yang sering
digunakan untuk mencari solusi eksak persamaan diferensial biasa dengan syarat
awal tertentu. Metode tersebut dapat dilakukan dua kali berturut-turut dengan dua
variabel bebas berbeda sehingga disebut metode transformasi double Laplace.
Sifat-sifat transformasi laplace juga tetap berlaku pada transformasi double
laplace ini. Beberapa sifat lain yang memuat dua peubah bebas juga diberikan
sebagai perumuman dari sifat-sifat transformasi laplace tunggal. Lebih lanjut,
solusi eksak untuk suatu persamaan diferensial parsial dengan syarat awal dan
batas tertentu dapat diperoleh menggunakan metode ini . Pada penelitian ini,
metode transformasi double Laplace diimplementasikan pada pencarian
solusi eksak Persamaan Diferensial Parsial Linier (PDPL). Dalam hal ini, PDPL
yang dibahas adalah persamaan difusi dan persamaan fisher dengan syarat awal
dan syarat batas ditentukan. Pada bagian akhir, solusi analitik dari kedua PDPL
tersebut dapat diperoleh dan sesuai dengan solusi eksak menggunakan metode
analitik yang lain.
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ABSTRACT

Rizkayanti, Sarah. 2020.Double Laplace Transformation for Solving Partial
Differential Equations. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of
Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University
of Malang. Supervisor: (I) Heni Widayani, M.Si. (1) Mohammad Nafie
Jauhari, M.Si.

Keywords: Double Laplace Transformation, Fisher Equation, Diffusion Equation.

The Laplace transforms method is a method that is often used to find exact
solutions of ordinary differential equations with a certain initial condition. This
method can be done twice in a row with two different independent variables, so it
is called the Double Laplace Transforms method. The properties of the Single
Laplace Transforms also apply to this Double Laplace Transforms. Other several
properties containing two independent variables are also given as generalizations
of the Single Laplace Transformation properties. Furthermore, an exact solution of
a partial differential equation with certain initial and boundary conditions can be
obtained using this method. In this study, the Double Laplace Transformation is
implemented to calculated an exact solution of the Linear Partial Differential
Equation (PDPL). In this research we discussed the solution of the diffusion
equation and the Fisher equation as an example. Finally, the analytical solutions of
that differential equations can be obtained and fit with other the exact solutions
using other analytical methods.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu ilmu pengetahuan yang tidak kalah
penting dalam kehidupan sehari-hari. Oleh sebab itu, ilmu matematika perlu dikaji
untuk menambah wawasan. Berbagai masalah di dunia nyata seringkali
dimodelkan secara matematis. Hal ini dilakukan untuk memudahkan manusia
dalam memahami permasalah yang ada disekitarnya. Allah berfirman dalam Q.S.
az-Zumar ayat 27 yang artinya
“Sesungguhnya telah Kami buatkan bagi manusia dalam al-Quran ini setiap
macam perumpamaan supaya mereka dapat pelajaran” (Q.S. az-Zumar[39]:27)

Dapat diumpamakan berbagai permasalahan dapat direpresentasikan ke
dunia nyata. Dengan memodelkan suatu masalah, manusia menjadi lebih paham
tentang masalah tersebut. Salah satunya dengan model matematis yakni menjadi
persamaan diferensial, baik persamaan diferensial biasa maupun persamaan
diferensial parsial. Dalam penelitian ini digunakan persamaan diferensial parsial
yakni persamaan difusi dan persamaan fisher.

Difusi merupakan suatu proses ilmiah yang sering kali terjadi dalam
berbagai macam bidang keilmuan. Proses difusi merupakan suatu proses alami
yang terjadi tanpa adanya suatu perilaku yang dipaksakan. Dalam proses difusi
terjadi perpindahan zat yang berkonsentrasi tinggi menuju zat yang berkonsentrasi
rendah. Proses ini akan terus terjadi hingga seluruh partikel zat terlarut menyebar

dan tercampur dengan zat pelarut sehingga konsentrasi keduanya seimbang.
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Secara matematis proses ini dapat dimodelkan dalam bentuk persamaan difusi.
Persamaan difusi menurut Laili (2014) adalah persamaan diferensial parsial linier
tipe parabolik yang umumnya digunakan untuk merepresentasikan perubahan
konsentrasi dari tinggi menjadi rendah seiring dengan berjalannya waktu.
Sedangkan persamaan fisher merupakan salah satu contoh persamaan reaksi-difusi
paling sederhana. Reaksi kimia dalam permodelannya tidak dapat secara langsung
dimodelkan. Oleh karena itu, reaksi kimia membutuhkan suatu proses bantuan
yakni proses difusi dalam membentuk suatu model reaksi kimia secara matematis
dan realistis. Proses reaksi kimia dan difusi dapat saling berhubungan, hubungan
itu disebut dengan proses reaksi difusi.

Kedua persamaan ini dapat dicari solusi analitik maupun numeriknya. Ada
banyak metode yang telah dikembangkan dan dapat digunakan dalam
penyelesaian persamaan diferensial parsial. Allah Swt. Berfirman dalam surah az-
Zumar ayat 18, yang artinya
“Yang mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik diantaranya.
Mereka itulah orang-orang yang telah diberi petunjuk Allah dan mereka itulah
orang-orang yang mempunyai akal”’(Q.S. az-Zumar[39]:18)

Menurut (Shihab, 2012) dalam ayat ini dijelaskan bahwa apabila
dihadapkan dengan dua hal yaitu baik dan buruk, maka ia cenderung memilih
mengerjakan yang baik. Lalu apabila ia menemukan hal yang lebih baik, maka ia
akan memilih hal yang lebih baik itu. Kemudian apabila mereka menemukan dua
hal yang benar dan lebih benar, maka ia akan mengambil jalan yang lebih benar
tersebut. ltulah hakikat manusia yang diberikan akal untuk berpikir dan mampu

menentukan mana yang baik dan yang buruk. Demikian pula jika diberikan suatu
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persoalan. Ada banyak cara yang dapat digunakan untuk menyelesaikannya. Akan
tetapi manusia dapat memilih cara mana yang lebih mudah untuk menyelesaikan
persoalan tersebut. Hal ini dapat diimplementasikan dalam permasalahan
matematika. Apabila kita menemukan suatu permasalahan matematika yang rumit,
maka Kita harus menentukan metode mana yang paling tepat untuk menyelesaikan
permasalahan tersebut.

Penulis menggunakan metode Transformasi Double Laplace untuk
menyelesaikan persamaan difusi dan persamaan fisher. Untuk menentukan solusi
analitik dari persamaan diferensial parsial linier. Transformasi Double Laplace
adalah suatu metode yang di kembangkan dari metode Transformasi Laplace.
Metode ini mentransformasikan persamaan diferensial dari fungsi f (x, t) menjadi
f(p,s), dimana p dan s merupakan bilangan kompleks. Metode ini digunakan
karena langkah-langkah dalam penyelesaikannya sederhana dan dapat
menghasilkan suatu solusi analitik yang dapat diuji keakuratannya.

Sebelumnya sudah ada beberapa penelitian mengenai metode ini, salah
satunya oleh Lokenath Debnath tahun 2016 dalam jurnalnya yang membahas
mengenai aplikasi metode transformasi double laplace dalam fungsi, integral dan
persamaan diferensial parsial.

Berdasarkan penjelasan diatas, pada penelitian ini akan dikaji mengenai
penerapan metode Transformasi Double Laplace dalam menentukan solusi analitik
persamaan diferensial parsial, yaitu persamaan difusi dan fisher. Menggunakan
metode ini penulis akan menentukan solusi analitik dari kedua persamaan yang
digunakan. Dengan demikian, penelitian ini berjudul “Transformasi Double

Laplace untuk Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial”.



1.2 Rumusan Masalah
Sehubungan dengan uraian pada latar belakang, rumusan masalah dari
penelitian ini adalah:
1. Menentukan solusi analitik persamaan difusi dengan menggunakan metode
Transformasi Double Laplace.
2. Menentukan solusi analitik persamaan fisher dengan menggunakan metode

Transformasi Double Laplace.

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah:
1. Mendapatkan solusi analitik dari persamaan difusi dengan menggunakan
metode Transformasi Double Laplace.
2. Mendapatkan solusi analitik dari persamaan fisher dengan menggunakan

metode Transformasi Double Laplace.

1.4 Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, penulis difokuskan pada pembahasan dengan
beberapa batasan masalah yaitu:
1. Penelitian ini berfokus pada penentuan solusi persamaan difusi merujuk ( F.
Muhammad Zain dkk (2018: 1)) yang dinyatakan sebagai berikut
Up = Ul , =1

Ut = Uyy,

dengan nilai awal dan kondisi batas:
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u(x,0) =sin(mx),0<x<1
u(0,t) =0,t >0

u(1,t) =0,t >0

Penelitian ini berfokus pada penentuan solusi persamaan fisher merujuk
Ahmet Buz dan Fevziye Gulsever (2016: 2033) yang dinyatakan sebagali
berikut
Up = Uy — U,
dengan nilai awal dan kondisi batas:
u(x,0) =sinx ,0<x <1

u(0,t) =0,t >0

u(1,t) =0,t >0
Penelitian ini hanya berfokus kepada proses penyelesaian persamaan difusi

dan persamaan fisher menggunakan metode transformasi double laplace.

Manfaat Penulisan
Adapun manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah:
Memberi pemahaman mengenai penggunaan Metode Transformasi Double
Laplace untuk penyelesaian persamaan diferensial parsial.
Menjadi referensi untuk mencari solusi analitik dari suatu persamaan

diferensial parsial.



1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari empat

bab, masing-masing dibagi kedalam subbab yakni:

Bab I

Bab 11

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Bagian ini meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

Kajian Pustaka

Bagian ini berisi materi-materi yang menjadi landasan teori terkait
metode Transformasi Double Laplace, persamaan diferensial parsial,
persamaan difusi, persamaan fisher dan integrasi konsep keseimbangan
alam dalam al-Quran.

Pembahasan

Bagian ini menganalisa Metode Transformasi Double Laplace serta
aplikasi metode Transformasi Double Laplace dalam menentukan solusi
daripersamaan diferensial parsial, yaitu persamaan difusi dan fisher.
Penutup

Pada bagian ini berisi kesimpulan penelitian dan saran bagi

pengembangan penelitian ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Difusi

Difusi adalah peristiwa berpindahnya suatu zat dalam pelarut dari bagian
berkonsentrasi tinggi ke bagian yang berkonsentrasi rendah. Perbedaan konsentrasi
tersebut disebut gradient konsentrasi. Difusi akan terus terjadi hingga seluruh
partikel tersebar luas secara merata atau mencapai keadaan kesetimbangan dimana
perpindahan molekul tetap terjadi walaupun tidak ada perbedaan konsentrasi ( Laili,
Afidah karimah, 2015).

Persamaan difusi adalah persamaan diferensial parsial yang
memformulasikan proses difusi zat pada suatu pelarut. Bentuk umum persamaan
difusi atau persamaan panas adalah:

ou 0%u

ot Yox?

di mana u(x, t) adalah fungsi dengan x adalah jarak dan t adalah waktu. Koefisien
a adalah koefisien difusi dan juga menentukan kecepatan perubahan u dalam
waktu. Bentuk paling sederhana dari persamaan difusi adalah u; = au ,,.
Umumnya proses difusi terjadi sangat cepat, tetapi untuk u bergerak lambat dan

semakin lambat.

Untuk menemukan solusi unik dari persamaan difusi dan untuk
pengaplikasian metode numerik, dibutuhkan nilai awal dan kondisi batas.
Persamaan difusi memiliki satu nilai awal u(x, 0) = I (x), di mana I adalah fungsi

yang ditentukan. Satu kondisi batas membutuhkan beberapa titik batas, di mana
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dalam persamaan difusi 1 dimensi nilai u harus diketahui, u, harus diketahui, atau
bentuk lain dari keduanya. Kita mulai dengan kondisi batas paling sederhana, yaitu
u = 0. Dan nilai awal dan nilai batas dari persamaan difusi 1 dimensi dapat ditulis

sebagai berikut

ou 0%u

E=aﬁ+f, x € (0,L),t€ (0,7
u(x,0) = I (x), x €[0,L]
u(0,t) = 0, t>0,
u(L,t) = 0, t>0.

Persamaan difusi dengan turunan pertama terhadap waktu, hanya
membutuhkan satu nilai awal, sementara untuk turunan kedua terhadap jarak
membutuhkan dua kondisi batas. Persamaan difusi dapat diaplikasikan kedalam
berbagi macam bidang, antara lain fisika, biologi dan keuangan. Salah satu
persamaan yang paling dikenal adalah perambatan panas, di mana u(x,t)
direpresentasikan sebagai temperature suatu zat pada titik x dan waktu t

(Langtangen, 2016).

Untuk memukan penyelesaikan dari persamaan difusi dibutuhkan nilai awal
dan kondisi batas. Nilai awal adalah konsentrasi di dalam tabung saat ¢ = 0. Ini
berarti, kita perlu mengetahui berapa konsentrasi yang berpindah pada tabung dan

waktu terjadi perpindahan selanjutnya.



2.2 Persamaan Fisher

Reaksi kimia dalam permodelannya tidak dapat secara langsung
dimodelkan. Hal ini disebabkan karena akan adanya ketidakcocokan dalam
menggambarkan suatu masalah matematis dengan masalah yang nyata. Oleh
karena itu, reaksi kimia membutuhkan suatu proses bantuan yakni proses difusi

dalam membentuk suatu model reaksi kimia secara matematis dan realistis.

Difusi adalah peristiwa mengalirnya atau berpindahnya suatu zat pelarut
dari bagian yang berkonsentrasi tinggi ke bagian yang berkonsentrasi lebih rendah.
Difusi disebabkan oleh adanya gradien konsentrasi yaitu perbedaan konsentrasi
antar kedua zat. Komponen pada zat pelarut akan bergerak kearah zat terlarut
untuk menyamakan konsentrasi dan menghapus gradien. Dengan kata lain, difusi
akan terus terjadi hingga seluruh partikel tersebar luas secara merata dan mencapai

keadaan setimbang (Holman, 1994).

Proses reaksi kimia dan difusi dapat saling berhubungan, hubungan itu
disebut dengan proses reaksi difusi. Secara matematis proses ini dapat dimodelkan
dalam bentuk permodelan matematika. Permodelan yang digunakan adalah
persamaan diferensial parsial. Hal ini mengingat bahwa proses yang terjadi akan
bergantung pada dua hal yaitu posisi x dan waktu t. Persamaan tersebut dapat

disebut persamaan reaksi difusi.

Persamaan Fisher merupakan salah satu contoh persamaan reaksi-difusi
paling sederhana. Persamaan ini merupakan pengembangan dari persamaan
logistik yang sering digunakan pada kajian permasalahan ilmu ekologi dan

epidemiologi. Bentuk umum dari persamaan logistik adalah:
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Ug = au (1 - %) : (2.6)

di mana u = u(t) adalah fungsi terhadap waktu yang menggambarkan jumlah
populasi pada setiap waktu. Notasi u, merupakan turunan pertama u terhadap t
yang menyatakan laju perubahan jumlah populasi setiap waktu. Konstanta positif
a dan K menyatakan laju pertumbuhan dan kapasitas maksimum habibat (carrying
capacity). NilaiK distabilkan sesuai dengan keterbatasan persediaan kebutuhan di
habitat. Persamaan (2.6) tidak dapat mengambarkan perubahan total populasi
secara spasial, sehingga Fisher (1937) mengembangkan persamaan logistik ini
menjadi persamaan diferensial dari fungsi dengan variabel bebas ruang (x) dan
waktu (t) (Rohde, 2013).
Bentuk umum dari persamaan fisher adalah:

Up — AUy = AU (1 - %) , (2.7)

di mana a merupakan koefisien difusi yang bernilai positif. Suku au,,
menggambarkan perpindahan populasi dalam domain pengamatan. Misalkan

didefinisikan besaran tak berdimensi x*, t*, u* yakni:

1
N> (2.8)
x*=x (—)Z,t* =at, u* =K lu
(04
Model tak berdimensi dari Persamaan Fisher diperoleh dengan melakukan
substitusi parameter non-dimensional ke dalam persamaan (2.8). Ketika tanda

bintang (*) dihilangkan diperoleh persamaan non-dimensional sebagai berikut

Uy — Uy = u(1l —w) (2.9)

(Debnath, 2005)
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2.3 Transformasi Double Laplace
Transformasi Laplace ditemukan pertama kali oleh matematikawan
Prancis Pierre Simon Laplace (1749-1827). Transformasi Laplace juga dikenal
dengan Persamaan Laplace (Tang, 2011). Transformasi Laplace adalah suatu
metode yang mentransformasikan persamaan diferensial dengan variable bebas t
menjadi persamaan baru dengan variabel bebas s, s adalah bilangan kompleks.
Variabel t seringkali menyatakan waktu yang ditransformasi menjadi variable s
yang menyatakan frekuensi. Invers transformasi Laplace adalah transformasi yang
mengubah variabel fungsi dengan frekuensi s menjadi variabel fungsi dengan
waktu t (Effendy dan Sugiyono, 2013).
Untuk menunjukkan Transformasi Laplace, diberikan f(x,t) adalah
sebuah fungsi dari dua buah variabel x dan t, di mana x,t > 0. Maka dapat

didefinisikan sebagai berikut
LeLe{f (e, 0} = f(p,s) = [ et [ 7 e P*f(x, t)dxdt , (2.10)

di mana p, s adalah bilangan kompleks (Dhunde dan Waghmare, 2013).

2.3.1 Eksistensi Transformasi Double Laplace
Misalkan f(x,t) adalah fungsi kontinu pada interval [u, o] yang

merupakan exponential order, untuk beberapa a, b € R. Dan

lf (0l
Supx>0,t>0 eax+bt > m’

maka Transformasi Double Laplace dari f(x, t) adalah:

LeLe{f (e, 0} = f(p,s) = [ et [ " e P*f(x, t)dxdt , (2.11)
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berlaku untuk setiap p > a & s > b yang terdiferensial tanpa batas terhadap p >
a&s>b. Semua fungsi dalam persamaan (2.11) diasumsikan sebagai

exponential order.

2.3.2 Transformasi Double Laplace Pada Turunan Parsial
Transformasi Double Laplace untuk turunan parsial pertama terhadap x
didefinisikan sebagai berikut
LeL{f (x, )} = pf(p,s) — f(0,s) (212)
Sedangkan untuk Transformasi Double Laplace pada turunan parsial
pertama terhadap t didefiniskan sebagai berikut
Ll {f(x, )} = sf(p,s) — f(p,0) (2.13)
Transformasi Double Laplace pada turunan parsial kedua terhadap x
didefinisikan sebagai berikut
LeLy{fex (6, )} = p*f (0, 5) — pf(0,5) = £(0,5) (2.14)
Begitupun untuk Transformasi Double Laplace pada turuan parsial kedua
terhadap t didefinisikan sebagai berikut
LeLy{fee(x, 0} = s (0, 5) — s£(0,5) — fe(p, 0) (2.15)

(Dhunde dan Waghmare,2013)

2.3.3 Invers Transformasi Laplace
Adapun invers dari transformasi Laplace secara umum dinyatakan dalam

tabel berikut
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Tabel 2.1Invers Transformasi Laplace

No f(t)=1L"1 F(s) = L{f (1)}
1 1 1
s
2 t 1
s2
3 t" n!
Sn+1
4 et 1
s—a
5 sin wt w
s2 + w?
6 cos wt w
s2 + w?
7 t"g(t),n=1,2,.. (—1)" d"G(a)
dsm
8 t sin wt 2ws
(s2 + w?)?
9 t cos wt s2 — 2
(s? + w?)
10 g(at) 1 /s
26 (2)
11 e“g(t) G(s — a)
12 | a®t™ untukn = 1,2, ... n!
(S _ a)n+1
13 te ¢t 1
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14

1—e7 T

1

s(1+Ts)

2.3.4 Sifat-sifat Dasar Transformasi Double Laplace

Adapun beberapa sifat-sifat dasar dari Transformasi Double Laplace antara

lain:
Tabel 2.2 Sifat-sifat dasar Transformasi Double Laplace
@ | Ly[e~* DY f(x,y)] = f(p + a,q + b), (2.16)
®) Ly (4 (2.17)
L = [f@g®y)] = 17 (5) 7 ()
a>0,b>0
1_ 1_
O Ly =2fe), Lrw =@ 218)
1 _ _
O Lo = [ - @) @)
©) | Lolf & = 1] = 5 [f®) ~ (@), untuk f genap 2.20)
= o0 [f(p) + f(q), untuk f ganjil
1. - _
D\ Lireo ne -y = E[f(p) —flp+9)] (2.21)
1. -
© L[f(x) Hx —y)] = E[f(p +q)] (2.22)
1. .
™ Lo[f() H(x + y)] = a[f(p)] (2.23)
(M) L,[Hx—=y)] = p(p1+q), dengan f(x) =1 (2.24)
- 3 .
Vol [%] = pt(p, q) — W (q), (2.25)
dimana i(p, q) = Ly[u(x,y)],
u,(q) = L[u(0,y)].
(k) (2.26)

du _
L, [@] = qu(p, q) — u,(p),
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di mana i, (p) = L{u(x, 0)]

O, [2273] =p*u(p, @) — pi(q) — Us(q) , (227)
di mana i3 (p) = L, [u(0, y)]

M1 1, [24] = 2 0,9) - 43 0) - @), (2.28)
di mana ,(p) = L[u,(x,0)]

™, [aa:;‘y] = pqu(p, q) — qis(q) — puiz(p) +u(0,0), (2.29)
di mana L{u,(x,0)] = p t,(p) — u(0,0).

Teorema 2.2
Jika L, [f (x, )] = f(p, ) lalu
L[f(x—&y—mH (x—&y—n]=e P Mf(p,q), (2.30)

di mana H (x, y)adalah Hevaviside unit step fuction yang didefinisikan sebagai

H(x —a,y—b) =1 ketikax >adany > b dan H(x —a,y — b) di mana

x<adany <b.

Teorema 2.3

Jika f(x, y) adalah fungsi periodik dari periode a dan , ( yang kemudian

f(x+q,y+b) = f(x,y) untuk setiap x dan y), dan jika L,{f (x, y)} ada,

maka

a rb
Lo{ f(,y)| = [a — ePa=4b]1 f f eP* £(x, y)dxdy
0 0

(2.31)

Hal ini membuktikan bahwa teorema dari Transformasi Double Laplace

adalah fungsi periodik (Debnath, 2016).
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2.4 Kajian Integrasi

Allah menciptakan manusia sebagai makhluk yang paling sempurna karena
diberi keistimewaan berupa akal. Oleh sebab itu, manusia dapat mengembangkan
ilmu pengetahuan dan mampu menghadapi setiap fenomena yang terjadi sehari-
hari. Dengan keistimewaan ini, manusia dapat menyelesaikan permasalahan yang
ada didunia. Setiap permasalahan pun memiliki berbagai cara penyelesaian yang
berbeda-beda. Permasalahan dalam ilmu terapan seringkali dibentuk menjadi
persamaan parsial yang terkadang sulit untuk ditemukan solusi analitiknya. Dalam
islam dijelaskan bahwa manusia harus berusaha menemukan solusi dari setiap
permasalahan yang dihadapi. Oleh sebab itu, untuk menyelesaikan permasalahan
matematika diperlukan untuk mempelajari dan mengembangkan metode dalam
mencari solusi analitiknya. Ada banyak metode untuk mendapatkan solusi dari
berbagai permasalahan matematika, seperti yang dijelaskan dalam QS. Yusuf ayat
67, yang artinya
“Hai anak-anakku janganlah kamu (bersama-sama) masuk dari satu pintu
gerbang, dan masuklah dari pintu-pintu gerbang yang berlain-lain... “ (QS.
Yusuf[12]:67)

Dalam tafsir al-Misbah dijelaskan bahwa ayat tersebut turun pada saat Nabi
Ya’kub A.s. telah memberikan izin kepada putra-putranya untuk pergi ke Kota
Mesir, walaupun hati Ya’kub A.s. merasakan sesuatu yang sulit, Namun demi
keselamatan mereka beliau memerintahkan putra-putranya agar tidak memasuki
satu pintu secara bersama-sama melainkan melalui pintu gerbang yang berlainan
agar terhindar dari bahaya yang tidak diinginkan (Jabir, 2009).

Uraian diatas dapat diartikan bahwa ada banyak cara untuk menemukan

sebuah solusi sehingga dapat mengurangi kegagalan. Hal ini juga berlaku dalam
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menyelesaikan permasalahan matematika. Terdapat banyak metode baik metode
analitik maupun numerik untuk menentukan suatu solusi dari persamaan linier
maupun non-linier. Metode analitik memberikan solusi eksak dari suatu
permasalahan, sedangkan solusi numerik memberikan solusi hampiran.

Dalam penelitian ini metode yang digunakan adalah Metode Transformasi
Double Laplace. Metode tersebut akan memberikan solusi analitik untuk persamaan
diferensial parsial. Seperti yang telah diketahui bahwa permasalahan matematika
tidaklah mudah untuk diselesaikan tetapi setiap permasalahan yang ada tentunya
terdapat sebuah cara untuk menyelesaikannya. Sebagaimana Allah telah
berfirmandalam surah Al-Insyiroh ayat 5 yang artinya
“karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan”(Q.S. Al-Insyroh
[94]:5).

Kemudian Allah SWT mengulang kembali pada ayat selanjutnya, yang
artinya
“ Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan’(Q.S. Al-Insyroh[94]:6).

Dari uraian di atas jelas bahwa tidak ada kesulitan dan kesempitan yang

abadi, Allah SWT akan memberikan kemudahan dan kelapangan setelahnya.



BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai penyelesaian secara analitik dari
persamaan difusi dan persamaan fisher menggunakan Metode Transformasi Double

Laplace.

3.1 Analisis Bentuk Transformasi Double Laplace untuk Persamaan Difusi

Ketika diasumsikan persamaan difusi adalah sebagai berikut

Up = Uy, (3.2)
dengan kondisi awal:
u(x,0) = sin(mx), (3.2
Dan kondisi batas:
u(0,t) = 0 (3.3)
u(1,t) = 0. (3.4)

(i) Transformasikan persamaan (3.2) menggunakan definisi (2.14) diperoleh

Ll {f(x, )} = f(p,5) (3.5)
L¢L, =J e‘pxj sinmx dx dt
0 0
LL, = fooo e P* sinmx dx dt.

Untuk menghitung nilai dari L.L, = [ e™P* sinmx dx dt dapat digunakan

integral parsial, yakni [ udv = uv — [ vdu, misalkan
u = sinnx,du = m cos(mx)

_ 1 _
dv=ce px,vz—;e px

18
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sehingga diperoleh

sin(mx)e P¥ f —e P*r cos(mx) (3.6)

Lily = [, e P*sin(mx) dx = — . .

—_e~bx

Untuk menyelesaikan persamaan [ %m) dapat menggunakan integral

parsial. Misalkan

u = mwcos(mx),du = —mn? sin(mx)
1 _ 1 _
v==e P dv= —-e7P¥,
D D
maka
f —e P*mgcos(mx) _ mcos(mx)e PX f e P¥ (-n? sin(mx)) (3.7)
1% p? p? '

Substitusikan persamaan (3.7) ke dalam persamaan (3.6) diperoleh

sin(tx)e P*  mcos(mx)e P* J e P* (—m? sin(mx))
p p? p?

—e P*sin(mx) <ne‘px cos(mx) —m? e P* sin(mx) dx)

p p? p?

—e PXsin(mx) me P*cos(mx) m? B )
= > - 2 +p—2f e P* sin(mx) dx

o

—pe~P*sin(mx) — me P*(1rx)
p2 + 77.'2

[o/0)
] e PXsinmtx dx =
0

L[sin(mx)] = (3.8)

p2+m
(i) Transformasikan persamaan (3.1) menggunakan definisi (2.14) sehingga

diperoleh

LtL{ut} = Lth(uxx)

stu(p,s) — u(p,0) = p*u(p,s) — pu(0,s) — 6 (0,s), (3.9)
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di mana
u(0,t) = 0 maka @(0,s) =0, (3.10)
dan

u(x,0) = sinmx maka %(p,0) = pL (3.11)

2+n-2'

Maka diperoleh

si(p,s) — pL = p2(p,s) — p (0) — ©x(0,5)

2+T[2

_ ™ _ _
su(p,s) — Tt p*u(p,s) — 1y (0,5)

_ _ T
(p* = 9)u(p,s) = 1, (0,5) — )

1 T
u ) =—1U 0; -
1P = s 08~ g T

B 3 1 0 T 1 1
up,s) = mux( '$) = (s +m2) ((102 +5) P2+ nz))

_ 1 1 _ T 1
u(p, S) = m — mux(o, S) - (S+T[2) + pZ-I-—TL'Z (312)

(iii) Aplikasikan L;! pada persamaan (3.12) diperoleh

i(x,s) = {e‘/gx — e‘/gx}ﬁx(O, s) — ——+ L_sinmx. (3.13)

(s+m2) = (s+m?)

Misalkan limit x — 1, maka

T 1
u(1,s) = {e\/g — e\/g}ux(O, s) — G D) + i (sinm(1))
— — T
u(l1,s) = u,(0,s) — i) + 0,

diketahui u(1,t) = 0,u(1,s) = 0, diperoleh

T
0= ﬂx(O,S) —m

1,(0,8) = —— (3.14)

(s+m2)’
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Selanjutnya substitusikan persamaan (3.14) ke dalam persamaan (3.13)

maka diperoleh

_ _ [ Vsx _ sx 1 _ [ 1 . (3.15)
i(x,s) {e e }(s T Gt + G+n) sinmx
u(x,s) =0+ (S+—lnz)sin X. (3.16)

Aplikasikan Ly pada persamaan (3.16)

u(x, t) = e ™ tsinmx, (3.17)

3.2 Analisis Bentuk Transformasi Double Laplace untuk Persamaan Fisher
Ketika diasumsikan persamaan fisher adalah sebagai berikut
U — Uy +u=0, (3.18)
di mana

ou 0%u
Ue = at » Unxe = ax?’

dengan kondisi awal

u(x,0) = sinx, (3.19)

dan kondisi batas
u(0,6) = 0 (3.20)
u(1,t)=0. (3.22)

(i) Transformasikan persamaan (3.19) menggunakan definisi (2.14) diperoleh
Ll {f(x, )} = f(p,5)
L.L,[sinnx] = fooo eP™* sinx dx dt. (3.22)
Untuk menghitung hasil dari persamaan (3.22) dapat menggunakan integral
parsial yaitu
fudv = uwv — [ vdu.

Misalkan
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u =sinx,du = cosx dx

_ 1 _
dv=e px,vz—pe px

maka diperoleh

e Px

- ) — f_ipe—px cosxdx. (3:23)

L[sinx] = foooe‘pq sinx dx = sinx (
Persamaan | _ip e~P* cos x dx dapat diselesaikan dengan menggunakan integral

parsial.Misalkan

u = cosx,du =—sinx dx
—px 1
dv= -2 , v =—=e P¥
P P
maka diperoleh
1 _ 1 _ 1 _ .
f_—pe PX cosx dx =cosx(ﬁe px)+fﬁe PX sin x dx. (3.24)

Selanjutnya persamaan (3.24) disubstitusikan ke persamaan (3.23) akan

menjadi

[oe]

) ] e px 1 1 )
e Pdsinx dx = sinx < - ) — cosx(p—ze_p") +Jp—2e_px sinx dx

L[sinx] = J

0

1 e px 1
= fe‘px sinx dx (a +—2) =sinx ( ) — CcoSXx (—Ze‘px)
p -p p

(sinx)e™P*  (cosx)e™P*

2 2 1 24+1
=fe‘pxsinxdx=— £ T £ —>p—2+—2=p >
1 +F p p p
p(sinx)e”P*  (cosx)eP¥
2
=fe‘pxsinxdx= - L > 4
p2+1
pZ

p (sinx)e ™ P*—cosx e PX

2
= | e P*sinxdx = — 4
pe+1

p2

px s —p (sinx)e™P* — cosx e P*¥
= | e P*sinxdx = 7+ 1 +C
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=" — [® _p-pxP(inX) cosx
=f, f(dx = [ —e )

o

_( _pxp(sinx)+cosx
A p?+1

—0 ( 10+1)
a p?+1
_ 1
T p?41

maka diperoleh hasil

L.L[sinx] = —. (3.25)

p2+1

(i) Transformasikan persamaan (3.18) menggunakan definisi (2.14) sehingga

diperoleh
LeLyfue} = LeLy{urn} — LeLo{u} (3.26)
su(p,s) —u(p,0) = {p*u(p,s) — pu(0,s) — uy(0,8)} — u(p,s), (3.27)
dengan
7(0,5) = 0 (3.28)
u(p,0) = p;ﬂ. (3.29)

Substisikan persamaan (3.28) dan (3.29) kedalam persamaan (3.27) diperoleh

_ I = e
Su(p,S)—p2+1—{p u(p,s) —p.0—1u(0,5)} — u(p,s)

_ 1 _ _ _
su(p,s) — e {p*u(p,s) — u,(0,5)} — u(p,s)

07 =5 = i) = 10 = 7

u(p,s) = m'”x(o's) S (r-s-D@2+1)

N 1 1 1
w0,9) = G5 —p =09 - aalr=s =D~ G o)
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u(p,s) = m”x(o' s) - )@ —s-1 @)@+ D
N a1 (3.30)
w(p.s) = {(p—wmn (p+wm>)} 50,9 =55+ oo

(iii) Aplikasikan L3 pada persamaan (3.30), sehingga diperoleh
-a(x’ S) = {e(\/m)x — e(m)X}ax(O, S) _ % + Z_J:SSinx. (331)
Dimisalkan limit x — 0, maka diperoleh

1 1
(0,5) = {e(VSTDO _ s+ (0,5) — 75 +355n0

B ( {e(SFD© _ o(FFDO}, (o, S))

_ 1 1
= —u(O,s)—Z+—sm0

2s
s = (0, s) LNEI

. G B SR R
—ux( ,S)——m—z'l‘zsnl

karena u(0,t) = 0, maka #(0,s) = 0 maka diperoleh

u,(0,s) =0 1+1 in 0
u,(0,s) = o 2Ssm

—,(0,5) = — 75

,(0,s) = Zl (3.32)

Selanjutnya substitusikan persamaan (3.32) ke dalam persamaan (3.31)

diperoleh
= (Vs+1)x (Vs+1)x 1 1 1.
u(x,s)={e —e }——2—+2—smx
2s S S
1 3.33
u(x,s) = —sinx. (3.33)

2s



25

Aplikasikan Ly pada persamaan (3.33), sehingga diperoleh

u(x,t) = e ?tsinx.

3.3. Konfirmasi Solusi Analitik

Berdasarkan pembahasan di atas, telah didapatkan solusi analitik dari
persamaan difusi dan persamaan fisher menggunakan metode transformasi double
laplace. Solusi analitik dari persamaan difusi u;, = u,, pada kondisi awal

u(x, 0) = sin(mx) dan kondisi batas u(0,t) = 0, u(1,t) = 0 adalah:

-2t

u(x,t) =e sin x.

Agar solusi yang didapatkan dinyatakan benar, perlu dilakukan pembuktian yaitu
dengan mensubstitusikan hasil solusi analitiknya ke dalam persamaan awal menjadi

U — Uy =0

—n? sin(mx) (e7™t) — (—m?t) — (=12 (e7™'!) sin(mx)) = 0
Begitupun solusi untuk persamaan fisher u; = u,,, — u dengan kondisi awal
u(x,0) = sinx dan kondisi batas u(0,t) = 0, u(1,t) = 0 menggunakan metode
transformasi double laplace adalah
u(x,t) = e ?*sinx

Sama hal nya dengan solusi analitik dari persamaan difusi, solusi analitik dari
persamaan fisher ini perlu dibuktikan kebenerannya dengan cara mensubstitusikan

solusi analitiknya ke dalam persamaan awal sehingga menjadi

U — Uy T+ Uu=0

2

—2sinxe 2t + e ?tsinx+e ' sinx =0

Berdasarkan pembuktian di atas dapat disimpulkan bahwa solusi analitik
dari penyelesaian persamaan difusi dan persamaan fisher dengan menggunakan

metode transformasi double laplace dikatakan benar.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan yang sudah dipaparkan pada bab tiga dapat
disimpulkan bahwa
1. Solusi persamaan difusi u;; = u,, pada kondisi awal u(x,0) = sin(mx)
dan kondisi batas u(0,t) = 0, u(1,t) = 0 diperoleh hasil:

_ 2 .
Tt sin mTx.

u(x,t) =e
2. Solusi persamaan fisher u; = u,, — u dengan kondisi awal u(x,0) = sinx

dan kondisi batas «(0,t) = 0, u(1,t) = 0 diperoleh hasil:

u(x,t) = e ?tsinx.
4.2 Saran

Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat mencari grafik dari solusi
analitik persamaan difusi dan persamaan fisher serta diharapkan dapat menemukan
solusi numerik dari persamaan difusi dan persamaan fisher menggunakan metode

lain karena untuk metode transformasi double hanya dikhususkan untuk mencari

solusi analitik saja.
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