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ABSTRAK

Azizah, Fithrotul. 2020. Studi Solusi Bintang Anisotropik untuk Ruang-Waktu
Tolman IV menggunakan Metode Gravitational Decoupling. Skripsi. Jurusan
Fisika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Drs. Abdul Basid, M.Si (Il) Arista Romadani,
M.Sc

Kata Kunci: Solusi Anisotropik, Tolman IV, Gravitational Decoupling.

Pada penelitian ini dilakukan perluasan solusi persamaan medan Einstein dengan
simetri bola statis dan fluida sempura isotropik dari ruang-waktu Tolman IV menuju ke
domain anisotropik. Untuk itu digunakan metode gravitational decoupling dengan
pendekatan deformasi geometrik minimal. Untuk pemodelan karakteristik solusi
anisotropik digunakan data bintang neutron LMC X-4. Hasil dari persamaan matematis dan
analisis grafis menunjukkan bahwa model yang diperoleh telah memenuhi semua kriteria
untuk menjadi solusi anisotropik yang diterima oleh persamaan medan Einstein. Secara
khusus, telah dilakukan analisis terhadap keteraturan dari suku anisotropik, densitas efekitif,
tekanan radial dan tangensial efektif yang ada di dalam bintang neutron dan kondisi energi.
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ABSTRACT

Azizah, Fithrotul. 2020. Study of Anisotropic Solution for Tolman IV Space-time by
Gravitational Decoupling. Thesis. Physics Department, Faculty of Science and
Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University, Malang. Advisor: (1)
Drs. Abdul Basid, M.Si (I1) Arista Romadani, M.Sc

Keywords: Anisotropic Solution, Tolman IV, Gravitational Decoupling

In this research, we have extended the isotropic solution of static spherically
symmetric perfect fluid Einsteins field equations from Tolman IV space-time to the
anisotropic domain. To do so, we used gravitational decoupling method with a minimal
geometric deformation approach. Neutron star LMC X-4 data is used to representing the
model of anisotropic solution. The results of mathematical and graphical analysis shown
that the obtained model fulfills all the criteria to be an anisotropic solution and accepted by
Einstein's field equations. In particular, an analysis has been carried out of the regularity of
the anisotropic term, effective density, radial pressure and effective tangential in the
neutron star and energy conditions.
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BAB 1
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Teori relativitas umum (TRU) oleh Einstein merupakan salah satu capaian
intelektual terbesar umat manusia. TRU ditempatkan menjadi pilar fisika modern
bersama dengan standar model karena prediksi dari TRU telah dikonfirmansi
melalui penemuan gelombang gravitasi dan lubang hitam. Dalam menyelesaikan
persamaan medan Einstein pada TRU banyak fisikawan yang masih berpedoman
dalam model ideal teoretis, padahal tidak ada yang sempurna (fisis) dalam alam
semesta ini. Maka diperlukan pencarian mengenai solusi fuida anisotropik simetri
bola untuk lebih memahami megenai sifat anisotropik pada objek-objek astrofisika
kompak.

Kajian mengenai keberadaan objek-objek astrofisika termasuk bintang masif
dalam alam semesta telah termaktub dalam Al-Qur’an surat At-Takwiir ayat 15-16,
dimana Allah bersumpah atas bintang masif tersebut:

(V) o isall (Vo) Ll adl S

“Sungguh, Aku bersumpah dengan bintang-bintang, yang beredar dan
terbenam,” (OS. At-Takwiir [81]: 15-16).

Mayoritas ulama menafsirkan al-khunnas (dari verba khanasa “bersembunyi
diam-diam”) dengan “bintang”. Baiquni (2014) menafsirkan al-khunnas secara
astronomis sebagai materi gelap, karena kriteria al-kunnas (sesuatu yang pulang ke
asal). Sebab, partikel-partikel materi gelap ini diciptakan dan dihasilkan dalam
keseimbangan dinamis. Kalau memang al-khunnas artinya hanya bintang, mengapa
Allah tidak langsung saja bersumpah dengan nujuum? Oleh karena itu, istilah al-

khunnas cukup misterius, sebab hanya ada dalam surah At-Takwiir. Hal ini tidak



lain karena Allah menyuruh kita berpikir, sehingga Al-Qur’an harus terus diselidiki
sampai akhir zaman (Baiquni, 2014).

Distribusi bintang telah dipelajari semenjak solusi pertama dari persamaan
medan Einstein untuk bagian interior dari objek astrofisika kompak telah
diselesaikan oleh Schwarzschild pada tahun 1916. Schwarzschild telah
menyelesaikan persamaan medan untuk bagian interior menggunakan asumsi fluida
sempurna dan bagian luar merupakan bagian vakum. Untuk solusi interior yang
memiliki geometri bola tiga dimensi, diselesaikan oleh Weyl pada tahun 1919
(Eddington, 1923). Pencarian solusi eksak isotropik dan anisotropik dengan
menggunkan solusi persamaan Einstein untuk kasus distribusi simetri bola statik
menarik perhatian banyak fisikawan. Akan tetapi, sedikit sekali solusi eksak
isotropik dan anisotropik dari persamaan medan Einstein yang memenuhi kondisi
fisik umum dari bagian interior suatu bintang. Fodor (2000) mengajukan sebuah
algoritma untuk menghasilkan sejumlah solusi interior isotropik untuk kasus
distribusi simetri bola statik. Begitu juga Schmidt dan Homman (2000)
mendiskusikan solusi numerik untuk persamaan medan Einstein yang
mendeskripiskan bintang foton dengan kasus simetri bola statik.

Pada tahun 1974, Bowers dan Liang menemukan penyelesaian dari
persamaan anisotropik lokal dalam relativitas umum, sejak saat itu ada banyak
literatur terkait studi solusi anisotropik dari persamaan medan Einstein. Mak dan
Harko (2002) juga telah menunjukkan bahwa materi nuklir bisa dikategorikan
anisotropik dalam keadaan densitas yang tinggi. Mereka berargumen bahwa bagian
dalam suatu bintang harus memenuhi kondisi fisik umum yang menggambarkan

dengan jelas mengenai solusi isotropik atau solusi anisotropik. Investigasi secara



teoritis mengenai model bintang yang lebih realistis telah terlebih dahulu dilakukan
Ruderman (1972), hasilnya menunjukkan bahwa materi nuklir bisa dikategorikan
dalam anisotropik dalam rentang densitas yang sangat tinggi yaitu (p > 10" kg/mq),
dimana reaksi nuklir dianggap relativistik. Sifat anisotropiknya muncul ketika
tekanan terpecah menjadi dua kontribusi yang berbeda, yaitu tekanan radial dan
tekanan tangensial.

Sifat anisotropik pada umumnya timbul akibat adanya campuran dari
berbagai jenis fluida, rotasi, viskositas, keberadaan inti padat dan keberadaan tipe
superfluida 3A (Kippenham, 1990), adanya berbagai jenis dari transisi fase dan
akibat dari medan magnet (Sokolov, 1980). Sumber anisotropi telah banyak
dipelajari, khususnya untuk objek astrofisika yang sangat kompak dalam konteks
empat-dimensi (Maurya, 2016) dan dalam konteks solusi braneworld yang
memiliki dimensi lebih tinggi (Germani dan Maartens, 2001). Dalam penelitian
terbaru, Ovalle (2017) mengembangkan suatu metode sederhana yang sistematis
dan memuat pendekatan langsung untuk memisahkan sumber-sumber gravitasi
dalam teori relativitas umum sehingga memperoleh metrik anisotropik. Metode ini
dinamakan gravitational decoupling, terispirasi dari metode minimal geometric
deformation (MGD) yang telah berhasil digunakan untuk menemukan solusi
bintang baru pada teori braneworld (Ovalle, 2008 dan Ovalle, 2010).

Hasil dari metode gravitational decoupling adalah solusi isotropik yang
terdeformasi menghasilkan solusi baru yang anisotropik dan tetap mempertahankan
simetri bola. Karena itu, metode gravitational decoupling hanya bisa digunakan
pada solusi isotropik simetri bola yang memiliki kriteria fisis (Ovalle, 2017).

Mengenai hal ini, Delagty dan Lake (1998) telah melakukan kajian mengenai solusi



isotropik dimana terdapat 127 metrik SSSPF (Static Spherically Symmetric Perfect
Fluid) yang diajukan, hanya ada 16 solusi SSSPF yang bertahan dari serangkaian
tes pengujian Kriteria fisis. Karena persamaan medan Einstein adalah non-linier,
maka metode gravitational decoupling merupakan sebuah terobosan dalam
pencarian dan analisis dari solusi anisotropik, terutama ketika situasi yang terlibat
adalah interior sistem gravitasi-diri (self-gravitating) yang didominasi oleh sumber
gravitasi yang lebih realistis dibandingkan dengan fluida sempurna (Lake, 2003 dan
Boonserm, 2005).

Ovalle (2017) pertama kali memperkenalkan metode gravitational
decoupling menggunakan solusi isotropik Tolman IV dan berhasil mendapatkan
solusi anisotropiknya. Penelitian mengenai pencarian solusi anisotropik
menggunakan metode gravitational decoupling kemudian dikembangkan pada
solusi SSSPF lainnya. Diantaranya metode gravitational decoupling telah
digunakan oleh Heras dan Leon (2018) pada solusi isotropik Finch-Skeas, Graterol
(2018) pada solusi isotropik Buchdahl, Estrada dan Ortiz (2018) pada solusi
isotropik Heint lla, Hens dan Stuchlik (2019) pada solusi isotropik Tolman VII.

Solusi bintang anisotropik memiliki aplikasi sangat luas dalam bidang
astrofisika, karena pemahaman teoritis terkait model ideal objek-objek astrofisika
kompak seperti bintang neutron membutuhkan pengetahuan tentang solusi
anisotropik pada rentang kepadatan tinggi (Bowers dan Liang, 1974). Pada tahap
selanjutnya, solusi anisotropik memperkenalkan beberapa fitur baru dalam
distribusi materi, seperti adanya faktor anisotropi positif yang menimbulkan
konfigurasi bintang mengalami gaya tolak yang menjadi pengganti gradien

gravitasi (Maurya dan Ortiz, 2019).



Metode gravitational decoupling adalah metode sederhana untuk
mendeformasi solusi isotropik menjadi anisotropik, sehingga metode ini sangat
perlu didalami untuk memahami karakteristik bintang anisotropik. Pada penelitian
ini digunakan salah satu solusi isotropik simetri bola yang terkenal dan sederhana
yaitu ruang-waktu Tolman IV. Solusi Tolman IV ini dapat menggambarkan model
relativistik umum yang eksak dan sederhana dari bintang neutron (Tolman, 1939).

Oleh karena itu, penelitian ini akan berfokus pada studi solusi anisotropik
ruang-waktu Tolman IV berupa densitas efektif, tekanan radial efektif dan tekanan
tangensial efektif menggunakan metode gravitational decoupling. Setelah itu
dilakukan pengkajian atas interpretasi fisis dari perubahan densitas efektif, tekanan
radial efektif dan tekanan tangensial efektif pada ruang-waktu Tolman IV dengan

digunakan kondisi pembanding yang diperoleh dari solusi eksterior Schwarzschild.

1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang diatas, berikut rumusan masalah untuk penelitian ini:

1. Bagaimana solusi fluida anisotropik berupa densitas efektif, tekanan radial
efektif dan tekanan tangensial efektif menggunakan metode gravitational
decoupling?

2. Bagaimana karakteristik dari solusi fluida anisotropik berupa densitas efektif,

tekanan radial efektif dan tekanan tangensial efektif tersebut?



1.3

1.4

1.5

Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah:

Memperoleh solusi fluida anisotropik berupa densitas efektif, tekanan radial
efektif dan tekanan tangensial efektif menggunakan metode gravitational
decoupling.

Memperoleh karakteristik dari solusi fluida anisotropik berupa densitas

efektif, tekanan radial efektif dan tekanan tangensial efektif tersebut.

Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:

Untuk memperluas pengetahuan dan pemahaman mengenai TRU tingkat
lanjut, terutama dalam mengubah solusi isotropik menjadi solusi anisotropik
menggunakan metode gravitational decoupling.

Sebagai dasar untuk penelitian tingkat selanjutnya, dimana metode
gravitational decoupling dan metode MGD dapat diaplikasikan kedalam
sistem dengan sumber gravitasi yang lebih kompleks dan lebih relistis

dibandingkan fluida sempurna, seperti pada sistem Einstein--Klein--Gordon.

Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini dijabarkan sebagai berikut:
Perhitungan solusi bintang anisotropik untuk ruang-waktu Tolman IV
digunakan konstrain mimik untuk tekanan hingga didapat persamaan densitas

efektif, tekanan radial efektif dan tekanan tangensial efektif yang anisotropik.



2. Interpretasi fisis yang ditinjau adalah solusi bintang anisotropik pada ruang-
waktu Tolman IV dengan digunakan kondisi pembanding yang diperoleh dari

solusi eksterior Schwarzschild.



BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Teori Relativitas Umum

Einstein menghasilkan teori relativitas umum (TRU) di tahun 1915, dimana
dia mengemukakan saran bahwa gravitasi adalah efek dari kelengkungan ruang-
waktu akibat dari penyebaran masa dan energi di dalam ruang-waktu tersebut. TRU
dibangun atas asas kesetaraan dan kovariansi umum, dimana Einstein memperoleh
hasil tersebut dari percobaan angan-angan. Adapun asas kesetaraan berbunyi
“Tidak ada percobaan yang dapat dilakukan dalam daerah kecil (lokal) yang dapat
membedakan medan gravitasi dengan sistem dipercepat yang setara.”. Adapun asas
kovariansi umum berbunyi “Hukum alam harus memiliki bentuk yang tetap
terhadap sebarang pemilihan transformasi koordinat.” (Purwanto, 2009 dan
Anugraha, 2018).

Untuk menjelaskan asas kesetaraan, dimisalkan ada sebuah benda yang
diletakkan didalam roket, kemudian benda tersebut akan ditinjau dalam dua
keadaan. Keadaan pertama, benda berada di dalam roket, yang mana roket diam
pada landasannya di permukaan bumi, roket berada dalam pengaruh gravitasi pada
permukaan bumi yang bernilai 9,8 m/s?. Keadaan kedua benda dijatunkan dengan
posisi roket di ruang angkasa (dengan medan gravitasi yang dapat diabaikan) roket
bergerak dipercepat ke atas sebesar 9,8 m/s?, sehingga benda di dalam roket
merasakan gravitasi bernilai 9,8 m/s?2. Maka dapat disimpulkan bahwa kedua
percobaan angan-angan tersebut memberikan hasil yang sama (Anugraha, 2018).

Untuk menjelaskan asas kovariansi umum, dimisalkan ada sebuah kotak yang

diikat pada mesin yang mempercepat kotak tersebut. Jika pengamat menjatuhkan



dua benda yang terpisah sejauh jarak kecil r dan pengamat juga merasa menekan
lantai kotak. Pengamat tidak akan bisa membedakan antara situasi ini dan
pengalaman di dalam pengaruh gaya gravitasi. Sepanjang eksperimen dilakukan di
daerah kecil, efek yang dihasilkan oleh gaya gravitasi tidak dapat dibedakan dari
keberadaannya di dalam kerangka acuan dipercepat. Jika jarak cukup jauh dan
kotak cukup besar maka keadaan dapat dibedakan, jarak dua benda tetap bagi kotak

dipercepat tapi jarak berubah bagi gravitasi (Purwanto, 2009).

2.2.1 Teori Relativitas Umum dalam Kajian Islam

Teori relativitas umum (TRU) oleh Einstein merupakan salah satu capaian
intelektual terbesar umat manusia. TRU ditempatkan menjadi pilar fisika modern
bersama dengan standar model karena prediksi dari TRU telah dikonfirmansi
melalui penemuan gelombang gravitasi dan lubang hitam. Kajian mengenai
keberadaan objek-objek astrofisika kompak termasuk bintang masif dalam alam
semesta telah termaktub dalam Al-Qur’an surat At-Takwiir ayat 15-16, dimana
Allah bersumpah atas bintang masif tersebut:

(V) BRI )sall (Vo ) bl Al N6

“Sungguh, Aku bersumpah dengan bintang-bintang, yang beredar dan
terbenam,” (QS. At-Takwiir [81]: 15-16).

Ayat (15) dan (16) surah ini sangat terkait secara redaksional. Fa laa ugsimu
bi al-kunnas (“Maka, Aku bersumpah dengan bintang-bintang”), dan lanjutannya
al-jawaaril khunnas (“yang beredar dan terbenam”). Rutinitas bangun tidur
ternyata bukan hanya milik manusia dan hewan. Segenap makhluk di bumi,

bahkan bumi ini sendiri pun, “bangun” dan “tidur” setiap hari. Detik-detik

menabjubkan ketika bumi dan seisinya “bangun” di waktu subuh, dipotret
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sedemikian rupa dalam Al-Qur’an Surah Al-Takwiir bagian pertengahan sampai
akhir. Dalam ayat (15), Fa laa ugsimu bi al-khunnas (“Betapa tidak, Aku
bersumpah dengan yang diam-diam bersembunyi”), terdapat kata al-khunnas.
Sedangkan pada ayat (16) Al-jawaar al-khunnas (“yang mengalir, yang pulang ke
asal”), terdapat kata al-jawaar (Baiquni, 2014).

Kebanyakan ulama menafsirkan al-khunnas (dari verba khanasa
“bersembunyi diam-diam”) dengan “bintang”. Namun, bintang-bintang terlihat
nyata, bukan sesuatu yang tersembunyi. Baiquni (2014) menafsirkan al-khunnas
secara astronomis ditafsirkan sebagai materi gelap secara kolektif disebut weakly
interacting massive particle atau WIMPs. Materi gelap juga memenuhi kriteria al-
kunnas (sesuatu yang pulang ke asal). Sebab, partikel-partikel materi gelap ini
diciptakan dan dihasilkan dalam keseimbangan dinamis. Kalau memang artinya
hanya bintang, mengapa Allah tidak langsung saja bersumpah dengan nujuum?
Dalam berbagai ayat Al-Qur’an, bertebaran istilah yang menyebut benda-benda
langit seperti nujuum, kaukab, buruuj, dll. Istilah-istilah tersebut sering disebut
berulang-ulang sehingga dapat ditelusuri artinya. Namun, istilah al-khunnas dan
al-kunnas cukup misterius, sebab hanya ada dalam Surah Al-Takwiir. Hal ini tidak
lain karena Allah menyuruh kita berpikir, sehingga Al-Qur’an harus terus

diselidiki sampai akhir zaman (Baiquni, 2014).

2.2 Persamaan Medan Einstein
Persamaan medan Einstein didapat dengan meninjau potensial gravitasi
Newton. Di dalam teori gravitasi non-relativistik Newton, potensial skalar ¢

memenuhi persamaan Poisson, yaitu (Anugraha, 2018)
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V2¢ = 4¢Gp, (2.1)
dengan G tetapan gravitasi Newton dan p kerapatan massa sumber gravitasi.
Dengan digunakannya geometri Reimman, persamaan (2.1) harus diperluas
dan diubah. Potensial gravitasi diperluas menjadi kelengkungan ruang-waktu yang

ada di dalam tensor Einstein, yaitu (Anugraha, 2018)

1
Gy = Ryy — EgWR. (2.2)

Adapun rapat masa yang menimbulkan potensial medan gravitasi diperluas menjadi
tensor energi-momentum T,, dengan rapat massa-energi termasuk salah satu
komponen di dalam tensor tersebut.

Persamaan (2.1) menunjukkan bahwa potensial medan gravitasi sebanding
dengan massa sumber medan, sehingga kelengkungan ruang-waktu sebanding
dengan tensor energi-momentum yang dirumuskan sebagai berikut (Anugraha,

2018)
1 2
R EgwR = —k?T,,. (2.3)

Persamaan (2.3) menunjukkan persamaan medan Einstein dengan x? = 8.
Terdapat dua bentuk variasi dari persamaan (2.3), yaitu bentuk persamaan tensor
kontravarian dan tensor campuran yang dirumuskan sebagai berikut (Anugraha,

2018)
RW — Z gtYR = —i2THY (2.4)
dan

1
Rl — 56”12 = —Kk?T, (2.5)
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5! adalah bentuk delta kronecker dimana &Y = 1 jika u = v dan bernilai 0 jika
U+ v.

Salah satu keunggulan dari TRU adalah teori kovarian yang akan tereduksi
menjadi hukum gravitasi Newton pada medan gravitasi lemah. Sifat ini dinamakan
sebagai asas korespondensi. Dalam ruang-waktu yang berisi medan gravitasi,
geometri yang digunakan adalah geometri Reimann. Dalam ruang-waktu tanpa
medan gravitasi, geometri yang digunakan adalah geometri Ecluid (Anugraha,
2018).

R dalam persamaan (2.2) disebut sebagai skalar Ricci, didefinisikan sebagai
(Schutz, 2009) :

R = g"Ry,, (2.6)
dimana R, didefinisikan sebagai

RS-l A% (2.7)
R, disebut sebagai tensor kurvatur Riemann, diberikan dalam

RYypy = 0algy, — 0pTay + F;MF(}”, 2 Fofurl}/p' (2.8)

[)7, disebut sebagai koneksi Christoffel, yakni

1
% = Egaa(augw + 0,95y — 059uv)- (2.9)

Teori relativitas secara umum mengasumsikan dua kondisi, dimana tensor metrik

Guv dan koneksi I3, memenuhi
[%, = I7, (bebas torsi),
(2.10)
Vaguv = 0 (kompabilitas metrik),

dengan V, adalah turunan kovarian yang bekerja pada tensor, diberikan oleh,

misalkan untuk tensor berderajat (2,2)
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AT g = 0T g + T T g + T,THS,

wp — T s =TT e (2.110)

dan seterusnya untuk tensor berderajat sembarang.

2.3 Solusi Persamaan Medan Einstein dengan Simetri Bola Statis dan Fluida

Sempurna

Persamaan medan Einstein merupakan sebuah set yang terdiri dari beberapa
persamaan diferensial parsial yang saling berkaitan. Sehingga, untuk menemukan
solusi persamaan medan Einstein perlu diajukan jenis kesimetrian ruang-waktu dan
dispesifikasikan materi sumber medan gravitasinya. Kasus yang digunakan dalam
penelitian ini adalah jenis solusi persamaan medan Einstein dengan simetri bola
statis dan fluida sempurna (static spherically symmetric perfect fluid) atau bisa
disingkat SSSPF. Jenis solusi ini biasa dipakai untuk pemodelan ideal objek-objek
astrofisika kompak seperti bintang neutron dan bintang katai putih.

Untuk mendapatkan solusi persamaan Einstein SSSPF maka perlu diketahui
metrik dari geometri ruang-waktu yang memenuhi simetri bola. Metrik tersebut
kemudian harus memenuhi persamaan medan Einstein, dimana komponen tensor
yang digunakan adalah komponen tensor fluida sempurna. Berikut adalah

penjelasan mengenai metrik simetri bola dan tensor fluida sempurna.

2.3.1 Koordinat untuk Geometri Ruang-Waktu Simetri Bola Statis
Untuk elemen garis dari ruang Minkowski, didefinisikan dalam koordinat
umum (7, 8, ¢) yaitu sebagai berikut (Schutz, 2009)
ds? = dt? — dr? —r?(d6? + sin*0d¢?), (2.12)

dimana
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dO? = do? + sin20d¢p?2. (2.13)
Anggap ada dua bola dengan jari-jari r dan r + dr, masing-masing memiliki
sistem koordinat (6, ¢), dibayangkan bahwa terdapat dua kutub bola, yaitu r di
satu sisi dan r + dr di sisi lain, maka dapat dikatakan bahwa garis 6 = konstan,
¢ = konstan, ortogonal ke dua bidang. Menurut definisi, garis seperti itu memiliki
garis singgung, karena vektor é, dan é, terletak di dalam bola, kita anggap
é,.ég = é,.é, = 0. Hal ini berarti g, = g, = 0, sehingga definisi dari elemen
jarak simetri bola yang baru adalah
ds? = goodt? + 2gordrdt + 2good0dt + 2gopddt + gprdr? +r2dQ?.  (2.14)
Perlu diperhatikan bahwa tidak hanya t = konstan, tetapi juga seluruh ruang waktu
dalam simetri bola, r = konstan, 6 = konstan dan ¢ = konstan. Hal ini juga berarti
é, ortogonal pada €, dan €, atau g.g = g:» = 0, sehingga kita memiliki metrik
umum dari ruang waktu simetri bola yaitu
ds? = goodt? + 2go,drdt + g,dr? + r2dQ2. (2.15)
Situasi fisik paling sederhana yang dapat digambarkan adalah lubang hitam
dalam sistem statis, dimana koordinat waktu t digambarkan dalam dua keadaan
(Schutz, 2009):
i. Semua komponen metrik tidak bergantung pada t.
ii. Geometri tidak berubah akibat pembalikan waktu, t - —t.

Kondisi kedua memiliki implikasi dimana koordinat transformasi

(t, 7, 6,¢) = (—t,7, 6,4) memiliki A% = —1, A'; = 8%, sehingga didapatkan

2
goo = (Aoﬁ) Joo = Yoo
(2.16)

9Jor = AoﬁAerOr = —Yor
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977 = (N2 Grr = Grr-
Karena geometri tidak berubah, (g5 = gap), maka didapatkan go, = 0. Maka,
untuk geometri ruang-waktu yang memenuhi simetri bola statis metriknya
diberikan oleh :
ds? = e¥Mdt? — e2Mgr2 — r2(d62 + sin20dp?), (2.17)
dimana v = v(r) dan A = A(r) adalah fungsi dari jari-jari r, yang dimulai dari

r = 0 (inti bintang) ke titik » = R (bagian permukaan bintang).

2.3.2 Fluida Sempurna

Pada umumnya, pemodelan di dalam fisika dimulai dari konsep paling
sederhana, demikian pula untuk medan materi di dalam jagad raya skala besar
dianggap mempunyai sifat fluida sempurna. Selain itu, medan materi juga
dianggap terdiri dari materi inkoheren dan tidak saling berinteraksi satu dengan
lainnya dan dicirikan oleh (Purwanto, 2009)

i. Medan skalar kerapatan materi p yang diukur pengamat yang ikut bergerak
bersama materi.

ii. Medan vektor-empat aliran fluida ut. Jika gerak elemen materi fluida dalam
ruang-waktu dapat dinyatakan sebagai x"(s) maka berlaku dx"/ds=u*. Jika u
kecil, keadaan ini disebut sebagai keadaan aproksimasi nonrelativitsik.

111. Medan skalar tekanan p cukup kecil sehingga kerapatan energi elastik dalam

fluida tidak perlu diperhitungkan.

Akan tetapi asumsi fluida sempurna hanya relevan dalam skala besar yaitu
skala di atas 100 Mpc. Asumsi materi sebagai fluida memiliki implikasi pada

penerimaan kelestarian energi dan materi dalam skala besar maupun skala kecil.
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Fluida sempurna dalam ranah teori relativitas memiliki arti yang luas, fluida
sempurna mencakup air, gas, radiasi bahkan juga energi vakum. Fluida dikatakan
sempurna apabila tidak memiliki viskositas dan konduksi panas (Purwanto, 2009).

Fluida dapat dikarakterisasikan oleh kecepatan-empat u dan dua dari
kuantitas-kuantitas skalar berikut: densitas p, kerapatan isotropik p, temperatur T,
entropi spesifik s, entalpi spesifik w = (p + p)/n yang mana n adalah kerapatan
jumlah baryon. Tensor energi-momentum untuk fluida sempurna diberikan oleh
(Purwanto, 2009)

Ty = (p + P)wUy — PGy, (2.18)
dimana p adalah rapat massa atau densitas dan p adalah tekanan isotropik, u,
adalah empat-kelajuan fluida yang memenuhi w,u* = uou® = 1.

Friedmann mengajukan solusi pertama dari persamaan medan yang
menggambarkan jagad raya non-statik, dimana dia mengasumsikan galaksi
sebagai fluida ideal yang dikarakterisasi oleh densitas rata-rata p dan tekanan
internal rata-rata p. Keduanya tidak bergantung pada posisi tetapi bergantung pada
waktu dalam ruang. Asumsi ini menyajikan bentuk sederhana bagi tensor energi-

momentum untuk fluida sempurna yaitu (Purwanto, 2009)

PeEIL Jos "0
wem) _ [0 P o0 O
TV = O O _p 0 ) (2.19)
0 O 0 -p

di dalam kerangka bergerak bersama (comoving frame) yang mana kecepatan-
empat diberikan oleh dx* /ds = (1, 0,0, 0).
Dengan memanfaaatkan geometri ruang-waktu yang memenuhi simetri bola

statis pada persamaan (2.17) dan tensor energi momentum untuk fluida sempurna



17

pada persaman (2.18), dapat dihitung solusi persamaan Einstein untuk komponen

(00), (11) dan (22) secara berurutan, hingga didapatkan (lampiran A)

1 X 1
2, — _ A _ — 2.20
K°p e (rz r) +r2' ( )
Y AT (2.21)
P= r2 r r2’ '
1 20" =
_sz — _Ze—l (21/” . vl/*{l + vlz kL (_r_)> (222)

dimana tanda aksen (') adalah turunan terhadap r. Terdapat empat variabel peubah
atau variabel independen (v, 4, p, p) untuk tiga persamaan independen ((2.20),
(2.21), (2.22)). Tiga persamaan independen yang berasal dari tensor energi-
momentum fluida statis ini juga harus memenuhi persamaan konservasi
(kelestarian energi) yaitu

g A (2.23)
Persamaan konservasi (2.23), juga merupakan sebuah kombinasi linear dari

persamaan (2.20) — (2.22), yang menghasilkan (lampiran B)

!

p'=-=@+p). (2.24)

Kemudian, untuk mendapatkan solusi persamaan Einstein dengan simetri
bola statis dan fluida sempurna (solusi SSSPF) tidak cukup hanya dengan
mengetahui kombinasi linear dari tiga persamaan independen. Untuk
menyelesaikan variabel independen (v, A4, p, p) dibutuhkan satu persamaan
independen tambahan, yaitu persamaan keadan (equation of state), yang
memberikan hubungan antara p dan p. Persamaan keadaan ini perlu dispesifikkan,

agar didapat ungkapan (v, 4, p, p) dalam bentuk r.
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2.4 Jenis-Jenis Solusi Persamaan Medan Einstein dengan Simetri Bola Statis

dan Fluida Sempurna

Kasus yang digunakan dalam penelitian ini adalah jenis solusi persamaan
medan Einstein dengan simetri bola statis dan fluida sempurna (static spherically
symmetric perfect fluid) atau bisa disingkat SSSPF. Suatu solusi SSSPF yang paling
sederhana adalah Schwarzschild interior. Schwarzschild mengajukan satu
persamaan keadaan sederhana yaitu p bernilai konstan untuk menyelesaikan
persamaan independen (2.20), (2.21), (2.22). Selain solusi Schwarzschild interior,
ada banyak sekali solusi SSSPF yang ditemukan dan dipelajari oleh para fisikawan,
banyak diantaranya mampu menyelesaikan solusi eksak dari persamaan medan
Einstein. Akan tetapi, sedikit sekali solusi eksak ini memenuhi kondisi fisik umum
dari bagian interior suatu bintang. Pada tahun 1998, Delagty dan Lake melakukan
kajian mengenai solusi isotropik dimana terdapat 127 metrik SSSPF yang diajukan,
hanya ada 16 solusi SSSPF yang bertahan dari serangkaian tes pengujian Kkriteria
fisis. Kriteria-kriteria fisis yang diajukan adalah sebagai berikut (Delagty dan Lake,
1998)

i.  Solusi metrik tersebut harus SSSPF, yaitu komponen dari tensor Einstein

memenuhi G = G§ = Gq‘f

ii. Reguler di inti, yakni untuk
ds? = —A(r)dt? + B(r)dr? + C(r)r?dQ?,
dimana
dQ? = df? + sin?0d¢p?

harus terpenuhi bahwa
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A(0) = konstan; B(0) = C(0) =1
dan
A'(0)=B'(0)=C'(0)=0
iii. Baik p maupun p disyaratkan positif definit dalam inti
iv. Agar terisolasi, disyaratkan bahwa p — 0 pada suatu batas radius 7;
v. Baik p maupun p diisyaratkan untuk nilainya berkurang secara monotonik
pada batas tertentu

vi. Disyaratkan memiliki kecepatan suara subluminal,

Diantara 127 solusi hanya ada 16 solusi yang bertahan dari rangkaian tes
diatas. Metrik SSSPF yang lolos uji fisis diberikan sebagaimana berikut (Delagty

dan Lake, 1998):

1. Tolman IV
Z
¥
r2 1+ 2—2
ds2 £\ _p2 (1 i F) dt? + = A — dr? + r2dQ%.  (2.25)
(1-7)(1+ )
2. Tolman VII
, r2 T2 rz 1A2
1—ﬁ+4p+2p—zr—2
ds? = —B?sin?%In a dt?
r2 r2\ "
; (1 L 4ﬁ) dr? + 12402, (2.26)

3. Patwardhan-Vaidya lla

Untuk b > ¢
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5 arcsinh (b?r? — ¢
ds® = | Acos +d
2 bz —c

 [arcsinh (b?1r? — ¢ 2
+ Bsin +d|| dt?

2 \VhZ—c
+(b%r* — 2cr? + 1) 1dr? + r2dQ2. (2.27)
4. Wyman lla

Untuk n # 2 dann # V2

d5‘2 E _(Arl—n _ BT1+n)2dt2

1 -1
+ ( +ar?[A(2—n) — B2 + n)rZ"]C> dr?
2 —n?

(2.28)
+ r2dQZ.
5. Nariai IV
V2M M
ds? = —Acos?| a — B 0 (b - —rz) dt?
4 4
M
+Acos™? (b + ZTZ) (dr? + r2dQ?). (2.29)
6. Buchdahl1
2
ds? = —A [(1 +Cr?)3/2 + B\J2 — Cra(s + 2Cr2)] dt?
2(1+Cr®
Faad Ay 2.30
> Cr2 dr<yt AdQ% (2.30)
7. Mehra
2
16ma?p z,—2z\ 2a ’an Z,—Z
2 _ _ Cc 1 - c . 1 2
ds* = 1 s cos( > ) 3 c sm( > ) dt
8r 3ri\1"
1 =252 m )| ar? 4+ r2a02, (2.31)
15 a?

dimana



2 - 9 iy r? 5+ r* 5r2+ 5
TS Tonp, P T M @2 6" [t 3a2 T 8ratp, |

8. Kuchowicz2 Il

ar? _ar? A Ar\\ 7!
ds?=—Be 2 dt?+ |1+ 1% 2 C—in 1+T dr?

+1r2dQ2.

9. Heintzmann lla

3ar2 1+ C(1 + 4ar?)~1/2\ "
ds? = —A%(1 + ar?)3dt? + <1 - ( ) ) dr?

2 1+ ar?
+r2dQ>.
10. Goldman 111
- 4 1\2
ds? = —A (g—) dt®> + B (1 + —) (dr? + r2dQ0?),
g+1 g

dimana g = cosh(a + br?)
11. Matese-Withman |
a2 7 g
ds? = — (1 + aﬁ> (Asinz + Bcosz)?dt? + <1 + 2a ﬁ) dr?

+ r2dQ2.

dimana

T2 72
z= |1 +2aﬁ—tan"1 1+2aﬁ.

12. Durgapal IV

ds? = —A(1 + Cr?)*dt?
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(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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7—10Cr2—C2r4+ KCr? o 2
7(1 + Cr2)? (1+ Cr?)2(1+ 5Cr2)?/s (2.36)
+ r2dQ2.
13. Durgapal V

ds? = —A(1 + Cr?)°dt?

-1

/1_Cr2(309+536r2+8C2r4)+ KCr? \
dr?

P 112 VY1 + 6Cr2
\ (1+Cr?)3

+r2dQ>. (2.37)

14. Whitman II

2
ds? = — (AZ (1 + ar—>
R2

0
+ B——sinhf |1
R\ 2a 'B[

R? 4 2ar?

_1 4 r
+ 2ar? (1 12 R? + 2ar? COthB)D e
ar
+B? (1 + Zaﬁ>
RZ

2
x<A2 <1+ar—2>+B ! sinhpB [1
R RV2a

R? + 2ar? i\ el r h h il
2ar? ( - p R? + 2ar? cot ﬁ) i
+r2d02, (2.38)
dimana
V5 K
= v5arcsinh .
B 2ar?

15. Whitman IV

5\ 3
ds? = —fdt? + —(1 — b—) dr? +r2dQ?, (2.39)
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dimana

r? R? 3br? 3b%r* 1b3r®
f=mlota)o=az\l"g 17 T2 )

g =C (1 b r? >3/2 (3 cosp 3v3 sinf
= —ph—
RZ

4 r2 3/2° ) r2\ [pr2
\ (1-b7) (1-0%) {7

/br2
B = 2v/3arcsin Rz

16. Finch-Skea

ds? = —D? ([B — A1+ CrZ] cosy/1+ Cr2
+ [A +BJ1+ CrZ] siny1 + Crz)z dt?

+(1 + Cr?)dr? + r2dQ2. (2.40)
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BAB Il
METODE GRAVITATIONAL DECOUPLING
3.1 Solusi Anisotropik

Fluida sempurna merupakan model ideal teoritis yang diasumsikan oleh
fisikawan, akan tetapi tidak ada yang sempurna (fisis) dalam alam semesta.
Bintang-bintang dan objek langit lain secara alamiah adalah anisotropik.
Anisotropik berarti terdapat perbedaan sifat fisik (seperti konduktivitas, elastisitas
dan densitas daya) apabila terdapat perbedaan arah, yang mana sifatnya berlawanan
dengan isotropik.

Anisotropik muncul ketika suatu sistem berada dalam tekanan yang tidak
homogen. Ketidakhomogenan tersebut pada umumnya timbul akibat adanya
campuran dari berbagai jenis fluida, rotasi, viskositas, keberadaan inti padat dan
keberadaan tipe superfluida 3A (Kippenham, 1990), adanya berbagai jenis dari
transisi fase dan akibat dari medan magnet (Sokolov, 1980). Berdasarkan penelitian
Bowers dan Liang (1974) tidak ada objek astrofisika kompak yang merupakan
fluida sempurna, karena nilai densitas dan tarikan gravitasi yang sangat tinggi
menyebabkan jumlah anisotropik lebih besar dibandingkan bintang pada umumnya.
Gagasan pertama mengenai tekanan fluida anisotropik adalah oleh Ruderman
(1972), hasil penelitiannya menunjukkan bahwa sifat anisotropik muncul dalam
rentang densitas yang tinggi sehingga tekanan terpecah menjadi dua kontribusi
yang berbeda, yaitu tekanan radial dan tekanan tangensial.

Berdasarkan penelitian Rago (1991), untuk mendapatkan solusi anisotropik
dari persamaan medan Einstein adalah dengan menggunakan faktor anisotropik

(A= p; — p,) dimana sifat anisotropik muncul ketika tekanan berubah dalam

24
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kondisi ekstrim, dimana tekanan terpecah menjadi dua komponen yaitu tekanan
radial dan tekanan tangensial. Dari pernyataan faktor anisotopik dapat dilihat bahwa
ketika tekanan tangensial lebih besar dari tekanan radial maka faktor anisotropik
bernilai positif, sehingga menghasilkan gaya kerja keluar bagian bintang.
Sebaliknya, ketika faktor anisotropik bernilai negatif yaitu tekanan radial lebih
besar dari tekanan tangensial maka menghasilkan gaya kerja kedalam bagian
bintang, ini berarti bintang mengalami kehancuran.

Maurya (2018) menjelaskan bahwa kemungkinan adanya sifat anisotropik
pada bintang kompak karena interaksi antar partikel dalam bintang kompak jauh
lebih relativitsik. Karena gerak partikel yang relativistik ini, gerakan partikel
menjadi terlalu acak untuk melakukan distribusi seragam ke seluruh wilayah
bintang kompak. Sifat anisotropik ini juga dipengaruhi oleh densitas yang sangat
tinggi dari bagian dalam bintang, kemudian keadaan tersebut menghasilkan gaya
anisotropik yang bernilai positif. Gaya anisotropik yang bernilai positif tersebut
menghasilkan gaya kerja ke luar bagian bintang, sehingga membuat bintang
menjadi lebih kompak jika dibandingkan dengan kondisi isotropik.

Apabila kembali kepada persamaan (2.20), (2.21) dan (2.22), untuk kasus

anisotropiknya akan menjadi

1 A 1
sz — —e"’l (7"_2_7)-'_7’_2’ (31)
1 v 1
—K’p, = —e™* <r_2 + 7) +3 (3.2)

1 2(v' =2
—Kk’p, = —Ze"’l (Zv” — VA +v?+ #) (3.3)
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Dimana variabel tambahan adalah adanya tekanan radial (p,) dan tekanan
tangensial (p.). Karena adanya variabel tambahan ini, maka akan sulit untuk
mencari persamaan keadaaan yang tetap memenuhi persamaan kelestarian energi
sebagai kombinasi linier dari ketiga persamaan tersebut. Ovalle (2017) menemukan
sebuah metode generik yang merupakan suatu pendekatan sederhana dan langsung
untuk memperoleh metrik anisotropik berdasarkan solusi persamaan medan
Einstein dengan simetri bola statis dan fluida sempurna (SSSPF). Metode ini
dinamakan gravitational decoupling, yang mana terinspirasi oleh metode minimal
geometric deformation (MGD) yang sukses menemukan solusi bintang baru pada
teori braneworld (Ovalle, 2008 dan Ovalle, 2010).

Bagian utama dan paling penting dari pendekatan gravitational decoupling
ini dimulai dari sumber gravitasi simetri bola sederhana, yaitu Tm, dan
menambahkan sumber gravitasi yang lebih kompleks kedalamnya (dengan syarat
tetap memenuhi persamaan konservasi dari sumber gravitasi simetri bola

sederhana). Sumber gravitasi Tw yang baru bisa dituliskan (Ovalle, 2017):

T = T#(;) = s a(l)T#(&), (3.4)

dan kemudian diulangi proses tersebut dengan lebih banyak sumber tambahan,
seperti

TS - T8 =T0 + @17, (3.5)
dan seterusnya. Dengan cara yang sama, konsep ini dapat diperluas pada solusi

persamaan Einstein yang berkaitan dengan sumber gravitasi sederhana Tm, ke

dalam domain dari sumber gravitasi yang lebih rumit 7,,, = T‘Ifﬁ), secara bertahap
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dan sistematis. Perlu diperhatikan bahwa metode ini akan bekerja selama sumber
gravitasinya tidak mengalami pertukaran dengan energi-momentum, yaitu
VT =V,TOW = ... =y, T =, (3.6)
yang mana selanjutnya mengklarifikasi bahwa komponen yang ditunjukkan dalam
persamaan (3.4) hanya dapat berpasangan melalui gravitasi.
Untuk menemukan sebuah solusi persamaan medan Einstein dengan tensor

energi-momentum simetri bola kompleks, T, awal dapat dipecah kedalam

komponen yang lebih sederhana, misalkan 7D

wv » dan menyelesaikan persamaan

Einstein untuk masing-masing bagian tersebut. Karenanya, akan didapatkan solusi

sebanyak kontribusi Tpff,) dalam tensor energi-momentum yang asli. Pada akhirnya,
dengan kombinasi langsung dari keseluruhan solusi, akan mendapatkan solusi
persamaan Einstein terkait dengan tensor energi-momentum asli T, (Ovalle,
2018).

Apabila diringkas, prosedur sederhana untuk metode gravitational
decoupling adalah sebagai berikut. Pertama, diberikan dua sumber gravitasi A dan
B, pertama sumber gravitasi A diselesaikan menggunakan persamaan standar
Einstein, dan kemudian sumber gravitasi B diselesaikan menggunkan persamaan
kuasi-Einstein sederhana. Akhirnya, dua solusi dapat dikombinasikan untuk
mendapatkan solusi lengkap berupa gabungan sistem AUB (Ovalle, 2018). Karena
persamaan medan Einstein adalah non-linear, maka prosedur metode gravitational
decoupling merupakan sebuah terobosan dalam pencarian dan analisis dari solusi
anisotropik, terutama ketika situasi yang terlibat adalah interior sistem gravitasi-
diri (self-gravitating) yang didominasi oleh sumber gravitasi yang lebih realistis

dibandingkan dengan fluida sempurna (Lake, 2003 & Boonserm, 2005).
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Untuk mengetahui kebenaran dari solusi anisotropik baru yang didapatkan
dari metode gravitational decoupling, terdapat beberapa persyaratan yang harus
dipenuhi oleh solusi anisotropik tersebut. Salah satunya adalah solusi anisotropik
baru harus memenuhi kondisi energi yang diajukan untuk relativitas umum.
Pengertian kondisi energi dalam konteks teori ruang-waktu (termasuk teori
relativitas umum), adalah suatu hubungan yang mengharuskan tensor energi-
tekanan dari suatu materi memenuhi gagasan bahwa energi harus bernilai positif
(Curiel, 2014). Berdasarkan Kontou (2020) kondisi energi sangat diperlukan dalam
karakterisasi suatu solusi bintang, karena dalam persamaan medan Einstein tidak
melibatkan sifat dari materi. Dalam persamaan medan Einstein hanya melibatan
tensor tegangan, disini kondisi energi memungkinkan analisis terhadap perilaku
dari sistem gravitasi tanpa perlu detail dari perilaku materi. Kondisi energi juga
digunakan untuk memperoleh fitur umum dari berbagai jenis materi, sehingga
didapat gagasan untuk “materi normal” yang valid.

Ovalle (2015) mengajukan empat kondisi energi yang harus dipenuhi oleh
suatu solusi anisotropik, yaitu:

a) Kondisi Energi Null (Null Energy Condition), T,,, K¥K" = 0 dimana vektor
null (light-like) K* dapat dituliskan sebagai K* = e~"/25 + e~*/25¥,
menghasilkan T,,, K*K" = eVpK°K® + e*p,K'K* = p + p, > 0.

b) Kondisi Energi Lemah (Weak Energy Condition), T,,, K¥K" = 0 untuk setiap
vektor bak-waktu (time-like), menghasilkan 5 > 0,90 + p, = 0dan p + p; =
0.

¢) Kondisi Energi Dominan (Dominant Energy Condition), T XV = —Y¥,

untuk setiap vektor bak-waktu (time-like) menghasilkan p > p,- dan p > p;.
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d) Kondisi Energi Kuat (Strong Energy Condition), (T,W%Tgm,) XHXV >0,

untuk setiap vektor bak-waktu (time-like) mengarah ke g + o, + 2p, = 0.
Dimana vektor null (light-like) dalam kondisi energi NEC adalah lintasan cahaya
dalam vakum selalu berada pada daerah permukaan kerucut cahaya (ds = 0).
Kemudian, semua objek lain yang kelajuannya lebih rendah dari kecepatan cahaya
(c) selalu berada di dalam kerucut cahaya (ds > 0) yang mana disebut daerah bak-
waktu (time-like) (Gautama, 2016).

Interpretasi dari bentuk kondisi energi null (NEC) adalah untuk pengamat
yang ada di bagian geodesik null. Dimana pengamat bergerak dalam ruang dengan
kecepatan cahaya, sehingga lintasan pengamat berada dalam ruang-waktu geodesik
null (time-like geodesic). Dalam NEC, ukuran alami dari densitas dan tekanan dari
segala arah ruang-waktu dapat bernilai negatif (sebagaimana ditentukan oleh
pengamat yang melintasi bagian geodesik null) sehingga salah satu nilai dari
tekanan atau nilai dari densitas harus lebih besar agar NEC bernilai positif (Curiel,
2014).

Kondisi energi lemah (WEC) mensyaratkan bahwa nilai dari densitas yang
diukur oleh pengamat manapun pada kurva bak-waktu (time-like) harus bernilai
tidak negatif. Kondisi energi dominan (DEC) mensyaratkan bahwa fluks
momentum energi yang diukur oleh pengamat bersifat sama yang diukur oleh
pengamat manapun pada kurva bak-waktu (time-like). Kondisi energi kuat (SEC)
mensyaratkan bahwa energi densitas efektif secara negatif tidak bisa didominasi
oleh jumlah tekanan (fluks momentum) yang diukur oleh pengamat manapun pada

kurva bak-waktu (time-like) (Curiel, 2014).
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Selain itu Estrada dan Ortiz (2018) juga mengajukan dua syarat yang harus
dipenuhi oleh solusi anisotropik. Syarat pertama adalah nilai dari densitas efektif
dan nilai dari tekanan radial efektif harus bernilai positif ketika berada di bagian
dalam bintang. Syarat kedua adalah nilai dari tekanan radial efektif harus
menghilang (5, = 0) ketika berada di bagian permukaan bintang (» = R), akan
tetapi untuk nilai dari tekanan tangensial efektif tidak boleh menghilang (5, # 0)
ketika berada di bagian permukaan bintang (r = R). Rago (1991) mensyaratkan
faktor anisotropik (A= p, — p,-) bernilai positif, yaitu ketika tekanan tangensial

lebih besar dari tekanan radial.

3.2 Persamaan Einstein untuk Sumber Ganda
Menggunakan persamaan medan Einstein dalam bentuk persamaan tensor

campuran diberikan oleh (Anugraha, 2018)
u 1 u 2 u(tot)
Ry —58)R = —i®T;™%, (3.7)

5! adalah bentuk delta kronecker dimana 6% = 1 jika u = v dan bernilai 0 jika u #

(tot)

v. Kemudian untuk tensor energi-momentum T’ pada persamaan (3.7)

didefinisikan oleh (Ovalle, 2017)
Tvu(tot) _ Tvu(m) + agf/i’ (3.8)

dimana TV“(m) adalah tensor energi-momentum untuk fluida sempurna, dalam

bentuk persamaan tensor campuran diberikan oleh

TH™ = (p + Py’ — pgt, (3.9)

dimana p adalah rapat massa atau densitas dan p adalah tekanan isotropik, u,

adalah 4-kelajuan fluida. 6! pada persamaan (3.8) mendeskripsikan sumber
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tambahan yang mengalami coupling terhadap sumber gravitasi yang lebih
proporsional, yaitu a. 6! adalah sumber yang menyebabkan fluida sempurna
isotropik menjadi anisotropik. Sumber tambahan ini bisa berisi medan skalar,
medan vektor dan medan tensor, dan secara umum akan menghasilkan anisotropi
dalam sistem gravitasi diri (self-gravitating).

Metrik simetri bola pada persamaan (2.17) harus memenuhi persamaan
medan Einstein pada persamaan (3.7). Dengan memanfaatkan persamaan (2.20),

(2.21) dan (2.22), maka persamaan medan Einstein untuk sumber ganda menjadi

18 A 1
K.ZTOO(tOt) = _e—/l (_ _ _) + _2 ,
r

r2 r

LY 1
2mi(tod) _ 3
K'Tl = —e (T_2+7>+T_2’

1 2(v' =2
K2T22(t0t) _ k2T33(t0t) . _Ze—/l (21/” - O p'2 + ( - ))

Dengan menggunakan bentuk sederhana bagi tensor energi-momentum pada fluida

sempurna yaitu (Purwanto, 2009)

p 0 o O

ey _ (0 =P 0 0

v 0 —p 0
0 0 0 -p

Maka penjabaran dari persamaan (3.8) untuk komponen (00), (11), (22) adalah
TOO(tOt) =p+ab),
Tll(tOt) = —p + abi,
T2Y = _p + 062,
Sehingga penyelesaian persamaan medan Einstein untuk sumber ganda

dengan memanfaatkan tensor energi-momentum untuk fluida sempurna adalah
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1 1 X
_ -2
—k%(p+ abl) = —Zte (7‘_2 - 7), (3.10)
2(—p+abl) = ——+e A (L4 L (3.11)
K (-ptadl) = - +e G +—) :
1 2=
—Kk2(—p + ab?) = Ze"1 <2v” —vA+v?+ (T)> (3.12)

Tiga persamaan diatas juga harus memenuhi persamaan konservasi (kelestarian

energi), yaitu persamaan konservasi (2.23), yang menghasilkan (lampiran C)

17 !

2a v v
—p' +a(6])’ —7(922 —61) —?(P +p) "3“(98 -61)=0. (313

dimana tanda aksen (') adalah turunan terhadap r. Dapat dicermati bahwa
persamaan (3.13) akan kembali pada persamaan konservasi fluida sempurna (2.24)
untuk a — 0.

Di dalam sistem (3.10) — (3.12) terdapat tujuh fungsi yang belum diketahui,
yaitu dua variabel fisik, densitas p(r), tekanan p(r); dua fungsi geometrik, fungsi
metrik temporal v(r) dan fungsi metrik radial A(r); dan tiga komponen independen
dari ). Oleh karena itu persamaan (3.10) — (3.12) ini membentuk sistem yang
tidak terbatas. Dalam kasus tertentu dimana 6, hanya bergantung pada densitas dan
tekanan, maka hanya perlu menentukan persamaan tambahan untuk menyelesaikan
persamaan (3.10)- (3.12), seperti yang telah dilakukan untuk fluida sempurna
dalam relativitas umum standar. Namun, pada tahap ini harus ditekankan bahwa
tidak cukup mengetahui geometri ruang-waktu untuk menentukan sumber gravitasi
{ p,p, 0% } secara umum (Ovalle, 2018).

Maka dari persamaan (3.10) — (3.12), dapat diidentifikasikan densitas efektif,

tekanan radial efektif dan tekanan tangensial efektif secara berurutan, yaitu
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5=p+abl, (3.14)
pr =p—abi, (3.15)
pe =p — ab2. (3.16)

Definisi tersebut secara jelas mengilustrasikan bahwa sumber gravitasi 8" memiliki
faktor anisotropik

A= P — pr = a(6] — 63), (3.17)
disini dapat diperhatikan bahwa sumber gravitasi tambahan 6! membangkitkan

sifat anisotropik.

3.3 Metode Gravitational Decoupling oleh Minimal Geometric Deformation
Transformasi MGD (minimal geometric deformation) perlu digunakan untuk
menyelesaikan persamaan (3.10) — (3.13). Pada pendekatan ini, sistem yang ada
akan ditransformasikan sedemikian rupa sehingga persamaan medan yang terkait
dengan sumber gravitasi 8 akan memenuhi “Kuasi-Einstein efektif”. Transformasi
MGD dimulai dengan menghitung solusi untuk persamaan (3.10) — (3.13) dengan
nilai @ = 0 yaitu, sebuah solusi SSSPF dengan variabel {¢, i, p, p}, dimana ¢ dan
u adalah fungsi metrik yang sama atau bersesuaian. Maka metrik simetri bola statis

dari persamaan (2.17) menjadi (Ovalle, 2017)

d 2
ds? = e§Mdt? — #(—rr) _ r2(d62 + sin? 0 d¢?), (3.18)
dimana
2 r
2
) =1--— f x2p dx = 1 — 20 (3.19)
r Jo r

u(r)adalah persamaan umum dari teori relativitas yang memuat fungsi m.

Kemudian parameter a kembali digunakan untuk menghitung efek dari sumber
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gravitasi 6 pada solusi SSSPF dengan variabel {, u,p,p}. Efek ini dapat
dikodekan melalui deformasi geometrik dengan variabel geometri fluida
sempurnanya adalah {¢, u}. Sehingga dalam persamaan (3.18) variabel {¢, u} dapat
dijabarkan sebagai berikut (Ovalle, 2017)
§—v=¢+ay, (3.20)
pr— et =pu+af, (3.21)
dimana g dan f adalah deformasi yang dialami oleh komponen metrik temporal dan
radial, secara berurutan. Diantara seluruh kemungkinan deformasi untuk persamaan
(3.20) dan persamaan (3.21) yang disebut sebagai deformasi geometrik minimal
(MGD) adalah sebagai berikut (Ovalle, 2017)
g— 0, (3.22)
ey (3.23)
Pada kasus ini, metrik dalam persamaan (3.18) adalah hasil deformasi
minimal dari 6/ dan komponen metrik radialnya menjadi (Ovalle, 2017)

u(r) = e = u(r) + af*(r), (3.24)
dimana f*(r) adalah fungsi MGD yang akan ditentukan, wu(r) adalah komponen
g'" dari metrik SSSPF, sedangkan komponen metrik temporal eV tetap tidak
berubah. Maka persamaan (3.24) dimasukkan kembali ke dalam solusi persamaan
Einstein pada persamaan (3.10) — (3.12). Dimana sistem yang akan dihasilkan
terpisah menjadi dua set sistem yaitu (Ovalle, 2018):

(i) Pada bagian pertama, diberikan persamaan Einstein untuk fluida sempurna
dengan nilai « = 0, yang mana digunakan metrik pada persamaan (3.18)

dengan é(r) = v(r). Maka solusinya menjadi
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1w @
2= —— 3 2 4 3.25
P 2t (529
N (3.26)
“P= 22T '
o M 2V ﬁl(' E)
Kp—4<21/ +v +r +4 v+r. (3.27)

Bersama dengan persamaan konservasi (V,, T ™#V = 0) dengan nilai « = 0,
maka kombinasi linier dari persamaan (3.25) — (3.27) menghasilkan

(lampiran D)

!

p + v? (p+p)=0. (3.28)

Dari hasil kombinasi linier pada persamaan (3.28) dapat dibuktikan bahwa
ketika nilai « = 0, maka sifatnya akan kembali pada pemodelan fluida
sempurna.

(i) Pada bagian kedua memuat sumber gravitasi 6%, sehingga persamaannya

menjadi:
_K298=f—2+f , (3.29)
i r
A 1V
— KON r_2+? , (3.30)
f* ZV, f*l( 2)
e 2Nn2 =< 123 12 - 12 = ) 1
K“63% 2 v+ v +r +4 V+r' (3.31)

Bersama dengan persamaan konservasi yaitu V,,0*YV = 0, maka kombinasi

linier dari persamaan (3.29) — (3.31) menghasilkan (lampiran E)

2 li
(61 == (62 - 61) — (68 - 61) = 0. (3.32)
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Dari persamaan (3.28) dan persamaan (3.32) berarti bahwa disini tidak ada
perpindahan energi-momentum diantara fluida sempurna dan sumber

gravitasi 8%, sehingga interaksi yang terjadi pada kasus ini murni gravitasi.

Persamaan (3.29) — (3.31) terlihat sangat mirip dengan persamaan medan
Einstein SSSPF untuk fluida anisotropik dengan tensor energi momentum 6., yaitu
{p=063; p,=—-61; p,=—-62} dan ini merepresentasikan persamaan
konservasi. Akan tetapi, hal ini tidak dapat diidentifikasikan secara resmi sebagai
persamaan medan Einstein SSSPF dengan adanya komponen metrik radian f*,
sebab sisi sebelah  kanan dalam persamaan (3.29) dan (3.30) tidak memiliki
ekspresi standar untuk komponen tensor G0 dan Gi (tidak ada —1/72 di kedua
bagian sisi kanan pada persamaan (3.29) dan (3.30)). Meskipun demikian, sistem
pada persamaan (3.29) — (3.32) bisa diidentifikasikan secara resmi sebagai
persamaan medan Einstein untuk sistem anisotropik dengan tensor energi
momentum @ yang mana p sebagai densitas energi efektif, , sebagai tekanan

radial efektif dan p; sebagai tekanan tangensial efektif, diberikan oleh (Ovalle,

2018)
=07 =00+—s, (3.33)
5 =gl — gl ) (3.34)
br =01 =01 +W' :
Pe=0% =602=0% =63, (3.35)
yang bisa dituliskan lebih jelas dalam persamaan berikut
i} 1
K20 = k20" + 3 (8968 + 5161, (3.36)

dengan mengikuti persamaan konservasi pada persamaan (3.32) maka didapatkan
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2 v’
(611" =~ (6:* = 61) =5 (65" = 61) = 0 (3.37)

dan metriknya adalah

d 2
ds? = eV 2 — j% — r2(d62% + sin? 0 d¢p?), (3.38)

dan oleh karena itu, interpretasi dari persamaan (3.29) — (3.32) sebagai persamaan
Einstein dengan simetri bola standar untuk sumber gravitasi 8/ dalam persamaan
(3.33) — (3.35) telah terpenuhi (Ovalle, 2018).

Semenjak persamaan (3.29) dan (3.30) tidak memuat komponen tensor
Einstein standar, harus dikatakan pula bahwa persamaan konservasi (3.32) untuk
sumber gravitasi 8*, tidak lagi sebuah kombinasi linier dari sistem (3.29) — (3.31).
akan tetapi, persamaan (3.32) tetaplah sebuah kombinasi linier dari sistem (3.29) —
(3.31). sebagai konsekuensinya, dibawah metode MGD, memulai dengan sistem
(3.10) — (3.12) dan mengakhiri dengan kumpulan persamaan untuk fluida sempurna
{v,u, p,p}, ditambahkan dengan empat fungsi yang belum diketahui yaitu
{f*,89,01,02} yang berkaitan dengan tiga persamaan (3.29) — (3.31) [dalam hal ini
dianggap telah menemukan solusi fluida sempurna, yaitu v], atau sistem anisotropik
ekuivalen dari persamaan (3.33) — (3.35). Bagaimanapun juga, sistem (3.10) —
(3.12) telah berhasil dicouplingkan.

Metode MGD-decoupling dapat dirangkum dalam cara yang lebih formal

yaitu sebagai berikut. Berdasarkan sumber gravitasi bola simetris statis T,,,, memuat

satu fluida sempurna isotropik T‘m, dan sumber tambahan gravitasi Tﬂ(f,) berjumlah n

yaitu (Ovalle, 2018)
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n
T =T + Z T, (3.39)
i=1
kemudian metrik diagonalnya adalah g,,,,, dimana solusi persamaan Einstein G, =
—K*T,, adalah
Guv = oy = g4y untuk @t = v # 1, (3.40)
gll = g‘ll L alg(l)ll + .-+ ang(n)lll (341)
Metrik g, ini dittemukan oleh solusi pertama persamaan Einstein untuk sumber
T,y yaitu

A~

G, = —kK2T,

o wvs Vo THY =10, (3.42)

dan kemudian dengan menyelesaikan n persamaan quasi-Einstein yang tersisa

untuk sumber gravitasi Tu(f,) yaitu

~(1 1
GS) = —K2TS), v, TOw = g,

G = —k*TY, v,T™r =, (3.43)
dimana divergensi-bebas tensor quasi-Einstein G]W berhubungan dengan tensor

standar G

., Yang ditunjukkan dalam

Gy =Gy +I}(9), (3.44)
dengan T.'(g) sebuah tensor yang tergantung secara eksklusif pada gy untuk

memastikan kondisi divergensi-bebasnya. Dalam representasi simetri bola

dituliskan sebagai berikut

1
0= (8954 + 8181). (3.45)
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3.4 Kondisi Pencocokan untuk Distribusi Bintang

Aspek penting untuk mempelajari distribusi bintang adalah terkait dengan
kondisi pencocokan geometri ruang-waktu di setiap bagian bintang tersebut.
Geometri ruang-waktu di bagian permukaan bintang adalah » = R, diantara bagian
dalam bintang adalah » < R dan di bagian luar bintang adalah » > R. Dalam kasus
yang dikaji pada penelitian ini, berikut adalah geometri bintang bagian dalam yang

diberikan oleh metrik MGD (Ovalle, 2018)

2m(r)

Sy
ds? = eV M2 — <1 — ) dr? — r2(d6? + sin?0d¢?), (3.46)

dimana fungsi massa bagian dalam m(r) diberikan oleh
m@)=m@g—gqﬁ@) (3.47)

Dengan m(r) diberikan oleh persamaan umum dari teori relativitas di persamaan
(3.19) dan f*(r) adalah fungsi MGD yang belum ditentukan dalam persamaan
(3.24).

Metrik bagian dalam di persamaan (3.46) harus dilakukan kondisi
pencocokan dengan geometri bagian luar yang mana di bagian luar ini tidak ada
kehadiran fluida isotropik, yaitu p* = p* =0. Di bagian luar (r > R),
bagaimanapun, tidak lagi bisa dinyatakan sebagai bagian vakum, karena secara
umum telah ada penambahan medan sektor baru yang dideskripsikan oleh 8,,,.
Persamaan umum untuk metrik bagian luar dapat dituliskan sebagai berikut (Ovalle,
2018)

ds? = eV 2 — e M gr2 — 12(de2 + sin20de?). (3.48)
Dimana bentuk eksplisit dari fungsi v*(r) dan A*(r) didapatkan dengan

menyelesaikan persamaan Einstein bagian luar 4-dimensi yang efektif, yaitu
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1
Ry, — ERggm, = aby. (3.49)

MGD akan mereduksi persamaan Einstein untuk bagian luar (3.49) menuju sistem
pada persamaan (3.29) — (3.31), dimana fungsi geometrik v (r) diberikan oleh solusi
Schwarzschild (lampiran F) sebagai ganti dari solusi fluida sempurna.
Kemudian untuk bentuk fundamental pertama pada permukaan bintang X
didefinisikan oleh r = R, yaitu (Ovalle, 2018)
[ds?]z = 0, (3.50)
dimana [Fly=F(r > R*)—F(r > R™) =Ff —Fz, untuk setiap fungsi

F = F(r), yang menghasilkan

v~ (R) =v*(R) (3.51)
dan
2M i
1- TO tafy=e ' ®, (3.52)

dimana M, = m(R) dan f; adalah bentuk fungsi deformasi geometrik minimal
(MGD) pada bagian permukaan bintang.
Demikian pula, kelanjutan dari bentuk fundamental kedua, yaitu (Ovalle,
2018)
[Gwr], =0, (3.53)
dimana rV adalah satuan vektor radial. Menggunakan persamaan (3.53) dan

persamaan umum dari medan Einstein (3.7), maka akan mendapatkan
[Tﬂ(ﬁot)r"]z =0,

[p — abi]s = 0. (3.54)

Persamaan (3.54) ini membawa bentuk akhir, yaitu
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pr — a(6))g = —a(61)F, (3.55)
dimana piz = p~(R). Kondisi dalam persamaan (3.55) adalah pernyataan umum
untuk bentuk fundamental kedua yang terkait dengan persamaan Einstein yang
diberikan oleh persamaan (3.7).

Dengan menggunakan persamaan (3.30) untuk geometri bagian dalam pada
kondisi (3.55), bentuk fundamental kedua dapat dituliskan sebagai berikut (Ovalle,

2018)

* 1 V,
po+ L (218 = atebf (3.56)

dimana vi = 9,v~|,—g. Tambahan, dengan menggunakan persamaan (3.30) untuk

geometri bagian luar pada persamaan (3.56), akan menghasilkan

(3.57)

AL vp\ | gr|l "2M 1
G

R R_@ ‘
R
dimana gy adalah bentuk deformasi geometrik minimal pada bagian luar, dimana

untuk solusi Schwarzschild bagian luar yang disebabkan oleh sumber 6,,,,, adalah

-1
2M 2M
ds? = (1 - T) gz (1 — - ag*(r)) dr? —r2dQ2. (3.58)

Persamaan (3.51), (3.52) dan (3.57) adalah kondisi yang diperlukan untuk
melakukan pencocokan metrik MGD bagian dalam di persamaan (3.46), sedangkan
untuk simetri bola bagian luar yang “vakum” dijelaskan oleh metrik Schwarzschild
yang terdeformasi di persamaan (3.58). Perlu diperhatikan bahwa, bagian luar dapat
diisi oleh medan yang terdapat di dalam sumber 6,

Kondisi kesebandingan (3.57) memberikan sebuah hasil penting, yaitu

apabila geometri bagian luar diberikan oleh metrik Schwarzschild eksak, salah
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satunya harus memiliki g*(r) = 0 di persamaan (3.58), yang kemudian mengarah

ke kondisi berikut ini (Ovalle, 2018)

_ fall v
pREpR+aK—’§ EJ”ER =0. (3.59)

Penting untuk diperhatikan bahwa bintang akan berada pada titik setimbang dalam
kondisi yang benar-benar vakum (kondisi Schwarzschild) hanya jika tekanan
efektif (secara umum tekanan anisotropik radial) di bagian permukaan menghilang.
Secara khusus, jika deformasi geometris bagian dalam f*(r < R) bernilai positif
dan melemahkan medan gravitasi [lihat di persamaan (3.47)], maka bagian luar
Schwarzschild vakum hanya dapat kompetibel dengan bagian dalam yang mana
nilai 6, tidak menghilang. Hal tersebut akan terpenuhi jika materi bintang
isotropik memiliki nilai p, < R di bagian permukaan bintang. Keadaan ini dapat
diartikan sebagai materi biasa dengan bagian permukaan yang keras dan padat.
Sebaliknya, kondisi p = 0 dapat diperoleh dengan memberlakukan persyaratan
sisi kanan dari persamaan (3.59) sebanding dengan pg, yaitu, a(8;)z~pr dalam
persamaan (3.55), yang mana menyebabkan fungsi deformasi bagian dalam

menghilang fz = 0.



SOLUSI INTERIOR : DARI FLIEJ'?[?AI\\QEMPURNA MENUJU FLUIDA
ANISOTROPIK

4.1 Solusi Interior Isotropik : Solusi Tolman IV

Pada bagian ini akan dicari penyelesaian persamaan medan Einstein (3.10) —
(3.12) untuk bagian dalam dari sistem anisotropik gravitasi-diri (self-gravitating)
menggunakan metode MGD-decoupling. Variabel fisik {p,p, p,} didefinisikan
oleh persamaan (3.14) — (3.16) dan dua komponen radial {v, A} di persamaan (2.17)
akan dijabarkan secara lebih terperinci. Untuk menyelesaikan persamaan medan
Einstein pada bintang bagian dalam, langkah pertama adalah mengabaikan fungsi
a untuk menemukan solusi persamaan Einstein untuk fluida sempurna di
persamaan (3.25) — (3.27). Secara khusus, pada penelitian ini akan digunakan
ruang-waktu Tolman IV yang terkenal untuk fluida sempurna. Berikut ini adalah

metrik dari ruang-waktu Tolman IV

2
ds? = B? <1 + —2) dt? — 5 sodra=rda (4.1)
U (L
Cq A?

Dari metrik (4.1) tersebut akan kita dapatkan penjabaran komponen radial

{v, 1}, yaitu
2
V) = p2 (1 + T—) 4.2)
Az ) '
r? r?
(-z)(-=)
e~ = y(r) = ¢ > A . 4.3)

Kemudian untuk variabel fisik {p,p} didapatkan dengan mensubtitusikan

persamaan (4.2) dan persamaan (4.3) ke dalam persamaan (3.25) dan persamaan

43
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(3.26). Sehingga akan didapatkan densitas dari ruang-waktu Tolman IV dan

tekanan dari ruang-waktu Tolman IV seperti yang akan dijabarkan berikut ini

d d r?
_ 2
eV = —B (1 +A2>

dr dr
2r
v'ev® = BZF
') = 2r
V' g) A2 + 12
r2 r?
d (1-22)(1-7)
R 27

T+97

) = —2A%C?r — 2A% — 4A%r® — 4r°
K= C2(A2 + 2r2)?2 '

Densitas dari ruang-waktu Tolman IV yaitu

2

RAYE b
1 2A2C?%r ¢ 24 AT A

K2p = S cz)\" Az
=2 2 2( A2 2)2
r r2<1+2L2) rC?(A? + 2r?)
A
3A4%* + A%(3C? + 7r?) + 2r?(C? + 3r?)
p(r) = 202( A2 22 ; (4.4)
K?C?(A% + 2r?)

Tekanan dari ruang-waktu Tolman IV yaitu

2 2

r? T r? T
1 (1_F)(1_F)+2r(1_ﬁ)(1_ﬁ>
r? ) 212 2 L 2 2r?
r 1+F r(A?% + r?) 1+ﬁ

C? — A? — 3r?
_ _ 45
P = 224z 1 200y (45
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Konstanta A, B dan C yang disebutkan pada persamaan (4.2) — (4.5)
ditentukan dari kondisi pencocokan dalam persamaan (3.50) dan persamaan (3.53)
antara solusi interior ruang-waktu Tolman IV dan metrik eksterior ruang-waktu

Schwarschild. Kondisi pencocokan tersebut menghasilkan persamaan berikut

RZ™ M, '’ '
3M,
B?2=1—— 4.7
= (4.7)
&= R
= = = (4'8)
R%Z M,

dengan nilai kekompakan M,/R < 4/9 dan M, = m(R) adalah massa total yang
didefinisikan pada persamaan (3.19). Pernyataan pada persamaan (4.6) — (4.8)
memastikan kontinuitas geometrik pada r = R dan akan berubah sebanding dengan
bertambahnya sumber gravitasi anisotropik 6,,,,.

Langkah kedua untuk menyelesaikan persamaan medan Einstein pada
bintang bagian dalam adalah dengan memasukkan kembali fungsi a. Komponen
metrik temporal dan radial secara berturut-turut diberikan oleh persamaan (4.2) dan
persamaan (3.24), dimana fungsi deformasi interior yaitu f*(r) dan sumber
gravitasi anisotropik 6,, dihubungkan melalui persamaan (3.29) - (3.31).
Sehingga, harus ditentukan informasi tambahan agar bisa mendapatkan satu set
sistem persamaan tertutup dari persamaan (3.29) — (3.31). Ada beberapa alternatif
untuk mendapatkan sistem persamaan tertutup, salah satunya adalah dengan
menerapkan persamaan kedaan untuk sumber gravitasi anisotropik 6,, atau
memberikan batasan fisik pada fungsi f*(r). Dimana ketika memberikan batasan

fisik tetap harus berhati-hati dalam menjaga akseptabilitas fisik dari solusi yang
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dihasilkan, yang mana untuk menjaga akseptabilitas fisik bukan masalah yang
sederhana. Pada penelitian ini diajukan mimik konstrain (alur batas) untuk
mendapatkan sistem persamaan yang tertutup. Dimana dari mimik konstrain
tersebut akan didapatkan persamaan keadaan untuk sumber gravitasi anisotropik
6, yang bersesuaian dengan tekanan isotropik Tolman IV dan akan didapatkan
batasan fisik pada fungsi f*(r).

Kemudian terkait kondisi dari akseptabilitas fisik untuk solusi interior
isotropik dari ruang-waktu Tolman IV dapat diidentifikasi melalui parameter
fisiknya, yaitu melalui tekanan (p), densitas (p) dan rasio dari tenakan dan densitas
(p/p). Pada penelitian ini digunakan definisi massa M dan jari-jari R dari data
pengamatan bintang neutron LMC X-4. Nilai parameter fisik dari bintang neutron
LMC X-4 yaitu nilai massa M = 1.29 Mg, (dimana Mg, adalah massa Matahari) dan
perkiraan radius R = 8.831 km (Gangopadhyay, 2013). Menggunakan nilai-nilai
tersebut, maka tekanan (p), densitas (p) dan rasio dari tenakan dan densitas (p/p)
dapat disimulasikan dalam bentuk kurva dua dimensi dengan menggunakan
program Matlab. Hasil pemodelan kurva menggunakan program Matlab

ditampilkan pada gambar 4.1 sampai gambar 4.3.

« 10t Nilai densitas pada solusi SSSPF Tolman IV
6.5 T T T T T T

Bl -

55

5tk

p (gmicm?)

451

4+

351

3

1 | | L 1 | | L
0 1 2 3 4 5 B 7 8 9
r (km)

Gambar 4.1 Nilai Densitas pada Solusi SSSPF Tolman IV
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x10° Nilai tekanan pada solusi 3SSPF Tolman IV

p (dynefcm?)
w

N
T

12k

0

1 1 1 1 1 1 1 N
0 1 2 3 4 5 3 = 8 9
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Gambar 4.2 Nilai Tekanan pada Solusi SSSPF Tolman IV

Nilai rasio dari tekanan dan densitas pada solusi SSSPF Taolman IV

0.09 4\

nosh TR

(dyne cmfgm)

plp

002 3
001 \—
1 1 1 1 1 1 1 .
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Gambar 4.3 Nilai Rasio dari Tekanan dan Densitas pada Solusi SSSPF Tolman IV

Gambar 4.1 menunjukkan bahwa nilai dari densitas isotropik berkurang
secara monotonik pada batas 0 < r < R. Gambar 4.2 menunjukkan bahwa solusi
isotropik SSSPF Tolman IV adalah solusi yang terisolasi karena nilai tekanan
isotropik menghilang (p = 0) saat mencapai batas permukaan bintang (r = R).
Gambar 4.2 juga menunjukkan bahwa nilai dari densitas isotropik berkurang secara
monotonik pada batas 0 < r < R. Gambar 4.3 menunjukkan bahwa solusi isotropik
SSSPF Tolman IV memenuhi syarat dari kecepatan suara subluminal karena nilai

rasio dari tekanan dan densitas adalah kurang dari satu (p/p < 1).
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4.2 Solusi Interior Anisotropik oleh Gravitational Decoupling
Dari kondisi pencocokan (3.59) didapatkan kesimpulan bahwa solusi
eksterior Schwarzschild akan kompatibel dengan materi bagian dalam bintang
secara umum apabila memenuhi syarat a(8;)z~pg. Pilihan paling sederhana yang
memenuhi persyaratan Kritis tersebut adalah
61(r) = p(r), (4.9)
yang mana apabila persamaan (4.9) disubtitusikan pada persamaan (3.26), didapat

hasil sebagai berikut

! VI@). (4.10)

2191——i+ )=+
R r2 Hr r2 T

Dari persamaan (3.30) dapat dianalisis bahwa “mimik” konstrain dalam persamaan

(4.9) setara dengan

K2611 - —f*(r) (riz 4 v’ir))

1 1 ! 1 [
==+ () <r—2+v g)) = —f*(r) (T—2+ 4 m)

r
1 1 v
== (F ) +r0) (r—z +2 i”)
1
frr) +ul) = ST e Z9)

frr) =—pl)+ (4.11)

1+rv'(r)

Kemudian komponen metrik radial {1} yang baru akan didapatkan dengan
mensubtitusikan persamaan (4.11) ke dalam persamaan (3.24) dan digunakan pula
pernyataan dalam persamaan (4.2). Berikut adalah kompoen metrik radial {1} yang

akan didapatkan dari subtitusi tersebut
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p() — e = u(@) + af*(r)

e = y(r) + a (ﬂ(r) + ;)

1+1v'(r)
e = (1 — a)u(r) +a (1++v(r)>
e = (1 - )u(r) + a !
1+7 (AZZ—ITZ)
e~ M) = (1 —a)u(r) + a (%). (4.12)

Fungsi metrik interior yang digunakan oleh persamaan (4.2) dan (4.12)
mewakili solusi Tolman IV yang telah mengalami deformasi minimal oleh sumber
gravitasi anisotropik 6,,,. Kemudian apabila dalam persamaan (4.12) diberikan nilai
a — 0 maka hasilnya akan mengarah kembali kepada solusi standar Tolman IV

untuk sistem fluida sempurna. Hal ini direpresentasikan oleh gambar 4.4 berikut

Tj{{mt} i T‘:t{m} + a@f

a=0

Gambar 4.4 Solusi Fluida Sempurna Apapun Secara Konsisten Diperluas ke
Domain Anisotropik Melalui Metode MGD-Decoupling

Tahap selanjutnya adalah dilakukan pencocokan metrik interior di persamaan
(2.17) dengan fungsi metrik pada persamaan (4.2). Kemudian dilakukan
pencocokan metrik interior di persamaan (4.12) dengan solusi Schwarzschild

eksterior di persamaan (3.58) dengan nilai fungsi deformasi eksterior g*(r) = 0.
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Berikut adalah solusi Schwarzschild eksterior dengan nilai fungsi deformasi

eksterior g*(r) = 0

2M 2My\ !

Kemudian berikut adalah metrik Tolman IV yang telah terdeformasi, dimana
persamaan (4.12) disubtitusikan kedalam metrik pada persamaan (4.1) sehingga

akan menghasilkan

-1
r? A% + r?
ds? = B2 (1 arF F) = ((1 — a),u(r) +a <m>> dr?

—r2dQ2. (4.14)
Dari persamaan (4.14) dapat dianalisis bahwa, untuk distribusi massa M,, dan jari-
jari R tertentu, terdapat empat parameter yang belum diketahui, yaitu {4, B, C} yang
berasal dari solusi interior pada persamaan (4.2) dan persamaan (4.12), untuk
parameter terakhir yang belum diketahui yaitu massa M yang berasal dari
persamaan (4.13).

Pada bab 3 telah disebutkan tiga kondisi pencocokan, yaitu pada persamaan
(3.51), (3.52) dan (3.55). Ketiga persamaan tersebut merupakan kondisi
pencocokan di bagian permukaan bintang, dan ketiga persamaan tersebut
merupakan sistem persamaan tidak tertutup. Untuk menutup sistem persamaan
tersebut, perlu diajukan nilai B =1 dalam persamaan (4.2), yang mana nilai
tersebut bersesuaian dengan penskalaan waktu (time-rescaling) t — ¢ = Bt. Akan
tetapi pada penelitian kali ini nilai dari konstanta B perlu dipertahankan untuk
mendapatkan gambaran yang jelas dari efek yang ditimbulkan oleh sumber

gravitasi anisotropik 6,,. Oleh karena itu, pada penelitian ini konstanta B tidak

diajukan bernilai 1, konstanta B akan disesuaikan dengan konstanta {4, C, u}. Untuk
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itu dilakukan peninjauan terhadap kontinuitas dari bentuk fundamental pertama,
kemudian dilakukan peninjauan terhadap kontinuitas dari bentuk fundamental
kedua, seperti yang dijabarkan lebih jauh di bawah.

Kontinuitas dari bentuk fundamental pertama diberikan oleh persamaan
(3.51) dan persamaan (3.52). Dalam menjabarkan persamaan (3.51) dan persamaan
(3.52) berlaku kontinuitas geometrik r = R, hal ini dikarenakan tidak ada
penambahan sumber gravitasi anisotropik 6,,. Untuk menjabarkan persamaan
(3.51), diperlukan analisis terhadap solusi Schwarzschild interior yang
digeneralisasikan terhadap ruang-waktu Tolman IV dan analisis terhadap solusi
Schwarzschild eksterior. Metrik Schwarzschild interior diberikan oleh persamaan

ds? =e¥V Mdr2 — oA @2 _ p2402 (4.15)
Metrik pada persamaan (4.15) kemudian digeneralisasikan terhadap ruang-waktu

Tolman IV, sehingga metrik pada persamaan (4.15) akan menjadi

2
ds?> =B?(1+— |dt? — dr? —r2dQ2. (4.16)
AZ 7‘2 7‘2
(1-2)(-%)

Dari persamaan (4.15) dan persamaan (4.16) didapatkan nilai komponen radial {v}

yaitu

. R?
eV ® = p? <1 + ﬁ) (4.17)

Kemudian metrik Schwarzschild eksterior diberikan oleh persamaan
ds? = V" (g2 — e gr2 — 2402, (4.18)
Metrik di persamaan (4.16) kemudian digeneralisasikan terhadap solusi

Schwarzschild yaitu
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2M 2M\"!
ds? = (1 _ 7) dt? — (1 _ 7) dr? — r2dQ2. (4.19)

Dari persamaan (4.18) dan persamaan (4.19) didapatkan nilai komponen radial {v}
yaitu

eVt (®) = (1 - 2?1\/1) (4.20)

Kemudian persamaan (4.16) dan persamaan (4.19) disubtitusikan ke dalam

persamaan (3.51) sehingga akan mendapatkan persamaan berikut

B2 <1 + ﬁ—j) = (1 - %) (4.21)

Untuk menjabarkan persamaan (3.52), diperlukan analisis terhadap solusi
Schwarzschild eksterior dan komponen metrik radial {4} yang didefinisikan oleh
metrik Tolman IV. Berikut ini adalah komponen metrik radial {1} dalam solusi
Schwarzschild eskterior yang didapatkan dari analisis pada persamaan (4.18) dan
persamaan (4.19)

ZM)

e_l+(R) — (1 — —

= (4.22)

Perlu diperhatikan bahwa bagian kiri dari persamaan (3.52) memuat pernyataan dari
persamaan (3.19) dan juga memuat definisi nilai f*(R) dari persamaan (4.11).
Kemudian persamaan (4.22) disubtitusikan ke dalam persamaan (3.52), sehingga

akan mendapatkan persamaan berikut

(1-%)

A? + R? 2M
u(R) —ap(R) +a <;) - (1 - _)

1
pt(R) + a <—M(R) + m)

A? + 3R?
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) A2 +R?\ |_2M 423
( —“W(R”“(m)—( %) “2)

Kemudian, dilakukan penjabaran terhadap kontinuitas dari bentuk
fundamental kedua yang diberikan oleh persamaan (3.55). Untuk menjabarkan
persamaan (3.55), diperlukan analisis terhadap variabel (61)} pada solusi
Schwarzschild eksterior. Definisi dari variabel (81)7 didefinisikan oleh persamaan

berikut

* 1 +\7/
6D = — i;‘ <ﬁ 4 (VR) ) (4.24)

dimana nilai (v*)’ adalah diferensial dari persamaan (4.20) yaitu

vy = (1- %) (4.25)

Sehingga variabel (1)} dituliskan sebagai berikut

.Y I B 2M\"!
6Dk = _F<ﬁ + F(l — T) . (4.26)

Akan tetapi perlu diperhatikan kembali bahwa kondisi kesetimbangan akan dicapai
apabila geometri anisotropik bagian luar yang diberikan oleh metrik Schwarzschild
eksterior tidak memiliki nilai (g = 0). Sehingga penjabaran dari persamaan (3.55)
diberikan oleh persamaan berikut

pr — a(6D)7 = 0. (4.27)
Kemudian dengan menggunakan mimik konstrain di persamaan (4.9) pada kondisi
yang diberikan oleh persamaan (4.27) akan didapatkan persamaan berikut

pr = 0. (4.28)

Kemudian persamaan (4.28) ini disubtitusikan ke dalam persamaan (4.5) sehingga

akan mengarah ke persamaan berikut
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C? = A% + 3R?, (4.29)
Di sisi lain, untuk mendapatkan massa Schwarzschild diperlukan penjabaran
pada persamaan (4.23). Dimana variabel w(R) dalam persamaan (4.23)

didefinisikan dengan persamaan berikut

uR)=1- %. (4.30)

Sehingga didapatkan persamaan untuk massa Schwarzschild, yang dituliskan dalam

persamaan berikut

(1_@(1_%)+a A +R 2(1_%)
R A% + 3R? R

2M 2M ( A% + R? ) 2M
+a =1-

1___
a0 U A2 + 3R?

R

2M  2M, ( ZMO) a<A2+R2 ) @31)

= Y | R W Fdefy o
7 Fa A R A2 + 3R?

Akhirnya, dengan menggunakan pernyataan di persamaan (4.31) dalam kondisi

pencocokan di persamaan (4.21), akan didapatkan persamaan berikut

(. R? 2M, A? + R?
B 1+F =(1—a)(1—T)+a: m (432)

Persamaan (4.29), (4.31) dan (4.32) adalah kondisi yang diperlukan dan
cukup untuk mencocokkan solusi interior ruang-waktu Tolman IV dengan ruang-
waktu Schwarzschild eksterior. Dengan menggunakan mimik konstrain pada
persamaan (4.9) beserta persamaan (4.29), akan didapatkan perubahan tekanan
radial efektif (p,.) pada persamaan (3.15), perubahan yang terjadi dituliskan

sebagai berikut

ﬁr=p—a611
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) = C% — A% — 32 C? — A2 — 372
Prin @) = aczcaz + 2r2) - “\izcz(az + 2r2)
oy o L@ — 42 3¢
Pl @)= 202047 + 2r2)
3 (1 — a)(4% + 3R? — A% — 3r?)
p‘)‘(rr a) = 2 2 2 2 2
k?(A% + 3R?)(A? + 2r?)
_ 3(1 —a)(R* —r?)
5 (r, ) = (4.33)

k2(A? + 3R?)(A% + 2r?)°
Untuk mengetahui perubahan pada densitas efektif (p) pada persamaan
(3.14) diperlukan definisi sumber gravitasi anisotropik 83 yang memuat nilai fungsi

MGD f*(r) pada persamaan (4.11), yaitu

f* P f*l

K2r2  K2r

+<A2+r2) ,+< 44%r )
KT \az 32 +“ (AZ + 3r2)?

K2r? K2r

69 = —

69 =

Kemudian definisi sumber gravitasi anisotropik 89 dan definisi densitas biasa pada
persamaan (3.25) disubtitusikan ke dalam definisi densitas efektif pada persamaan

(3.14), seperti yang akan dijabarkan berikut ini

I S R 3
P K2r2  K2r2  K2r
p=p+aby
. (AZ + 12 )
plr.a) = K2r?2  Kk2r?2  K?r + K212

i (“' - (%))

K2r
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. 1 pooow a ap  ay
plr ) = <K2T2 oKz K2T> + (_ K2r? + K2r2 + K2r
N a " A? +1? N 4A2%r2

K272 A2 + 372 (A% + 3r2)2

@) = (1 — ayp 4 (542 H 67"
PR @) = xp K212\ (A2 + 3r2)2

6a(A? +1?)

k2(A% + 3r2)2° (4-34)

plria) =1 -a)p+

Untuk mengetahui perubahan pada tekanan tangensial efektif (p,) pada
persamaan (3.16) diperlukan definisi sumber gravitasi anisotropik 62 yang memuat

nilai fungsi MGD f*(r) pada persamaan (4.11), yaitu

* 2,VI *x/ 2
= Lol vom s ) Lo (4)

42 T 42 ;"

p ( A% + r? ) W ( 4A%r

~ \4% + 3r2 2v' ~ \(A% + 3r?)2 2
2 12 2 !

02 = s <2v +v +—r >+ Iz (v +;)

Dimana komponen radial {v, u} didefinisikan pada persamaan (4.2) dan persamaan
(4.3). Kemudian definisi sumber gravitasi anisotropik 82 dan definisi tekanan biasa
pada persamaan (3.27) disubtitusikan ke dalam definisi tekanan tangensial efektif

pada persamaan (3.16), seperti yang akan dijabarkan berikut ini
I P L’<, E)
p—4K2<2v + v+ r)+41c2 v +r
P =p—abj

~ — K " 12 21/’ ‘Lll ! 2 ap " 12 21/,
pt(r,a)—m<2v +v +T)+W(V +;)—m<2v +v +7

+aﬂl<'+2)+ L Y PR
42 v T 42\ A% + 3r2 v v T
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o 4A%r ( - 2)
4K? \ (A% + 3r?2)2 VT

. a [ A*+7r? b 2V
pe(r,a) = (1 —a)p+4K2 132 v+ v +7

a 4A%r ( - 2)
412\ (A% + 37r2)2 VT

Perlu diperhatikan kembali ketika mimik konstrain pada persamaan (4.9)

disubtitusikan ke dalam tekanan radial efektif (p,) pada persamaan (3.15) maka
akan menghasilkan pengertian berikut
ﬁr = (1 - a)p.

Sehingga tekanan tangensial efektif (5,) akan dijabarkan berikut ini

~ £ Asg ra WY R
pe(r, a) =pr+4K2 A2 132 2v'+v +T

a 4A%r ( Y. 2)
4K? \ (A% + 3r?)? Y 4

_ I 2A% +r? a 2A% + 4A%r?
pt(r,a)=pr+—2 2 2Y( A2 gF T 2 2\2( A2 2
k2 \ (A% + 31r2)(A2 +1r?) k2 \ (A% + 3r2)2(A%2 + r?)

ﬁt(rf a) S ﬁr i

o 3r2(A% + 3r?)
2\ (A2 + 3r2)2(4% + 12)

~ _ 3ar?
pt(r; a) = pT + KZ(AZ oL STZ)Z o (435)

Persamaan (4.33) — (4.35) secara berturut-turut adalah solusi fluida
anisotropik berupa tekanan radial efektif, densitas efektif dan tekanan tangensial
efektif menggunakan metode gravitational decoupling. Persamaan (4.2) dan
persamaan (4.12) beserta dengan persamaan (4.33) — (4.35) mewakili solusi analitik
ruang-waktu Tolman IV yang tepat dan tertutup untuk sistem persamaan (3.10) —

(3.12) yang telah dideformasi minimal oleh sumber gravitasi anisotropik 6,,.
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Secara khusus, menurut persamaan (3.17), sumber gravitasi anisotropik 6,
menghasilkan faktor anisotopik yang diberikan oleh persamaan berikut

L 3ar?
A(T, (l) =Pr—Pbt= K'Z(AZ + 37"2)2. (436)

4.3 Karakterstik Solusi Fluida Anisotropik

Untuk mengetahui kebenaran dari solusi anisotropik baru yang ditunjukkan
pada persamaan (4.33) — (4.35), akan dilakukan analisis fisik dengan cara
disimulasikan dalam bentuk kurva dua dimensi yang disimulasikan dengan
menggunakan program Matlab. Pada penelitian ini digunakan definisi massa M
dan jari-jari R dari data pengamatan bintang neutron LMC X-4. Nilai parameter fisik
dari bintang neutron LMC X-4 yaitu nilai massa M = 1.29 M, (dimana M, adalah
massa Matahari) dan perkiraan radius R = 8.831 km (Gangopadhyay, 2013).
Kemudian digunakan nilai yang berbeda untuk konstanta kopeling (a) hal ini
bertujuan untuk menyelidiki pengaruh konstanta kopeling terhadap perilaku fisik
dari solusi anisotropik. Untuk mempermudah karakterisasi dari solusi fluida

anisotropik, analisis fisik dibagi menjadi dua keadaan yang dijelaskan berikut ini.

4.3.1 Sektor Materi

Persyaratan pada sektor materi untuk memastikan solusi anisotropik dapat
diterima secara fisis adalah nilai dari densitas efektif, tekanan radial efektif dan
tekanan tangensial efektif harus bernilai positif ketika berada pada bagian dalam
bintang. Kemudian dalam analisis sektor materi, tekanan maupun densitas dari
solusi anisotropik harus memenuhi sifat dasar dari solusi SSSPF yaitu

diisyaratkan untuk nilainya berkurang secara monotonik pada batas tertentu. Pada



59

gambar 4.5 sampai gambar 4.7 akan ditunjukkan perilaku fisis dari densitas

efektif, tekanan radial efektif dan tekanan tangensial efektif.

w10* Densitas efektif untuk nilai alpha yang berbeda
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Gambar 4.5 Densitas Efektif untuk Nilai Alpha yang Berbeda

X 10‘5 Tekanan radial efektif untuk nilai alpha yang berbeda
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Gambar 4.6 Tekanan Radial Efektif untuk Nilai Alpha yang Berbeda

% 10'5 Tekanan tangensial efektif untuk nilai alpha yang berbeda
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Gambar 4.7 Tekanan Tangensial Efektif untuk Nilai Alpha yang Berbeda
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Dalam gambar 4.5 sampai gambar 4.7 adalah nilai densitas efektif, tekanan
radial efektif dan tekanan tangensial efektif yang diplot untuk nilai « = 0 (garis
merah), « = 0,1 (garis hijau), « = 0,3 (garis biru) dan a = 0,5 (garis hitam).
Untuk garis merah (nilai @ = 0) merepresentasikan bahwa solusi anisotropik akan
kembali kepada solusi isotropik ketika nilai konstanta kopeling dihilangkan. Dari
gambar 4.5 sampai gambar 4.7 dapat dilihat bahwa densitas efektif, tekanan radial
efektif dan tekanan tangensial efektif bernilai positif ketika berada di bagian
dalam bintang. Gambar 4.5 sampai gambar 4.7 juga menunjukkan bahwa nilai dari
densitas efektif, tekanan radial efektif dan tekanan tangensial efektif mencapai
nilai maksimum di bagian inti bintang (r = 0) dan berkurang secara monotonik
pada batas 0 < r < R.

Dari gambar 4.5 dapat dilihat bahwa nilai dari konstanta kopeling tidak
menentukan nilai densitas efektif pada suatu bintang anisotropik. Hal ini karena
pada kurva densitas efektif, pola dan nilai penurunan secara monotonik serupa
dari konstanta kopeling yang berbeda. Dari gambar 4.6 dapat dilihat bahwa nilai
dari konstanta kopeling menentukan nilai tekanan radial efektif pada suatu bintang
anisotropik. Hal ini karena sumber gravitasi tambahan 6,, menurunkan nilai
tekanan radial efektif di bagian dalam bintang seiring bertambahnya nilai
konstanta kopeling (a). Gambar 4.6 juga menunjukkan bahwa nilai dari tekanan
radial efektif menghilang (p, = 0) ketika berada di bagian permukaan bintang
(r =R).

Dari gambar 4.7 dapat dilihat bahwa nilai dari konstanta kopeling
menentukan nilai tekanan tangensial efektif pada suatu bintang anisotropik.

Dalam kasus tekanan tangensial efektif di bagian dalam bintang, sumber gravitasi
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tambahan 6,,, hanya menurunkan nilai tekanan tangensial efektif di bagian inti
bintang (r = 0) seiring bertambahnya nilai konstanta kopeling («). Dari gambar
4.6 dan gambar 4.7 dapat dilihat bahwa nilai tekanan radial efektif pada bagian
inti bintang (r = 0) sama dengan nilai tekanan tangensial efektif di bagian inti
bintang (r = 0), hal ini berarti tekanan pada bagian inti bintang anisotropik sama
dengan tekanan yang ada di bagian inti bintang isotropik. Hal yang menjadi ciri
dari bintang anisotropik adalah nilai tekanan tangensial efektif akan mengalami
titik balik ketika menuju permukaan bintang. Hal tersebut dikarenakan adanya
tekanan tangensial ke dalam bagian bintang, agar bintang menghasilkan gaya
kerja keluar bintang. Kemudian, dari gambar 4.7 dapat dilihat bahwa nilai tekanan
tangensial efektif tidak menghilang (p; # 0) ketika berada di bagian permukaan
bintang (r = R).

Persyaratan tambahan pada sektor materi untuk memastikan solusi bintang
anisotropik dapat diterima secara fisis adalah kondisi dimana tekanan tangensial
efektif bernilai lebih besar dibandingkan dengan tekanan radial efektif (9, > p,.).
Kondisi tersebut berarti bahwa faktor anisotropik (A = p, — p,- ) bernilai positif ,
sehingga gaya anisotropik menghasilkan gaya kerja keluar bagian bintang, gaya
kerja keluar tersebut menjadi indikasi dari tingkat kekompakan suatu bintang

anisotropik. Kondisi tersebut ditunjukkan dengan gambar 4.8 berikut.
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Gambar 4.8 Faktor Anisotropik untuk Nilai Alpha yang Berbeda

Dalam gambar 4.8 faktor anisotropik (A = p, — p,- ) diplot untuk nilai & =
0,1 (garis hijau), a« = 0,3 (garis biru) dan « = 0,5 (garis hitam). Dari gambar 4.8
dapat dilihat bahwa faktor anisotropik (A = p; — p,- ) bernilai nol di titik » = 0,
hal ini dikarenakan pada bagian inti bintang nilai tekanan radial efektif dan nilai
tekanan tangensial efektif sama. Pada gambar 4.8 dapat dilihat bahwa nilai dari
faktor anisotropik (A = p; — p, ) meningkat seiring dengan bertambahnya nilai r,
hal ini berarti bahwa sifat anisotropi meningkat ke arah permukaan bintang. Dari
gambar 4.8 juga dapat dilihat bahwa pada bagian permukaan bintang (r = R),
nilai faktor anisotropik (A = p; — p,- ) meningkat seiring bertambahnya nilai
konstanta kopeling (a). Hal ini menunjukkan bahwa nilai konstanta kopeling (a)

memiliki peran untuk menentukan nilai kekompakan suatu bintang anisotropik.

4.3.2 Kondisi Energi

Dalam kerangka relativitas umum, kondisi energi adalah pemodelan yang
berkaitan dengan tensor energi-momentum yang bernilai positif pada bagian
dalam bintang. Kondisi energi memiliki tujuan untuk membuktikan bahwa energi
yang ada di dalam bintang tidak bernilai negatif, karena kondisi energi yang

bernilai negatif membuat kondisi bagian dalam sistem bintang tidak stabil. Dalam
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kondisi energi terdapat hubungan linier antara energi densitas dan tekanan dari
materi dengan mematuhi batasan tertentu. Terdapat empat jenis kondisi yang
harus dipenuhi tensor energi-momentum untuk memastikan solusi anisotropik
dapat diterima secara fisis, yaitu kondisi energi dominan (dominant energy
condition), kondisi energi kuat (strong energy condition), kondisi energi null (null
energy condition) dan kondisi energi lemah (weak energy condition).

Pertama, bagian dalam bintang harus memenuhi kondisi energi dominan
(DEC), dimana dalam kondisi DEC ini berarti bahwa fluks momentum energi
yang diukur oleh pengamat bersifat sama yang diukur oleh pengamat manapun
pada kurva bak-waktu (time-like). Kondisi tersebut diartikan dalam dua
persamaan berikut ini

p—br 20, (4.37)

p—pe=0. (4.38)
Persamaan (4.37) menunjukkan syarat kondisi enegri dominan pada arah radial,
dan persamaan (4.38) menunjukkan sayarat kondisi energi dominan pada arah
tangensial. Kondisi energi dominan (DEC) ditunjukkan dengan gambar 4.9 dan

gambar 4.10 berikut ini.
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Gambar 4.9 Kondisi Energi Dominan untuk Arah Radial
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Kondisi energi dominan untuk arah tangensial
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Gambar 4.10 Kondisi Energi Dominan untuk Arah Tangensial

Dalam gambar 4.9 dan gambar 4.10 kondisi energi dominan diplot untuk

nilai @« = 0,1 (garis hijau), @ = 0,3 (garis biru) dan @ = 0,5 (garis hitam). Dari

gambar 4.9 dapat dilihat bahwa kondisi energi dominan memiliki nilai positif

sehingga terbukti bahwa densitas efektif bernilai lebih besar dibandingkan dengan

tekanan radial efektif (5 > p,.). Dari gambar 4.10 dapat dilihat bahwa kondisi

energi dominan memiliki nilai positif sehingga terbukti bahwa densitas efektif

bernilai lebih besar dibandingkan dengan tekanan tangensial efektif (5 > p;).

Kondisi kedua adalah solusi anisotropik harus memenuhi kondisi energi

kuat (SEC), dimana energi densitas efektif secara negatif tidak bisa didominasi

oleh jumlah tekanan (fluks momentum) yang diukur oleh pengamat manapun pada

kurva bak-waktu (time-like). Kondisi tersebut diartikan dalam persamaan berikut

ini

FH ) 20,
i

P+ P, + 2P, = 0. (4.39)

Kondisi energi kuat (SEC) ditunjukkan dengan gambar 4.11 berikut ini.
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Gambar 4.11 Konrdisi Energi Kuat

Dalam gambar 4.11 kondisi energi kuat diplot untuk nilai @ = 0,1 (garis hijau),
a = 0,3 (garis biru) dan @ = 0,5 (garis hitam). Dari gambar 4.11 dapat dilihat
bahwa kondisi energi kuat terbukti memiliki nilai positif (g + p,- + 2p; = 0).

Kondisi ketiga adalah solusi anisotropik harus memenuhi kondisi energi
null (NEC), dimana salah satu nilai dari tekanan atau nilai dari densitas harus lebih
besar bagi pengamat yang ada di bagian geodesik null, hal ini agar NEC bernilai
positif. Dalam kondisi energi null ini, pengamat bergerak dalam ruang dengan
kecepatan cahaya, sehingga lintasan pengamat berada dalam ruang-waktu
geodesik null (time-like geodesic). Kondisi tersebut diartikan dalam persamaan
berikut ini

p+pr=0. (4.40)

Kondisi energi null (NEC) ditunjukkan dengan gambar 4.12 berikut ini.
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Gambar 4.12 Konrdisi Energi Null
Dalam gambar 4.12 kondisi energi null diplot untuk nilai @ = 0,1 (garis hijau),
a = 0,3 (garis biru) dan @ = 0,5 (garis hitam). Dari gambar 4.12 dapat dilihat
bahwa kondisi energi null yaitu jumlah dari nilai total dari densitas efektif dan
tekanan radial efektif terbukti memiliki nilai positif (5 + p,. = 0).

Kondisi terakhir adalah solusi anisotropik harus memenuhi kondisi energi
lemah (WEC), dimana dalam kondisi WEC ini berarti bahwa nilai dari densitas
yang diukur oleh pengamat manapun pada kurva bak-waktu (time-like) harus
bernilai tidak negatif. Kondisi tersebut diartikan dalam persamaan berikut ini

p+p. =0 (4.41)

Kondisi energi lemah (WEC) ditunjukkan dengan gambar 4.13 berikut ini.

Kondisi energi lemah
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Gambar 4.13 Kondisi Energi Lemah
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Dalam gambar 4.13 kondisi energi lemah diplot untuk nilai « = 0,1 (garis hijau),
a = 0,3 (garis biru) dan « = 0,5 (garis hitam). Dari gambar 4.13 dapat dilihat
bahwa kondisi energi lemah yaitu jumlah dari nilai total dari densitas efektif dan
tekanan tangensial efektif terbukti memiliki nilai positif (g + p, = 0).

Gambar 4.9 sampai dengan gambar 4.13 telah memperlihatkan bahwa
seluruh tensor energi-momentum yang ada dalam persamaan bintang anisotropik
Tolman 1V bernilai positif. Hal ini berarti bahwa keseluruhan kondisi energi telah

terpenuhi dan menjamin viabilitas fisik dari solusi anisotropik Tolman IV.

Adanya gambar 4.5 sampai dengan gambar 4.13 menunjukkan bahwa
persamaan (4.33) — (4.35) dapat diakui sebagai solusi fluida anisotropik dari ruang-
waktu Tolman IV karena telah memenuhi seluruh kondisi yang disyaratkan. Hal ini
berarti bahwa metode gravitatonal decoupling telah berhasil untuk memperluas
solusi interior isotropik menjadi solusi anisotropik yang tetap memenuhi simetri
bola. Telah ditunjukkan bahwa seluruh solusi anisotropik mewarisi akseptabilitas
fisik dari solusi interior isotropik yang asli. Khususnya, telah ditunjukkan bahwa
sumber gravitasi tambahan 6,,, menurunkan nilai tekanan radial efektif di dalam
sistem gravitasi diri (self-gravitating).

Metode gravitational decoupling ini bisa menjadi metode yang efisien untuk
menyelesaikan masalah fisik yang lebih kompleks. Sebagai contoh, untuk
memperluas solusi anisotropik dari solusi relativitas umum ke solusi sistem
Einstein--Klein--Gordon (dalam sistem seperti ini maka sumber gravitasi

anisotropik 6,,, didefinisikan sebagai medan skalar Klein--Gordon).



BAB V
PENUTUP
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil yang diperoleh dari penelitian, maka dapat diambil
kesimpulan sebagai berikut:
1. Solusi fluida anisotropik berupa densitas efektif, tekanan radial efektif dan
tekanan tangensial efektif dari ruang-waktu Tolman IV dapat ditulis sebagai
berikut:

6a(A? +r?)
Kk2(A?% 4+ 3r?)2

plra) =1 -a)p +

3(1 —a)(R? —12)
K2(A% + 3R (A2 + 2r2)

pr(r,a) =

3ar?

Kk2(A? + 3r2)?

ﬁt(rr a) = ﬁT‘ )

2. Solusi fluida anisotropik dari ruang-waktu Tolman IV berupa densitas efektif,
tekanan radial efektif dan tekanan tangensial efektif telah memenuhi seluruh
kondisi sektor materi dan kondisi energi yang disyaratkan. Hal ini berarti
bahwa metode gravitatonal decoupling telah berhasil untuk memperluas
solusi interior isotropik menjadi solusi anisotropik yang tetap memenuhi

simetri bola.

5.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya, penelitian dapat dikembangkan dengan
menggunakan solusi SSSPF yang lainnya, atau memperluas solusi anisotropik dari

solusi relativitas umum ke solusi sistem Einstein--Klein--Gordon.
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LAMPIRAN A
SOLUSI PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN

Metrik untuk geometri ruang-waktu yang memenuhi simetri bola statis diberikan
oleh:
ds? = e?Mdt? — A dr2 — 12(d6? + sin® Bd¢p?)

Memberikan elemen tensor metrik dan invers tensor metrik, yaitu :
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Selanjutnya untuk semua komponen, simbol Christoffelnya mengacu pada
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lez = —re™? F133 = F331 = %
Iy =—rsin?0e* I = =tat B
I'4 = —sinf cos 6

Tensor Ricci :

Ry = 0,18 — 9,T%, + T4 T4, — TETY,
Untuk komponen tensor Ricci diagonal :
Rup = 0a Ty — 0,Tay + %Ffa — g Ffu
Roo = 04150 — aurgo 7 Fo"‘olfa i gﬁrfo
Roo = 01090 — 0 + r‘01011[51 y (F(?ﬁroﬁo Pl Folﬁrﬁ))
Roo = 01Tgp + T (Tgh + Ty + T2 + T31) — TeiTge — Tool'to

! 7 ! ! 12
Y (le(v—x)) AR (PEY <V_ R E) Y Lo-n
r

00 =57\ 2 2 22 2
VII vl vl vl ll 2 VIZ
Ry = 76(1/_/1) + ? W - /1’)8(1/_/1) + ?e("_’u <? + ? + ;) = 76(1/_’1)

R (V_A) V” + VIZ vl/’ll + VIZ + VIAI + vl VIZ
="e —— —— o B —_—
00 2 VL2 Dy e 1\ T
V” vl VIAI VIZ
Ryp=eV | —+———+—
00 2 r 4 4

Riy = 0T — 0T + LT, — TS,

Ryy = 03T} — 0, (TS + T + T2 + ) + T4 TS
—(fTs; + DTl + T2y, + 1Tl )

Ryy = 0Ty — 0, (Tgy + Ty + T3y + T54) + TH (Tgy + Ty + T5 +T5)
—(T{oTor + Tl Ty + THTS + TsT5,)

P AN N L AW A v’2+/1’2+2
UW=ar\2/) or\2 2 ") 2\2 2 r 4 4 " y2



Rya = 0,155 — 0,15, + Fzzr‘/fa

Ry = 0113, — 0,13 + ThTh, — (T3eTf, + TZrS, + 03Tl )
Ryy = 01T — 0,08, + TH(Tgy + Ty + T3 +T3)
_(F212F122 + F221F212 - F233F332)

12 = (—e ) = cot) + (- re—l)<”'+”+2>

rers,

D, T

1 1
— (—re"l— — ~re=* + cot? 9)
r r

1 T cos? 6
Ryy =—e*+1le* + by re* <— +=+ ;) +2eh — =

r(v' = A/
RZZ :1—6_1<¥+ 1>

R33 = 0,33 — 03055 + F33F;a

Ry = (01133 + 0,153) — 0 + (F33F;§1 4 F33F;§2)
B B B
— (T, + DTl + T5,18)
Ryz = (01135 + 0,135) + [35(I5y + Iy + T3 + T3) + TET5,
—T5505 — TE5I5s — (T3 155 + ThIE)

B
ﬁF

d 5} A 2
R.3= o (—rsin?0e™*) — 0 (sin 8 cos @) — r sin? e % (— + =+ —>

+ 2sin? 8e~* — sin 6 cos 6 cot §

v+ A
R33; = —sin?6e™* + rA’sin?fe~* + sin? 6 — sin299_1< 7 i + 2)

! !

R33 = —sin?fe~* (1 -7+ r> + sin?0

v =

Rys = —sinZGe"1< T+ 1) + sin?6

v =X
R33 = sin?6 (1 — e_’l( > + 1))

Sedangkan komponen non-diagonalnya

Ry, = aarm a0 1t F01Fﬁ

e — 65T



Ro1 = 0olg1 — 0 + F01F[§0 IS0t
Ro1 =0
Rop = 05T¢s — 0TS + T&TE —T&TE,
02 = Oaloz — 09 02lge —lopla
Ro2=0—-0+0— FOOF(QZ I§ilTaz
ROZ =0
Ros = 0,1, — 0TS + T&Th — T&TE,
03 = Oaloz — 0 03lge ~lopla
Ry3 =0—0+0— OBFf3
R03 = O
_ a _ B ﬁ
Ry, = 9,T% — 0,7, + rlzrﬁa rert
Rip = 0,Tf, — 01T, + THT ﬁz — (TfoT; + Tfilay + THIZ + TH5T5,)

d

1
Riz = %<;) — 0113, + TLT3, — Tiplgy — [Ty — TAI5, — I5T5,

Ry =0 ——(cote) + ( ) (cot8) —0—0-0- (1> (cot )
R, = 0

Ri3 = 0I5 — 01Tg3 + F13F/§a
Ryz = 05If3 — 0 + F131133 — (TfoTas + IfiTas + T3T%s + TI)
Ri3=0

B
FBF

Ryz = 0TS — 0,1 + T4, — T5HTL,
Ryz = 83T — 0 + THIY, — (T3l + T2Tl, + T304,

R, =0
Selanjutnya, empat tensor Ricci yang memiliki nilai tidak sama dengan nol
memberikan tensor Ricci campuran sebagai berikut:
Rg = g% Ry
v v v v’2>

R(()) =e Vel <7 + - T-i— T

,VII ,VI ,VIAI vlz
MR CAN TR O



- (1-en ((20)

1 e t/r(v' =X
RZ=—-=+ <( )+1>

rz2  r2 2

1 r(v' — 1)
3 _ 20 _ cin2p A
R; = Tein? o (sm 6 —sin“fe < > + 1>>

1. e (r(v = 1
R3 = + <( )+1)

r2  r2 2

Komponen R[j memberi skalar kurvatur R

R = R)+R} + R> + R}

-~ VII vl vl/’{l ,UIZ L ,VII /1/ Vl/ll ,VIZ 2
R:€ 7+7—T+T +e e — = | ==

2e A (r(v/ = X'
+ > (( )+1>

r 2

B s 2y v v’/1’+v’2+(v’—/1’)+ 1 2
B N r 2

Menggunakan persamaan Einstein dalam bentuk persamaan tensor campuran

72

diberikan oleh

1
R} - Ec?ffR = —k?T)
dimana tensor energi-momentum untuk fluida sempurna dalam bentuk persamaan

tensor campuran diberikan oleh

Ty = (p + puu’ — pgy
dengan bentuk sederhana bagi tensor energi-momentum pada fluida sempurna
p 0 o O
Tﬂ _ 0 —Pp 0 0
v=i0 0 —-p O
0 O 0 -p
Sehingga didapatkan solusi persamaan Einstein untuk komponen (00), (11) dan (22)

yaitu



vy vt (=X 1 1
—e-’l<———+—+( )+—)+—

2 4 4 T 2 2
v (w-=-1) 1 1
k2 — Al _ _
p (r T r2> r2

2 r T 4
v vy v'? wv'=-21") 1
e/ 3 R s | W 3
¢ <2 4 + 4 + T +r2) r2
A=) 1 il
—kfp=e Al ———— <7 _ =
- ( 7 r r2> r2

1 1
K*T3 = —kTS = R} — 5 63R = R} — - 63R

1 e?(r(v'=-2)
2y — —
k“p 762+ 2 < > +1>

Vit A=A 1 1
—e"1<—— + +( )+T—2>+—

2 4 4 i r2
B\ <(V 2r & ri2>
_e_l<v7”_v;l’+ (v T/l)+r2>
—k?p = —e™* - ;f’ - (vzrl’)>

2
2=
—k*p = ﬂ( v 2 - ))

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



B

KOMBINASI LINEAR DARI PENYELESAIAN PERSAMAAN MEDAN

LAMPIRAN
EINSTEIN
1 X 1
— -2
Kp = e (72‘7)*72

1 Vv 1
g2y — oA 4 _
K°p e <r2+r>+r2

1 2(v'=A'
—Kk’p = —Ze_’l (21/” —v'A +v"?+ —( » )>

Untuk menyelesaiakan kombinasi linear dari persamaan (1.B), (2.B) dan (3.B) :

Eliminasi Persamaan (3.B) dengan persamaan (2.B)

vz (-

V” le
O=e*-————
e ( > 4+

W
4 7 ¢

/ 12

f S B ) TE
0=—-—=+e* =+ ————
r2 2 i 2 4 4
v v k) 1
A= [ |
2 ¢ ¢ ( A MEV, rZ) r2
Zoy'y (W) 2 2et

iy ¥ 2 v 2
2~ — N\ =/ -2
—K*p Ae <—2+7)—€ <_T_3+T_T_2>_T_3
L A (1 5 ) e~2 2 Yy 2
P = K2 \r2 p K2 s, Wi "2 K2r3
) 2 A ) e 2 v
PE T Kzrz_/lp_? 3 2
et v? VA WH+A) 2 2et
K2 2r  2r r2 r3 3
, A Iy e A v vy
p K272 p k2 \r2 2r 2r
Iy et v VN A XNe /1
P = p K2 2r  2r K212 k2 \r?

(1.B)

(2.B)

(3.B)



e—/'l ,UIZ N VI/'{I (4 B)
2r = 2r '

Kemudian eliminasi persamaan (1.B) dengan persamaan (2.B)

ﬁ@+m=f<—3ﬁ
r

o A v

pTp 2 r -

v’( L A e (v 4 3 (5.8)
7 R NP = k2 \ 2r 2r '

Kemudian subtitusi persamaan (5.B) ke persamaan (4.B), didapatkan

p=->@+p) (68)



LAMPIRAN C
KOMBINASI LINIER DARI PENYELESAIAN PERSAMAAN MEDAN
EINSTEIN UNTUK SUMBER GANDA

1 1 X
_ -1
—Kk%(p+ abd) = G te (rz — r> (1.0)
1 1 v
_ -1
—k?2(—p + abl) = - te (rz + r) (2.0)
J: 2=
—Kk%(—p + ab?) = Ze"1 (21/” — v +v'?+ 20=4) . )> (3.0)

Untuk menyelesaiakan kombinasi linear dari persamaan (1.C), (2.C) dan (3.C) :
Eliminasi Persamaan (2.C) dengan persamaan (3.C)

—K*a (67 — 63)

1 ik W A VIC I Vi K GV
=——+e"1<—+—)+e_’1<——— + _! )>
it 2r

_ 72 2 4 A
-watet 6D = o (54 G222
v = _%'2 + VI;I + (VI:X) +r2_z‘ Pl Zr_e;

Kemudian Persamaan (2.C) diturunkan terhadap r

2 ’ 187 2 _— 1 V, i 2 V” V,
—K (—p +(l(91))=r—3—/1€ T'_2+? + e _T‘_3+T_T_2

; N 2 A 5 ) 1
(b +a®)) =~ o+ (- (-p + 6D + )

2 2 T 2

-1 A 2 1 ’ ’

e 2e* v vzl (A 2
2,002 1y,1

_E<_2" (07 — 00" — <7 = )

2 ! e 4 2 v
’ 1N/ __ ! 1
—p' +a(6r) __K2r3_A(_p+91)+,€2r2__<_r_3_r_2>



2r  2r 2 r3

e"1< v'2 VA (W) 2)
+—+ +

!

, , , A 2a
-p' +a(6]) = -2 (—P+911)+W+7(922—911)
e /A v vy
—_ ___+_
k2 \rz2 2r 2r
2 et v'?% V)
v +aol) =2 (p ol + 225 — o) - (-2 -20)

2 2r  2r
’ A MNe /1 +v’
K212 K2 \r2 r

2a et v v}
o O T BV s £ B R O,
p' + a(6i) A(-p+6;)+ - (63 — 61) 2 ( o 27‘)
+A'(—p + 6])
2a e vZ2 VI
L T L o WO A4C
p' +a(6;) . (67 —01) = ( o 2r> (4.C)

Kemudian eliminasi persamaan (1.C) dengan persamaan (2.C)

AV
—1*(p + p)—Kk’a(6y — 6]) = e <—? 74 7)

-1 1] 7
(p+p)+a(d —6]) = —e—<—£—v—>

K2 2 W2
v/ V' a0 L guyil W W (5.0)
E(P"‘P)*‘ECZ( 0~ 1)__F T T o :

Kemudian subtitusi persamaan (5.C) ke persamaan (4.C), didapatkan

! !

2a % v
-p'+a(6]) = =03 -6+ (p+p) +zaf -6 (60

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



LAMPIRAN D
KOMBINASI LINIER DARI PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN UNTUK (a = 0)
DENGAN &(r) = v(r)

1 !
—K2p=—r—2+f—2+ﬂ7 (1-D)
oot 1+v’ (2.D)
FPETRTHR 2T '
2 _E " 12 ZV, ‘u_,( i/ E) 3D
Kp =7 2v''+ v +_r +4V+r (3.D)

Untuk menyelesaiakan kombinasi linear dari persamaan (1.D), (2.D) dan (3.D) :

Eliminasi persamaan (3.D) dengan persamaan (2.D)

2V 4 4 ! 2 il
0=E<2v”+v’2+—————)+M—(V’+—>+—
T 4 r

4 r r2 r2
{ 2 v 4 4y
—M—<v’ —)——=2v”+v’2+—————
U r] ru ¥2 %
IVI ! 2 VIZ vl 2
”:_‘u__‘u_____ as T S

Kemudian Persamaan (2.D) diturunkan terhadap r

2'—2+'1+VI+ 2+v” V'
Kp_r3 K =4 K & WAy

1., 1,12
0 uv uv

= . 4.D
P = oxtr ~ 2ier (4.0)
Kemudian eliminasi persamaan (1.D) dengan persamaan (2.D)
A _H
k'ptp)=—-=
! .7 1,12
v _ kv uv
2 (p+p)= Ricil * 2K%r (5.D)
Kemudian subtitusi persamaan (5.D) ke perssamaan (4.D), didapatkan
V,
p'=—5({p+p) (6.D)

2



LAMPIRAN E
KOMBINASI LINIER DARI PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN YANG
MEMUAT SUMBER GRAVITASI 6

gy =L 41 (LE)
r r
1 v
el = f Q3+7> @E)
f* v’ f*’( 2)
— 12 Q2P L iz 2 s ’ “
K“6% 2 2v" +v +2r 4 2\ +r (3.E)

Untuk menyelesaiakan kombinasi linear dari persamaan (1.E), (2.E) dan (3.E) :

Eliminasi Persamaan (2.E) dengan persamaan (3.E)

/] !

f* v f*'( 2) 1 %
A 7)) il " 2 — VAL ) e O
K“05 + Kk°0; % 2v' +v +2r +4 v+r Vi r2+

T
< 2v 4 4y d 2
—K2(922—911)=%<2v”+v’2+7——— >+f <v’+—)

r2 T 4 T
f*, 2 f* Zvl 4 f*
2 2 1 ! 2 - "
263 =)~ v+ )~ {vi- T ) =5
2K? f*’ i vy i I
_ 92_01 w _ | - A A B
f*(2 1) f*<2+r) =~ Ve ¥

Kemudian Persamaan (2.E) diturunkan terhadap r

b e (1 V' i e _aVr
2@ = (Z+Z )+ -5+ =5

@ty =L

K2

, f*’ 1 V' f* 2 V'
O =—g\mt7)alrte




* ’ * 12
@ =-Lopeiw-an+ L3 “5)

Kemudian eliminasi persamaan (1.E) dengan persamaan (2.E)

f* f*l 1 V,
_ 200 291:_ A o i
K“0y+K“0; r2+ " f r2+

r
EX4 ,VI *
—~(eg—on =1L
r r
vlf* f*l
O @iy = _
(00 61) KZT KZT
VIZf* lef*I

Y 0§ - oD = 55)

2k?r  2K%r
Kemudian subtitusi persamaan (5.E) ke persamaan (4.E), didapatkan

!

(01 == (6~ 01) + (68 ~ 1) 6E)



LAMPIRAN F
SOLUSI SCHWARZSCHILD

Dari lampiran A, didapatkan nilai komponen Ricci yang memiliki nilai adalah

,VII ,Vl ,VIAI ,VIZ
ROO — e(V—/'D (7 + 7 —_ 2 + T) (1F)
V” /1/ vl/ll VIZ
R11——7 7+T——4— (2.F)
rv' =2
R22 =1—e4 ( 5 )+ 1) (3F)

vi=2
R33 = sin%6 (1 = e"1< 5 1)) (4.F)

Selanjutnya untuk medan gravitasi di bagian luar dan jauh dari sumber maka tensor

Ricci akan memenuhi persamaan

= U (5.F)

,VII V, ,VIAI ,VIZ

iy W e 6.F
S A (6.F)
1/I/ /1’ ,VIAI vlz

o S SN 1.F
Ty " (7.F)
r(v = A’

e‘l <¥+ 1) —-1=0 (SF)

Kemudian eliminasi persamaan (7.F) dengan persamaan (6.F) sehingga

memberikan

—v' =X
2

=0 atau A +v' =0 (9.F)

sehingga A’ + v'=konstan. Selanjutnya, dengan digunakan syarat batas di kejahuan
yaitu r — oo, ruang adalah datar sehingga v dan A lenyap. Di dalam limit ini,

elemen garis ds? akan tereduksi menjadi bentuk Minkowskian. Sehingga

didapatkan



AM4+v=0-v=-1 (10.F)

Kondisi ini membuat persamaan (8.F) menjadi

V(v +1) = %(re”) _q (1LF)
dengan mengintergasikan persamaan (11.F), maka akan didapat
[d(re) = [dr
reV =r—2m
2 (12.F)

ev=1-—
i

dengan (—2m) adalah konstanta integrasi yang memiliki keterkaitan dengan massa
sumber. Kemudian dari persamaan (12.F) akan didapatkan elemen garis yang baru,

yaitu

=14

2m 2m
ds2ed (1 - 7) Ay (1 i 7) dr? — r2(d6? + sin20d¢?)  (13.F)
Persamaan (13.F) dikenal sebagai elemen garis Schwarzschild atau solusi
Schwarzschild. Elemen garis atau metrik ini menggambarkan medan gravitasi di
luar sumber yang bersimetri bola dan tidak bergantung pada distribusi materi di
dalam sumber atau p = konstan. Metrik tersebut akan bernilai tak hingga ketika

r = 2m, jarak r = 2m ini disebut sebagai jari-jari Schwarzschild.



LAMPIRAN G

SKRIP PLOT KURVA UNTUK SOLUSI TOLMAN IV ISOTROPIK DAN

ANISOTROPIK

1. Skrip plot kurva untuk nilai densitas pada solusi SSSPF Tolman 1V.

A = 2199.8915758;

C = 533.875442Z;

v = 0;

M= 11:

for i=0:0.1:8.831

N = (3*AZ+A% (3*C+(T7*r"2) ) +2*r 2% (CH+(3%x"2) ) )/ (B*pi*C* (A+2+%x"2)"2)

M= [N r N:
r = r+l.1;

end

H

plot (M({:,1),M(:,2))

ticle('Nilai densitas pada solusi S35PF Tolman IV'):
xlabel('rC (k) ')

vlabel (' rho (gm/fcm”3')

2. Skrip plot kurva untuk nilai tekanan pada solusi SSSPF Tolman 1V.

=

3 —

|2 = 295.5157509;

C = 533.875442;

= = 0

¥ =11:

for i=0:0.1:8.831

N = (C-A-(3%£°2))/ (B*pLiiCH (A+2%E72]) ;

M =[M; r N];
= E R

end

S

plot (M{:,1),M(:,2))

tacle('Nilai SPF Tolman IV'):
xlabel('r

vlabel('p

3. Skrip plot kurva untuk nilai rasio dari tekanan dan densitas pada solusi SSSPF

Tolman V.

o
L e e N e

288993 57559
533 ATS5392:
[uf

M= 11:

for 1=0:0-3:=B.B31

N1 = (C-A—(3*rc"2))/ (BFpi*C*(A+2*r"2));

NZ = (3%A"2+A*(35C+(7*r"2))+2*e"2%(C+(3%"2)))/ (BFpi*C* (A+2%£"2)"2);

N = N1/N2;

=[N rHN:

r = r+0.1;

=nd

M

plot (M(:,1),Mi:,2))

title('Nilai rasio dari tekanan dan densitas pada solusi 333PF Tolman IV')
xlabel('r k) ')

vlabel('p/ " rhao idyns cm/gm) ')

Skrip plot kurva untuk densitas efektif untuk nilai alpha yang berbeda.

0; sa=alpha

299.915759;

533.875442:;

o;

[1:

i=0:0.1:8.831

((1-a) * [3FA 24A% (3*C+(THE 2) ) 42FE 2% [C+ (3#E72) ) )/ (BFpi*CH (A42#r~2)~2) ) +{ [E%a* (A+r°2) )/ (B*pi* (A+3+E°2) 2] )
M= [M r N:

r = r+0.1;

[ T I I A

M
a=0.1;
A = 299.915758;



47 -
48 -
48 -
50 —

—m

UGS -]
=1
2o

moRIo =S Hhoo O
o o
n I oo oo

zg»unn:umﬁo
Moo ]

=]
i H

LI A= = S T - B T AL .

(=]
=]
=

= 533.87544Z;

o:

[1:

i=0:0.1:8.831

((1-a) * (3FATZHAY (3*CH(THE™2) )42 %" 2% (CH(3*c™2) ) )/ (B*pLi*CH (A2 7" 2) "2) )+ ((E%a* (A4x"2) )/ (B*pi* (A+3*C"2)"2) ) ;
[0; r N]:

r+d.1;

0.3;

299.915759;

533.875442;

a;

[1:

i=0:0.1:8.831

((1—a) * (3%A~Z4+A* (3*CH+(THr"2) J42*E 2% (CH(3*r™2) ) )/ (B*DLi*CH (A42%r~2)~2) ) +( (E*a* (A+T~2) )/ (B*pi* (A+3%r~2)~2))
[P: r N]:

r+d.1;

0.5;

299.915759;

533.875442;

25;

0:

[1:

i=0:0.1:8.831

{(1-a) * (3*A*2+A* (3*C4+(T*r 2) )42 2% (CH(3*r"2) ) )/ [B*pi*C* (A42%r"2)~2) ) H((E*a* (A+r"2) )/ (B*pi* [A+3+r"2)72));
[Q: r N]:

= =incalo

plot (M{:,1),M(:,2),'r',0(:,1),0(:,2),'—o',P(:,1),P(:,2),':b',Q(:,1),0Q(:,2),'-.k")
title('Densitas efektif untuk nilai alpha yang berbeda'):

xlabel('r (Jm)

1

ylabel(''rho'sim (gm/em"3)')
legend|('\alpha=0','\alpha=0,1','%\alpha=0,3','\alpha=0,5')

Skrip plot kurva untuk tekanan radial efektif untuk nilai alpha yang berbeda.

= a = 0: sa=alpha

2 A = 299.915758;

SHES R = 77.886561;

wl= r = 0;

5 - M= []:

& — for i=0:0.1:8.831

7 - N = (3%({1-a) *(B-r~2))/ (B%pi® (A+37*R) * (A+27r"2));
B — M= [M; £ N].

g - r = c+0.1;

10 - end

1- n

12 — a=0.1;

13 - A = 299,91575%9;

14 - R = 77.886561;

15 = r = 0;

18 - 0= [1:

WHi|= for 1=0:0.1:8.831

18 - N = (3*(1-a)*(R-£"2))/ (B*pi* (A+3*R) *(A+2*r"2));
1N= o [C; £ N];

2075 r r+d.1;

21 = end

= - B

23 - a = 0.3;

24 — A = 299.915759;

25 = R = 77.886561:

26 — T i

27 - Po=11:

28 — for 1=0:0.1:8.831

20 — N = (3*(1-a)*(B-r"2) )/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2*+r°2));
30 - P = [PTEENNG.:

ST = r = e+0.1;

3z - =nd

33- P

34 - a = 0.5;

2= A = 299.915759;

38 — B = 77.89885&1;

37 = r = 0;

38 — Q= 1[1:

39 — for i=0:0.1:8.831

ag — " (3% (1-a) *(R-r"2) ) / (B%pi* (A+3*R) * (A+27r"2) ) ;
L= Q= [2; r NI;

4z - r = r+0.1:

43 - =nd

a4 — Q

45 — plot (M{:,1),M{:,2),'c',0(:,1),0(:,2),'——g',P(:,1),P(:,2), :b',0(:,1),0Q(:,2),'-.K")
48 — title(' Tekanan radial efektif untuk nilai alpha yang berbeda'):
a7 — xlabel{'r (km) ')

48 — vlabel('pr'.sim (dyn=/cwm"2) ')

49 - legend('‘alpha=0', ' alpha=0,1','"alpha=0,3',"' ' alpha=0,5")

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Skrip plot kurva untuk tekanan tangensial efektif untuk nilai alpha yang

berbeda.

1- | =o0: sacalpha

dl= A = 295.915758;

2= R = 77.88&581;

= r = 0;

5 - M= []:

& - for 1=0:0.1:8.831

7 - bl ((3%(1-a) * (B-r~2) )/ (B%pi* (A+3%R) *(A+2%r"2) ) ) +((3%a*r~2)/ (BFpi% (A+37r"~2)"2));
8 — n [H; & N]:

8- r = c+0.1;

10 - end

11 - n

= a=0.1;

13 - A = 299.91575%;

14 - B = 77.898&85&1;

15/ = r = 0;

18 - 0= 11:

17 - for 1=0:0.1:8.831

18 - N = ((3*(1-a)*(R-r"2))/ (B*pi* (A+3*R) *(A+27*c"2)))+((3*a*c"2)/ (B*pi* (A+3*r"2)["2)):
all| 0= [0; £ NI;

20 - F = il

21 ¥ end

| — B

23 - a = 0.3;

24 — A = 299.915759;

251 = R = 77.886561:

26 — = = IR

27 — BE= Jif] ;

28 — for i1=0:0.1:8.831

20 — N = [(3*%({1-a)*(R-r"2))/ (B*pi* [A+3*R) * (A+2*r"2) ) ) +((3*a*c"2)/ (B+pi* (A+3+r°2)"2));
30 - ES [B: & NJZ

SIS BN =" F

32 — “end

25— .|

34 = a = DOE5e

2E1= A = 299.915739;

38 - B = 77.986561;

37 = r = 0;

38 - o= []:

39 — for i=0:0.1:8.831

40 - N = ((3*(1-a) *(R-r"2) )/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2*r"2)))+((3*a*c"2)/ (B*pi* (A+3*c"2)"2)):
a1 - Q= [Q rN]:

4z — = = el

43 — end

44 — Q

a5 — plot (M(:,1),M{:,2),'r',0(:,1),0(:,2),' —a',P(:,1),P(:,2),':b',Q(:,1),0(:,2),'-.k")
48 — title('Tekanan tangensial efektif untuk nilai alpha vang berbeda');

a7 — xlabel (‘r (km)')

48 = ylabel ('ptisim (dyn=/cm™2)')

43 — legend|('\alpha=0','‘alpha=0,1','‘alpha=0,3',''alpha=0,5')

Skrip plot kurva untuk faktor anisotropik untuk nilai alpha yang berbeda.

1= | =0.1; sa=alpha

g - A = 299.915759;

- R = 77.98&6561;

Cy — r = 0;

59 @= [1:

& = Wil=] foE =0 AR B3

T = im = {(3%(1-a) *(R-r"2))/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2*c"2) ) ) +( (3*a*c"2)/ (B*pi* (A+3*x"2)["2)):
g8 - B.= {3%(1-a) *(R-c"2))/ (BXpi* (A+3*R) * (A+2*c"2)):
9 - N = m-n;

10 — 0 =10:; £ N]:

11 - r = r+0.1;

1z - =nd

S

14 - a=0.3;

15 - A = 299.91575%;

1l - B = 77.98&5&1;

i = r = 0;

18 - P = 11:

Al for i=0:0.1:8.831

20 — m o= ((3*%(1-a) *(B-r"2))/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2+r"2) ) ) +{ (3*a*r 2]/ (B*pi* (A+3*r"2)"2));
21 - n = (3¥(l-a) *(R-r"2))/ (8%pi* (A+3*R) * (A+Z*E"2)):
22 — N = mw-n;

23 - P = [F; r N];

24 - r = r+0.1;

25 — end

26 — P

27 - a = 0.5;

28 - A = 299.915759;

29 — B = 77.9885&1;

30 - r = 0;

31 Q=1]:
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3z - for i1=0:0.1:8.831

33 - ™ ((3%(1-a)* (B—r~2) )/ (B*pi* (A+3*E) * (A+2*r~2) ) ) +( (3*a*r"2)/ (B*pi* (A+3*r~2)"°2));
34 - n = (3%{l-a)*(R-r"2))/(BFpi*(A+37*R) " (A+2%r"2));

35 - H = m-n;

36 - Q= [Qr r N]:

= r = r+0.1;

3| - =nd

39 - Q

40 - plot (O(:,1),0(=,2),"'——a',P({:,1),P(=,2),":b',Q(:,1),Q(:,2),'--k")
a1 - title('Faktor anisotropik untuk nilai alpha vang berbeda');

4z - xlabel('r (km)')

a3 - ylabel('.Delta = ptlsim - prisim [dyns/cm*Z)')

44 - legend (' alpha=0,1','‘alpha=0,3','‘alpha=0,5'}

Skrip plot kurva untuk kondisi energi dominan untuk persamaan 4.37.

1- a = 0.1; %a=alpha

2 - A = 289.915759;

= R = 77.988581:

a - C = 533.875442;

gl= r = 0;

& — Q=

ill= for :0.1:8.831

8 — m ((1-a) * (3%A%24A% [3#C+(THE2) J+2*E 2% (CH+(3*E72) ) )/ (BFpi*CH (A+2%E~2)~2) )+ [ [B*a* (A+r°2) )/ (B*pi* (A+3%E72)72)):
g - n o= (3%(1-a)*(R-r~2))/ (8*pi* (A+3*R) * (A+2%r"2));

10 N = m-n;

1EF o =[0; © NI:

1z - E r+0.1;

13 end

14 — o

15|1= N

18 — A = 289.915759;

17 = R = 777.986561;

18 — B = SA3LHTSA IR

LB|= = e

A= P =

21 - for i=0:0.1:8.831

22 — m = ((1-a)* (3%AT24A% (3ACH(THE"2) J+2FE 2% (CH+(3*r"2) ) )/ (BFpi*C* (A4+2%E~2)~2) )+ [ (E%a% (A+r°2) )/ (B*pi* (A+3+r"2)~2)):
23 — n = (3%(1-a) *(R-r"2) )/ (B¥pi* (A+3*R) * (A+2%r"2));

24 — N = m-n;

25 — P = [P; r N]I:

28 — = r+0.1;

27 — end

28 = B

2E|= a = 0.5;

30 - A = 299,915759;

31 - B = 77.986561;

32 EN=NS3IINHT 0442

33 - r = 0;

34 - Q=1I1:

35 - for 1=0:0.1:8.831

3E — m = ((l-a&) ®(3FA~2+A% (3FC+(TFr"2) ) +2Fr"2 % (C+(3*r"2)) )/ (BFpi*C* (A+27r~2) 2] ) +( (E%a* (A+r~2) )/ (B pi® (A+37r~2)~2));
37 — n = (3%(l-a)*(B-r~2))/ (8%pi* (A+3*R) * (A+2%r"2));

38 - H = m-n;

39 - Q= [Q; £ N];

40 - o =T el

ai - end

42 — Q

43 - plot (O{:,1),0(:,2),'--g',P(:,1),P(:,2),":b',0Q(:,1),0(:,2),'-.K'")
a1 — title('Kondisi energi dominan untuk persamaan 4.37'):
a5 — xlabel('r')

46 — vlabel(''rho'sim - pr'sim')

47 — legend('‘alpha=0,1',"'"alpha=0,3', "' alpha=0,5")

Skrip plot kurva untuk kondisi energi dominan untuk persamaan 4.38.

1- a = 0.1; sa=alpha

2= A = 299.815759;

= R = 77.98&85&81;

4= C = 533.875442;

El= r = 0;

& — o= [1;

- for 1=0:0.1:8.831

8 — m = ((1-2) F{3FATZHAF(3FCH(TFE 2] ) 427 27 (CH (372 ) )/ (BFpi7Cr (A+27r"2)"2) )+ ( (E7a% (A+r"2) )/ (B piT(A+37c°2)"2) ) ;
g= n = ((3%{1-a)*(B-r"2) )/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2%"2) ) ) +((3%Ta*c™2)/ (B*pir (A4+37%c"2)"2) )
100 = M = m-n:

wl|= Q= [0; £ N]:

il )= r = r+d.1;

13 - end

14- 0

15 = a = 0.3;

16 — A = 199.8915758:;

1T = R = 77.98&581;

1B = T = 533.87544z2;

dE|= r = 0;

20 — Po=[]:

21 — for 1=0:0.1:8.831

22 — ?m = [ {1-a) ®* (3RANTHAK (3HCH(THEND) | +24r 2% (CH(3¥E72) ) )/ (BADI*CH (A+2#r°2)~2) )+ (Era* (A+r"2) )/ (Brpi® (A+3%r°2)°2)) ;
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23 — no= [(3%(1-a)*(B-¥"2))/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2FE~2) ) ) +{(3*¥a*E~2)/ (BFpi* (A+3%r°2)"2))
24 — N = m-n;

25 — P = [PF; £ NI;

26 — r = r+0.1;

27 — =nd

8- P

29 — a = 0.5;

30 - A = 299.915759;

Hil|= R = 77.988581:

i|= C = 533.875442;

33 - r = 0;

34 - 2= 11:

35 - for 1=0:0.1:8.831

36 — m o= ((1-a) ¥ (I*ANZHA* (3FCH(THE2) ) 424 2% [CH{3*r"2) ) )/ (B*pi*CH (A42+%r°2)~2) | +( [E*a* (A+r 2] )/ (B*pi* (A+3*r 2)"2));
37 — no= ((3F(1-a)*(B-r"2))/ (B%pi¥ (A+3%E) * (A+27r"2) ) ) +((3%a*r"2)/ (8%pi® (A+37r°2)"2)):
38 — N = m-n;

38 = Q= [Q; r N];

40 — r = r+0.1;

A end

a2 - Q

43 — 1) ,00:,2) g G P, 1), P(:,2)," iR ,Q(:,1),Q0:,2),'-.E")

4a — ndisi energi dominan untuk persamaan 4.38');

a5 — xlabel('t')

48 - ylabel('' rho'sim - pti.sim')

a7 — legend('‘\alpha=0,1','alpha=0,3','alpha=0,5"'})

Skrip plot kurva untuk kondisi energi kuat.

1- | =0.5 %aalpha

2= A = 289.915759;

= R = 77.98B6561;

4 - LB Bk Sl eh £

&l= r = 0;

g - o= 11:

7= = for i=0:0.1:8.831

g8 - N1 = ((1-a)*(3*A 2+A* (3*C+(7*r"2))+2*c"2* (C+(3*r"2)) )/ (B*pi*C* (A+2*r"2)"2) )+ ( (E*a* (A+r"2) )/ (B*pi* (A+3*r"2)"2)):
g = | N2 = [3*(1-a)*(R-r"2))/ (B*pi* (A+3*R) *(A+2*c"2));

10 - | N3 = ((3%(1-a) *(R-¥~2) )/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2%r~2) ) ) +((3*a*E~2)/ (B*pi* [A+3%r°2)"2))
1= | N = N1+N2+2*N3:

113 | = S o) [0 r N]:

T E N TR

14 - Lem:l

Lo = o

15 — a = 1.5;

117]|= A = 299.915759;

18 - R = 77.986561;

19 - E = 533-E75992

20 - r = 0:

21 - P =11:

2z — for i=0:0.1:8.831

23 - N1 = ((1-a)*(3*A"Z2+A*(3*C+(7*r"2))+2*c 2% (C+(3*x"2)) )/ (B*pi*C* (A+2*r"2)"2) )+ ((6%a* (R+r"2))/ (B*pi* (A+37r"~2)"2)):
24 — N2 = (3%(1-a)*(R-r~2))/(B%pi* (A+3*R) * (A+27%r°2));

25 - N3 = ((3*(1-a) *(R-r"2))/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2*r"2)) ) +((3*a*c"2)/ (B*pi* (A+3*r"2))"2)):
28 — N = N1+NZ+2*N3;

27 — P = [P; £ N]:

28 - £ = el

29 - end

30 - B

L | = a=2.5;

325 A = 299.915759;

3 R = 77.986561;

34 - C = 533.87544z2;

35 — r = 0;

36§ Q=1]:

== for i=0:0.1:8.831

38— | N1 = ((1-&) % (3FA"2+A% (37CH(TFr"2) ) 427c 27 (C+(37r~2) ) )/ (BAPLrC* (A427c°2) 2] ) +( (6%a% (A+r°2) )/ (B7pi* (A+37r"2)~2));
39 - | NZ = (3%(1-a)*(R-r"2))/ (B*pi* (A+3*R) * (A+2%r"2));

40 - N3 = ((3*(1-a)*(R-r"2))/ (B*pi* (A+3*R) *(A+2*r"2)))+((3*a*r"2)/ (B*pi* (A+3*r"2)"2));
41 - N = N1+N2+2*M3;

42 - Q= [2: £ N;

43 — r = r+0.1;

44 - =nd

45 - Q

a8 — plot {O(:,1),0(:,2),' ——a',P(:,1),P(:,2),' b, Q(:,1),2{:,2),'-.k')

47 — title('Kondisi energi kuat');

ag — xlabel('r')

48 — ylabel ('‘rho'sim + prisim + Zptisim')

50 - legend('‘alpha=0,5','%alpha=1,5', '"alpha=2,5")

Skrip plot kurva untuk kondisi energi null.

1-  |k=0.5: sa=alpha
2- A= 299.915758;
3- R = 77.986561;
4- = 533.875442;
5= r =0;

& — o= 1[1:

7 £

- [lfor i=0:0.1:8.831

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



12.

8 m = ((1-a) *(3FA2H+AR(ACH(THL 2] ) +2 P 2% (CH(3*c™2) ) )/ (B*pi*C* (A+2%r"2)"2) )+ ((&*a* (A+r"2) )/ (B*pi* (A43*C"2)"2) )
g n = (3%(1-a)* (R-r"2) )/ (B*pi* (A+3*R) *{A+Z*r"2));

10 H = m+n;

11 0= [0 £ Nl;

1z r = r+d.1;

13 end

14 o

15 a = 1.5;

18 A = 299.915759;

17 R = 77.98&56&1;

18 C = 533.875441;

19 r = 0;

20 Po=01:

21 for i=0:0.1:8.831

22 m o= {1-a)*(3FA2H4AF (3RCH(TAE 2) ) +2Ar 2 (C+(3%E°2) ) )/ (BFpi*C* (A+2FE 2)"2) )+ [ (E%a* (A+r~2) )/ (B*pi* (A4+3*£°2)°2));
23 no= {(3%(1-a)* (R-r"2))/ (B*pi* (A+3+R) * (A+2%r~2]):

24 N = min;

25 P = [P; rN]:

28 r = r+d.1;

27 =nd

28 = |

29 a = 2.5;

30 A 299.915759;

31 P = 77.9865&1;

32 C = 533.875442;

33 r = 0;

34 Q=11:

35 ._T]fi:r i=0:0.1:8.831

3& m o= ((1-a)* (3FAT24A* (IACH(THE 2) J+2FE 2% (CH+(I*E2) ) )/ (BFPi*CH (A4+2%E72)~2) )+ [ (E%a% (A+r°2) )/ (B*pi* (A+3%r"2)~2)):
37 | no= (3% (1-a) *(R-£"2) )/ (B¥pi* (A+3%R) * (A4+2%E°2)) ;

38 | N = mtn:

39 Q=1[2:; r Nl:

40 r = =it

41 end

4z Q

a3 plot {O{:,1),0(:,2),'--g',P{:,1),P{:,2), :b',0(z,1),0(:,2),'-.k'
44 title ('Kondisi energi null'):;

a5 xlabel ('r'

48 ylabel (''rho'sim + prisim')

s
<}

legend (' alpha=0,5',"'alpha=1,5',' alpha=2,5")

Skrip plot kurva untuk kondisi energi lemah.

WM o- Mot bW B e

I e e e e e
P OWwoamt s Wb o

3]

= 0.5; %a=alpha

299.915759;

77.986581;

533.875442;

0;

[1:

i=0:0.1:8.831

((1-a) * (3*A"2+A% (3*C+ (T*r"2) ) +2*c"2* (C+(3*c"2)) )/ (B*pi*C* (A+2*r"2) "2) ) +( (E*a* (A+r"2) )/ (B*pi* (A+3*r"2)"2)):
((3*(1-a) * (R-r~2))/ (B*pi* (A+3*R) * (A42%r"2) ) ) +( (3*a*r~2)/ (B*pi* (A+3*r~2)"2)):
m+n;

[C: r N]:

r+0.1;

on amE D
enonon

Hh
o
=

i
%

= albo

= 280_915¢50°

= 77.9865681;

533 . B@SIa2T

= 0:

= [1:

i=0:0.1:8.831

= ((1l-a&) ® (3%A~Z+A% (37C+(75r"2) ) +27E 2% (C+(37c~2) ) )/ (BFpLirCH (A+2%L"~2) "2) ) +( (EFar (A+r"2) )/ (B pi® (A+37r~2)"2));

e
'O"‘O:Ubﬂl’\:llllﬂ»’UZDEEﬁ’OHOMbWOIUHOZDE
[

2

2

23 = ([3%{1-a) *(R-r~2) )/ (B¥pi* (A+3*R) * (A42%r"2))) +( (3%a*r~2)/ (B*¥pi* (A+3+r°2)"2)):
24 = m+n;

25 = [P; r N]:

28 = r+0.1;

27 ncl

28

29 = 2.5;

30 = 2199.815758;

31 = 77.98E65¢&1;

32 = 533.875442;

33 = 0;

34 [1:

35 for i=0:0.1:8.831

38 m = ((1-a) *(3FAZHA(IFCH(THE"Z) ) 2P 2 (CH(3*L™2) ) )/ (BFpitCr (A+2%c"2) "2) )+ ( (E*a* (A4x"2) )/ (B*pi* (A+3%c"2)"2) ) ;
a7 n = ((3%*(1-a) *(B-r"2) )/ (8%pi* (A+3%R) * (A4+2*c"2) ) )+ ((3*a*c"2)/ (B*pi* (A+3*C"2)"2) )
38 H = mtn;

39 Q=112 r Nl;

40 r = r+0.1;

41 end

42 Q

43 plot (O(:,1),0(:,2),'--g',P(:,1),P(:,2),":b'",0Q(:,1),0(:,2),'-.k")

44 title('Kondisi =nergi lemah');

45 xlabel('c')

48 ylabel (''rho'sim + ptisim')

legend('‘alpha=0,5','"alpha=1,5', " '"alpha=2,5")
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