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ABSTRAK

Unaizahroya, Isvina, 2020. Penerapan Metode Runge Kutta Pada Persamaan
Differensial Linier Orde Satu. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (1) Ari Kusumastuti, M.Si, M.Pd. (I1) Mohammad
Nafie Jauhari, M.Si.

Kata kunci: Metode Runge Kutta Orde Lima, Penurunan, Persamaan Differensial
Linier Orde Satu, Galat

Penelitian ini membahas tentang penurunan metode Runge Kutta orde
lima dan penerapannya pada Persamaan Differensial Linier Orde Satu. Penurunan
dilakukan dengan cara menurunkan f(x,y) sebanyak empat kali menggunakan
aturan rantai, Substitusikan hasil penurunan ke deret Taylor orde lima. Setelah itu,
merubah  k,, ks, ks, ks, ke dalam bentuk deret Taylor dua variabel dan
disubstitusikan ke rumus Runge kutta orde lima. Kemudian menyamakan hasil
dua langkah sebelumnya, sehingga diperoleh system persamaan yang nantinya
digunakan untuk untuk menentukan nilai konstanta dari rumus runge kutta orde
lima. Dalam penelitian ini Persamaan Differensial Linier Orde Satu disimulasikan
menggunakan metode runge Kutta orde lima dengan hasil berupa iterasi,
selanjutnya dari hasil iterasi dianalisis galat. Galat yang dihasilkan sangatlah besar
dan menjahui nol. Sehingga disarankan untuk penelitian selanjutnya untuk
memperbaiki penurunan metode runge kutta orde lima atau menurunkan runge
kutta dengan orde yang lebih tinggi.
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ABSTRACT

Unaizahroya, Isvina, 2020. Application of Runge Kutta method on linear
differential equations of first order. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Islamic State University of Maulana
Malik Ibrahim Malang. Advisers: (1) Ari Kusumastuti, M.Si, M. Pd. (1)
Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Keyword: Fifth order Runge-Kutta method, Derivation, linear differential
equations of first order, Error

This study discusses the derivation of the five-order Runge Kutta method and
application of the linear differential equations of first order. Derivation is done by
deriving f(x,y) as much as four times using the chain rule, The result substituted
for the five-order Taylor series. After that, change k,, k3, k4, k<, into the form of a
two-variable Taylor series and substituted into the five-order Runge Kutta
formula. Then equate the results of two steps, so that the system obtained the
equation that later used to determine the value of constants of the formula five
order Runge Kutta. In this research linear differential equations of first order
simulated using the five-order Runge Kutta method with the result of iterating,
then from the iteration results are analyzed for errors. The resulting error is very
large and avoids zero. So it is suggested for further research to improve the
reduction of the fifth order runge kutta method or to reduce the runge kutta with a
higherorder.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan yang menyangkut satu atau lebih fungsi (peubah tak
bebas) beserta turunannya terhadap satu atau lebih peubah bebas disebut
persamaan diferensial (Pamuntjak dan Santosa, 1990). Persamaan diferensial
dibedakan menjadi beberapa kategori, kategori pertama adalah persamaan
diferensial biasa. Persamaan Diferensial Biasa merupakan persamaan diferensial
yang hanya memiliki satu variabel bebas, Persamaan Diferensial Biasa
dikategorikan menjadi Persamaan Diferensial Biasa orde satu, Persamaan
Diferensial Biasa orde dua, Persamaan Diferensial Biasa orde tiga dan
seterusnya. Kategori persamaan diferensial lainnya adalah Persamaan Diferensial
Parsial yakni persamaan diferensial yang memiliki lebih dari satu variabel bebas.

Menurut Waluyo (2006) persamaan differensial yang berbentuk
F(t,y,y,¥,..,y") = 0 dikatakan linier jika F adalah linier dalam variabel-
variabelnya. Menurut Baiduri (2002) persamaan diferensial orde-n dikatakan
linier jika memiliki ciri-ciri variabel terikat y dan derivatifnya hanya berderajat
satu, tidak ada perkalian antara y dan derivatifnya serta antara derivatif. variabel
terikat y bukan merupakan fungsi transenden.

Masalah persamaan differensial linier orde satu dapat diatasi dengan
menggunakan metode numerik. Pada metode numerik terdapat beberapa variasi
metode yang sering digunakan untuk menghitung solusi persamaan defferensial

biasa salah satu diantaranya yaitu metode Euler, metode Heun, dan metode



2
Runge-Kutta. Metode Runge-Kutta adalah alternatif lain dari metode deret
taylor dan tidak membutuhkan perhitungan turunan. Metode ini berusaha
mendapatkan derajat ketelitian yang lebih tinggi (Munir, 2008). Metode Runge-
Kutta sendiri mempunyai banyak tipe, mulai dari Rungge Kutta orde satu, orde
dua, orde tiga, orde empat, orde lima, dan Runge Kutta Felberg. Dalam penelitian
ini dipilih metode Runge Kutta orde lima. Metode Runge Kutta orde lima
merupakan salah satu metode numerik yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan differensial. Metode Runge Kutta dipandang sebagai
metode yang baik untuk menyelesaikan persoalan numerik karena mempunyai
tingkat ketelitian yang cenderung lebih tinggi, semakin tinggi orde Runge Kutta
maka semakin tinggi pula tingkat ketelitiannya. Sebelum menggunakan rumus
metode Runge Kutta orde lima, kita perlu mengetahui penurunan metode Runge
Kutta itu sendiri untuk mengetahui kebenaran dari metode Runge Kutta tersebut.
Dalam metode numerik terlebih metode Runge Kutta hasil yang didapat berupa
proses iterasi untuk menghampiri nilai sebenarnya, dan selisih yang merupakan
galat dari metode numerik. Kesalahan (error/galat) adalah besarnya perbedaan
atau selisih antara nilai taksiran (hampiran/aproksimasi) dengan nilai
sesungguhnya (eksak), kesalahan ini biasa timbul karena proses pengukuran atau
penggunaan aproksimasi.

Allah Swt berfirman dalam al-Quran surat Maryam ayat 94:

“Dia (Allah)benar-benar telah menentukan jumlah mereka dan menghitung
mereka dengan hitungan teliti”.

Dalam tafsir kementrian agama RI, ayat tersebut Allah menjelaskan bahwa
semua amal dan takwa mereka itu telah tercatat dalam Kkitab yang amat teliti dan

terperinci tidak seorang pun terluput dalam catatan itu, semua amal perbuatan


https://risalahmuslim.id/kamus/amal
https://risalahmuslim.id/kamus/ketakwaan
https://risalahmuslim.id/kamus/kitab
https://risalahmuslim.id/kamus/amal

3
mereka baik yang kecil maupun yang besar. Semua ucapan mereka yang nyata
dan tersembunyi telah ditulis dan diperhitungkan secermat-cermatnya dan mereka
semua menunggu balasan apa yang akan diterimanya. Menerapkan ketelitian
merupakan sikap yang sudah diajarkan oleh Allah melalui alquran.

Dalam penelitian ini akan dibahas persamaan differensial linier orde satu,
penurunan Runge Kutta orde lima, solusi numerik menggunakan Runge Kutta
orde lima, analisis galat.

Penelitian ini merujuk pada penelitian Sihombing dan Dahlia pada tahun
2018 yang mengkaji persamaan differensial linier orde satu menggunakan Runge
kutta butcher dan felhberg. Kemudian pada tahun 2013 Prian Peisisa Putri
menganalisis model predator prey yang merupakan salah dari sistem persamaan
differensial linier orde satu dengan penyelesaian numerik di tahun yang sama
Darmiyanti mengkaji tentang persamaan lotka voltera yang juga contoh dari salah
dari persamaan differensial linier orde satu secara numerik. Maka pada penelitiam
ini dapat dikembangkan dengan memilih metode Runge Kutta orde lima sebagai
metode numerik yang digunakan untuk menyelesaiakan persamaan differensial
linier orde satu.

Berdasarkan uraian di atas, penulis tertarik untuk mengkaji persamaan
differensial linier orde satu yang diselesaikan menggunakan metode Rungge
Kutta. Oleh sebab itu, maka penulis mengambil judul skripsi “Penerapan Metode

Runge Kutta pada Persamaan Differensial Linier Orde Satu”.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada
penelitian ini adalah:
1. Bagaimana penurunan metode Runge-Kutta orde lima?
2. Bagaimana solusi numerik dari persamaan differensial linier orde satu dengan
menggunakan metode Runge-Kutta orde lima?
3. Bagaimana analisis galat pada persamaan differensial linier orde satu?
1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan dari penelitian ini
adalah:
1. Mengetahui penurunan Runge-Kutta orde lima.
2. Mengetahui solusi numerik dari persamaan differensial linier orde satu dengan
menggunakan Runge-Kutta orde lima.

3. Mengetahui hasil analisis pada persamaan differensial linier orde satu.

1.4 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
1. Mendapatkan hasil penurunan Runge-Kutta orde lima.
2. Mendapatkan solusi numerik dari persamaan differensial linier orde satu
dengan menggunakan Runge-Kutta orde lima.

3. Mendapatkan hasil analisis galat dari persamaan differensial linier orde satu.

1.5 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada penelitian ini adalah:



1. Persamaan differensial linier orde satu

d
d—z=x+y, y(1)=0
2. Menggunakan Metode Runge-Kutta orde lima

Vier =Yi + (kg + ky + k3 + kg + ks)h.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan pada penelitian ini menggunakan jenis penelitian
kepustakaan (library research). Berikut langkah-langkah penelitian:
1. Penurunan metode Runge kutta orde lima
a. Menurunkan f(x,y) sebanyak empat kali menggunakan aturan rantai.
b. Substitusikan hasil penurunan ke deret Taylor orde lima.
c. Ubah k,, ks, k, dan ks ke dalam bentuk deret Taylor dua variabel.
d. Substitusikan hasilnya ke rumus Runge Kutta orde lima.
e. Samakan hasil langkah (b) dan (d) sehingga diperoleh sistem persamaan.
f.  Mencari semua nilai konstanta.
g. Mensubstitusikan nilai konstanta ke rumus Runge Kutta orde lima.
2. Menentukan solusi numerik persamaan differensial linier orde satu dengan
menggunakan Runge-Kutta orde lima.
a. Menghitung solusi numerik dari persamaan differensial linier orde satu.
b. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik.
3. Analisis Galat
a. Menghitung nilai galat.

b. Menginterpretasi hasil analisis galat.



1.7 Sistematika Penulis

Penulisan skripsi ini menggunakan sistematika penulisan yang tersusun

dari empat bab. Masing-masing bab terdiri dari beberapa subbab dengan

sistematika sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka menguraikan mengenai teori-teori yang mendukung untuk
memecahkan masalah yang berkaitan dengan persamaan differensial
linier orde satu, metode Runge-Kutta orde lima.

Pembahasan

Pembahasan menguraikan semua langkah yang disebutkan pada metode
penelitian.

Penutup

Penutup berisi kesimpulan yang diperoleh dari pembahasan sebelumnya

dan saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan differensial

Persamaan yang menyangkut satu atau lebih fungsi (peubah tak
bebas) beserta turunannya terhadap satu atau lebih peubah bebas disebut
persamaan diferensial (Pamuntjak dan Santosa, 1990). Menurut Triatmodjo
(2002) persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang mengandung
turunan fungsi. Derajat (order) dari persamaan diferensial ditentukan oleh derajat
tertinggi dari turunannya.

Berdasarkan jumlah variabel bebas, persamaan diferensial dibagi
menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial
parsial. Jika variabel terikat dalam suatu persamaan diferensial merupakan
suatu fungsi satu variabel bebas maka turunannya disebut turunan biasa dan
persamaan tersebut dinamakan persamaan diferensial biasa. Jika variabel
terikat suatu fungsi dua variabel atau lebih maka turunannya disebut turunan
parsial dan persamaannya dinamakan persamaan diferensial parsial (Triatmodjo,
2002).

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan
terhadap fungsi yang memuat satu variabel bebas. Jika x adalah fungsi dari t,

maka contoh persamaan diferensial biasa adalah

dx .2

—_— = COoOS X

dt
dimana persamaan tersebut memiliki order satu. Order dari persamaan

diferensial adalah turunan tertinggi pada fungsi tak diketahui (peubah tak



bebas) yang muncul dalam persamaan diferensial (Campbell & Haberman,
2008).

Berdasarkan sifat kelinieran dari peubah tak bebasnya, persamaan
diferensial biasa dapat dibedakan menjadi persamaan diferensial biasa linier
dan persamaan diferensial biasa nonlinier.

Menurut Waluya (2006) persamaan diferensial biasa yang berbentuk

F(t,v, 9,9, ..,y™) =0 (2.1)
Dikatakan liner jika F adalah linier dalam variabel-variabel y, y, ¥, ..., y™

Persamaan diferensial biasa linier memiliki bentuk umum

an (D) Y™ + an_1 (Y™ + -+ a1 (DY + ao(Dy = f(©) (2.2)

Menurut Baiduri (2002), persamaan (2.2) merupakan persamaan
diferensial orde-n dikatakan linier jika memiliki ciri-ciri sebagai berikut:

a. Variabel terikat y dan derivatifnya hanya berderajat satu.
b. Tidak ada perkalian antara y dan derivatifnya serta antara derivatif.
c. Variabel terikat y bukan merupakan fungsi transenden.

Persamaan diferensial yang bukan persamaan linier disebut
persamaan diferensial non linier. Dikatakan persamaan diferensial non linier
jika persamaan (2.1) memenuhi salah satu dari sifat berikut:

1. F tidak berbentuk polinom dalam y, y,y, ..., y™

2. F tidak berbentuk polinom berpangkat lebih dari 2 dalam y, y, , ..., y™

2.2 Persamaan Differensial Linier Orde Satu

Pada umumnya PDB linier order satu dapat dinyatakan dengan

2+ P(0)y = Q(x) (2.3)



24+ Py = Q)" (24)
Untuk persamaan (2.3) dapat ditulis dalam bentuk

(P(xX)y—Q(x))dx +dy =0

Sehingga

M(x,y) = P(x)y — Q(x) danN(x,y) = 1

oM (x,y)
ay

ON(xy) _
0x -

Sekarang = P(x) dan 0

dengan demikian persamaan ini bukan merupakan PDB eksak sehingga perlu
ditentukan faktor integrasinya, kita pilih faktor integrasi yang hanya tergantung
pada x yaitu u(x) sedemikian

()P(X)y — p(x)Q(x))dx + u(x)dy = 0

merupakan PDB eksak, yang berakibat bahwa

OM(u()P()y—pu(x)Q(x)) _ dulxy)
dy T ox

bentuk ini dapat diselesaikan menjadi

P(x)dx = ﬁa,u(x)

Infu| = [ P(x)dx

ap=elP@dx 5

Kalikan u terhadap persamaan (2.3) sehingga didapat
ol P(x)dx 3_3(/ + e P@dxp(x)y — Q(x)el PO

yang mana hal ini sama dengan

% (efp(x)dxy) _ Q(x)efP(x)dx

atau

(efP(x)dxy) _ fefP(x)de(x)y +c
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atau
oy = e JP@Wdx [ oJPWAX((x)dx + ¢, Persamaan ini disebut Persamaan
Bernaoulli.

Selanjutnya untuk persamaan (2.4) dapat kita tulis dalam

y 24 Py " = Q)

1

e : .
o) & sehingga persamaan diatas menjadi

- _ d
misal v = y1~" maka = =
dx

Z+(1-nP@Y=Qx)(1A-n)

misal P,(x) = (1 —n)P(x) dan Q,(x) = (1 —n)Q(x) maka persamaan diatas
dapat direduksi ke dalam bentuk

2 24 B (0 = Qq(x)

Contoh:

Tentukan solusi PDB berikut ini
(x? + 1)%+ 4xy = x,y(2) =1
Solusi

(x? + 1)%+ 4xy = x,y(2) =1

Persamaan tersebut menjadi

d_y 4x _ X
dx + (x2+1)y T (x241)

4x
2y dan Qx) =

x
(x2+1)

Maka P(x) = sehingga dengan menggunakan

(x
y = e—fP(x)dxfefP(x)de(x)dx +c

y dapat ditentukan sebagai

4 2

_ X X c
Y = at2t0? T 20202 T er)?
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Untuk y(2) = 1 maka subtitusikan ke persamaan ini didapat ¢ = 19, akhirnya
solusi khususnya adalah

x* x2 19

T AG2D? | 2(2t)? | (2+1)?

y
(Dafik, 1999)
2.3 Metode Runge Kutta
Metode Runge Kutta merupakan metode yang memberikan ketelitian hasil
yang lebih besar dan tidak memerlukan turunan dari fungsi (Triatmojo, 2002).
Untuk mendapatkan hasil yang lebih teliti perlu diperhatikan suku yang lebih
banyak dari deret Taylor atau dengan menggunakan interval Ax yang lebih kecil.
Kedua cara tersebut tidak menguntungkan. Perhitungan suku yang lebih banyak
memerlukan turunan yang lebih tinggi dari fungsi y(x), sedangkan penggunaan
Ax yang kecil menyebabkan waktu hitungan lebih panjang. Bentuk umum dari
metode Rungge-Kutta adalah: (Triatmojo, 2002)
Yit1 = Yi + ¢ (X, ¥, Ax)Ax (2.5)
Dengan ¢(x;,y;, Ax) adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan
rerata pada interval. Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk umum:
¢ =ark, +azk, + ... .. + a,k, (2.6)
Dengan a adalah konstan dan k adalah:
ky = f(xi, 1) 2.7)
ky = f(x; + p1Ax,y; + q11k14%) (2.8)

ks = f(x; + p1Ax, y; + q21k1A% + g2k, A%) (2.9)



12

kn = f(%; + Puo18%, Y + Guo1kiAX + Gnoq 2k 0% + - .. ...
(2.10)
+ qn—l,n—lkn—le)

Persamaan tersebut menunjukkan bahwa nilai kK mempunyai hubungan berurutan.
Nilai k; muncul dalam persamaan untuk menghitung k5, dan seterusnya.
Hubungan yang berurutan ini membuat Rungge-Kutta adalah efisiensi dalam
hitungan.
Metode Rungge-Kutta mempunyai tiga sifat yang utama
1. Metodenya satu langkah: untuk mencapai y,,,; hanya diperlukan keterangan
yang tersedia pada titik sebelumnya yaitu x,,,, ¥,

2. Mendekati ketelitian metoda deret Taylor sampai suku dalam AP, dimana nilai
p berbeda untuk metoda yang berbeda, dan p ini disebut derajat dari metoda.

3. Tidak memerlukan penghitungan turunan f(x,y) tetapi hanya memerlukan
fungsi itu sendiri.

Ada beberapa tipe Rungge-Kutta yang tergantung pada nilai n yang
digunakan. Untuk n = 1, disebut Rungge-kutta orde satu, sehingga persamaan
(2.6) menjadi:

¢ = arky = arf (1) (2.11)
Untuk a; = 1 maka persamaan (2.10) menjadi:

Yier =Yi + f (2, y1)Ax (2.12)
Untuk n = 2 disebut Rungge-Kutta orde dua dengan bentuk: (Triatmojo, 2002)
Yir1 =Y + (a1ky + azk;)Ax (2.13)
dengan:

ky = f(x,yi) (2.14)
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ky = f(x; + p1Ax, y; + q11k14%) (2.15)
Nilai a4, a,, p; dan q;; dievaluasi dengan menyamakan persamaan (2.13) dengan

deret Taylor orde 2, yang mempunyai bentuk:

, A
Yirr = Yi + O+ y)Ax + f' (i, y) — (2.16)

dengan f'(x;, y;) dapat ditentukan dari hukum berantai (chain rule) berikut:

' _ 9 ofdy
ey =30+ 505 (2.17)

Subtitusi persamaan (2.17) ke dalam persamaan (2.16) menghasilkan:

of | df dy \ A
Yier =¥ + (4 + y)Ax + (a_ N __y)jx (2.18)

Ge L GhY (@
Dalam metode Rungge-Kutta ini dicari nilai aq,a,,p; dan gq; sedimikian
sehingga persamaan (2.10) ekuivalen dengan persamaan (2.18). Untuk itu

digunakan deret Taylor untuk mengembang persamaan (2.15). Deret Taylor untuk

fungsi dengan dua variabel mempunyai bentuk:

] d
g(x+r,y+s)=g(x,y)+r£+s£+~--. (2.19)
Dengan cara tersebut persamaan (2.18) dapat ditulis dalam bentuk

f(x; + p1Ax, y; + q11k;A%)

of of
= f(xp,y) + P1Axa = Q11k1Ax@

+ 0(Ax?) (2.20)
Kemudian bentuk di atas dan persamaan (2.13) disubtitusikan ke dalam

persamaan (2.12) sehinggan menjadi:

of
Virr = Vi + a10x f(x,y;) + axAx f(x;, y;) + azp;Ax? Ix

2 af 3
+a,q118x°f (x;, ;) % + 0(Ax®)
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atau

af
Vier = ¥i tlaaf (x, yi) + axf (x, yi)]Ax + [azpla +
2.21)

a
azq11f (xi, vi) é]sz +0(Ax?)
Dengan membandingkan persamaan (2.20) dan persamaan (2.21), dapat

disimpulkan bahwa kedua persamaan ekuivalen apabila:

1
201 =3 (2.23)

1
= (2.24)

Sistem persamaan diatas yang terdiri dari tiga persamaan mengandung empat
bilangan yang tidak diketahui, sehingga tidak bisa diselesaikan. Untuk itu salah
satu bilangan yang tidak diketahui ditetapkan, dan kemudian dicari ketiga
bilangan yang lain. Dianggap bahwa a, ditetapkan, sehingga persamaan (2.22)
sampai (2.24) dapat diselesaikan dan menghasilkan:

a,=1—a 2.25
1 2 (2.25)

P1= i (2.26)
Karena nilai a, dapat dipilih sembarang, maka akan terdapat banyak metode
Rungge-Kutta orde 2 .

Selain Rungge Kuta orde dua, juga ada Runge Kutta orde tiga dengan n = 3.

Metode Rungge Kutta orde tiga mempunyai bentuk umum:
Yis1 = Vi + (Cky +ky +—ks) (Butcher, 2008)
Metode runge kutta orde empat dengan n =4 adalah metode yang paling

popular, karena metode ini sering digunakan Dalam komputasi. Berikut rumus

metode Runge Kutta ode empat:
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Yie1 = Yi+ Gky+5ky + ks +=k,) (Dukkipati, 2010)

2.4 Metode Runge Kutta orde 5

Bentuk umum Runge kutta orde 5 yaitu

Yis1 = Vi + (a1ky + azk, + asks + ask, + asks)h

dimana:
ki = f(xi, y1)
ky = f(x; + p1h, ¥i + qu1ksh)
k3 = f(x; + p2h, yi+qa1kih + qz2koh)
ky = f(x; + p3h,y; + qz1k1h + g3k h + g33k3h)

ks = f(x; + pah, yi + qaikih + Quzkoh + qusksh + qasksh)

2.5 Integrasi Al-Quran
Allah berfirman dalam Q.S al-Bagoroh ayat 164 yang artinya:

“Sesungguhnya pada penciptaan langit dan bumi, dan pergantian malam dan
siang, kapal yang berlayar di laut dengan (muatan) yang bermanfaat bagi manusia, apa
yang diturunkan Allah dari langit berupa air lalu dari air itu dihidupkan bumi setelah
mati (kering), dan dia tebarkan di dalamnya bermacam-macam binatang, dan perkisaran
angin dan awan yang dikendalikan antara langit dan bumi, (semua itu) sungguh
merupakan tanda-tanda (kebesaran Allah)bagi orang-orang yang mengerti”

Ibnu katsir dalam tafsirnya menerangkan bahwa dalam ayat ini Allah
menunjukkan kejadian langit, tinggi halusnya, luasnya disamping bintang, bulan
dan mataharinya, kemudian bumi dan semua yang ada di atasnya, bukit dan
gunung-Nya, sungai dan lautannya, kota dan dusunnya, hutan dan kebun
ladangnya, silih bergantinya malam dan siang, lambat dan cepatnya atau panjang
dan pendeknya juga bahtera yang berjalan di laut membawa segala kepentingan

hidup manusia, dan turunnya hujan dari langit untuk menumbuhkan berbagai
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macam tumbuh-tumbuhan, dan tersebarnya berbagai binatang serangga dan
ternak, dan datangnya angin menghalau awan sebagai bukti kekuasaan kebesaran
Allah bagi kaum yang berakal

Abu Bakar jabir al-Jazairi dalam tafsir al-Aisar menjelaskan makna
perkata dari ayat tersebut adalah:

(ikhtilafullaili wannahari): muncul yang satu dan tenggelam yang lain untuk
kemaslahatan umat manusia, sehingga tidak menjadikan siang selamanya atau
malam selamanya.

(wabatsta fiha min kulli dabbatin): dia Sebarkan dan tebarkan di atas bumi segala
jenis hewan.

(tashrifurriyah): dan pengisaran angin, dan segala arahnya, terkadang dari barat,
timur, utara, selatan terkadang dapat membantu terjadinya penyerbukan tanaman,
namun terkadang juga tidak.

Ayat tersebut mengandung enam ayat kauniyah (bukti fenomena alam)
yang menunjukkan adanya Allah, kekuasaan, ilmu dan rahmat-Nya, semua itu
mengharuskan ibadah kepada Allah semata, yaitu:

1. Penciptaan langit dan bumi adalah penciptaan yang agung, tidak ada yang
mampu melakukannya kecuali tuhan yang maha kuasa.

2. Pergantian malam dan siang secara beraturan, yang satu masanya panjang dan
yang satu masanya pendek.

3. Berlayarlah perahu dan kapal di atas permukaan air laut dengan muatan dan
bobot yang berton-ton baik dari makanan ataupun kebutuhan hidup manusia.

4. Allah menurunkan hujan dari langit untuk kehidupan bumi dan

menghidupkan tumbuh-tumbuhan dan tanaman setelah sebelum kering.
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Berhembusnya angin baik panas, dingin, kering, basah, angin timur dan angin
barat, angin utara dan angin selatan, sesuai kebutuhan manusia.
Awan yang berjalan diantara langit dan bumi, terkadang bergantian antara
suatu negeri dengan lainnya, hingga terjadi hujan di sebuah tempat dan tidak
terjadi di tempat lain, sesuai kehendak Allah yang maha perkasa lagi maha
bijaksana.

Al-Maraghi dalam tafsirnya menjelaskan ayat tersebut secara terperinci

mengenai fenomena yang menunjukkan kekuasaan Allah yaitu:

1.

Langit, yamg benda-bendanya terdiri dari berbagai jenis atau kelompok.
Setiap kelompok mempunyai tatanan tersendiri secara teratur, dan setiap
satuan dari kelompok tersebut mempunyai tatanan yang sama pula. Semua ini
menunjukkan bahwa penciptannya adalah esa (satu), tidak ada yang dapat
menyamainya, baik dalam hal penciptaan, pengaturan, dan penataan. Diantara
benda-benda langit itu, yang paling dekat dengan manusia adalah tata surya
yang mempunyai matahari yang bersinar hingga adanya kehidupan di bumi
ini. Kemudian planit-planit yang besar dan kecil yang jaraknya saling
berbeda. Setiap planit tersebut beredar pada peredarannyasecara tetap.
Stabilitas edar planit tersebut dipelihara dengan sunnatu ‘ilah yang kita kenal
dengan gaya tarik (grafitasi).

Bumi, bentuk, materi segala sesuatu yang ada di dalamnya berupa benda-
benda padat, tetumbuhan dan aneka marga satwa, manfaat setiap benda yang
saling berbeda, semuanya menunjukkan bahwa penciptanya maha berilmu,

maha bijaksana dan maha mengetahui.
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Silih bergantinya siang, malam dan bergilirnya antara keduanya dalam hal
panjang dan pendeknya waktu sesuai dengan letak perbedaan negara dan
musim. Pada semuanya itu terkandung manfaat dan maslahat bagi umat
manusia, di samping menunjukkan bahwa penciptannya adalah satu, maha
pengasih terhadap hamba-hambanya.
Al-fulk adalah kata yang pengertiannya seperti perahu atau banyak perahu.
Bukti keesaan Allah melalui masalah ini membutuhkan pengetahuan tentang
tabiat air laut dan kaidah-kaidah gaya tarik, tabiat udara. Angin, awan dan
listrik yang merupakan penggerak utama kapal-kapal di masa sekarang.
“wa maaanzalallah minassamaai mimmaaiin”
Di dalam ayat ini, Allah menjelaskan bagaimana menurunkan hujan:
“Allah, dialah yang mengirim angin, lalu angin itu menggerakkan awan dan
Allah membentangkannya di langit menurut yang dikehendaki-Nya, yang
menjadikan nya bergumpal-gumpal, lalu kamu lihat hujan keluar dari celah-
celah nya,..(ar Rum, 30:48)”
Gambaran singkat ini, kemudian dijelaskan oleh para ahli ilmu alam
mengatakan:

Timbulnya hujan itu karena terjadi adanya penguapan air disebabkan
oleh panasnya udara yang menyengat permukaan laut. Sehingga terjadilah
pergeseran molekul-molekul zat air yang kemudian menjadi uap karena
gesekan dengan panas. Ketika uap tersebut naik ke atas terbentuklah
mendung yang semakin menebal. Karena beratnya, maka mendung itu
berubah menjadi hujan yang jatuh ke bumi. Itulah yang dinamakan hujan.
Karena air inilah timbul kehidupan dengan berbagai tumbuhan dipermukaan

bumi, yang kemudian dimanfaatkan hewan sebagai sumber kehidupan. Setiap

bumi yang tidak terkena air hujan atau dilewati arus air, maka belahan
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tersebut tidak mempunyai margasatwa (fauna) dan tumbuhan (flora) yang
hidup didalamnya.

Turunnya hujan dan bentuk yang dapat kita saksikan atau yang
menjadi sebab kehidupan bagi tumbuhan dan hewan, merupakan bukti yang
menunjukkan bahwa Allah maha esa dan maha pencipta. Dan jika ditinjau dari
segi kemanfaatannya., maka kenyataan tersebut merupakan rahmat illahi yang
berlaku umum.

Dalam mengendalikan arah angin ini, sudah barang tentu sesuai kodrat Allah
dan sunnatu ‘ilah yang diciptakan oleh yang maha bijaksana, fungsinya
adalah untuk mengawinkan antara serbuk jantan dan betina yang terdapat di
dalam tumbuhan. Juga ada jenis angin yang berfungsi sebagaimana tersebut
di atas, tetapi hanya untuk menggugurkan. Semua ini tidak lain menunjukkan
kesatuan dari sumbernya dan menunjukkan kasih sayang Allah yang telah
menciptakan segalannya, disamping mengatur.

Pada mendung yang berkelompok dengan ketebalannya di udara itu untuk
kepentingan turunnya hujan di berbagai negara. Cara turunnya pun teratur,
disamping mendung itu merupakan pemandangan indah dilihat dari berbagai
belahan bumi.

Pada korelasinnya maka dalam penciptaan langit, bumi, pergantian siang

dan malam, terdapat perbedaan yang nyata, pada semua gejala ini terdapat

petunjuk bagi orang-orang yang berpikir untuk mengetahui watak dan rahasia-

rahasianya. Dengan demikian dapat dibedakan antara bermanfaat dan yang

membahayakan, disamping dapat diketahui betapa teliti dan halusnya kekuasaan
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yang maha menciptakan semua ini. yang Akhirnya akan sampai pada kesimpulan

bahwa yang menciptakan semua inilah yang berhak untuk disembah dan di taati



BAB Il1

PEMBAHASAN

3.1 Penurunan Runge Kutta Orde lima

Dalam sub bab ini akan dibahas tentang penurunan metode runge Kkutta
orde lima. Tujuan dari penurunan ini adalah untuk mengetahui asal mula koefisien
yang ada pada metode runge kutta orde lima. Pada penurunan ini menggunakan
aturan deret taylor dan aturan rantai.

Diberikan rumus umum runge kutta orde lima.

Vit1 = Yi + (a1ky + azk; + azks + asky + asks)h (3.1)
dimana:
ki = f(xiy:)

ky = f(x; + p1h,yi + qi1k,h)

ks = f(x; + p2h, yi+qa1kih + q22koh)

ky = f(x; + psh,y; + qz1k1h + q32koh + q33k3h)

ks = f(x; + pah, yi + quakih + qazkoh + qazksh + qasksh)

Karena akan dilakukan penurunan metode runge kutta orde lima maka deret taylor

dipotong sampai orde kelima.

h4

= 4+
4!

! h2 n h3 nr
Yier = Yi + fydh + 'O y) o+ 7 (o yd 5+ F7 (0 yi)
(3.2)
h5
f(4)(xi,}’i)g

Setelah itu mencari penurunan pertama, kedua, ketiga, dan keempat dari deret

taylor diatas, dengan dimisalkan f(x,y) = %, maka

21
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0fCoy)  0fCoy) dy of(xy)  of(xy)

feay) = dx dy dx = 0x dy

fo,y)

d 9]
freoy) =4 (f'Coy) + 3y (f' e ) f G, y)

of(x,y)  0f(xy)
ax< dox * oy f(x,y))

d (0f (x,y) 0f(x y)
+@< F f(x y))f(xy)

_ 9 f(xy) N 0%f(x,y) of (x,y) 0f (x,y)

0x? 0x0y fery)+ oy 0x

0%f (x,y) 2f (x ) af (x,y) of (x y)
4—( o <) Fluy) += )f( )

0 f(xy)  0%f(x,y) 9%f(x,y) of (x,y) of (x,y)
T x? i d0xdy RES NS dxdy fOay) + oy ox

+ ﬂx”(ﬂ )f+<f(y»f( )

0% fxy) 0% f(xy) of (x,y) af (x,y)  9°f(x,)
T ox? 2 0x0y e & oy ox K dy? (f€

af (x,y)\
+< 3y >f(x,y)

d d
f”’(x;y) “~ a(f”(xﬂy)) +@(f”(x')’))f(x,Y)

%)

0x? 0x0y fOoy) + oy ox

( 2fxy) o 0’ f(x%,y) af (x,y) 0f (x,y)
ax

02 d
fwa()f+<ﬂ;wf()>

0 (0%f(x,y) _0%*f(x,y) of (x,y) of (x,¥)
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02 d
fQY)U< )’ (ﬂ ”)f@yOf&y)

_fxy) % f(xy) 0*f(x,y)0f (x,y)  0°f(x,y) 0f (x,y)
- 0x3 2 dx20y fOoy) +2 dxdy ax T dxdy ox

LU y) ¥ f(y)  0°f(xy) e
oy 0x? 0x0y? 4

3%f(x,y) 3(F(x, )
))2+ dy? ( ox )

RACHLILC y)f(x’y)4_<6f(x,y)>2 af(x,y>4_<a3f(x,y>

d0xdy dy dy 0x d0ydx?
63 ] 62 ] a ) 62 ) a )
& fx y)f(x,y)+2 fGoy)of (x y)+ fGoy) of (x, y)
dy?ox 0x0y dy dy? dx

92f (x,9) 3(f(x,3))

2 3
af(x y) 0°f(x,y) +a f(x) (f(x.y))2 + dy? dy

dy dxdy dy3

2f (x, y) 0f (x,¥) af (x, )\~ of (x,y)
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) + 92f (x,9) 3(f(x,y))"
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dxdy oy feoy) +< dy ox 0yodx? fex

3 2 a
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+2 y)

L fGy) of x, D) oy + L&D 0%f(x,y)
dy? 0x Y dy 0x0y

f(xy)

3f (x )

zﬂ%waﬁ&tz
dy?

(Fey) ' fxy %

f(xy)

) 0% f (x,y) af(x )
dy?

f(x,y)
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_%f(xy) _0%f(xy) 0°f(x,y) 0f (x,y)  0%f(x,¥) 9f (x,¥)

- 0x3 2 0x2dy fOoy) +2 0x0y ox * 0x0y ox

LU y) PfCy)  Pf(y) (FGoy
dy d0x? dxdy?

)+ 92f (x,) d(f(x, )’
dy? ox

2f(x y)of(x, y)f(x, - (af(x, y)) af (x,y) N 2%f(x,y) )

dxdy dy dy ox 0ydx? fex

*f(x, ) 2 azf(x ) of (x,y)

af(x y) 0%f(x,y) 3f( y)
3y omgy SN

(fe )’

0%f (x,y) (f (x, y)) 0%f (x,y) 0f (x,y) 2
5y % (6, y) +2 5y % (F ()

<6f (x, y)) af (x,y)

./ 5y f(xy)

_0°f(x,y)  _0%f(xy) *f(x,y)of (x,y)  Of(x,y) 0°f(x,¥)
S 0 o LSRR S aw | oy | B

3f(x,y)

8 axay? 0x0y? (f(

)l 0%f (x,y) 0(f (x, y)) 2f (x, ) 0f (x,¥)
0y?

ox 0x0y ay [Goy)

feo)’

af (x, )\ of (x,y)  9*f(x,y) of (x,y) 0°f(x,y)
( dy ) dx * dy? ox FO R dy3 (

02f (x,y) d(f (x, y)) 02f (x,y) 0f (x, ) 2
2 % (x,y) +2 5y % (F(x,»)

) )
( f(x, y)> f(x, y)f( )

dy ay

FOCy) =2 (F" ) + 55 (" G )f )



_ 0%y

9x? axzay 1 0 T35 " ax
LGy 0%f(x,y)  _0*f(x,y)
dy d0x? +3 0x0y? (flxy )
0%f(x,y)of (x,y) _0*f(x,y)0f (x,y)
+3f(xy) ay2 dx 5 0x0dy dy
of x, y)\" f(x,y)  33f(x,y) 3
( oy ) 0x s dy3 (f(x,y))

0°f(x,y) of (x,y)
I T GICE D

f(x,y)\" af(x,y)
( dy ) dy f('y)>

(a2 v s e + LD
DTN LD 1y
e SR ey
(WS;)/)) aff;;,y) +03fa§j;.y) (fa )
0*f (x,y) f (x, )

t4—5 % (F . y)

0 0
(ff;;”) 22 px y))f(xy)

(amx ), 0 ) 0% (x,y) 0f (x,y)
ax

o* f(xy) af(xy) 3f(x,y) 93f(x,y) of (x,y)
dx* +3 f( y) + 3 dx20y 0x20y 0x

Sazf(x,y)azf(x.y) . 0%f(x,y) 0*f(x,y) N af (x,y) 0%f (x,y)

dxdy dx? 0x0y 0x? dy 0x3
0*f(x,y) 0°f (x,y) of (x,y)
t3——m x20y? (fuy) +3——5" 9x3y?2 2f C6y) —
9*f(x,y) 0°f(x,y) 20 (0y) 9°f(x,y)
+3 dy? 0x2 feoy)+ ox 0x0y? Y

) P fCy) 9f(y) | 9°f(xy) 9f (%, y)
ox dy? ox d0x2dy ay

f(xy)

fx,

flooy

y)

)

25



+5 f(x,y)+5

0%f (x,¥) 0%f (x,y) 0%f(x,y) 0f (x,y) 0f (x, )
d0xdy dy dx

dxdy dxdy

N % f (x,y) (af (x, y)) L (x, y) 0%f(x,y) of (x,¥)

26

0x? oy ox 0xdy oy
0*f(x,y) 3f ( y) of (x,y)
+ 3y30x (flx,y ) 3f(x:}’)T
9%f(x,) 9%f (x,y) LGy 0% () ’
Y xay oy (Fey) dy  0xdy? (f@»)
af (x,y)0%f(x,y) af(x,y) _ 0*f(x,y)0f (x,y) 0f (x,y)
dy dy? AR 0x e dxdy dy dy [ y)
(af(x y)) PFCY) o (D) *9f (x,y) 0f (x,y) (V@)
dy d0xdy A dy dy ox dx3dy
0*f (x,y) Pfx,y)of(x,y) _0°f(x,y)0f(x,y)
oy T 0%210y2 oxzoy? 1Y)+ 0x?0dy dy | d0x0y? dx
3 0%f (x,y) 0%f (x,y) % 0% f(x,y) 9%f (x,y) | of (x,y) 03f (x,y)
0x0y d0x0y dy? B dy d0x?0dy
9*f(x,y) 3f (x, ) af (x,y)
3500y (Fee ) + “oxoy AN
0%f (x, y)azf(x y) af( 5% 63f(x ¥)
8 o3y flay)+3=_ fx,y)
af(x y)azf(x y) 0f (x,y) e 0%f(x,y)of (x,y) (x9)
ox dy? oy 0x0y? oy feey
b 0%f (x, y)azf(x y)f( e 2f(x.y) of (x,y) 0f (x,y)
dxdy dx0y dy dy
N % f (x,y) (9f x, M) L xy), 0% f(x,y) of (x,¥)
dxdy dy 0x dy? dy
64f( y) 2%f(x,y) af (x,y)
(F)’ + e 3f(x,y) %
L2 y) 62f<x y) ’

0 93
(Fx,y )z fg;y) fx, y)(f(

dy?

)



4 af(x y)0%f(x,y)

dy

dy?

2f (x,

“

_ 9%f(

ay

xy) 6 *f(xy)

dx*

0*f (x,y)

3
33

dx30y

fx,

y)

y) +

of (x,y) 42 2f(x y)0f (x,y) 0f (x,y)
dy

0 02 0 , 0 d
flx, y)) f(x ¥) )+ (f(x y)) fx,y) 0f (x, y)) )

ay ay

4 U@y 4 3f(xy) 33f(xy) 0f (x,y)
0x dx20y dx29y  9x

302f(x.y)02f(x,y) - 0% f(x,y) 0%f(x,y) Of(x,y)03f(x,y)

dxady

x?0y?

0*f (x,y) azf( y)

+3

(fxy

0x?2

)"+

d0x0y 0x? * dy dx3

3f( 5% af (x,y)
andye A DG

af(x y) 03f(x,y)

dy?

i ¥) 0%f (x,y) 0f (x, LD W &

fGoy) + )

0x 0x0y? A

3f(x,y) 0f (x,y)

0x

dy?
. 0%f(x,y) 0%f (x, )

0x

d0x2dy oy feey)

0%f(x,y) 0f (x,y) 0f (x, y)

dxady

dxady

655> d0xdy dy dx

| 0%f (x,y) <0f (x, y))

0x?

3

) af (x,y) 03f (x,y)

°f(x,y)
dy3

ay

3f (x,

y)

LU Gy), 0%/ (ny) 3f(ry) | 9%f(xy) (f(
ox 0x0y dy dy3dx '

af (x,y) # 9%f (x, y)azf(x )

0%f (x, y)of (x,y) 0f (x, y)

dy dxdy?

0x

(F &9

’ L @) % (xy) af (x,y)
) + dy dy? f(x,y)T

dx0dy

dy

dy

af(x,v)\> 9%f(x,
f(xy)> f(xy)f(x'y)

fle,y) + ( 3y 3xdy

<6f (x,y)

0y>

+3—

o*f (x,y)
d0x?dy?

af (x,y) of (x,y) N 0*f(x,y)
ox dx3dy

(fCey

dy

)" +

+3

f(x,y)

O3f (x,y) 0f (x,y)
dx?dy ay

f(xy)

27

X, y)

%))’



3 y) 9f (x,y)
dx0y? dx

N 0%f(x,y) 0%*f(x,y)
dy? d0x?

0'f (x,y)
el UG

+

0%f (x, y)azf(x )

+3

X y))3 +6

f(x,y)+3<

flx

Y)
R

af (x,y) 0°f(x,y)

fl,y) +

dy

%20y foy)

0°f (x,y) 0f (x, )

(Fee )

dxady

3 of (x,y) 0*f (x,y) 0f (x,¥)

d0x dy?

y. 0%f(x,y) 0*f (x,y)

dxdy dy?

N 0%f(x,y) af(x N\
dxdy

2f(x, M\’
+4( ];Szy)) (f(x,y

5 fl,y

(Fxy)*

fey) +

03f (x,y) 9f(x,y)

dxdy?

5 (FEy)’

af (x,y) a3f(x )

+3

)+5

+5

dx (f( )

63 (' )a (r ) 2
a]:ca);g} fag;y (fCe))

9]

af(x

0°f(x,y) <0f(x y)) fny)

xdy

y) 0%f(x,y) of (x,y)

0x

e 5 f(xy)

dy3

))3+4

oy

af (x y)03f(x )

(Fx»)*

3

3 (af(x, y)) 9%f (x, y)(

ady

fx,

ay 6y

_ 0%y
T 9xt

+46 f(xy)f(

ay

) +2

(f ()

N iD)
’;y’ly(f”)(f( )’

af e\
5 ) f(xy)

93f (x,y) 0f (x,y) 9%f(x,y) 0%f (x,y)

,y) + 4

0*f(x,y)

af(x y)0*f(x,y) N
dy 0x3

4 0% f (x,y)

0x?0dy?

azf(x y)

dy?

0x20y 0x 0x0y dx2

(fx,y

o +3(2L2

0°f (x,y) 0f (x,y)
d0x0y? ox

)’ +12

of (x, M\ 02 (x,y)
dy?

fly

28

)



29

93f (x,y) 9f (x,y) 92 (6, 1\’
9 axzay ay f(xiy)+8<W> f(x»}’)

2 2 2 4
76 flx,y) of (x,y) 0f (x,y) n 0°f(x,y) (6f(x.y)) 14 6 2 f(xy) ( flx,y )

0x0y oy dx dx2 oy 6x6y3
af(x ) 63f(x y) 0%f (x y)azf(x y)
Ir foy) + 12— (Fy)’
33f(x,y) of (x, a 92 ad
15 fx,y)of(x y)(f(x’y)) flx,y) 0°f(x,y) 0f (x, y)f( )

dxdy? dy 0x dy? dy

92ﬂmowuw b of (x, )\ 0f (x,y) 0f (x,y)
dxady dy dy d0x

wwwmﬂmo
T (F») +

0%f(x,y) O (x,) o (CLEY 3
+3 ’;yxay faxyy g +4(%> G

f( y)(f( )

af (x,y) 63/’ (x )
dy

af M\
+(ay)f@m

Kemudian subtitusi hasil turunan ke persamaan 3.2 maka

af(x,y)> 2f(x ) (FGoy

3
(f(x, ))+11< 5

af(xy) of(x, h2
flx,y) f(xy)f(x’y)>2

Vir1 = f(x, yh +< o iy 3y

flxy) L 0%f(xy) af (x,y) of (x,y)  9%*f(x,y) 2
+< 0x2 i 0xdy floy) + dy Ox 2 dy? (f(x,y))

af M\’ h
(152 s

Pfxy) _03f(x,y) *f(x,y)of (x,y)  Of (x,y) 9%f(x,y)
+< o 3 Taxzay [V Y35 T ax T oy ot
a*f(x,y)
35y dx0y? (f( )



30

+3f(x,¥)

0% f (6, y) 0f (e, y) 0% f(x,¥) 0f (x,¥) af e, M\ 9f (x,)
dy? ox +5 0xdy dy f(x,y)+< dy ) ox

3f(x,y)
+%(f(x.y))3

62 ’ a ’ ) a , 2 a , h4
LICEOL (RPN +(ﬂx”> “x”ﬂxw>7

dy? dy dy dy 4
*flxy) 9 f(xy) 3fCe.y)of (x,y) = 9*f(x,y) 9*f(x,y)
+< ox* i 0x30dy iy 0x20y ox 4 0x0y 0x2
LY@y 0°f (x,y)
dy 0x3
0*f (x,y) 2 0°f (x,y) 0f (x,y) 0°f(x,y) azf( Y)
6 %2077 (f(x, )" +12 iR o flx,y) +4 3y fxy)

of e, )\’ 92f(x,y) | - 03f(x,) 0f (x,¥) *f(xy)\
i ( ox ) dy? 2 0x20y dy f(x,y)+8< 0x0y )f(x,y)

0% f(x,y) 0f (x,y) 0f (x,y)  02F(x,¥) (Af &, )\®  9*f (%)
7 0xdy dy 0x N dx2 < dy )+4663 (f( )

af(x y) 03f( y) 0%f(x,y) 0*f (x,y) 2
5 flx,y) +12 axdy 3y7 (fx»)
0*f (x,y) of (x,y) 2
% 0x0y? dy (fG.»)
13 ) *f@y) of () 9%f(x,y) (0f (x, )\
0x 0y? dy A8 0xdy < dy ) f&xy)
af () 9f (x, v) Of (x, ¥)
dy dy 0x
of (x,y) °f(x,¥) 2 0% (x,y) 3()6() 2
3 LZB IR (1) + 22 () + 37552 L2 (1, )

3

2f(x,y) Of( ,¥) 3 f(x,y)
oo (T2ED) (10t 1 s TEDTIED 1 )

af (x, )\ 0°f (x y) f(x,y) h®
(S (152 )

d ,Y)h? 0 , h?
Yir1 = f(xpy)h + ( fg; NE + f(x.y) fxy) ?>

2 dy
0*f(x,y) h*  0*f(x,y) h*  af(x,y) of (x,y) h®  0%f(x,y) 2 h?
+< ax2 6 0x0y feey) 3 + oy ax 6 dy? (f@ )) 6

of (x,y) h?
+< dy )f( )?>



31

9*f(x,y) h* 63f(x,y)f( )_ O’ f(e,y) 0f Cr,y) h* 0f (x,y) 8°f(x,y) h*
0x3 24 0x?dy dxdy ax 8 dy dx? 24
°f(x,y) 2 h*
axay (f( )) 8

*f(x,y) 0f e, ) h* 9% (x,y) of (x,¥) 5h* (af(x,y)\" of (x,y) h*
) dy? ox 8 dxdy dy f(x,y)ﬁ+< dy ) ox 24

+a3f(x,J’) ( x‘y))Sh_

dy3
92 (x,) 0f (x,¥) 2 bt (3f e\’ af (x,y) h*
t=ar gy @) g+( % ) 5 f(x,y)ﬁ)
a*f(x,y) h°> 0*f(x,y) k> 3f(x,y)df (x,y) h® 0*f(x,y) 0*f(x,y) h®
< ax* 120 = ox%dy f(’”')goJr 32287 0% 3B, Waxoy  9x2 30

0f (1Y) 0°f(x,y) h°.
dy ax3 120

a*f(x,y) 2h5 63f(x,y) af (x,y) RS 92f(x,y) 0%f(x,y)
9x%0y? (e )) ax(')yz ox f(x,y)E dy? EP f(xd’)%

120

of o, W\ *f ) h°  3*f(x,y) 0f (x,y) 9r°  (9*f(x,y) h®
( dx ) 3y 40 oxZay 9y fEN 6" (aa )f( M5

N 0%f (x,y) 0f (x,y) 0f (x, ) 7h*® 1 9%f(x,y) (0f (., y)\" h° G 0*f (x,y) (fx )3h_5
0x0y dy ox 120 0x?2 dy 120~ 9xdy3 & ED

af (x,y) 0°f(x,y) 0%f (x,y) 0%f (x,y) 2 hs
* dx ay? fe )_ d0xdy dy? (fx ))
0°f (x,y) of (x,y) 2 hS
0x0y? oy (f(x,y)) 8

af(x y) 0*f(x,y) of (x,y) 13h°  0%f(x,y) (Of (x,¥) 3h5
ox dy? dy feey) 120 * 0xdy ( ) f&, )
af(x M\ 0f (x,¥) of (x,¥) N af (x, ) 63f(x. y) (fGx ))
dy dy dx ox dy3 40
0 f(x ) « h®  3f(x,y) of(x,y) 2 h

0*f(x,y) shs 6f(x,y)63f(x.y) * h®
+<T> V) 55+ =5~ gy V) 35

of (x,y) 2f(x y) 21105 (9f (x,y) h® (3.3)
( % ) (flxy )120+< )f( >m)

Selanjutnya ubah k,, ks, k4, ks, ke kederet Taylor dua variabel orde dua

Untuk k; = f(x; + p1h yi + qi1kqh)



32

f(x; +p1h,yi + qi11k1h)

of f 0% f 0% f
—f+P1ha +‘I11fh 5P1h a_+P1q11h faxay

1 o*f o | 0% of of 9*f
-2 2p3
+ 2 qllh f ayz + 6p a 2 CI11 f 9x2 ay Zpl 11f ax ayz
1 3f 1 o*f 1 of 03f 2fazf
2 3p3f32 ) o~ apa” S X
+6q11h f 6y3+24p1h 6x4+6 fayax3+ Pidis f xzay
1 6f63f B
+€P1Q11h axay f

Untuk k3 = f(x; + p2h, i + q21kih + g2k, h)

f(xi + D2k, yi + q21kih + qa2k;h)

a 2 2
=f+<P26f+CI21f f""lzzf f+CI21f f‘*‘CIzzf f)

ofy\’ o’ f of of o’fof 1 ,08%f
+<Q22P1(a> tP2nf 5o+ deduf 5050+ 2l 5350 e ——

o*f o*f of ) .
PzCIzzfa dy P1QZ26 72
L2 L2l of 0*f o°f of
+(§P 6_ Clzzf3 2P2Q22f26 a7 + Pz zzfa 23y
1 ,0f 0*f
+ 2¢I22‘I11f o ay
of a*f of °f 0°f azf Zf
+P1P2922 72 = axay+ ZP%CIZZ 5% D2 + 2P1Q22 2 2Q22Q11f2
1 a3f
+ 3qz1CI22f
1 3f a3f of o°f of 0*f
+3Q2ZQZ1f 9CI21f36 3 plqlquZfaxaxay P2Q22Q11fayaxay
0*f ,0f 0°f
+q22p1q11f6_yzaxay P2021922f > 9x9y?
1 of *f 1 of 02f
2
+2p2q21f axay 2p2q21fayax2



33

1 0*f 1 *f 4f 0f63f
+(gq%1qzzf4a—}ﬁ+zq§1q§zf‘*a i q21q22f 3 6qzzpla F

1 0%f 63f 1 af of a0 2f ,0f 0f 9*f
6Q22P1 ayza 3 2Q22Q11P1f ax ay 9x2 PzCI11Clzzf Ox 6y6y
1 of 9°f 0 f 2f 4f
+ZCI11CI22P1f 3y 0x2 9y? + P1P2921922f (Bx) ay? 24 zzf4
1 4f
24QZ1f dy e
1 4f of d3f of 03f 6f03f
Pz EpY P2q21fa F —Pg 422 ayﬁ"‘ P20 f> == 9% 0y3
1 af a 3f 2fazf a’fo*f
3 2 2
+6p2 @G f e ay 545 f %2 ay $q5.f =%, ay
1| af 63f
3
+ 3CI11Qsz ayay
1 of 8°f af 3f 0°f 0°*f

+3P1 22f26 . +6CI11 zzf3 2P1P2Q226x26xay

2F93F 048 g 1 9*f 0*f
gt 525yt Ppaindnf (m) " aPnal 5 25y

1 of Zf . Ofof azf 02f (0f\?
+2P1Q11Q22f AP 2P1P 29225 %] 2P2Q11Q22f %2 (@)

1 LOFF 1L LOfOf 9%f 9%f
+2P2Q21Q22f B2 e 2P2Q22‘I21 ¥ 2P2Q21Q22f 9x20y2

1 92 of 33
+2p1q11q22f2( i) a]; plPZQZZf( i) f p1q21q22f2 Fo4

e 9% 0y3
1 dfad 3f 2 5f53f 2 fa?’f
+3CI21QZZCI11f 6 6 P1CI21CI22f I 6 CI11Q21Q22f3 ayay

of of azf
Tt 12921922911 7 o Oy 6y



34

1 6f64f+ 4 62f64f 1 36f6f63f
24P1QZ2 9x Ox* P1q22 dy? ox EY 2P2q11q22f 9x 0y 973
1 of\’ a°f
+5 > P1P2451 922> (6x> 6y
2 0 0f
+ = 3 p1q11q21q22f axay ay
6f o3f
+ 02011921922 f > 9% 0% >h

Untuk ky = f(x; + psh, yi + qz1kih + qzz2kah + q33ksh)

f(xi + psh,y; + q31k1h + q3zk,h + q33ksh)

0 d 0
=f+ (Q31f£+%2f£+ Q33f£)h

O oy L o O N OPEN
P3 e + 421933 £ 6 t 422933 e 6 + 421933 9y dy?
fOL0%
+ 422933 dy 0y?
92 92 92 92 92
f f f f °f
2 q33fz 2 CIszfz 2 C131f2 dy? + 431932/ 6y2 + q31q33f* ayz
aZf aZf aZf Zf
+CI3ZCI33fza_yz+P3Q31fm+l73q32f %0y + D3q33f = 920)
of\’
+ CI11€I32f( )

,0f 0°f ., Of9%f

afaf of of
+ | P3931933 G, +2p1q326y0x2

P1CI3za ay PzCI338 E)y h?

2 2 92
EP%%?}%E‘F Q11qZZQ33fﬁ<ﬁ> + 411922933/ f<af>
2 dy 0x? dx \dy ay

of 9*f of 0*f of af o*f
+pzq216133fa axa quZZCI33fa %0V dy + P1922933 5 axayay

of 9 1 ,0f 1 ,OF 1 an
+P1Q11Q32fa 9xdy +8P 93 2Q32¢I33f 3y T3t CI33‘I32f 13




35

92f\° 92fF\° 1 3f 1 a3
+421933f* ( ayf) + 422953 > ( ayf) +5 q31q32f f 3573 q31q33f f
1 03f 1 o°f af o 2f of azf

+2‘I32‘I31f 3y 33 2q33q31f 3y a3 CIz1‘I33f E dy 32 q22q33f E ay

of 0*f AN *r\’
+q11952f* @a_yz + G21931q33f 2 (6_)12 + G21932q33f 2 32

LAY AY of 0*f
+422931933f* (a—yz) + 42203233 <6_yz> + P1q3af == ax E)y
fO%f of 9*f of 0*f ,0f 0f
Pz%gfa dy ) P1P3Q3za Do 3y P2P3CI336 oo dy + P3q32q33f > axc')y
LILI PR 3f ; 3f ,0f 0°f
+P3q31q32f 0 092 6 32f 6 33f §p3 a3 f 9% 0y2
1 6f62f afazf 6f02f
+2P3 32f26 dy o) + 421931933 * E, 6 + 421932033 6x6y
S AP f 0 ,0f 0f
422931933/ o 6 + 422032q33f o 3y ) + q11931932f” ayay
1 ,0f 0 2f of (9f\* 3f of a*f
+2q11q32f Tl + D1922933 8y<0 ) 54 31f3 2P3¢I33fa I
| il of 0*f of 0*f
2p3q32fa a_z _p3 31fa a 2+ pP3q 31f2 axay
afazf
+ q11932933f 0y 052
of 9*f of 9*f of 3*f
+P3CI21CI33fa Gxay p3¢l22¢l33fa oD X0y P1Q31Q32fa ay
afazf
+ 019329331 = T
of % 0f 9*f of 0f
+P2¢I31¢I33fa 3y E) PzCI3ZCI33fa dy a2 p3q11q32f0x6x6y
0% f 62f
+ 3921933 75 37 9xdy
0%f 0%f 63f 1 6f63f
+p3q22q33f6_yzaxay 431932933/ PNE >h3 (6P1Q32 3y 9x3
1 6f63f 4f 64f 1 6f03f

9P2Q33 3y o3 +57 524 32f4 24 qs1f4 3y z T > > 0320339211 9x9y3



36

LI P
2‘132‘133‘121 ay2 ay 2613261336122 ay2 ay
23 af 63f

1 5f53f s 0f f 5
+ZCI32Q33PZf Ix ay + q32933911 ayay + q5,93301f 6x6y

1 ;0f 0 3f
+2‘Z32q33Q22f axay

1, 92f 1af\2 1 02f (af\> 1, of of 3f
+§P2Q22Q33fﬁ(@) 2P2‘I21‘I33fa > (0y> S Pid22933 5 3y 9x2
1 of 0°f azf of 2f s 0f agf
+ 2P1Q22Q33 3y ay2 6x2 > Q11QZ2‘I33f 7 \8y2 3 Q21Q22‘Z33f 3y 93
afazf 1 92f (6f)

LUf O 1
P3CI32CI33f 9% 6 p1Q11q32fa 2\9y

1
+5 3 452921933 f > 6 dy FWEIL
+p3q11q22q33f ay ayz axay CI11QZZCI31Q33f ax ay ay
,0f 0f 0*f
+ 2 11922932933/ x ay E)y
LOf Of O*F of of 9*f
1 q11q21q32q33f ax ay ay + P2911932933f 5 dx ay ay
\ of of 9*f
P3911922933f == 3. ay 0x0y

af azf azf

p1q11q22q33f0y0x6y6y
afafazf
+ D2921922933f ax(')yay

af of a*f
+01911922933f 5= 9x ay %3y

1 a4f 1 a4f 1 64f 1 a4f

+4Q3ZQ33f4 3y 7k q32q33f +gq31q§3f4 a_y4_|_gq§2q33f4 a_y4

1 I 0*f 0*f
6P3Q31 dy 0x3 2P2P3Q33 9x2 axay

af\> af>

)+ k() +gonair 5 e

, 0f of azf
+P3G11932933f I ay ay

1 2
+ZCI21 33f
1 o*fa’f 1 2fazf 1 a’f (o f
+= 32fa Zayz + = 2 2 33fa Zayz 2q11q31q32f axz (ay2>

2P
1 0* o’
+2ql1CI32€I33f 3 ];(6 f) + 431035 i(@y];) q32933f° f(ayf>



37

62f>3+1 92f 2 L1 of 0*f
2

+021022033f* <6y PiP3ds2 5= 9x2 axay 6 b3q 32f3 Ox ay

2 92
of\’ f
+P3CI22‘132‘133f (6x> ay

,0f f 0% f
+ p3q11q32f ax ay ay

,Of a*f of (d f
+P3Q21Q32Q33f <6_yz) p3Q22Q32Q33f %

f
+D3G21932q33f ° (6x> ay

ay?
92
f(6f>
+ P1P3932433f o
0>f (9f\? O 0 L0f 0f
+p2P3Q32Q33fa 2(6 ) 229361326133f i 26 2 CI21€I33€I32f axay
JfOF of 9°f 9 9°f
+422953932f> B 3y -3t Q11Q33Q32f3a 572 + 4219539321 > 8y2.0%8
92f 93 93 3
0°f 0 f dfad f ,0f0°f
+422953932f> 3y2 052 P1Q33CI32f e + P2033G32f° ox Oy?
1 af of azf af of azf 2f (0f\?
+2p3pzq330 e P3PZCI3zaxa a3z P3Q11Q32fax2(ay)
1 afazf 0f03f 6f63f

+2P3Q31Q33f Ox dy a2 + 421931932933 > s dy a3 + 422931932933/ > axay

02f83f 62f83f 6f63f
+421931932933f° dy 26 3 + 422931932933 3y 26 3 + 12431932033 f° axay

6f03f of 0°f of a°f
+P1931932933f DXy + 411931932933 > Dy a_+—P3 33f6 3y3

1 of 93f 92f (3f\* o*f af\>
+gP§Q32f@W - P3QZ1Q31Q33fZa_yz(a) P3Q2ZCI31Q33f (E)x)

,0f 62f of (0*f
+P3Q21Q31Q33f ax 6y P3QZZQ31Q33f 6x 6y

52
02f (0f\?
+p2P3Q31Q33fa 2(6x>

of of 3f of of 0*f 1 of 9*f 9*f
+2P3CI21CI33fa 3y %2 +2P3QZZQ33fa 3y %2 +2P§CI21Q33fayaxz 3y?



38

1 of 62f 2f O2f (9f\ L0
+5 > P3922933f == 3y 9x2 9y? P1P3‘I31‘I3zf (6x> + 24 P3 5.4
1 f 2f af 2 ,0f of 62f
t3 psqslqszf +5 P3‘I32‘I33f + P3G11q31932f > 9x 3y 3y?

9°f \*
+D01P3911932f m +

1
+ 2P3Q11q32f

of 2f
+2‘h1‘122q33f ayz
of (92F\°
+P2¢121Q32>3fa<a_yz>

o*f
dxdy

+P2QZ1CI33f ay?

2 F) 2

o°f (of
+P2421 Q§3fa_yz<a) +

fzf

1
2
+ SPi q32933f 5= CaT 7

+P102932933f 32

1 LOf 0 f 1
b 3 SO
+6P3CI31f ) 4

of 2f
+011921931933f* 3y ay2 + 2411922932933 f*

+P1421932933f

of
+2P1422032933f 7= 5x

+ D1G11q31932f >

of (9°f\°
+P2Q22Q§3fa<_2> +

e lar) P

P3as.f* 2=

AN 2f
P2D3921933f (m) + P2D3422933f (6xay>

,0%f 0% (f) 0°f
3 20xay + P1P3922933 9x) 9xdy

AN PUACEAY
+P1422933 Ox ay

dy?
02f 62f
P1Q11Q§2f2 a_ygaxay

o*f ; Zf(af)
9xdy +P1422 953 A2l

,0f
q11‘122‘133f <

ay

+ D2022953f Oyz

0%f (af\* 1 o*f
P2922 CI§3f_(_) P1Q31Q3zf
dy? \0x 2 dx2 dy?

0°f @ 2f o*f a°f
2P2¢I31¢I33fax2 y? 2P2¢I32‘I33f A ay
Zf Zf
dx 26

ZfaZf

31f26 zay

0’10 ,0f (9%F\°
e Zayz + 411921932933 f* ay ay

af (9%F\°
ay ay

() +mesent 3{5)
9x \dy? + P1922931933 y?

a%f\" , 0f Of 8%f
ay CI116121CI33f 9x 0y 3y?
92f 9%f

dy? 0xdy




39

62f 62f aZf 62f
+D1911932933f > a_yzaxay + 024219319331 2 B_yzaxay
62f aZf
+ p2q21q32q33f26_yzaxay
0? o°f azf 2f 0*f
+D2022931933f° 3y Zaxa + D2422932933f ayz 9x0y
d2f (af\?
+ P1CI21CI32‘Z33f (6x>
d2f (9f\* 02f (9f\’ afafazf
+P1CI22€I31CI33f (a) + 2P1Q22Q32Q33f (a) + P191195.f == 9x Oy ay
afazf aZf 64f 1 0*f
+P1P3922933 5 W ayz 9xdy 2¢I31¢I32‘I33f dy v 2Q31Q33Q32f T
1 ,0f Of 9°f
e > P19:i1q32f° e
X TS OF (Y
2P2¢I22Q33 ax 6y6y + 12911922933 9xdy ay
,0f 3f 0*f
+ 2P2Q21Q33f ax ay ay
af of o7 of of o 2f afazf
tTP1P2922933 5= ax ay 970y +3 > Q11CI22Q33f x ay ay + D3931G32933f> ox ay
32588 92f 93 3
0°fa f a*fao°f af 0°f
‘*‘251215133f3a Ford QZZQ33f3a £ + D2 33f26x6y
1 d%f (9f\*
+§Pqu%za—yz<a)

92 e 2 1 52
Pz 336 é(ai) 2‘111 32f3< yf> 26121 33f2< yf>

1 2f
+ 2Q22Q33f2< 3y? )

1 ;0f 0 3f ;0f 0 3f 1. 30fa3f
+ZQZ1Q33f 9% 9y3 2qzz a3sf %073 6‘111 qs2f 3y 3y
1 L0f 0°f
+ 54529331

9 ay ay



40

1 N LS 1 080
+9QZ1Q33f ayay 2Q32Q11f ayﬁ+§ 3201 9% 877
64f

1
+5 > 4319329331 * ay
1 L1 LOF 1 of 9%f 4f
+6CI31CI33f 3yt 6‘131‘13zf ay* 6P3‘I33f 9x0y? +57 527 33f4
2¢ .9 2 2

2
0%f (0f\* of (0*f
+P3Q21Q§3fzm(a> +p3q22q32’3f28_yz(6_x) + D3G21953f > Ix ay

of (9*f\° 9f (0f\? 0%f (0f\?
+P3Q22Q§3f2a<a_yz> +P1P3Q?2,zfﬁ(a> P2P3Q33fa 5 <6x)
1 ,0f 0%f
b 2P3‘I31¢I32f FEEEY
1 dfad Zf f zf Zfazf
+§P3CI§1CI33 3 G 2P3¢I31‘I32f G20 2P3‘I31‘I33f 9x20y2
1 IR IR ,0f 0°f

+2P1‘I31Q32f B 2¢I11‘I32‘I31f 7,007 2P2Q31Q33f 8

1 LSS of 3*f
+2CI21Q31Q33f o2 dy B QZZQ31Q33f3 92052

PRl £3 2f53f FA 0°f 0 3f £2 ,0f 0°f
2Q21Q33Q31 3y 26 7 QZ2Q33Q31 3y 20 3 +P1452931 axay

of 3*f 0°f 0% 02 9°f
+Q11Q31Q32,2f3@a_y3 L CI21Q31€I§3f3a_yza_y3 + 4220319533 ay2 6y

f53f ,0f 0°f
+P2053931f > 3% 0y + 421933931 1> 9% 0y

af a 3f o'f |1 a'f

+4319539221> Iz ay 4Q31Q32f4 o - 6Q31Q32f ay

94
+iQ31Q33f4 f)
1 63f 63f
(3Q11QZ2CI33f (y) 3y 33 6P2¢l33¢l21f( y) %3

af a3f
y) ax3 "

1 of 0°f (0f\?
+ 2P1Q11Q22Q33f 9% Ox? (631) h®

1
6 -~ D2 CI33CI22f (



41
Untuk ks = f(x; + pah, ¥i + qarkih + qazkoh + qazksh + qaaksh)
f(xi + pah, yi + qarkih + quzkah + qazksh + quaksh) f

of of of of af)
+(Q41fay+CI42fay+CI43fay+Q44fay+P4 ) h

2

02 92 02 2
f o°f f af af
< CI44f2 2q42fza > Q41942 f 3y2 q11q42f< ) +Q31Q44f<@>
f\* f\* afaf afaf of of
+q3244f <@> + q33Gaaf <@) P19425. 55 t P2d43 52 3y +P3aa5- oy
92 G 2 92
0°f af d f d f f of of
+2P4a 2+CI22‘I43fa ayz + qa2qaaf? ayz + qa2qasf? 3y a2 CI21CI43fa ay
of of | OF 0% , 194N %S Zf
+CI22¢143fa T CI21Q43fa ﬁ-i_fq‘% i B2 2 43f2
92
o°f
+ =
q41¢l43f dy?
aZf Zf Zf Zf
+q41qaaf” dy ) P4Q41fa 9y P4q42fa dy p4Q43faxay
2 2 a3f 1 a3f
+q43q44f26_yz+p4q44f6x6y>h2 54 44f3 gp 93
1 af(?zf
+ZCI33‘I44f T
of (0f\* | 1 RO | of 3*f
+P1Q32Q44a<@) 2q11 42f2 dy 6 Q44 31f2 dy ay
- afazf
A54932f* 8yay
afazf df 0 2f of 9*f of 9*f

CI44CI33f y2 P3 44fa ay? P1P4Q42fa axdy T P2Daq43 o~ dx dxdy

92\ AN of 9*f
+q21q434af " (a_yz> + q22q43G4af " <6_yz) + P3Paqaaf - dx 0xdy



CAY LAY of 0*f
+q21941943f° + 4220419431 + Q2011 f % 5
ay 6y 6y6y
NCIAN L (9%’ of 0*f
+q21942943f ay? + q22942943f ay? P1q4zfa ay?
of o*f df d 2f df d 2f of\’
+q21953f > EPENE 5 1t 4229 43fza 6y2 D2 43fa 377 + 4119449321 (6)/)
1 o 0°f N ,0f 0*f
+ZCI3ZCI44f 2502 2Q31Q44f 3y 0y 2Q44P4f 3x 977
o°f
+ 441942943 > ayg
,0f 0%f LR of 02f
+021942943f > ™ ayz + 4229429431 ET ay2 p3q33q44f0y6x6y
afazf afazf , 0f 0°f
+q11942943f* 6 ayz + 411942943 > 6 ay2 + 431942944 f > ayay
RILR LI of 9f
+432942944f > 6 ayz + 433942944 f 6 ay2 P1CI4ZCI43fa ay
of 0*f of (0f\* of 0°f
+P1Q42‘I44faa_yz+CI21CI33CI44f_(@> Pz%z%wfa 5602
af aZf

‘|'P3CI426144]Ca ay

of (9f* O°f (3f\" O*f (0f\*
+QZZCI3BQ4—4fa ¥ CI21Q33CI44fa Z\3y CIzzQ33CI44fa 2\3y

af 10f\* 92f (3f\* of 0%f
+CI11CIZZCI43fax (0}/) C11161226143f (@) p2q21q43f6y6x6y
0*f of of 9*f , 0f 0*f
+P2Q22Q43f o axay +P14922943 5= 7 Iz axay + 421943944f* x ay
2f af a 2f ,0f 9%F
+‘h2‘143‘144f 6x6y Q31Q43Q44f ayay CI32Q43Q44f 6y6y
2f of 02f of 02f
+Q33Q43Q44f 6y 6y + D2Q434af = Ox 6y + P3q434af == Ox ay
af 62f
+p1q11q42f6y6x6y
af 0?2 af azf af azf

+p4q21q43faxaxay p4qzzq43faxaxay p4q11q42f6y6xay



43

o*f of o*f ,0f O*f

+p4q31q44f6y6x6y p4q32q44f6y6x6y P4Cl4sCI44f axay

2f df a 2f ,0f 0°f
+p4Q42Q43f ax ay P4Q4ZQ44f ax ay + D4q41943 &a_yz
of a 2f dfa 2f 3f
+D4q41944f > x ay + D4q41942f > x ay +3 > ‘I42‘I44f
3 1 63 1 63 1 63f

1 9 f
+= > C1426143f 2 Q44Q42f 2 CI42Q41f 2 CI43CI42f

1 a3f 1 3f af azf 3f
+5 > CI44CI41f fog b o > CI41‘I43f 2 P4 ia3f == A axz > C1416144/[ 373
3f Jf 0 zf a3f

i 3f
¥ 3 Q41Q42f 6 CI41f3 2 P4Q42f2 3% 05F + 442943904 f > 973

2
1 9] azf of 0%f %f 9%f
2
+2P4Q43f G +p4q33q44f6y6x6y P4CI21CI43fay2 xdy
> [0 O UL 2000
Paq22443 dy2 9xdy t+ 421941943 axay t 422941943 axay
dfad 2f dfa 2f ,0f O°f

ayay CI31¢I41¢I44f ayay + 432941944 @a_yz

2f af azf of 9%f
+033G41qaaf > 6 i P1Q41Q42fa il P2Q41Q43fa ay?

afazf
+P3Q41Q44fa ay

\ afazf afazf 6f62f
q31932944f° 6 dy ) + 431933Gaaf? 6 dy EY) + 432033Ga4f* ayay

of 3*f of 9*f 3f L 0f
+P3Q31Q44fayaxay P3CI3ZCI44fayaxay 6 43f3 2Q43Q44f ay

92f\* 2 of 62f of 3*f
+021953f* ( ) + 422053 ( ) 2P3Q44 3y ax2 + ZP%%Z 3y 92

+CI11CI41CI42f

dy? dy?
1 af 02f 1 3 f 3f ,0f 0°f
2 Pz 43 5 dy 6x2 6 Q4zf + 441942944f > =5 dy3 2 p4Q41f EM ay
03 1 fazf of 0%f of 0%f

+041943Gaaf > 3y3 2p4q44f6y6x2 2P4 41f6y6x2 2P4 42f6y6x2



1 O 1 3f
+2‘I43Q41f ay3 2‘143‘144f T3

of (9f < of (9f\’
+ P1922943 3y (a) +P2qs3das (@> h?

1 ;0f 0°f f 2f
2‘131‘143‘144f 6 3y 32 q21q31q43q44f Iv2

y?
af 63f
+ 1941942943 > I E)y
+1 o*f 9*f
2P1P4CI42 9xdy 2
+421941942943f > 7 6 3t 2422933943944f Bhe 6y 6y
(')f (')f azf
+ 022931943924 f o 6y 6y
LfOf O’ | of of 8*f
+422932943944f > F. 6)/ ay + P1932933944f 5 e ay (')y
of of 0*f
+ P2431933944f 7= % ay ay
+P2932933944f == A% ay ay + 4229329339441 2o 6y ay
af Of 62f
+ 21931943924 f = 6y ay
. afazf aZf afafazf
P3922933944f 7= dy ayz axay + 4229319339441 i Oy Gy
. of of 9*f
P3922933944f = o ay 0xdy

afo°f 1 0%f (9f\* 2f
+QZZCI4ZCI43f _W‘*'Epzchmayz (E)x) +ZCI31 Qaaf? dy?

1 2f
+ZCI3ZCI44f3( 97 >

44

1 NG of of 8*f ,0f of *f
+= 5 33954 f 9y? + P3921933944f 5 ax 6y axay + P3931932G44f ax 6y 6y
421932943944 ax ay ay 42193394344 ax ay ay
,0f 0f 3*f
+ 411922943944 f

dx ay ay



45

N Y af of a Zf £3 a’f o°f
421933944 Ox ayay + 421941943944 ayzay
a’f of\*
+ 4119329339 ( )
11932933 44f 3y
1 ofa 3f 0*f ;0f 0°f
+ZCI31CI33Q44f 3y 9y° P3P4CI44fa Z(Bx) 2Q32Q43Q44f 3y 93
1 afa3f
+ZQ31Q32q44f 3y 093
of 3 1 LOf O 1 L0f 0°F
2 P S0
+43194194af & 8y 2Q33Q43Q44f T 2Q33Q31Q44f 3y 0y3
L1, 0fOfO¥
1 df a 3f ;0f 0 3f 0%f (0f\*
+ZCI32‘I33CI44f Bie + 4320419343 6 B 2P4¢I31Q44fa 2(63/)
of (o f
+ 42195344 f Dy \Dy2
Pola En Vi By 1. 0°0; ARG §°
+022033Gaaf? <0y) + 421943944f a_yz6_y3+CIZZCI43CI44f 0y2 ay
1 L0f 0°f
+ZCI31CISZCI44f if
1 3f 0%f (0f\’ i of\*
_ 2 e |
+2q22q42q43f Gyz e 2P4¢I32¢I44fax2 (031) + q1195294af 37’ (ay)
,0f °f
+ P2033Ga4f” o3
1 0%f (0f\’ a’f of\*
+2P4Q33Q44fa 2(8)}) 2‘111‘132‘144f (E)y)
+ %) &)
P1922933944 T 3y
+ f_fj f2f<f)+ 9L 91 9°F
433G41944 ay? 2P3‘I32‘I44 9x2\3 2P1P4CI42 axayaxz
af a3f
+ P3G34qar f? 9x9y°
1 0%f (3f\* 0%f (3f\* 0%f (9f\*
+2P3Q31Q44fax2 (6}1) 2P4‘I11‘I42fax2 (6)1) 2P2¢l22¢l43fax2 (ay)

64f
+ CI41CI4ZCI43CI44f



46

N £2 (f) °f f 2f(f?f) f 2f(af)
P4Q21Q43 Ox ay 2P3CI33CI44 9x2 \ay 2PzQ21Q43 9x2 \ay

1 of of 0*f

+ 2P2P4Q43 9x 0y 9x2

1 of af aZf )
2P1Q22Q43 ax ay Ox2 P4QZZQ43f (

1 EAY
+3 > 4529439a4f> b

9°f o 2f ;0f 0 3f 2f
Tl ay 2‘131‘144f ay(')y 2¢I33Q43Q44f y?

1 2.2 0 0%f 9°f
qs4 xz ay

+p1q11q22q43fayay2 axdy + 42193193344 f Bx ay ay

1 afazfazf

) of (02 of (9%F\
+D4q21953f> (»)ﬁ(_f) +ZCI11QZZQ43f f< f) + Dab22q43f > 6];< f)

N N L i

ax) 3y? +6P4Cl43 9x0y3

7 Pidasf’

+

dy? dy \dy? dy?
1 df ad 3f d%f (0f\° 6f63f
+=0451922943f > + D2Paq23f = ( ) (I22(I21Q43f
3121 dy dy3 dy? \ax 3 dy 0y3
82f 92
0*f %
+ P1411941942f ayzaxay
af 0°f 0*f afafazf
+p4q11q22q43f0y6y28x0y 421932933944f > T g
af a3f
+ G11952941 1> ayay
1 d2f (0f\ ,0f 0 3f 6f63f
+§Pf‘711‘142fﬁ(a_) + 01941952 f> x 6y 2P4Q43Q41f Iz E)y
52
o°f of\’
+ CI11CI3ZCI44f (6y>
O2f (3f\ O2f (9f\° 2f of\?
+q31qszq£4fza—y2(@) +Q31Q33QZ4fza_yz(@> + G32933G541 2 32 (ay)



47

62f 0% f 2f 0% f 36f63f
+p3q31q44f 3952 929y + D3G32G44f > 9y 9x9y 2p4q44q41f 9x 0y

2 2
9°f o°f
+p3q33q44f ayz axay

of (0*F\’ of (0*F\’ EHAY
+q21q33q24f26—<—2) +QZZQ33QZ4fZa_ =— | t PaP393194af

y \0y y \0y axdy
a*f 1 af °f Zf
+D4D3932944f (m) +5P4Q42Q£1f3aw PaD3933944f axay
2f aZf

¥ p4CI44CI33f ayz axay

1 ,0%f 0*f L(9F\ 1 ,0f O°f
+2p4Q44CI32f o Zaxay + 941944931932/ (')_yz 2P4Q41Q44f axay

1 25>° RS of\* 9*f
+§P4Q44Q§1f2 a_yzaxay + PaP2922943f <—6x6y> P1P4922943 (ax) 0x0y

1 92f 92 AR 0%f 0%f
+5P5q42q43f > 92202 + 4419449319331 > i ] 2P3Q44Q43f

2 dx2 0y?
a*f af
+ P203943944 55 i x
1 OO 1 0°f 0% FAY
+2P4CI4ZCI44f D22 0y2 P2q44Q43fa 25y2 + 4419449329331 > 97
0%f\’ 2f
+443944931932f > <0_yz) + 443944931933 f > < )2 )
’f
+ 43944932933 f > < y>
1 0> 0*f 1 0> 0*f 1 92f 02f
+2P2q41Q43fa 26 p1Q41Q42fa 26 = P3Q41Q44fax2 9y?
1 LOf 3%F
+ZCI33CISZCI44f ayay
of (9%f\* ,Of (92F\’
27 (2
+422933941944f 3y <6y2> + 421933941944 f ay\ay?
azf af\?
+ Q11Q3ZQ41Q44f (6)1)



48

f 3f af 03f ,0f a3f
+P4Q41‘143‘144f 9y? 2 q41q42q11f 9y? P3q42q43q44f Ix ay

Zf a3f
+ 421941942943 > 3y23y3

of (02f\" of (9*f\’
+2P1QZZQ42‘I43fa(a_yz> + 421933941944f ay ay
0% f

of\?
+P1Q11¢I32Q44f( ) dxdy

52 3 4
0°f (Of OO 10
+04922943944f 7 2(6 ) + 433942q4394af > 3y 0y3 + im

,0f 8%F
+ D1G42943944f I 6y

of (0%f of\* 9%f
+P4Q21Q41Q43f2a<_2> PZQZZQ33Q44f< )

dy dy/ 0xdy
32
f(af)
+ P4921943q44f° o
02f Of (0f\? , Of Of O*f
tP01922933944 5 3y2 ox (@) + P4q3194394af B ay ay
,0f 3f 0°f
+ P4q32943G44f 9x dy 0y
LOfOf O f ,0f of °f
+421933941944f > [ Gy Gy + 433943944 iz ay Oy
,0f 0f 9*f
+ 14911941942 ax dy 0y?
1 4f Zf af zf aZf
toa9nf 5 2"22‘“3f 2 (a ) ZUFrre
af 2f
+ 4519 43f2 x\ay?
0f 0°f 0%f (0’ 0°) O
29 Y — (= =
+P2042043944f " 5 3y3 + P1PaqGa19a2f dy? (ax> + P3ds1d29aaf dy? dxdy

of zf ;0f 0 3f 26f63f
+45,033f* I 6y2 2qsaz Qaaf> 6 FNE +2p3 Qaaf 9% 073

af\>
+ (219229531 (631)



49

1
+=G$1942943f >

<62f>2 1 afafazf
2

3y7 +=P2052943f

)
2 ax ay ay p2p4q43q44 a

X
1 s 0f a3f 1 f 3f 1 Zf
+=033952944f 3 7 > q32q42q44f 3y° 2 = 45,9 43f2

2
)
zpz i3 9y2 \ox

a*f 0°f of (0*f
+P3Q33Q41Q44f28_yz(3xay P1Q22‘I41Q43f (6}1 )
of (0f\°
+ 411922933944 7 e (03/)
of O°F 0% 0% of of 9*f
+D0294194344f° I 6 P1 42fa 26 > P4QZZQ43faxaan2
af 62f 62f
+ 2P4Q22Q43f 3y 012 0y2
1 afazfazf of (0 f of 0*f
"‘229461216143fa Ox2 ay + 422931933441 ay ay 2p4q21q43f6x6x2
LOf Of O°f ,0f (3%F\
+G22953qaaf? x ayay + D4G22944943f > x ay
N of of o*f
P1P3932944 7 o ay axay
,0f (9%F 0*f 0f 02
+D4q21944943f > <6y > 21946111614»21[2 3y? 9xdy + PaP1911942f m
N ,0f of azf ,0f 0f 0*f
P3CI32‘Z33CI44f ax ay ay sz21CI22CI43f 6x Oy ay
af af 62f
+ P1931932944f = i ay ay
N PLLIIN (O Of 0°f
P3431933q44 Ox 6y6 t P1911922943 dx 0y 0xdy
,0f 0f 3*f
+ D4q33q4244f > I ay ay
a*f af s 0f 03f a*f af
+P1P4Q42Q43fa 2\ox 2Q32Q41Q44f 6 6y3 + P1P2942943 7 9y? EM

1 LOfOf 1 N o*f 9%*f
+2q11q44q42f 6 6y3 2Q21Q41Q43f 3 Zayg + P2921q41qa3f” ayzaxay




50

92 92 92 3
0% f (9f\* 1 a°fo°f af o°f
+P3P4Q42Q44f (5) 2% Pidif? == 9x2 ay +6P4Q41f3 axay
6f63f
+ 4119419429443 3y 93
. Pt fﬂ R f 2f<6f)
2P3Q33Q44 y 3y? + P1452944 Ix ayay t 411922933944 3y2 \3y
0% f (0f\’ ,0f °f
+p2Q21Q33Q44fa ay(@) + P3q41q4394af axc')y
92
0%f (Bf\*
+P1CI21CI4ZCI43fa 2(69()
N af a 3f Zafafazf of of 0°f
4119429431 6 ayg + 422933954 f 9x 0y 3y? p1q44q32f6x6y6y
0°f of of
+ 210339544 f 9y29x dy
L £ L S ) i i )
P3q33944 dy? 0x dy + D2q33944 9y? 0x dy + P3q31944 9y2 dx 0y
02
0°f of Of
+P3Q32Q44fay2 3x 0y
,0f 63f af (0°f
+P1q41942944f° 020732 P1QZZQ44Q43f 2\ 32
of (ad f
+ 422031944943 By \oy2
2
N RO (PFY 20 (1
11922944943 ay ay t 422932944943 Oy ay
6f63f
+ P2q41942943f 9% 5%
of 2f 0%f (0f\*
+2421933944Ga3f > 9y ay2 P3CI21CI44CI43f <6x)
92
0f (0f\°
+P3Q22Q44Q43fa 2(6x)
92f 93 2 3
i f d f ;0f0°f
+422943942f > 3y20y3 + 431932942944 f> ay? + 4420549333 3y dy°
1 64f
+ 4Q41Q4zf ay*



1 64f 1 4f 4f a4f
+— Q41Q43f Q41Q44f 2tz Q41Q4zf Q44Q43f
6 6 6 6
g aff
+ 6Q44Q42f "
1 L1 L1 L1 a4f
+4Q44Q42f ay* 6Q42Q41f 3yt 6Q42Q43f 3yt 6Q43Q4zf
1 L0%f
+6Q4ZCI44f ay*
1 a4f 1 4f 4f 4—]:
+4Q43Q42f4a 7 Q43Q44f ay* +- Q43Q44f4a 2T Q43Q41f 3y )
1 4f
afa3f 62f 02f
+p3CI41CI4ZCI44f2 %6_)/3 + P3CI31CI44CI43f2 6_yzaxay
62f 62f
i p3q32q44q43f26_yzaxay
Yool i L0f 0°F
+D3033944943f > 392 dxdy + 421941943944 f > 2x0y°

af)

a*f
oy P1CIZZCI43CI44f (ax

02f (0f\* 2f
+P1CIZZCI43CI41fa_yz<a) + 4319339429 44f > T

2 0°f 0°f of
P1P4922943 55 9yZ2 axdy =
+ %) 55 7
P4911932944f 9xdy + q11932943Gaaf? dy ayz
af 63f
+ 42294194394 f > A ay
52 2 2
a°f o’f o*f ,0fofo°f
+P2021944943f° 6y2 9xdy 2P3P4CI44 9x% 0x0y + 1491195 9% 0y 0y2
N a°f o’f azf of
P2922943944f 6y2 axay + 421932943944 f dy? ay
6f 63f
+ 43194194394 f >

ay ay3

51



52

AN a%f\" of
+P3921943944f a_yz E P3QZZQ43Q44f 2 E
6f63f
+ (32941943944 f > 6y6y
2 62 f f
+P3Q41CI31CI44fZa_yZaxay %2‘133‘142‘144f (ay > E
62f> af
dy2) dy
1 6f63f 1 afafazf
+2P1Q41Q42f 3x3y3 p1Q11Q42f26x6y6y

(')f (')f azf
axayay

N Lff ,0f 0°f
+021942943944f > 9% 0y° + P4q41942944f > 9x 0y° + D4941942943f> 9x 9y®

- 2q22Q33CI43q44f (

+ 2¢11922942943f *

af a 3f ,0f 0 3f ,0f 8°f
+422953944f> 9x 073 + P2qa1 Qasf? 9x 973 2P3Q43Q44f i E
afa3f

+ 421953944 f > x ay

292

0
P4CI21CI43CI42f< f) %

dy?
of af o*f
0x ay ay

of
+CI11¢I31CI42q44f (y) ay

+ P1G31942944f ==

af of azf f i
+2P1CI3ZCI426144fa ayayz + D2P4q41943f %) i

y
a
i) ay];

aZf aZf azf 2 afafazf
+P4q32033944f a_yz—axay + 432033G34f > <_2> + P2911942943f 5 Ox ay ay

1'% 26h1¢l32¢l42¢l44f (

, . (Of 262f , 0°f 0*f ,0°f 9°f
+P1422943f <£) 92 pzqzzq43f 952 9x9y 2p4q41q42f

62f 62f
+ pZQZlQZ3f ayz axay

x2 dy?



53

92f\’ 92f\’ , 0f Of 8%f
+q31933934f> (63/) + 431932934 f> (63}) + Paq3195af > 9x 9y 972
of\’ f
+ P3Paqaaqasf (6x) 3y?
1 L1 Lo 1 4f
+5045194294af * 55 + 5 452021903 f* 4+ ‘I43‘I42(I41f e
2 ady* 2 dy
+1 e 4f
q 4429
7 ezl " 5og
1 L0 1 L0 1 3
+EQ42‘I44Q43]C 3y +ZCI43CI44CI42f 3y* +ZQ44Q4ZQ41f 3yt

1 L0f 3%F
T3 > 42295194313 I 6y

£ (6 ) aZf 6f63f 6f63f
P1P4942944f e 0y2 + 43394194344 f> 0 ay3 + 433932931944 f> ayay

of Of *f 0*f03f 1 2f\’
+11922953f % == + 422 441942943 f> 9y20y° Q41Q44Q33f 3y?

dx 6y6y
i e, T UL W 6 of of 9°f
8p4q42fa %3 2P2¢I21¢I43f o p2p3q33q44axayax6y
1 af 63f
+2PZCI43CI44f ox 03
N oLl U0 ] fOL oS
921933942944 " 5 3y 02 + 431942944 0y P2q4—2q43 9x?% 0y?
o o
o°f o°f
+ P1411942f> ayz 9xdy
\ PLLE N P pUAS
32942944 ayay 2P1Q42Q44 E%, | ay + 12433944 0x dy 0y?
1 a'f
+4Q41Q43f 3y W)
1 WO 1 L0 of 0f 9°f
+4q41q44f ay* 2P4Q41Q42f E 6y3 PzCI33CI4zCI44faxayay
of of 3*f
+p3q11q42q44f6x6y0y
1 ZfaZf 1 f 2f afafazf
+2p3 44fa zayz 2q§3 44]:2( ) 6y2 p1Q33Q42Q44faxayay
1 af\* 9*f
+ZQ32 44f2( y> ay?



54

1 LV 6f63f % 0 f
+2‘I21Q43Q42f 9y3 ‘I22‘I41‘I43f 9y3 + 421 ‘I41(I43f 6y2 ay
2fa3f

+ 22 qu1 9533 3y23y3
of\* 0 2f 5f33f ,0f 9f O*f
+P1P4Q42f( x) ay2 + 219419531 % 6y3 + Paq31942q44f " Bxayay
of 92f 82f ,0f Of 9°f
+P3Q21Q33Q44fayay2 9xdy + P4432q42qa4f % ay ay
of\* i
+ P4922941943f (ax) ay?
1 O3 1 RILI L0f O°F
+2P1CI42¢I43f P 2P4Q43Q44f 9x0y° 2P4Q43¢I42f 9x0y3
1 ,0f 0°f
+ 2P4‘I44¢I43f BT
1 s 0f a3f 2f f a*f o°f
+2P4‘I42¢I44f 250 6y3 P1CI21CI4ZCI43f e + 421942953 > 3 26y
af a3f
+CIZZCI4ZCI43CI44f axay
1 10 01 0 | 0% 0'f
+ 2P3Q42Q44fa 2 = CI21 Y 092 ay QZz a3 == 32017
1 afa3f
2
1 2p2 43f ax ay
1 RV of 0% 1 LOf 0°f
+ZCI216143f B 26122 qasf> == OB 2P4¢I41‘I43f 84377
1 LOf 0°F
+2P4CI43CI42f 3% 02
1 2fazf a’f azf ,0f 0°F
+2P4Q43Q44f el 2P4¢I43Q41f T 2P1¢I42Q44f 9x 03
92\ L0 0°f
3| L
+432933942943f (6}12) + 411942943Gaaf> 3y 9y°

,0%f 0%f
+ P3032042Ga4f 3y2 dxdy

1 LS of 3% a2r\* of
+5 011942953 % 255 + 032 442943004 > 3-5=5 + Pad220410a3f o
2 3y dy dy dy 3y2) ox



55

df af o 2f of\* 0*f 3 of 0°f
+p1q11q42f6x6y6y + P2Paqa2qasf ox) 32 +6P3 5y 023
+1 0% f 62f
2P2P4Q43 9x2 axay
’f\of o F 1 of 0°f
+Q11Q22‘I41Q43f yz ay 2Q11Q41Q42f 8P4CI41fa 9x3
1 af 93f
8p4q44fayax3
N UL ( f) o PR
P3q42944 B 6 t P1P3942944 9x) 9y EWCT P3CI44CI41 Ox ay
6f63f
+ 431941942944 f > By 05°
& af ;0f 0 3f of\* a’f
+2q11922942943f ( dy? 0y 2‘132 Qaaf? 0y0y3 2‘111 42f2< y) ay
1 6f63f 6f03f (')f03f
+9CI22 CI43f36 93 CI21 G5/ 4 o8 E CI11 Qaaf> == 3y 03
6f83f
+ P4942943944f> 9% 07
8 Ao 0% \’ AN
+D2021942943f a—yzaxay+pzp4qzlq43f R + P2q21943f 9y2) Bx
2f\" of
+P2¢I22¢I43f( 9y?) ox

1 afa3f of of 0%f j 2f63f
+2pzq43q4zf T p1p2q22q43axayaxay 2q22q43q41f 9y2 3y3

+;p1 Gizf (a/;) ay/:

1 92f\’ afa3f 9%f 9*f
+§qflqizf3<m> + 432043934 > 6 3y a3 + 2022042043 ayzaxay

f af
+P1Q22Q43f< 2) 3%
1 a*fa f ,0°f zf ofy\’
+2P1Q42‘I43fa Zayz 2Q21Q43f ay3+p4QZzCI4zCI43f (ax)
L0f 0°f

1
+3 > 421941943/ I 6y



56

2f (0f\? aff73f a*f o*f
+2P1Q22Q42Q43f (a) P1Q42q44f E ay + 1411 Q4ZQ43f ayz 9xdy
1 4f
24 CI41f4
1 4f 64f 1 af 03f
24 CI44f4 24 Q4zf4a 2T QZZQ4zq43f E ay
1 2f 63f
+2(I21q43CI42f 3y29y°%
02f (9f\’ a*f 53f . 9f 03f
+q11 431932944 f 2 a2 (6 ) 2612161436144f R P3Q42Q44f 9x9y3
f 1 PR afazf f f
2P3Q44Q32f 6 ayay q21q32q33q44f E)y dy
2f\* of
+CI21CI31CI33CI44f ( dy? E
f f ,0f 0°f
+422932933944f > 32 ay 2Q41Q33Q44 @a_yg
,0f of azf
+ Pa911G42943f > i ay Oy
afafazf 8f8f62f
+%1Q22Q41Q43f Ox ay ay P4q11q42q44f ax ay ay
2f of\’
+ p4¢l21¢l42¢143f (6x>
afafazf Zafafazf
+422933941944f Ix ay ay + P4931941944f dx 0y
,0f 0f 0°f
+ 14932941944 f I ay ay
of of 0*f of 3’f | O*f 0*f
+P4Q33Q41Q44f2aaﬁ Q11Q42q44f36 3y o3 1t Paq31 Q3344 ay2 axdy
L, 0%f (0f\° ;0f 0 3f of 83f
+011933942944f > 3y 2(6 ) +6 519 44f 3y 3y3 +6Q33Q44f3 3y 3y3
1 af 63f
+5 > 431952Gaaf> ay ay
62f 0% f 1 6f63f 6f6f azf

+P4931 932944 f > 6y2 axay ) > q21943934f > ox ay + PaP2q33944 5 ax ay Oxay



57

o*f 0°f of 3 | of of 0*f
+P1Q11Q42Q44f ayz axay CI21CI43CI42f % ay + PaP1932944 5 Ox ay axay
1 2r\> 1 0%f 8%f of 33
+2q33q4zq44f ( y> 4P4CI42f2 9x% 3y7 +8p4q43fayay
1 2f
+ 5 4371q42q4af> y?
2 5 0f Of azf azf 1 62f
+D4q33954f a@ﬁ 2¢I32¢I42¢144f 9y? 2Q31Q42Q44f dy?

’f
+ 24539219221 > ( y)

1 0°f 9°f AN 9%f (9f\?
+5P£Q41Q44f2 Wa_yz + q23911922f > <6_yz> CI21QZZQ43f (ax>
1 L0f 3%F
o 651325144f ay ay

1 of 03 of 93
e, P1Q3ZQ44f< f) f P1942f% == / f P4qizf> == J f

2 dy?) ox? dx 9y3 dx dy3
2f aZf
& p3q33q42q44f28_yzax6y
N 6f63f <8f) 62f 0f63f
Q449439331 6 3y a3 + P2911922943f axa + 43194294344 f > ayay
1 6f63f
4.2
3 92 3
12927’6143 afa f P4CI21CI41CI43f f<6f> CIZZCI41CI426143f afa /
9 dy 0x3 dy?\o 9x 0y3
2f\* of
+ D4G22942943f > ( 92 I
s Of 63f 9*fo’f
+033941942Gaaf> Somilsis + G22943942Gaaf > 3y29y3
2fa3f

+ 022943941944 f> 3y20y3
af\> 92f 92f (0f\? L, 0f 0°f
+P3Q11Q32Q44f( y) m+p3p4q4lq44fa—yz<a> + 431943954 f 3y 9y°

1 f 2f af 63f af asf
+5 > Q43QZZCI11f 3y? 2 CI41CI44CI31f 3y° + 32941942944f > ay Oy



58

N PULLEN f_fj 2 2 L O°F
411921942943 9x 0y 0y? P1q42q43 ays ' 2 q22q43q44 9x 0y3
af 63f
+ D3954Gasf> axay
1 6f63f azf 62f 2f Bzf
+2pzq43q41f 9x3y° 5+ D2022941943f° 352 929y + P3q32941944f° 952 9x9y
1 af a 3f of a3f
4 3
+ 6P4Q44f P 2 Q11Q42f 3y 9y°
f af of of 02/’
+CI21CI33CI4ZCI43f <6y ay -t p4Q32Q44f2 B ay ay
of of azf
+ P29339419aaf 7= Y 6}/ 6y
92f 93 3
9°fa f of\’ f ,0f 0°f
+021942q4394af > 32 0y° C121 43f2< ) 72 + 4119419429431 ° 3y 9y°

L1 Pt | ¢ Zf( f) ; 2f(af)
2Q22Q43Q44 dy 26 3 PzCI2ZCI43 WA PzCI21CI43 vz 4t

of of 0f
2
B 2 p3q31q44f ax ay ay

L O of of 0*f of f 9°f
+D2942933f > 7 3y EWE] P1Q3ZQ41Q44faxayay p4q11q22q43f6x6y6x6y

afazf i df 0%f 0%f
ayayz 9xdy p4q21q33q44f6y0y2 9xdy
,0f 0f 3*f
axayay

+04922933944f =

+ 22933942944 f

,0f 0%f

1 - (af dy dy?

92f\°
+2P2q33Q44a 2\3 ) 2¢I31¢I43¢I44f ( yz) + 411921942943 >

1 64f 1 64f 1 0*f
+5 Q4ZCI43CI44f dy 4+ qaaqs395: f* dy 4+ Q4194395 f " 7

2
1 3
+3 2 44192495.f * 5= 3y*

1 o1\ O°f 2 f\* 1 f\’
2
+ZQ31 Qaaf (y) ay? 2Q31Q41Q44f ( 97 2Q32Q41Q44f 32



+p1q32q43q44f6 aya 9.2 p4q22q33q44faxayaxay

of of 9*f
+ p4q21q33q44-f ax ay axay

of fazf of of 9*f

ax ay ay + 2p2433943Gaaf 5 ax ay ay
of of 0*f

0x ay dy? >

+020432943944f =

+ P2931943aaf ==

(2 P1QZ1QZZCI43f< ];) <ayf> 3CI11QZZCI21Q43f (ai) ayf

1 of\’ f ,0f (3%F)\°
+2P2P1QZZCI43<ay) Ix? 2P2Q11Q42Q43f x

ay?
] of 9°f 9%\,
AL oo o T 5 P2P4CI22q43f dy dxdy axz

Subtitusikan k4, k,, ks, k4, ks, yang sudah diubah ke deret Taylor dua variabel

ke persamaan

Yi+1 = ¥i + (a1ky + azk; + azks + asky + asks)h

=Y + alklh + azkzh + a3k3h + a4k4h + a5k5h

of of 0%f 0*f

= yi+ aahf + aoh (£ + P SE + qufh S + 2 pER Pt S
1 0% f
+§CIf1h2fza—yz

+%pfh3gi+1qnp1h3fazj:af SP1qiaf*h 3gfgi)£+%qflh3f3337£
214P1h az
ot L s 2
‘|'%qu11h4 Zig;f 24 11 4f )

59



60

of of of 0*f Zf
+ash (f"‘(Pza +‘I21f +q22f ‘|'qz1fa 2+(I22f
of\* 0*f faf o’ fof 1 ,0%f
+(Q22p1 (6_) PzCI21fa 3y QZZQ11fa 3y ‘hz‘hlfa 26y+2p26_
f oo
+ P222f 55 A%y t 10192255 37 ax>h
PE PE 52 52
f f af o°f o°f of
( Pza 3 qu2f3 EPZszfza ay2 >t 5 Pz 22f6x2 dy
1 of 3%f
h 2Q22Q11f2 9% 02
Y of 9*f y 6f62f 2fazf o (9%
P1P2Q2za axay 2P1CI226 9x2 2P1CI226 ZE)yZ 2Q22Q11f 0y?
1 %
+3qZ1QZ2f Dy
1 3f 3f of 9*f of o°*f
+3Q22Q21f A 96121f3 P1Q11‘I22fa T, pzqzqulf@yaxay
2 2
0°f o°f
+ CI22P1CI11fa_y26xay
of 3*f Y 1 AT,
+D2021922f ox Oy 2+ P2 21f20 b P%‘hlfa Ix?
1 a4f 1 3% | 1 4f ,0f 0°f
<6 CIz1‘722f F 7 461216122f4 AL 6Q21¢I22f 6‘122291 3% 03
1 0%f 9°f
5 6q22p1 a Zaxg
1 af of a 2f zafafazf of 0°f a*f
+ZQZZCI11P1f0 6 %2 + 029119221 O_@W CI11QZ2P1fayax2 9y?
52 Py 5% 5%
o°f f f *f
+P1P2q21q22f< x) ay? +24 zzf4 24 21f4 24P2 EpT
1 of 3*f
61’2‘121fa %3
1. o0fd3f 1 of 33 f of % 1 0°f %f

6p2q22663+ 221f3663+ 222f3 xay 4221f2 zay



61

2f 2f of 0°f of 0°f
zzf2 3‘I11 zzf3 y3+3 19 zzf2 9x0y3
afa3f
+6‘I11‘I22f axay
1 92f 9%f 1 0%f 3%f FEAY
+ 2P1P2Q22 9% 9x0y + 6q11q22f3 3y2 973 + P1P2911922f 9x0y
1 ,0°f 9%
1o 2
+ 2P2Q11Q22f 3y2 9x0y
1 of (9%fY’ of of 0°f 9°f (Of
+2p1q11q22f e 2p1p2q22 535 I +2pzq11q22fa 3 (ay>
1 OO 1 L0 1 92 0°f
+2PZCI21CI22f B 0y Pty PzCIzzq21f Bx 0y W Al qu21CI22f ox29y?
1 o | o\ Of ,0f 0°f
+2p1q11qzzf (x) 7 plPZszf( x) 7 Pl plqzlqzzf 3,
1 ,0f 9°f
+ 3612161226111f ay ay
2 af a%F. 2 of 93 f of of 3f
+§P1Q21quf2aa_y3 + §CI11CI21quf3@ay3 P2921922911 5 - 0T h*

o1 0f 9°f

dx dy dy3

1 afa4f » 2f04f ;
24P1QZzaxa 7 24101 22 523 55t 7t PzCI11Q22f

1 af f
S > P1P2451 Q22f* <6x) Oy

2 9% o%f
+3p1q11q21q22f axayay

6f63f
+ 12011921922 f> i 8x3>h >

of

+ash (f + <Q31f@ + Q32f% t q33f%) h

azf of of f af of 9°f
P3a 2 Ch1¢l33fa@ QZZCI33f C1216133fa ay

of 62f
dy d0y?

20°f

+ 422933f - 9y?

L,
+§Q33f



62

92 92 92 92 92
f f f f f
2Q32f2 2 31f26 2 + 43132 f* 3y a2 + 431433 f* 3y 32 q32q33f P
92
f
p3q31f6x6y

92 f 0% f af\> of of
+P3Q3zfm + P3Q33fm + q11932f (@) P32, 6y

of of
1726133a ay)

JOFOY 1, OfOf 1, Ofd%f
+ | P3931933f* B +2p1q320y0 > 2p2q330yax2

f(0f>
+
411922933 dy
" a2f<af>2 of O°f 2f ok i
Q11QZZQ33fay2 3y pZQ21Q33fa O dy pZQZZQ33fayaxay
of af 0*f
+ 01922933 5 3% 3y 0y?
of 0°f |1 ,0°f S 59/

+P1€I11¢I32fa 6x0y+6 3(3 28 CI3ZQ33f 3y A Q33Q3zf

92
+q21¢133f <yf)

6y3

a%f\° 63f 1 a3f 1 o*f
+022033f* 32 2 CI31CI32f o > (I31(I33f e b 5 A52931f> 3y3
1 3f
+ 2‘133Q31f 3y o
df 0 2f df 0 2f of 9*f
+021953f % == 9x0y° +022053 % == i +11q52* == 3y 32

’f
+ 219319331 > (ay >

AN AN 2f
+421932933f > (6_yz> + 229319331 > (6_yz> + 229329331 > ( 32 )

of 0*f
p1q32f dx ay



63

of d 2f of azf of 02f afazf
Pz%3fa dy P P1P3Q3za %0V dy P2P3q336 %0V ay + P3q32q33f > axay
afazf
+ P3q31932f > axay
1 63f 3f Ofazf Ofazf
3 3 2 2
6Q32f 6Q33f 2P3Q33 6x6y +2P3Q3zf axay
afazf
+ G21931933f > axay
afazf afazf afazf
+‘h1Q32Q33f 0x6y C12261316133f 0x0y + 422932933 &a_yz
afazf
+ 11931932 > ayay
1 dfa 2f of (0f\* 1 3f afazf
+ZCI11CI32f By 02 P1QZZQ33ay<a_) +g¢l§f P 2P3Q33fa 2

L 6f62f

1, of o of 0°f ,0f 0%
+2P3Q31fa 9% o S P3Q§1fza_a 5+ 411932q33f GDE
of 9%f
+P3¢I21¢I33fax Fxy
9%f df 0 2f of °f
+P3‘I22‘I33fa axay P1CI31CI32fa ay2 P1(I3ZCI33fa ay
af aZf
+ 02931933f 5= D
afazf of 9*f a°f 0°f
+02932933f 7= 3 Gy + P3911932f - 5 Gxay P3(I21(I33fa_}]26xay
o*f 9*f 0°f
+P3¢I22¢I33fa T + 43143233 > 33 h®
L Of0F 1, 0 i s
( pfqua a 3 9p§;Q33a a 3 24 32f4 24 31f4
1 L0f 0°f
+ZQ32q33Q21f axay
1 ;0f 0 3f a’f 33f 9*fo°f
+2‘I32q33‘h2f 9x9y3 2Q32Q33Q21f 3y20y3 2Q32Q33Q22f 3y20y3

1 6f63f
+5 > Q32q33P2f Ix 6y



64

of0°f ,0f 0°f 1 O*f (3f\’
+43,933911f > 9y 3y° +q52q3301f* axay +3 Pz‘IZZ‘I33fax2 (63/)
1 9°f (9f\*
+5 > P2 202133f 5= 92 (631)
1 of af 9*f of 3*f 9*f of (9%
+ 2p1q22q33 9x a axz + Zpl 422433 = ay ayz axz += 2 (I11(I22‘I33f ay ay
1 of 3f 1 of O°f of 0*f
+§CI%1CI226133f3@7 3q%2q21Q33f _7 2P3Q32Q33f3 Ox ay
1 9°f (9f\’
+ 2P1‘I11¢I32fa 2 (63/)
of 9°f 9*f L 0f Of 3*f
+13911922933f 57— dy ayz axay CI11QZZQ31Q33f ax ay ay
,0f 0f 0*f
+ 2 q11922932933f° 9x 0y y?
, f Of aZf of of 8*f
+ ¢11921932933f > F (')y ay + P2911932933f 7 o ay (')y
. of Of 0°f
P3911922933f 7 FY ay 0xdy
N of Of 0%f of 9*f o*f
P1q11922933f 5 o ayaxay + P1d11922933f 5 3y axay 6y
,0f 0f 0*f
+ 12921922933 ax 0y 9y?
1 0'f 1 o'f 1 o'f 1 s
-|-4q32q33f4 3y 4-|- WY 7 4+ 319531 * _+6Q3ZQ33f4 oy
,0f Of 9f of O°f o°f 9°f
+P3G11932933f wr ayay + 31f6 0x P p2p3q33 dx? axay
1 2f fy*
T > 51216133f2 (ax)
1 9%f (0f\2 9%f (9f? Lege s 01O
+ZCI22 33f2 <ax> +2 4q 32f2 (a ) 7P 32f0 2 9y2

1 a*f o f
2 33f6 26_}12



65

1 f f f f
+5 > 4719319321 > Ix? (_> += > 431432933 Ix? (ay

dy?
L0 (7F\’
+ q5195:f I ay
of (9°f\’ AN 0°f O°f
+ 22 33f2 <ay ) +q21q22q§3f2 a_yz 2p1p3q32 Ox2 axay
1 of 0*f
3
+6P3Q3zf axay
) 262f af\* 9*f
+p3q21q32q33f2<$) ayz P3CI22Q3ZCI33f (ax) ayz
OfRINIZT
+ P3Q11Q§2f2$@a_yz

of (9%f\? of (O°f
+P3QZ1CI32Q33f26_x<a_yz) + P3d22032433f° dx 0)/2

0%f (0f\’
+p1P3Q32Q33f (ax)
IR f 9*f 9 2f ;0f 9°f
+PzP3Q3zQ33fa 2\9x 2P3CI3ZCI33f A7 9y =N CI21Q336132f x ay
af 03f
+ 4220539323 T ay
1 of a3 0% fo3f 2f63f
+§CI11€I32,3CI32/[3 @6_3/3 + 42145393213 a_yza_y:g + 422953932 5= dy? ay
1 af 03f
+ 2P1¢I33¢I32f e
6f63f Of(?fazf af(?fazf
+P2q33q32f* e "k 2P3P2¢I33 e aya Fy%) + 2P3P2¢I32 9x 0y 9%°
1 0% f af
+> 2 P3011q32f 5= Ox2 (ay)
1 0° 6f 63f 6f63f
+5 ) P3Q31Q33f ox ay + 4219319329331 > ox ay + 022931932933 > ax ay

0%f 03 62f63f 6f63f
+421931932933f > 3y 26 3 + 422931932933 > dy 26 3 + 12031932933 f° Oxay



66

6f03f fa3f 6f03f
+D1931932933f > % ay + 11931932933/ ay ay + 6P3 q3sf = 6y6y
1 of 8°f

+6p3q32fa ay

2 0 2
+D3G21931933f ° a_yz (a)

af 62f
=+ P3QZ1CI31Q33f ( >

Pl
P3922931933 Ox

dx \dy?
of (9*f 0%f (0f\?
+p3Q22Q31Q33fza<a_yz> p2p3Q31Q33fa 2 <6x)
of Of 0*f
+ 229361216133f 9% 0y 0%
(£ Of 9f 9*f 0f 0*F 9*f Of 9°f 9%f
2P3Q22Q33fa ay 6x2 P3CI21Q33f dy %2 ay 2P3¢I22¢I33f 3y 9x2 ay
52 94 2
0%f (0f\° a*f ;0f0°f
+P1P3Q31Q32f <0x) [~y ) P3 It + 2P3¢I31¢I32f B2

G ,0f 0*f
e > P3452433f> I ay

L0 Of O°F LAY o%f \°
+P3911931932f X8y 0y° + P1P3911932f P + P2P3921933f Ixdy
% f\* 1 9*f 0%f of\* 9*f
+P203922933f m 2P3‘I11¢I32f 3 Zaxay P1P3CI226133(ax) 9xdy
2
of 2f of 2f of (9*f
+2‘h1‘122‘133f ayz CI11¢I22‘I33f 6y2 P1CIZZCI33fax ay
of (9°f° AN 0%f 0°f
+P2Q21q32,3fa<a_yz> + Pz%zquca a_yz + 01011951 * 5= 3y? axay
0%f 0%f
+ pZQZ1Q§3f26_3126x6y
a’f o*f 0*f af 0*f af
+D2022953f > 3yZ oxdy P1Q2ZQ33fa 2\ 32 sz21Q33fa 2\3x

af)

0% f
+ D2q22 Q33f <6x



0°f 0 2f Pl 9°f 0 2f
9x2 ay 2P1CI3ZCI33 9x2 6y
1 ZfaZf
+2P2q32q33fa 23y2

1
+5 > Piq31932f ==

0*fO°f

d
f f) 233fza Zay

+p1P2Q32Q33fa 2(6
1 afaZf

3
+ 6p3 31f ax ay

1 5 azf azf
+Z P3a5.f %2 ay + 411921932933

ay \ay?

of (0 ’f
+ 11921931933/ >

f(9*f

af 2f
a7 P1QZ2Q31Q33f 6y

%f\’

of
+2P1¢IZZCI3ZCI33f -\ B + 411921933 % ==

02f 9%f
+ P1G11931932f* 0_312636631

92f 9%f

e o 2
+P1911932933f e, + P2921931933f

Zf aZf
+ P2021932933f 992 00y

dERost

+ 2 — 3 2
P2922931933f 9y2 0xdy P2922932933f

0%f (0f\’
+p1Q21Q32Q33fa 2(ax>

2 2 2

0
+ L) 42 = ()
P1CI22€I31CI33fay2 (ax) P1CIZZCI3ZCI33fay2 ax

afazf aZf a4f
+P1039224933 5 9% 0y? axay > CI31CI3ZCI33f 3y T2t
1 af of 0%f
2
+= 2 p1q11q32f ax ay ay

2 Pz Q31Q33f

1

Z 231f26 2

of
ay

)

)
+ZQ11CIZZCI3ZCI33]C2@<6_)/2) + P1921932933f =

2

67

ZfaZf

o*f

Zf 2
ay?

of (9*f\’
dx ay

of of 0*f
0x 0y ay

d%f 0%f
dy? 0xdy

0> 9°f
dy? dxdy

P1Q11¢I32f

CI31¢I33¢I32f

dx2 0y?

o*f
ay?

of of o°f

0x ay ay
i
y4-



68

1 afafazf 0% f f
+2P2q22q33f axayay +p2q11q22q33f6x6y ay
1 ,0f Of 9f
+ 2p2q21q33f ax ay ay
of of 0*f f f Zf afazf
+P1P2422433 6x6y6x6y+2q11q22q33f x aya + P3G31932q33f> x ay
0*f a3 f 0%*f O3 f af o°f
+ZCI21CI33f6203 2‘Zzz 33f36 23y 3+2 233f26x6y
1 a%f (af\*
—_n2p2 — 7 (L
* 7 P32 dy? <6x)

92 L 2 1 92
Pz 336 ];(6];) 2CI11 32f3< yf> 26121 33f2 <ayf>

1 2f
+ 2‘122‘133f2< dy? )

1 af 3f 39f 3f 35f63f
+2‘I21CI33f % ay 2¢I22 a3sf e ay 6Q11 q32f .05
1 of 9°f
3
+9CIZZCI33f ayay
1 L0f 0°f L0f 0°f ,0f °f
+9CI21CI33f 8 373 +ZCI3ZCI11f 6 33 +ZCI32 p1f A% 0]
1 otf
+ZCI31€I3ZCI33f T
1 84f 1 4f fazf 4f

+6Q31Q33f 3y = i Q31Q32f 3y = r P3Q33f3 B ay +24 33f4

2 2 2 2 2
o°f of\* a°f (of of (o°f
+P3CI21CI33f (a) P3QZZCI§3f2 _ayz (a) + p3¢l21‘133f EM E)y

2 2

a—é(%) P2P3Q33f it (gi)

1 ,0f 0°F
+ 2P3¢I31¢I32f x ay

o*f

3y? > + 13452 f

f
+D3G22953f > Ix

1 f Zf azf Zf azfazf
+5 P3Q31Q33f 3y? 2P3‘I31‘I32f ax2y? 2P3Q31Q33f 9x20y?

2
1 ,0f 3%f
+ 2P1CI31CI32f Ix 6y



69

1 ;0f 0 3f ) ,0f0 3f 0f03f
+2‘Z11Q32‘I31f ayay 2P2Q31Q33 aw 2Q21Q31Q33f axay
1 ,0f 0°f
+2‘I22‘I31Q33f axay
1 L0} 0 1 LY O ,0f 0°f
+2‘I21Q33Q31f 3y29y° 2Q22Q33(I31f 3y29y3 + 14520311 9x9y°
af a3f
+ ¢1193195. 1> ay Oy
2f 3f zf 3f 6f63f
+421931953f> 25 + 42293195 > 3y20y3 +P2033q31f° 9x0y°
af 63f
+ 2195393113 axay
f 3f Ay 1 4f 0*f
+q3195322f > axay 4613161321[4 +6Q31Q32f '|‘4‘I31CI33]C4 y*

(;CI11CI226133]C (i) ayf 6P2Q33Q21f( f) ai];

+ 1P2‘I33¢I22f< f) ax];

6
1 of 02f 19f\?
+2P1CI1161226133fa 0x2<6y> h®

d d 0 d d
+ash (f + (Clzuf% it Q42f£ il Q43f£ + Quaf af + P4 6£>

2 0 2

< q44f2 zf 2q42f 2];%16142]( 82]; Q11q42f<af) +Q31Q44f(£>

2

of

+%2¢I44f<@)
Of\? ofof _ Ofof  Ofdf 1 ,0%f
+CI33CI44f(@) P1da2 5~ ay pZCI43a ay P3Q44a @'*'Epzxﬁ

afazf
CI22Q43fa 6y



70

azf Zf faf of of
+q42qaaf? ay? + qa2qasf? ay? QZ1Q43fa 3y CI22CI43fa 3y
af aZf
+ 42194sf 5= 3y ay
52 52 52 52 52
f f o°f o°f o°f
+5 CI41f2 2‘143f26 5+ Ga1Gasf? 3y — + qa1Gaaf? 3 2+p4q41f6x0y
0%f
+ P4Q42fm
0*f a* 25 3f a*f
+P4Q43fm+ CI43CI44fZa_yZ+ P4Q44fm) h? + 54 44f3 6P4 5%
1 ,0f 0%f
+ > q53q4af” e
of (0f\* ,0f azf ,0f azf
+P1932944 5 o (631) + 2‘111 Qazf? T)oip + q440s1f e
dfad Zf af azf
+ q§4Gs2f° i + qZ4q33f % == T
o of 0*f of 82f

p3q44fa Tl P1P4Q42fa B p2p4Q43(3x6x6y

i
+ 421G43944f° ( y)
0*f\’ of 9*f 2f
+quq43Q44f2 <(3_yz> P3P4CI44fa axay CI21Q416143f ( y)
o2
e
+ 422G41943f° <y

of 0%f 9%f\’ a%f\’
+q5,q11f> @6_)/2 + G21942q43f 2 (6_312 + (2294294312 3y?

of 0%f
p1q42faxay



71

dfad 2f fazf df d 2f of\’
+q21953f > 9x0y? + G225 > == 9% 9y2 +P20isf = 9% 9y2 Q11Q44Q32f< y>
1 afazf
+ZQ3zq44f 3y dy?
1 afazf of a°f a°f
+5 > q3194af? 3y 9y? 2 ‘I44P4f2 9% 072 + G11042943f° 5= 3y°
afazf
+ 421942943 axay
9 of 0%f af 02f
+022042qa3f > o 0y2 P3CI33CI44faya 5 + 411942943 3y 0y?
Of 62f
+ q11942943f* ayay
afaz afazf afazf
+q31942944f > 6 ayz + 432942944 f 0 ayz + 433942944 f > ayay
afazf
+
171(1426143fa ay
df d 2f af of 7 of a°f
+P1Q42Q44fa Ty C12161336144/[ raf i PZCI4ZCI43fa ]
Ofazf
+ P3942qaaf 5= ole
of (9f\° 0°f 0%f (0f\*
+CIZZCI33CI44fax (8)/) q21q33q44f (@) q22q33q44f (631)
of (9f\*
+CI11CIZZCI43fax (6)/)
92f (3f\* of 0%f af 0%f
+CI11CIZZCI43fa_yZ<@) +p2q21q43f0_6x6y p2q22q43f6y6x6y
of of a*f
+ +D1922943 5 T I axay
af(')zf afazf of 0%f
+21943944f ox dy ) + 42294344 f E dy a2 q31q43q44f26y0y
afazf
+ 432043Gaaf? ayay
df a 2f df 0 2f of a*f
+433043Gaaf? 6 6y2 PZQ43Q44fa 6y2 P3CI43CI44fa 6y

of 62f

+ P1911942f == 3y axay



N pUKE FOf 9% Pies
P44921943 9x 0x0v dy + P4422943 9x 0x0v dy * P4911942 ayaxay

af azf
+ Paq319aaf 7 3y 9xdy
0*f of*f | ,0f 0f
+p4q32q44f6y6x6y P4CI43CI44f axay + P4942943 ﬂa_yz
afazf
+ DaGarqaaf > axay
62f afazf 6f62f
+P4CI41CI43f axay P4Q41Q44f axay P4CI41CI42f axay
1 3f
+ZCI4ZCI44f °
1 63f 1 63f 1 03f 1 3f
+ZQ4ZQ43f dy a3 2Q44Q42f dy -t Q4ZQ41f 3y ¥ Q43Q42f ay
1 3f
+ZCI44CI41f dy a3
63f 1 .fazf 03f 1 a°f
+ZCI41Q43f B 2P4Q43fa %2 2Q41Q44f el 2Q41Q42f 373
q f3 3f
6 41
1 Zafazf 03f 1 Zafazf
+2P4 Aiof 9x 02 + 44294344 f> 3y 3+ P4qisf 9x 0y2
af 82f
+p4q33q44f0y(3x6y
\ (O 0 i 2010
Paq21443 dy e Xy t+ P4922943 9yZ dxdy t 421941943 E)xay
Ofazf
+ G22941Ga3f? axay
of 0% of 9°f ,0f 0°f
+411941qa2f* 6 3y a2 + 431941Gaaf > 6 dy E) + 432041Gaaf? ayay
6f62f
+ G33941Gaaf? 6y6y
af62f afazf of *f
+01941942f 5= Ox 6y + P2q41943f == Ox 6y + P3q419aaf == ax 6y
afazf
+ q31932q4af?

aydy?



73

f 2f 6f62f af o°f
+CI31CI33fI44f ‘I32‘I33‘I44f 3y? p3q31q44f6y6x0y
of azf
tPsdsaduf 50550

1 23f 1 GE a2f\° 92
+g‘1£3f3a_£ + ECIZ3CI44f36_y/: + 4219531 > (TZ) CIZZCI43f2 (ayf>
1 afazf 5 afazf 5 afazf 363f
2p3Q440y0x2 2p1q“6y6x2 2p2q436y6x2 6 42f
83f
+ 441942944 f> dy a3

1 afazf 63f 1 fazf afazf
+2P4Q41f 7 9y E) + 441943924 f > 9y ] P4CI44fa T S T p4 41f6 9x2

1 of 9%f
+2p4q42fa axz

1 ,OF 1 a*f
+ZCI43CI41f e 2‘143‘144f ay3

of (9f\’ of (0f\’
+P1%2%3@<%) +P2%3%4§(@) h?

1 s 0f azf ., 0f 2f
2Q31Q43Q44f ayay CI21CI31CI43CI44f ay ay
6f 63f

ax ay

1 9%f 0%

+q21941942943f> 2 (3 3+ 2422933943944 f he ay ay

af af 62f
+ qzz‘l31‘l43‘l44f 6x ay ay

+ 194194294312

+

,0f of azf of of 0*f
ox 6y 6y + P1432933944] 5 ax ay 6y
of of 9*f
0x ayay

af of 9 2f ,0f 0f 3*f
ax ay ay + 4229329339441 % ay ay

,0f Of 3%f
+ 421931943944 f Ix ay ay

+422932943944f

+ D2431933944f 7=

+02932933944f ==



74

of 9*f 8%f , 0f 0f 3°f
+13922933944f == ay ayz axay QZ2q31q33q44f ax ay ay

afaf 0% f
+ P3422933944f 7= ox ay xdy

3 92 92
6f6f+ Pq f(af> 26131 44f3< f)

+CIZZCI4ZCI43f ax ay 44 ay ax ay
1 2f
+5q5.49 f3< >
5 432944 3y
+1 s o o3 0%f 2+ of of 9%f afafazf
2Q33Q44f 9y? p3q21q33q44f@x6y6x6y P3431q32944f axayay
afafazf afafazf
+021032943944f 3% Dy 0)2 + 2421933943944 f* Dy, D’
b afafazf
q11922943944f° axayay
,0f of azf a*f o°f
+021033Gaaf? ] + 42194194394 f > TR
e
9*f (0f\?
*+ 4119329339 ( )
11932933 44f dy
L1 UL A Zf(af) UL
2Q31Q33Q44 (3 dy a3 + P3DaGis B o 2‘132‘143‘144 ayay
il 6f63f
+ZCI31CI3ZCI44f F e
6f63f 1 6f63f 1 6f63f
+031q21934f > 8 ay3 2‘133‘143‘144f 8 0y3 2Q33Q31Q44f E)yay
+1 5 afafazf
2P3P4CI44 o ay ey
+1 £3 af a 3f £3 ;0f 0 3f f 2f<0f)
251326133‘744 6 6y3 + 432941944 6 ay 2P4Q31Q44 9x2 \ay
L0f (9°f
+ 421953944 f ay<ay>
of (0°f ;0% 03f a*fo°f
+QZ2‘I§3Q44f2@(a_yz> QZ1Q43Q44f 9 26)/3 CI22¢I43¢I44f 6y26y

L Of O3f

1
+3 > 451932944f> ay ay



75

L1 Ofo’f 1, 2f< f) 2f<6f)
2Q22Q42Q43f ayzay 2P4Q;2Q44fax2 3y Q11Q32q44f 9yZ \ay
,0f0°f
+ P2033qaaf” 9x9y3

1 0%f (0f\* a*f
+5 > Piq33qaaf 5= 522 (63/) > CI11CI3ZCI44f (

+ P1922933944 (gi) (af)

)

dy
;0f 0 3f 0%f (0f\’ , 0fofa*f
+033G41q34f> B a2 2P3‘I32‘I44fa 2(031) 22’12’4‘142&@@
af a3f
+ 3034941 f e
1 0%f (0f\’ 0%f (0f\’ a’f (of
+§P§¢I31¢I44f 32 (@) +2P4Q11Q42fax2 (ay) 2P2Q22Q43fax2 (@)
9%
f
+ 441942943Gaaf* ay*
of\’ f 0%f (0f\* 1 0*f (of
+P4q21953f > ( ) ay? 2P3‘I33‘I44fa 2(6y> +§P%Q21Q43fﬁ(@)
L1, 0fof o
2P2P4CI43 - ayaxz
1, afafazf 0/ 2f ;0f 8°f
+2P1CI22%38 oufie + Paq22q53f > ( ) 302 6294 qisf 9% 0y
S ]
q qa3q
7 B203dse] "\ 5
32 2 3 52
0°f d f af 0°f f f
e 9x2 (3 CI31 g dy (3 Q33Q43Q44f dy?
, 0°f 0°f
44f xz ay
of 0°f 0°f ,0f 0f 0*f
+P1Q11¢I22¢I43fayay2 9xdy + 42193193344 f 9x 0y 0y°
L1 of 9%f 9%f
2P1‘I22¢I43 3y %2 ay

f (3*f\ ,Of (9% Y f (3*f\’
+P4021953f° ax\ay? 2Q11Q22Q43f 3y \ay? + 4022033 f° ax\ay?



76

1 ofad 3f O2f (9f\° s 0f 03f
+3qZ1QZZQ43f ayay P2P4CI43f (ax) 3quq21Q43f 6y6y
52 2
o°f 3 f
+ P1G11941942f 3yZ oxdy
of 9°f 9*f ,0f of 3*f
+p4Q11Q22Q43f ay ayz axay q21q32q33q44f ax ay ay
,0f 0°f
+ 4119229411 > Oy Oy
1 92f (9f\* af63f 1 of 3°f
+§Pffh1‘hzfﬁ<@) + P1CI41CIZ2f20_ay 2P4Q43Q41f3 e ay
32
f of\’
+ CI11CI3ZCI44f (6)})
52 P 52
f af\’ f of\’ f af\’
+Q31CI3ZCI44f (@) +CI31CI33CI44f (@) +CI3ZCI33CI44f (6)/)
0*f 0*f 2f a*f (')f63f
+p3q31q24f26—yzaxay+p3q3zqi4f 372 oxdy 2p4q44q41f 35953
Zf 0% f

+ P3G33G34f 3y20:0
2
of 2f of 2f 9*f
+CI21CI33CI44f ayz q22q33q44f Oyz + PaP3931944f axay

ez »Y ! of O3 f 2f
+D4P3932944f (m) +§P4Q42q4%1f3aﬁ P4P3933944f <6xay>

2 2
0*f 0%
+ p4q44q33f ayz axay

1 NGk 17 ik aZfZ 1 ,Of O°f
+2P4Q44Q3zf 3 Zaxay + 4419449319321 > 9y? 2P4Q41Q44f dx dy3

1 e e 2 af\? d2f
+§P4Q44Q31f a_yzaxay + DaD2922943f 6x6y P1P4Q2ZQ43<ax> 9xdy

1 62f62f 02f 1 2]‘62f
+2P4Q42‘I4sf ax Zayz + 441944931933 > ) 2P3Q44Q43fa 26y

N 0°f (6f>
P2P3943944 55 9yZ \ax

1 LOFF 1 0> 0°f CAY
+ 2P4‘I42‘I44f ax20y? EPZCI44CI43fﬁay + 4419449329331 >

dy?



0%f\’ 2f
+443944931932f > (63/) + 43944931933 f > (63})

’f
+ 43944932933 > ( 32 >

1 0%f 0 2f 0°f a 2f 0°f 0%f
+2P2Q41Q43fax2 32 ZP1CI41CI42fax2 3y? 2P3Q41Q44fax2 32
1 ,0f 0°f
+ZQ33CI3ZQ44f 3y 93
of (9*f of (9%
+QZZQ3BQ41Q44f2$<a_yZ) + 421933941944 ay 6y
o*f of\*
Lo C111613261416144f (6)/)
o s NI ,0f 9°f
+D4941943924f > 9x 3y 33t CI41CI426111f 9y 03P + P3q429434af 9x0y°

Zf a3f
+ 421941942943 > ayz ay

of (9*f of (9%
+2P1Q22Q42Q43f <6y> + 421933941944f > 6y ay

f) o*f
+ 1911932944 f <6y 9x0y
P & 5
f f afa f *f
+p4QZZQ43Q44f a 2 (a ) Q33Q42q43Q44f a ay a=vy pi@
af 03f
+ D1942943 G2 f e ay
,0f (9%F)° of\* 0*f
+p4q21q41q43f ay qu22Q33Q44f< y> 0xdy
i of\’
+ P4QZ1Q43Q44f (6x>
. Zfaf(af) , 0f Of 9*f
P1922933944 9y? 0x \ay + P4q3194394af ax ay 6y
N af Of 62f
P4Q3ZQ43Q44f ax ay ay
LOf Of O*F ,0f of °f
+q21Q33CI41CI44f ax ay ay P4Q33Q43q44f ax ay ay
,0f 0f 9%f
+ Daq11941 942

ax ay ay

77



78

WL/ O NN L, 00
24 Q43f4 2 QZZQ43fz (ax) 2 504 55 Ox2 ay
of 2f
+ 21 4-3f2 ax ay
L 0 (of)’ of 3f
+D2q42943Gaaf ? x ay P1P4Q41Q42f (a) + D3G31942Gaaf ? B_yzaxay
f 2f af 3f af a3f
2 2
+45,q53f I ay 2 Q33Q44f ay ay 2P3Q44f I ay

of\’
+ 4219229251 > ( y>

1 TA% of 0 0°f 0%f (0f\?
+§q%1q4zq43f3(a—yz) + 5 P2422043f %3y 377 pzp4q43q44fa 2(6x)
1 LOfOF 1 of 0% LAY

+ZCI33¢I4ZCI44f 6 6y CI3ZCI4ZCI44f 6 6y CIzz q53f? 6y
o 2f (af)
2P2‘I43ay =
9 ¥mo of (0°f
+P3Q33Q41Q44f26_}]26xay P1CI226141CI43fax <6y >
of (of\’
+ 411922933944 5= ¥ (ay)
af 33 f 1 Zfazf of of 0°f
+P2Q41€I43Q44f2£a_yg+zpzq 2 6 P4CI2ZCI4-3f A ay 0x2
1 of 0f 9*f
+2P4QZ2CI43fayax2 52
. of 0° 0°f ,0f (3%f\’ of 92f
2p4q21q43f6y6x2 dy? + 42293193344 f ay E)y 2p4q21q43f0x6x2
2
,0f of azf of 2f
+422953944f > Ix ayay + P4q22q44943f x 6y
N of of azf
P1P3932944 7 Ax ay axay

af f 1 0% 2f azf
+P4021944943f° ax\ay? 2P4¢I11¢I42f 3y2 axdy + PaP1G11942f 9xdy



79

of of 0*f ,0f 0f 3°f
+P3932933G44f ° I aya + P2921922943f ax ay ay
of af 0*f
T P1s1ds2aaf 550507
LOf Of O°F of of 9*f
+1393193394af ? Ix ay ay + P1911922943f 7 Ox 6y 0x0y
,0f 0f 3*f
+ Paq33q42944f 9x 0y 9y?
92f 10f\2 00 | 0%f (0f\?
+p1p4q4ZQ43fa Z(Ox) 2‘132‘141‘144/‘ 0 ay3 + P1D2942943 53 dy? (6x>
1 afa3f 9l 62f63f aZf aZf
+ZCI11Q44Q42f e Eq21q21q43f36_yza_y3+p2q21q41q43f26_3/26x6y
92f (0f\* 1 9*f 3*f of 0°f
+p3P4Q42Q44fa 2 <6x) Z 2 41f2 0 x2 (')yz + 6 b+q 41f3 0x Oy
. 5 0f 63f
411941942944 ay E)y
. e 7o X fzf(af)
2P3Q33Q44 9x 8y 0y +P1q32q44 9% 9y 92 + 41192293344 9y2 \dy
9%f (9f)’ ,0f O°f
+p2q21q33q44fm(@) + 13941943944 f he ay
92
9%f (3f\*
+P1CI21CI4ZCI43fa Z(Gx)
L0 LOf Of O*F df of 0*f
+411932943f 3 6 3y 33 + 422933934 f 9x 0y 0y? P1Q44CI32fax ayay
52
o°fof of
2 £2
+ 421933944 f dyZax dy
, (O2fOfOf | 0*f of of 0°fof of
+p3Q33Q44f ayz ax ay p2q33q44fa za ay p3q31q44f ayz ax ay
a2
afofaof
+ P3q32944f 5 3yZ dx dy

,0f 03f f o°f
+D1q41942924f % ayg P1QZZQ44Q43f

x\ay?
f f
+ 22931944943 > 6y 6y



N 200 (01’ (200 (0
411922944943 + 422932944943 ay ay

ay \ay?
af 03f
+ D2G41942G43f > x ay

of (9°F\° 0%f (0f\*
+2q21CI33Q44CI43f2E<_2> p3Q21Q44—Q43fa 2<ax>

dy
% f af
+P3Q22Q44Q43fa 2(036)

L0 0°f CAY L0f 0°F
+022953942f > T + 431932942944 f> e + 42954933 f 3y 973

1 4f
o 4 CI41CI42f ay

1 a4f a4f 4 1 4f
+= G CI41CI43JC EY G C1416144f St 7 G C1415142f g S G Q3aqasf* = 3y
! 4f
+ 661446142f ay*

1 9 el g otf 1 s
+4Q44Q42f ay* 6Q42‘I41f 3yt 6¢I42¢I43f 3yt 6Q43Q42f 3yt
1 a*f

+6CI42q44f dy =T

1 4f a*f 4f i
+4CI43CI42f ay* 6¢I43¢I44f 3y 4+4Q43Q44f4a 2 6(143Q41f 9yt
1 4f
+6CI44CI41f 9y =
0°f 0°f 9f
+P3Q41Q42Q44f2aa_y3 + P3Q31Q44Q43f20_yz@xay
92 2
o°f o°f
+ P3q32944943f° ay2 9x0y
b af 63f
+p3Q3SQ44Q43f26_)126x6y QZ1Q41Q43Q44f 6x6y
a*f (af>
ox

+ P1CIZZCI43CI44f

N 0% f <a )2 62f
P1CIZZCI43CI41fay2 ax + 43193394244 f > dy?

0*f 0*f of
+ D1P4922943 75 37 9xdy 0%




81

92 92
* /(%) 7% r(5) 5
P4q11932944 axay Q11Q3ZZ43Q44 dy 6y2
;0f0°f
+ 42294194344 f> 9x9y3
0’ f o’ f 9*f ,0f 0f 3*f
+P2¢I21¢I44¢I43f ayzaxay 2P3P4Q44a 2 9x0v dy P4Q11Q4zf 9x 0y 0y?
N 20 O (1Y O
P2922943q44 ayzaxay 1 421932943944 ay?) ay
0f63f
+ 43194194394 f > By 07
2
. LA (L)Y
P3q21943944 dy? ox 1 P3922943944 2 S
6f03f

+ 432941943944 f > ay ay

il il

£\ of
+03941931944f B2 00y + 422033942944 f <y By

I 5f
+2¢hz¢l33‘l43‘144f< =

dy?) dy
1 . 6f83f s Zafafazf
+§p1q41q4z ENF p1q11q4zf ST
,0f 0f 0*f
+ 2411922942943 oo
8f63f 6f63f 6f63f
+021942943944f > T dy a3 + P49419429a4f > e 3y a3 + P4q41942943f > axay
af a 3f ,0f 0 3f ,0f 0°f
+022943944f> R + D241 Qa3 f? R 2P3¢I43Q44f 9x 973
0f63f

+ G21943Gaaf> I ay

afzazf f ‘of
+Q11Q31Q4ZQ44f( )6y P4QZ1Q43Q42f a

dy 6y
of of 0*f

+ P1931942944f == ox ay ay



82

df df 0 2f f o°f
+2P1Q32Q42Q44faxayay + P2P4941943f E 6y2
of\* a’f
+ 2011932942944 f (y) ay?
2 2 2 2 afafaZf
+P4032033004f > 5 52— + 4320339443 | = | + P2011942043f ==
dy? 0xdy dy 6x6y6y
A 0%f 0% 0% %
+P1G22053f ox) D92 + P2022033f° 27 %%5c0y 2P4Q41Q42f IxZ 8y
22f 52
0%f 0%
+ 2021933 372 0xdy
0%f\* AN of Of 0*f
43193395 > (55 | + 31932054 | 5=5 | + Pat315af* ==
dy dy axayay
of\’ a’f
+ P3P4q449a3f (ax) ayz
~ 64f+1 W1, d*f
2‘141‘142‘144f ay* 2Q42Q41Q43f 9y 2Q43Q42Q41f ay
1 9*f
+2q41q4.zq43f i
1 ! Padl L 0°f
+ZCI4ZCI44CI43f 3yt 2Q43Q44Q42f 3yt 2Q44Q42Q41f 3yt

1 LOf 3%F
S > 42292194313 Fx ay

A f( f) 2f £3 dfad 3f f0f03f
P1P4942944 o ayz + 433941943944 0 ay3 + 433932931944 3y ay3

of Of °f f O LAY
+‘hl¢l22¢l43f 7 (3y(3y + 422 941942943 f> dy 26 Q41Q44Q33f dy2

+1 of 03f 1 afafaZf of of 0%f
8p4q42f6y6x3 2P2Q21¢I43f axayay png%gq“axayaxay
1 6f63f
+2PZQ43Q44f 9x9y3
L Of OF O°F OfOF 1, 92 f 9% f
+421933942q4af 9x 0y 0y? + 431942954 f> 3y 0y° 2P2¢l42¢l43fax20y
azf 0%f

+p1q11q42f ayz axay



. - _fj P 92f 0 Zf fafafazf
(32942944 9y3 ZP1Q42‘144 9x2 0y? + P2453444 dx dy 0y?
1 4f
+ 4Q41‘I43f
1 otf 1 L 0f O%f of 0f 9°f
+4Q41Q44f4 z T 2P4‘I41‘I4zf 9x0y° + P2933942944f 5 9x 9y dy?
of of o*f
+ P3911942944f 5 x 3y dy?

1 azfazf af
+2 44fa 20)/2 2‘133 44f2< y) E)yz + P1933942944f 7=

= : A52054f ( f) ]ZC

of af 0*f
d0x ay ay

2 dy/ ady
1 of °f of 0°f 92f 0°f
+5¢121Q43q4%2f3aa_yg + 4220419433 aa_y?, + q21 4419531 > 6y2 ay
327 93
0% 0f
+ 22 qu1 953> 352 0%
2f af o°f ,0f 0f 3*f
+P1P4‘I42f( )ay + 42194194313 b ol 5 + P4G31q42q4af 9x 9y 372
of 9*f 8*f ,0f 0f 0°f
+P3921933944f 7~ A + Paq3294294af T
of\’ a’f
+ D1q22941943f° <ax> 5
1 L3 1 LU0 1 ,0f 9°f
+2P1Q4ZQ43f axa 2 P4Q43Q44f ox 3y a3t P4CI43CI42f axay

1 0f83f
T ) P4CI44CI43f ax ay

1
+5P4032qaaf > £0_y3 + P1921942943f | 55

2
L0f 0°f
+ CIZZCI4ZCI43CI44f ax ay

B + 421942053 ° == 9y? ay

1 0%f 0 2f 1 2f03f 2f63f
+§P§Q42Q44f %2 9y? 2 = 0219333 == 3y2 9y3 2 QZZQ43f3 3y28y3
1 of 9%f

2
+2p2 43f axay

of 33 f (52f>2 of 0f 0%f

&3



84

1 af 3f af 3f afa3f
+= > QZ1Q43f3 + 5 d229 43f3 373 2P4q41q43f I ay
1 afa3f
+3 > P1q43932f> I ay
1 f Zf azfazf 1 afa3f
+§P2¢I43¢I44f 9x20y2 += P4q43q41f ax2 )2 + P1q42q44f 9x9y3
92f\’ of 93
+CI32Q33Q42Q43f3 (0_)12) + 411942943944 3@6_3/3
0%f 0%f
+p3q32q42q44f20_yzaxay

1 3 9f 03f s 9f 03f i ‘of
+ZQ11Q42‘Z43f e + 32 442943944 f > 5 O + P4G22941943f Ix

dy?

of of 9f i of 0'f

+p1q11q42f6x6y6y P2P4Q42Q43f( x) A L Wb Pg 446 3,
1 0%f 8%f

+ 2P2P4Q43 9x2 0xdy

2r\>af 1 2f\*> 1 of 33 f
+011922941943f ( y) ay+—Qf1Q41Q42f3 (0_3/2 8P4Q41fa %3

2
1 of a3f
+8p4q44f0y0x3
OO 0f\ 0% 01 0°f
+D3qa2q4af? TP p1p3q4zq44(ax) Ty By 2B p3q44q41f 9x0y°
6f03f
+ 431941942944 f > ayay
£\ of ;0f 0°f af\* 9*f
+2q11922942943f (y 0y+2q32q44f 0 ay +ZCIf1 42f2< y) ayz
1 ;0f 0 3f af d 3f of °f
+9q22q43f Bonily; -5t CI21 43f30 75° Q11 42f38y0y
6f63f

+ 14942G43924f> I ay

0% f 3% LAY a%f\" of
+P2€Iz1CI42€I43f 3y2 axdy + P2P4921943f 9x0y + P2021953f 9y2) ox
o*f\"of
+PZCIZZCI43f< y2> I



85

1 f63f af of 62f 2f 63f
t3 pzq43q4zf 3y +P1P2d22043 5 3y axay > qzzq43q41f 9y23y°

g () 5%

dy
1 2f\° LOfOF 9%f 9*f
+§Q%1Qf2f3 (6_yz> + 432943934 f> 3y 9y° + P2422942943f 3y2 oxdy
92\ of
+P1Q22Q43f< 372 ) I
1 a%f o f a*f 02f of\*
+ 2P1Q42¢I43fa T 2Q21Q43f2 373 + P4CIZZCI426143f <6x)
1 L0f 3%F
L > 421941943/ % ay
d2f (0f\* of 0°f a*f 0*f
+2P1CI2261426143fa 2 (6 ) + P1452qaaf” $O_y3 + D111 q42q43f26_yzaxay
1 4f
)~ 4
= o a4 f dy*
AW i, 0f 0°f
+ﬁ¢144f4 3y* 24 q42f4 2 QZZQ42q43f T ay
it 2f 03]4'
oy 2612161436142f 9y20y3
2f of\* 52f63f 1 afa3f
+q11 CI31¢I32¢144f (0)/) 2Q21q43q44f 3 20y 2P3¢I42‘I44f Ix ay
1 ,0f afazf f “of
+2P3CI44CI32f I Gyay + 2193293344 f e @
£\ of
+ 421931933944f > <6y By
52 3
£\’ f ;0f0°f
+CI22q3ZCI33Q44f < 3y? ay 2Q41q33q44f ay ay
,0f of azf
+ Daq11942943f > I ay ay
afafaZf ,0f Of *f
+‘h1‘l22‘141‘143f 6x ay ay p4CI11CI4zCI44f ax ay 6y
2f of\?
+ P4Q21Q4ZQ43f (ax>



86

N £2 ofofa 2f £2 afafazf
422933941944 ox 6y6 + P4931941944 Ix ay ay
af af 62f
+ P4q32‘I41q44f Ix ay ay
,0f0fa 2f s 0f a3f 2f 0*f
+D4q33941924f 9x 9y 872 + 411952943 3y 9y° + P4q31 q33Gaaf? 3y2 axdy
,0°F (O’ of3%f L Of 0°f
+CI11CI33CI4ZCI44f (ay) 6Q31 44f Oyay 6CI33CI44f 9y 0y3
1 af 63f

g~ > 031942944f> Oy ay

a*f s 0f a3f of of 9*f

+D4q31 Q32944 f > ayzaxay 2Q21Q43Q44f i 8y3 p4p2q33q446x6y6x6y

+D1911942944f > 3y Fv2 9xdv X0y + 42193342 f> Y ay3 p4p1q32q446x0y0x0y

1 2 2 ZfaZf afa3f
+§‘I§3‘I4z‘l44f3 <6_yz> +ZPZCIZ2fZa 2 +8P4 43f6 3y3

1 2f
v 3 CI11CI4ZCI44f

2 ay
af af azf 02f 1 2f
+P4¢I33¢I24f2 G_EW CI32¢I42¢I44f 9y? 2 C13151425144f dy?

T
+ZCI43CI216122f ( y)

1 0°f0’f | 2 f\* 9%f (f\?
T 2P4‘I41Q44f B2Fy? + 4339119221 <6_yz> o QZ1CI226143f (ax>
1 L0f O°f
+ 6‘1326144f ay ay
1 f\ 0*f of a3f af o°f
+2P1Q32‘Z44f < y2> 6x2+2p1 42fza x0y° +6p4 42f38x6y
62f azf
+ P3433042Ga4f 3y2 axdy
' P (& ) e pL
Q44Q43Q33 ay ay + 12911922943 axay + 431942943944 ay ay
1 of 0°f

3
6P1 Y Qaf ay %3



87

af 63]"
a) CIzzCI41CI4zCI43f 6x By

+P4QZ2‘I42‘I43f< f) f

1 af 33f O%f (0f\*
9P2Q43 3y 9x3 P4QZ1Q41Q43f (

dy? ax
af 0°f a*f o*f
+Q33Q41Q4ZQ44f3@W %2‘143‘142‘144f 6y2 ay
o’ f °f
+ 022943941 Gaaf > 3y29y3
f)2 a*f 0° ( f)z ,0f 0°f
+D03911932944f <0y 9xdy P3P4Q41Q44f . + Q31Q43Q44f ayay
1 afazf 5 6f63f 6f63f
+ 5 > 443922911 f Gy Oy 2 CI41CI44CI31f (')y (')y + (32941942944 f > ay ay
4 LI UL 2 o L0
411921942943 6x aya P1CI4ZCI43 6 ay 2612261436144 dx 0y3
Of 63f
+ D3G24q43f> I ay
OO *f 3*f o*f 0%
+2pzq43q41f B + P2022941943f° iy i + P3q3294194af° 9y axdy
1 f03f of 63f
+6P4CI44f 2209 o e CI11 Qiof> == 3y 02
0% f af of 6f 62f
4421933942943 * < 92 > ay + Dab32054f > == axayay
af af 62f
+ P293394194af 7= 9x ay ay
N O f2<f) o ,0f 9f
421942943944 ay2 ay 2‘121 43 i ay t 411941942943 dJy 9y?
1 9%f 9 3f 02f (9f\° 02f (0f\’
+§q22q43qi‘4f 372093 PzCIZZCI43f (a) PZQ21Q43f (6x)
1 af af 62f
t3 P3931qaaf? 9x 9y 0y2
6f63f afafazf of of 9%f

+D2G42933f > ax ayg P1Q32Q41Q44fa ayayz p4Q11Q22Q43faxayaxay



88

of 9°f 9°f of *f 9*f
+p4q22q33q44f ay ayz axay p4q21q33q44f ay ayz axay
,0f 0f 0*f
+ 422033G4294af 9x 9y 0y2
2
+1 2f( ) £3 azf N fafazf
2P2Q33Q44a 2\dy 2Q31Q43Q44 y2 11921942943 9y dy?
1 64f 1 64f 1 0*f
+ZQ42Q43Q44f ay* 2Q44Q43Q41f ay* + Q41Q43Q44f ay*
1 64f
+ZCI41CI44CI42f 3yt
1 af f azf 2 1 Zf
2
+ZCI31Q44f ( y> ay 2‘131‘141Q44f < 3y? +ZCI3ZQ41‘I44f 9y?
6f6f62f (')f(')f 0% f
+P193294344f 7 9% 0y 392 + P4922933944f 5 dx Dy 9xDy
£ of (')f 0% f
P4921933944f =2 an ay 9x0y
of a 2f of af 0*f
+P2Q32‘I43‘I44fa ayayz + 2p29339439aaf - o ayay
af 6f 62f
+ 02931943944 f = Ty
of\* (0°f of\* °f
(2 PlCI21CIZZCI43f<ax) <W> +3CI11(IZZCI21CI43f ( y) 3
1 ( f) O°f 200 (9°F
2P2P1¢I22¢I43 ay) ox =5 T P2Q11Q42Q43 ' ay2
1 of 9%f 62f
TP 99€ o oo oo Tr 2p2p4q22q43f ay axay axz
af of i
=y + a;hf + ayhf + a;p,h® % + ayq,1fh? 3y +a; 2P1h3 922
0% f
+ ayp1qi R f xdy
1 0°f o°f 1 o°f of
ta; 2Q11h3f2_+ 2 6p%h46_+ a 2‘111191 faxz By

1 afazf
24
+ a 2P1Q11f I ay



89

1 %F 1 . ot 1 of 33 f
+a26CI11h4f3_+ 224P1h a_+a26Q11P1 5f6y6x3
1 0%f 9f
+a21p]2.q]2.1h’5f6 Zay
of 0°f 1 0*f of of
+a; —p1qq1h° f _+ a5~ Q11h5f fa3h + azh®p, ==+ azh? ‘I21f_
6 ays T %274 ox
of
+ ashthzfa_x
0%f 0% f of\* 0% f
+a3h2‘h1fa—yz+a3h2CI22fﬁa3h3QZ2P1 (a) + azh® P2QZ1fa 3y
of of
+ azh? CIzzQ11fa ay
82r o 1 ,0°f 92f
+a3h3Q2ZCI11fa_yZ@+ azh? sza + azh® PZCIzzfa %
52
0°f of
+ azh? P1QZ26 2 9%
oz ATl N B8 T ,0f 0%
§p2a3h ﬁ*'g%z%hf _+2PZCI22 azh*f o a_y2
1 2faf
+5P§Q22a3h fa 25y
1L 0f 0 R ,Of 0*f
+§CIZZCI11a3h f x 6 > T P1D2G22a sh* Ty &y P1QZ2 sh* O OxZ
1 32f 0*f
+5Pf¢l22a3h P22 052
1 Zf a3f 1 3f
+ZCI226h1a3h f2< y2> + 3QZ1QZ2a3h T _+ 3QZ2(121a3h f3 FNE
1 3f
+9CI21a3h4f3 373
o*f af o°f
+p1G11922a3h* am*‘quzzqn%h4 Eaxay

62f 62f
+ q22p1Q11a3h4f6_yzax6y

of 0*f of 9*f afazf
+P292192203h f2_7+2PZCI21 3 4f2 0y 2+ P5q21a3 fa I



6 4 6
1 _Of 0°F
+6q22p1a3h %93
1 O 1 df af 92f
+gq22pfa3h 3y29x3 26122611129% 3 sfaaw
af of o*f
2 2
+ P2q11q52a30° f 9x 9y 072
1 of 3*f 9*f af\* 0%f
+2q11q22p1a3 Sfa 2 ayz + P1P2421922a3h° f (a) ay?
1 0% f
24q22a3h5f4 ay*
1 o*f o*f of 0%
B T T SR
24q21a3hf +24P ash P +6qu21a3 fayax?’
1 LOf 03f
+€P§Q22a3h 6_6_
1 of 93f 1 of *f 1
+6PZQZ1a3h5f36 6 3Tz PzCI22 3h5f36 6 st Pz 51 3h5fza
1 32 0*f of 3°f
+2P§qua3h Fin 222008 7 Q11Q§2 as 5f36 5y3 3 5 qugz azh’f? —
1 il 0f 9*f
+ng1Q22a3 f3 2P2Q11Q22a3h5f2 352 axay
1 of 0°f
+§q§1q22q11a3hf 6 ay
I 0%f 0% UL
+5P1P2Q22a3h D2 050y 193 Q11QZ2a3h 3y29y3
22f \
+ P1P2G1102203h° f (E)xay)

.,
+ EP1Q11Q22“3

L,
+ 5 P2 q1192203h°

1
+—q31q20a3R°f* 7"‘

o*f

0*f
q21q22a3h5f4 7 +—

4

0? of 0f 0°
Sf? f( y];) 2P1P2Q22 sh® _f_f_f

dx 0y d0x?

()

92193 ahsf4
2142243 y

90

i

021 0f
2 ay

af a3f
dx dy3



1 of O of 03f
- 2 hS 3 h 372 - 7
+2PZCI21QZ2a3 f 9x9y3 2P2Q22Q21 3 9% 073
1 9%f 0f
+ 2P2q21qzza3h f? ax20y?

1 of\ 0°f o\ 0%
+§F1Qf1‘l22a3h5f2 (a) W"‘Pﬂ?z%z%h f( x) ay?
1 of 6°f

+ 3P1qZ1CI22a3h >f2— ox ay
2 afa3f of 9°f
+§P1CI21CI§2 3 f2 3Q11QZ1CI22 sh>f3— dy 6y
0 Of 0%
+ D2G21922911a3h° 6_@6)/
1 LV 3fo'f
24P1QZ2a3h O 241916122 3h® dy D2t
1 of of 33 f
= 3 6030 S KA
U 2P2Q11Q22a3h f T
1 his &1
+§P1P2qg1 q2203h°f? (a) 8_3/3
2 92f 3%f
+ §p1q11q21q§2a3h6f3 axaya_y3
dfad 3f of of
+D2G11921922a3h° 3 IxOx s T ashf+ q31a4h* f + Q32a4h2f@
f
h2f o=
+ 43304 fay
1 62f af of af af
3 3
+2p3a4h 9% — + q213304h° f y+CIZZCI33 ash fa %0y
af 82f
+ a,h’®
42193304 fayay
of 02 %f 1 0%f
+q22q33a4h° f 32 5 t5 > Q33a4h3f2_ += > Cl3za4h3f2 3y?
1 azf
+ 2q31a4h3f
62f 62f azf
+q31q32a, 03 f? —+q31q33a4h f? _+Q32Q33a4h ==
dy? dy? dy?
a*f

+ p3qzia4h® fa dy

91



92

3, 0%f 3p 0%f of\’
+p3q32a4h fm+P3‘I33a4h fa 3y + q1193204h f( y)
af 6f

+ p1g32a4h3 x ay
of of ,0f 0*f 2 Of 0*f
+p2q33a4h3a$+p3q31q33 4 f _7+2p1q32 4_h ayaxz
1 of 0% f
+§P%Q33a4h4@ﬁ

2

af (of a%f (0f\*
+CI11QZZQ33a4h4fa(@) + G11G2293304h* —<—)

dy? \oy
of 0%
+ P2q21q33a4h* Eaxay
52 2
o7 0 Of 0%
h* h* —
1TP242243304 fa axa + 192293304 N 6y ay
af 62f
"'17161116132614’14 @axay
1 3f a3f 1 3f
+-p3ash* —+ - q32q33a4h4f3—+ q3395,a4h f3
6 0x 2 2
2f
+ q21953a4h* f? (6_yz>

°f witj 93 f
+q22953a4h f2< 2) + = q31q32a,h* 3 _+ 431q33a4h f3
dy 2 2 dy?
1 3f
+3 > 32q31a4h* 3 i
L % of 9 of 9 of 9%f
+2q33q31a4h f? 7"‘5121‘133 AR dx 02 +CIZZCI33 azh*f? = dx 02 +CI11Q32 azh*f? aya_yz

%\’ 2f
‘*‘512151316133‘7l4h4f2 <(3_yz> =t q21q32q33a4h f ( dy? >

62f
+ G22931q33a,h* f? (6_yz>

92f\’ af 92 of 0*f

44229329330, h* 2 (6_yz> +P1Q32a4h4f_7+292%3 4h4f6 Oy
af azf

47

+ p1P3qs2a4h 9x 0x0y




93

0% f of d 2f afazf
+P2P3Q33a4h4aaxay + D3q32q33a4h* 2 = 9% 077 — + P3q31932a4h* I By
1 9% f
+ gqua4h4f3(3—y3
1, 3 1 \ 2afazf \ 2afazf
+6Q33a4h f3 _+2P3‘I33 ash*f +2P3‘I32 ash*f 9% 0y
ororf
+QZ1Q31Q33a4h4 zaa_yz
fazf ,0f azf
+421932933a4h fz QZZCI31CI33a4h 6 6
y?
af 62f
&g b
2243243304 0 ay
afaZf of 0%f of (9fY’
+41193193204h f2 G Y > Q11Q32a4h fz@a_yz o P1CI226133a4h4@(a>
i, 3f
+ 6Q31a4h4f3 3y°
1 af 02f 1 of 02f of 9%f
+2P3Q33a4h4fa_a_+ P3qs2 4h4fa Ox 2+ P3CI31 4h4fa Iz
1 of 02f
I §P3qg1a4h4f2aa—yz
ofa 2f af 9*f
+411932q33a,h* f? ayay 37 T P3921933a a,h* &axay
af 02f
+ P3G22q33a4h* &axay
af d 2f af 0°f afazf
+P1q31q32a4h* fa ay? + P1432q33a4h* fa ay2+P2(I31CI33a4h 9% 02
af 0*f of 0°f
+D2q32q33a4h* faxay + P3¢11932a4h* Eaxay
62f 0%f
+ P3q21933a4h* a_yzaxay
92 f L3 1 LOf 0°f
+p3q22q33a4h4f6_yzax6y q31932933a4h*f3 7"‘6}916132 a,h® 6y6
af a3f

1,
+§P2‘l33a4h 3y ax3



o*f o*f 1 L 0f 0°F
+ﬁqua4h f* W+ﬁCI31a4—h5f4W+§Q§2Q33Q21a4h 6x6y
1 af o3f
+EQ32,2‘133‘122 +h°f3 9x0y°
1 f 9*fo°f
+ECI32,25133‘I21 4 f3 Z(I32(I33q22 4h5 5 Zay
1 of 9°f
+§Q§2‘I33P2 4 f2 Ox ay
2 . f a°f ,0f °f
+432933911a4h f T +CI3ZCI33P1a4 °f aa—}ﬁ
1 9 (0f
+5P§Q22Q33a4h 9% 2(6}1)
1, 0%f (0f\? 5 Of Of 0%f
FPinds S oo Z(ay) 2’91"22"33 Nz

s 0f 0°f 0*f

1
2
. §p1 q2293304h @a_yzﬁ

1 of (9% of 0%
+ZQ11QZ2CI33 ash®f? (6}12) - 3612161226133 ash’>f3 ——=

dy dy?3
1 ;0f 0°f
5 §¢I§z¢lz1¢l33a4h ay 6y
1 of 0*f 0%f (af\?
+§P3Q3zqg3a4h5f36 3y a2 + p1q11q32 ah? 0x2 (ay)
f 0°f °f
+ D3G11922933a4R° ay ayz 0x0y
h 2 h5 27 S -
+31192293193304 0 6 6 -5+ 2 q11922932933a40° f dx 0y 02
Of Of O*F of of 0*f
h5 hS s
+ 1192193293304 f aX ay ay p2q11q32q33 4 Ox ay ayz
of of 0*f
+ D3G11922q33a4h° I ay 9xdy
of of 3*f af 9*f 0*f
TP141102203304h° axay dy dxdy + P12 ah? f@@xaya_yz
f of 32 f
+ 0242192293304 h° 2 ===

dx 0y 0y?

94



1 af 1 *f 4f
+ 4CI3ZQ33a4h f* 7 + 6Q32Q33a4h >f* 7 + 6‘131‘133‘14th4

1 4f
+ 6Q32Q33a4h f* Iy
of O 0% of 9°f
1341193293304 fza 3y dy? 6P3Q31a4h fa 23
Zf aZf
2 57
+2P2P3Q33a4h %2 0x0y
1 92 19f\2 92f 10f\2
+ZQZ1q33a4h5f2 (a) + 2Q22Q33a4h5f2 <0x)
1 02f (9f\’
7 5Qf1¢1§za4h5f2 32 (@)
2f2f 1, 0%f 9%f

1
+—p12qua4h5fﬁa_yz+§P2Q33a4h5fa 26y

2
1 Jef 0SS
+§CI%1Q31CI32614 >f3 _<W>

2
1 okl 68 A of Zf
+EQf1Q32Q33a4 f3 <?> + q3195:a 4-h5f2 Oy

df (92f
+ q3,q5;a,h°f? £<6_yz)

2 2 2
N 92f 9%f
+q21q22953a4h f2< 3y? - 2p1p3q32 ash? 9x2 0xdy

1 af 0*f
+ €P3(I§2a4h5f3aa—yz
0f\20°f of\*o*f
+p3q21q32q33a4h f ( x) a 2 p3Q22Q32Q33a4h5f2 (a) a_y2

of of azf
+ p3q11q32a4 sz ax ay ay

of (92f\* of (92f\*
+P3Q21Q32Q33a4h5fza(a_yz> + P342293293304 f - W
a*f (af>

+ D1DP3932q3304h° f ax



0%f (0f\’ o’ f a*f
+P2P3432933040° fa > (ax) 2P3¢I32Q33a4 fP—= %2 9y2
of 03f
+ 42195393204 0° 356_313
N 3 0f a3f ,0f O°f
022033932040 f dx 0y3 2‘111‘133‘132 4 f ay ay3
o*f 8°f
+ 4219539320, 0° 3 3y29y3
32f 53 3
0°fo°f ofa°f
2 3 2
+422953932a40° f 5y20y2 s t5 P1Q33Q32a4 °f 9x 073
of 9°f
+ P2033q32a5h°f* =~ A 0y3
P ;0L O 0°F _Of Of 0%f
+5P3P2Q33a4h B 0y 0x2 6x2 P3PZCI32a4h 9% 9y 0x2
1 0%f (9f\*
+§p§q11q32a4h faxz (63/)
1 fazf of 0°f
+§P3Q31Q§3a4h5f3 e + 4219319329334 f3a6_y3
af a3f
hS & =Y N R
+ 422931932933a40° f 3% 973
aZf an 2f an
h5 37 281 a h5
+421931932933a4° f 9y2 073 + 4220319329330 9920
af a3f
+ P2431432q33a5h° f? 3% 0y
foif of 0°f
hS 2_J — J h5 Sy &
+P193193293304 %097 + 4119319329334 0° f 3y 973
1 of 3°f
+ 6P3Q33a4h fa ay
1 af 93f 92f (0f\*
+EP§Q32a4h5f@6_y3+ P3421q31q3304h° 26_3;2(5)

d%f (8f\°
+ P3G22931933a4h fz (6x>

96



97

of Zf of (0 f
+D3421G31q33a4h° f = W + D392243193304h° f* = ox ay
6f>

0% f
+ D2P3q3193304h° f (ax

+%p§q21q33a4h5fg£3£gz 2p3QZZCI33 a,h® %%g
+%P§q21q33a4h fgig’z‘égif
+%p§‘hzq33a4h Zf Z?ZZZ}; + P1P3931q32040° f o (Zi)
taPial a:cf
+;pSCI31CI32a4h5f3 Zf g;f + ZPSCI3ZQ33a4h L8 gf Z;f
s P3Q11Q31Q32a4h5f2%%2iy};

2

2
. a°f . aZf
+P103911932040° f F%0y + P2P3q21q33a4h°f J%0y

o [l
+ P2P3q22q33a4R° f %0y

1 2 hS 262 0° h® af i
+5Psd11q32a.0°f a—yzaxay+p1p3%zq33a4 dx) axdy

af 2f
+ 2421922953040 fz 6y2

2

of (9*f\* f LAY
+CI11Q22Q§3a4h5f2@<a_yz> + P1422953a4h° f

x\ay?
of 2f
+p2Q22Q§3a4h5fa

ay?
0%f 02f 0%f 0%f
+P1G11952a5h°f* == 9y? 9xdy + P20210350:h°f " 55 dy? 0xdy
02f 9%f

+p2Q22Q33a4h fz ayz axay



98

2

0%f (0f 0%f (af\’
+P1022 q33a4h° f (a) + P2G21 A53a40° f (6x>
0%f (af\’
+ D202z q33a4h° f (6x>
1 0°f 0 2f o*f a*f
+EP%CI31CI32a4h fa 23y2 2P1Q32Q33a4h fa Z5y2
1 0%f 9%f
+§p§q31q33a4h fa 23y2
1 0*f 0°f | 02f (9f\?
+5P%Q32Q33a4h5fa 2 3y2 + P1P2432q33a20° fa 2(636)
1 02f 02f
+ Zp§q§3a4h5f2 9x23y2
1 0*f 9%f 1 of 3%f 0%f 9f
+ZP§Q§1a4h5fZa 26 Sl - P3CI31 4h5f3a T sty P3Q32 4h5f26 Zay

af (9*f\° of (0°f
+411921931933a4h f = 7 + 241192293293304h f . (')_yz

2

2
of (0°f aof f
+P1¢I21Q32¢I33a4h5fa<a_yz) + D1422931q33a4h° fa <6y

of (92F\°
+ 2P1¢I22¢I32¢I33a4h5fa<_2)

dy
of Of 3*f 0°f 9*f
+CI116121CI§3a4h5f20 8y8y2 + P141103143204h° za_yzaxay
62f aZf
+ P1911G32933a40° za_yzaxay
62f 9% 0°f 0f
+P2021951933840° f* ay? 9xdy + P2d2103243304h°f > dy? 0x0y
i
+ 020229319330, h° Za_yzc')xay
azf aZf azf af
+D2G22032q33a4h° za_yzaxa + P1G2105203304h° f <6x)

Of (9f\°
+P1Q22Q31Q33a4hf ( )

0x



O2f (3f\°

+2P1CI22(I32(133a4h5fa_yz(_) + D1G11952a4h° f ==

s Of 0°f O%f
dx 0y? 0xdy

0x

+ P1P3922933a4h

4

1
+= > 431932953a4h° f T 2t5 > q3193395.a4R° f =z
of af azf
0x 6y 6y

92f (9%fF\°
+ P2411422q33 040> <_2>

of 0f 9%

+l 2 f2
2P1Q11Q32 sh

afafazf

+1P2q2 q3za.h>f2—
A & axayay

1
- EPZQ§1Q33a4h5f2 -l

of of 0*f
0x ay ay

4f

dxdy \ 0y

dx 0y dy?

,0f Of 9*f
+D1D2922q3304h° ===

of 0f 9

2 WY
9x 0y 0xdy 2Q11Q22Q33 o 9x 0y 0y?

+ P3G31932q33a4h° 3 —

1 05 |

+5 > 421q3304h°f> — 32003 QZZCI33 4h5f3
1 a’f of\* i

+§pfq§2a4h ay2 <0x) 2P2‘I3%3 ash® ayz(

+1q q3;a4h°f? Zf +=q3,q3;a,h°f?
5 4219334 e 222334

of 9°f ;0f 0°f
ay ay?

il
+§¢I22qg3a4h5f3 e ay + 6‘111‘132 Jhof3

i

of\’
0x

o*f

dy?

(’)f(’)zf
0x 6y

63f
6 PzCI33 4h5f2

99

af o3f
dx dy3

02\
) > q11q32a4h5f3 <6y2>

) +2(I21CI33 Jh°f3—

+9CI226133 Jhof3

6f63f
axay

6f63f
ayay

L Of 93f LOfO3f 1 of 93f

9

4

1 Fo1 Fo1
+2q31q32q33a4hf T2t 7 q31q33a4h°f* _+ Q31Q32a4hf 7

6

1 of 9 94f
+—D3q33a4h°f3 =

G ox 6y 4CI33 4h5f4_+ D3921q5304h° 2

1
+=q31q33a,R°f3 o ay3+ZCI326h1a4hf 3y 3y —— + 5 q5p1a.h°f?

2 0x

4

6

62f<

dy3
4f

Zﬁ)



100

O2f (9f\° of (0°f
+D3G22953a4h fz (a) + P3q21953a4h° 2 — ox <6y )
5
+ a,h°f?
P3¢IzzCI33 sh°f y?
90%f (0f\? of\*
+P1P3q52a.0° f a_yZ(ﬁ) pzp3q33a4h5f ( 6x>
1 L0f 9°f
+2P3Q31Q32a4h f? Ix 6y
1 ,0f 9f 92f 92 f
+§P3Q§1Q33a4h B D)2 + P3Q31Q32a4h zﬁa_yz
1 Zf 02f
+§P§Q31Q33a4h5f2 92 0y2
1 af a3f Of 33f
+ 2P1Q31Q32a4h 2fiE— % 6 Q11Q32CI31 4 f3$a_yg
1 ,0f 9°f
+ 2P2Q31Q33 a,h®f? I 6y
1 afa3f of 9°f
+5Q21Q§1Q33a4h5 o 6 C1225131(133 4h¥f3 == Ox Oy
1 2f a3f
+ECI21CI33CI§1a4h f3? G B
1 gk a 3f ,0f a3f
+EQZZCI33CI§1 A = 3y28y3 + P1432q31a,0° f? G2o)
af 03f
n 24 3
q1193193204 f 0 ay
0%*f o 3f a*f a3f
+0210319530.0° 3 = I + 422931953a.0° f* — 3y2 973
of 03f
2 50,29 9T
+ P24q3393104° f Ty
f33f 3 0f a3f 4f
2 3 5 5 c4
+42193393104h f + 431953922040 9x9y3 + 4q31q32a4h == ay*
4f

1 4
+ 6Q31Q32a4h [ == "



101

4

1 f,1 of\’ f
+Z‘I32,1‘I32,3a4h5f46_y4 + §q11q§’2q33a4h f3 (0y> ay

1 fy* °f
+ 6Pz‘l33‘l21a4h f( y) Pl

1 of\* a°f
+ 6p2q33q22a4h f( y)

ax3
af o%f (af)

1
+§Pf¢l11‘122¢l33a4h x0x2 3y

of of of of
+ash f + q41a5h® f@ + Cl4za5h2f@ + q43a5h2f@ + q44a5h2fa—

af
h? —
+ Paas )
92 2 52
0*f 0*f f
= > Q44a5h3f2 T +5 > Cl4za5h3f2 T + Q41€I42a5h f EY)

of\’
+ q11942ash f( y)

of\" of\" ofy’
v (55) % (35) #f (55)
+q31qsaash”f o + q32qaaash’f dy + q33qaaash’f dy
LOf Of
+ p1qqzash® I ay
;0f0f £ f a*f of azf
+p2qa3ash’ B + P3qaaash® 0_6 P 5h36 5+ G22qa3a5h’ fa ay2
a*f
+ uzquaash’ 2 —
dy?
92 of of af of
+CI42¢I43a5h3fza_yz+QZ1Q43a5h3fa_£+QZZQ43a5h I ay
of 3f
+q21q43a5h fa ay
2 aZf Zf
+ZQ41a5h3f T+ZQ43a5h3f27+Q41Q43a5h f* 7
a*f
+ qu1qaeash®*f? —
dy?
Zf aZf aZf
+P4Q41a5h3fm+P4CI42a5h fa dy T D4qs3a 5h faxay
9% f

+ Ga3q44a5h>f2 7



102

0% f 03f LO°f
Paqssash® f6x6y+6q44 ash*f3 W+6P4 ash* F
1 LOf 9% f
+Eq§3q44a5 tf2 3y 352
of af\? aff)2 afazf
+P1q32q44ash* I (@) +ZQ11Q42a5h4fza ay +Q44Q31 5h4fza By
af aZf
+ q4—4q32a5h f ay ay
,0f 0°f , af02 of 9%f
+qi4qz3ash*f? TP 5+ D3q4s ash f — + P1Daqszash* fa_xaxay
of 9f

+ p2p4q43a5h4£axay

*f\’ 92f
+421q43944ash* f2 <6_yz) + q22943q44a5h* f? <ﬁ)

y
of 9*f
+ P3P4Q44a5h4 ﬂaxay

aZf 2 Zf
+421941943a5h* > <0_yz) + q22G41943a5h* f? ( )

dy?
af aZf
+ q4,qq11a5h* 2 6 6y

AN AN of 0*f
+q21942943a5h* f? (0_3/2) + q22942943ash* f2 <6_yz> + p1giash*f —— ox ay

afaz of 0 2f of 0*f
+q21953a5h* 2 — e +CI22(I43 ash*f?— axay +PZCI43 5 4f6x6y
3

of
+ ¢11q44q32a5h* f (@)

1 of 9*f ,0f0*f 1 Of 0%f
+2q32q44a5h Sk, 3y 02 + 2Q31Q44a5h f? 9y 372 il 2Q44P4 sh*f?— 3x 9y?
a°f
+ q41q42943a5h* f 7
of @ 2f ,0f 0f
+021q42qa3ash* % = ax 6y + G22q42q43a5h* ™ 6y
of 9%f
+ P3q33Gasash*f ==

dy d0xdy



103

+q11942q43ash* f? 6§ a;f + q11942q43a5h* %giyj:
+ q31942q44a5h*f? ﬁ%
+q32942q440sh* f? _fﬁ + q33942q44a5h* Zﬁﬁ
dy? dy dy?
+ P1qa2qQazash? gi Z;f
+P1942944a5h fafazé q21q33q44a5h4f%<g—£>2 + P2q42qa3ash? gi g;f
+P3942q44a5h faf 6;]; CIZZCI33CI44ash4f%(%)2
+ q21933944a5h* %(%)2
+q22933q44a5h" giy/:(%)z + Q11q22q43a5h4f%(g>2
+ q11922q43a5h* f a;f (gi)
+P2921q43a5h* @aizafy + P2q22q43ash* %aa:;y
+ P1QZZQ43a5h4%% 60);];
+q21943944a5h* Zggiy/: + q22q43944a5h* f? gf Z;f
+ q31943q44a5h* f? %Ziy};
+432043944a5h fz faZf + 433G43944a5h fzggiyj;
+ P2qa3qasash® gf g;f
+P3q43q44ash* f ai a;f + P111942a5h* af] a(i;j; + Paq21qa3ash? %aizaj;



104

0% f of o*f
+D4q22q43a5h* Eaxay + P4q119s2ash* @axay
af aZf
421
+ P4q31q44ash 3y 0x0y
4 a*f i 4 eq Of 0%
+D4432944a5h @axay + P4q43944ash” f aa_yz‘F P4q429a3ash ﬂa_yz
f Zf of 0 2f 6f azf
+D4G42qa0a5h* 2 Ix 6y + P4Ga1qazash* 2 — ) ay + P4qa1qasash® x ay
o1 0 1 0
+P4q41942a5h f2 ol o > q42q44a5h4f3 7 T > Q42Q43a5h4f3 9y?
b pipa Of
a —
261446142 5 9y3
1 3 1 3f 1 93f
+= > q42941ash f37 +5 > 44395,ash f37 it = > Q44Q41a5h4f3 3y°
1 3f
+ b %
261416143 Be Ul T dy3
1 af azf 9f 1 9°
S > P4Q43a5h4f B o > C1416144»615}1 f3_ i > q41q4,ash*f3 7
1 3f
+ €q21a5h4f3 ya
1 . N L3 1 20 OF 03
+2P4Q42a5h f Iz Gy + 42943Gaaash*f3 _+2P4CI43 ash*f 9% 077
f 9%f
+ P4q33Gasash® @axay
92f 92f 0%f
+P4q21q43a5h* a_yzaxay + P4q22q43ash* a_yszay
af aZf
h*
t 42194194305 f axay
fazf afazf
+422941943a5h f ——=— * q11941942ash f = 3y?
af 62f
+ a-h*
43194194405 ayay
af azf of 0°f of 0°f
+CI3ZCI41CI44f 3y? + q33G41924ash*f? _7+P1Q41Q42a5h fax 37

6f02f
+ P2q41qa3ash* x ay



105

of 9*f of 0%f

+p3q41q44a5h fax 92 +q31q32q44a5h 2@6_}12
6f 0%f
+ 431q33944ash*f? 3y 3y2

o°f of 9%f

+032q33q44a5h* f* 3y 2 + P3q31qaaash? 3y 32y

of 0%f

+P3Q32Q44a5h4 @Oxay

1 93 1 a3f Zf
+ gquaSh“f?’ 592 + EQ%3Q44a5h4f3 e + q21943ash*f? (6_yz>

92f\’
+ q22943a5h* f? <ﬁ)

y
afazf £ 9f azf LOf 0°f
+§P§Q44a5h T o 2Pf‘l42 ash* 5505 2P%Q43 ash* %
1 ot
T 6Q42a5h4f3
a3f 1 af a 2f a*f
— S, 4r2 o S
+q41942944a5h* f E N 2P4CI41 ash*f Iz ay + G41943Gaaash*f3 FNE
1 of 9%f
+ 2P4Q44a5h fa r A
1 oo oro’s o*f
+2P4Q41a5h = 2P4 42f6 % = CI43CI4-1ash4f3 PNE
e 0%f
+ 2¢I43Q44a5h f3 373
L Of (Of ’ L Of (Of p 5
+D1422943a5h E(%) + D2G33944ash a(@) + ash
1 of 02f
+ EQ31QZ3Q44ash5f3@a_yz
of 2f of agf
+42193194394405h fz v\3y? + P1441942qa3ash> > == 9% 9y3
92f 02f

1
+ Ep%m%zash %0y 9x2



106

f 3f ,Of Of 9%f
+34219419429430s f o3 1T 2422433943G440 ash® 923y 3y
af af 62f
+ 422q31943Ga4a5h° Ar ay ay
of of °F | of of 0%f
1422432943944 f2 9x 0y 3y2 p1q32q33q44a5h5faﬁa_yz
of of 0%f
+ p2q31q33q44a5h5 aaa—yz
of af 0*f of Of 0°f
+D2q32933944a5h° a@a—yz"'%z%z%ﬂuashs Za@a—yz
af of 0*f
- q21q31q43q44a5h5f2 a@a—yz
af 0* f 9*f of of 02f
5 BEo MG S
+P3422933944a5h ay ayz axay + 4229319334405 R° f 929y 0y
6f (')f 0% f

+ D3G22933G44a5h° ax 6y dxdy

af o°f 02f (0f\?
+QZZQ4ZQ£3a5h5f 6 dy 3+ p3Q44 Shsa 2<6x>

1 92f
+ = q3195,ash°f3 (p)

2 y
+ ; q5,95.ash°f3 < ;Z) t3 q33q24ash°f> <a;];)

+ D3G21933Ga0a5h° g]; Z§ aaxzafy
+P3G31932G44ash> f2 gf Z; Z;I: (2193294394405 h°f? %%ZL},Z
+2q21933943q44a5h° f Zl; Z§ Z;f q11q22q43q44a5h5f2%%3%£
+021953944a5h> gf gf] g;]; + 21041943944ash°f> azz Z;f

+ 411932933944a5h f =5 \a-

()
y



1 of 9° af\2
+§‘I31Q§3Q44 sh>f3 _7+P3P4Q44a5h5f (6x>

1 LOf 9%F
+ §q32qf3q44a5h ay 6y
1 L Of 0f of 3*f
+EQ31‘I?2,25144 sh>f3 _W+Q31Q41Q44a5 5f3 ay
1 L0f 0°f
+EQ33Q£3Q44a5h f? 6y 6y
1 afa3f L Of O 0°f
+2q33q31q44a5h f3 3y 6 P3P4Q44a5h E ay %2
1 of 3°f
+§CI§2Q33 qs4ash f36 ay
afa3f 02f (0f\*
+32941q445h f3 2P4Q31Q44a5h fﬁ(@)
f f
+ 421453qa4ash fz yz
2 2 2fa3f
2 STl A4 B 2
+422933944a5h° f b <6y2> + 421943Gas05h® ay2 3y3
321 33
o°fo°f
2 hS
+ 422443qaaash° 3 592 0y1
1 of 3*f 92f 93f
+§CI§1CI3ZCI44 sh>f3 — ayay +ZCI2261426143 ash? 36_)/20_)/3
1 9%f (0f\*
+ Epfq32q44a5h5 2 (@)
02f (of of 8°f
+Q11Q§2q44a5h5 Za_yZ(@) +pzq23q44ash5fzaa—yg
1 2f g
+§PZQ33Q44a5h A2 (6)})
1, 5 .2 02f (OF)? of\* (9f\*
+5Q11Q32Q44a5h f Tﬁ(@) + D1422933q44a5h° <ax> (6)1)

6f63f

+ (33q41954a5h°f3 — 3y ay

107



108

1 O2f (9f )\’ af af azf
+5P3452444a5h°f o~ 2(@) +2p1p4q4z ash® 9%y 0x2
af a3f
+ P3qiaqaiash® x ay
1 02f (0f\? 02f (0f\°
+EP§CI31CI44a5h ox 2(63/) 2P4Q11Q42a5h Ox Z(Gy)
1 O2f (3f\?
+zP§Q22Q43a5h Fy%) (6y>
0*f of\* 0%f
+CI41CI4ZCI43CI44ashsf4a_W + Daq21953a5h° (a) a_y2
1 02f (3f\°
+ 5 P3d3304a05h°f 5 Z(ay>
1 9%f (of \? g9 af 0T
+EP%Q21Q43a5h 2 (@) + 2P2P4CI43 ash® A
1 _Of Of 92f
+§Pf‘lzz¢l43a5h F-oi
of\* f of 03f
+P4Q22Q43a5h5f2< ) 37 6p4.q43 ash®f* == 37
1 kA
+ ECI5%ZCI43CI44a5h5f3 <0_yz)
1 a*f azf of 03f
+4p4q43a5h5f2 2 ay 2 q31q44a5 hof3— 3y ay
1 2f
+ ECI§3CI43CI44a5h5f3 <6_yz>
1 0> 0°f df 02f 9%f
+4P4Q44a5h5f2 DeA0yE + P1G11922943a5h° fay 3y? 0x0y

O

+ 421931933Gaaash° f %8y 5y°

1 Of 02f 92f of (1Y’
+EP%QZZQ43a5hS@Fa > + P4G21q53a5h°f* — ox

ay?
1 of (92f\
+ EQ%Mzz%sasthz @ (6_yz>



of (9%’ of 3°f
+D4q22953a5h f2 Z\9y? + 3q21q22q43 ash’f3— 3y 3y3
0%f (af\’
+ P2P4‘I43a5h f (6x>
1 of 33 f 92f 02f
+§Q§2Q21Q43a5h5 3Ea_}ﬁ‘|‘?91611161416142615hS Za_yzm
afazf azf
+ P4G11922943 05> Oy Oyz 9x0y
of of aZf ;0f 0°f
52 2
+421932933944a5 P> f B 5 T + 411q42941a5h° 3y 9y°
i 0%f (0f\’
jts Epfchl%zash f@xz (ay)
o0 | of 0°f
+P1041952a5h°f % = 37 p4q43q41 ash®f? 3x7y3
0f (0f\*
+ q11q3205205h° f? — 32 ((’)y)
O*f (3f\’ O*f (3f\’
+Q31Q3ZQ£4a5h5fza_yz<@) + 431q33944a5h° [ — 3y <ay>
o2f (of
i CI32CI33Qf4a5h5fza_yz<@)
aZf aZf 2f aZf
+P3CI31CIZ4ash5f20_yz@xay + D3q32954a5h°f* — T

1 of 03f
o §p4q44q21a5h5f3 aa_yg

0*f 0*f of (0*f
+D3q3395405h fza 2 9% ay + 421433G44a5h fz ( 2)

ay
af azf
+ q22q33qf4a5h5f2 @ <6_yz)

NETAY sp (9
+D4D3931q4aas5h° f dxdy + P4D3932q44ash°f dxdy

1 Of 93f
+§P4Q42qzlash5f3aa—y3

109



92f \ 92f 9%f
+D4P3q33944a5h° f (6x6y) +P4q44q§305h5f26_}]26xay
1 92f 92f
+§p4-q44-q3%2a5 fz ayz axay
’f of 0°f
+441944931932a5R° f3 ( 32 ) +2P4CI41CI44 5 f3£a_y3
1 0°f 0%f
+ §P4Q44Q§1a5 2= 377 9x0y
o%f \' of\* o*f
+DaD2922q43a5h° f <6x6y) + D1P4q22q43a5h° <6_x) %0y
1 92f 02f
+§P2CI42Q43a5h5 Zﬁa_yz
Zf 0% f azf
+q41944931933ash° 3 ay? + 2P3Q44Q43a5h fa 2 52

2
O2f (0f\°
+ D2P394394405h° z 2<ax>

1 0> 0°f |, 0°f 9°f
+§P£Q42Q44a5h5f26 26 : 4" pZCI44q43 i fa Zay

o%f
+ G41944932933a5h°f> <a_yz>

02f\* 92f
+q43q44Q31Q32a5h5f3 <a_yz) + Q43Q44Q31Q33a5h5f3 <a_yz)

’f
+ (43944932933a5R° f3 < >

dy?
1 ZfaZf Zfazf
+§P%Q41Q43a5h fa 20 P1Q41Q42 sh? faxz dy?
1 2fazf
+EP32,CI41Q44a5h fa Zay

1 °f of (0°f
+§Q§3Q32Q44a5h5 3@6_},3"“122‘13361416144 5 fz ( 2

dy
af azf
+ G21933941944a5R° f 2 _<7)

110



111

+q11q32q41q44a5h5f23i}£<%) + P4aq4194394aash> f3 gi g;f
+%QZ1Q42Q11a5h5 3%%
+D39429434405 f _fj + 4219419429430 sh f 2]: g;f
+ 2p14229429434 sh® faf (Z;f)
+q21q33q41q44a5h5f2$(aiy€)2 + P1G1193294405h f(a£)2 aaxzafy
+ D4922943944a5h fz la] (Zi)
+43394294394405 f3 af63f 64f af 63f

dy ay3 24p4a5h56 7 T P19429439440 5h

of (02f\” of\* 9*f
+P4CI21CI41CI43a5h5f2a<a_yz>  P2422933944a5h f( y) 0xdy

2f af
+ P4q2194394405h° f (ax)
+ h562f5f<5f)2+ hs ZafafaZf
P1422933G 4405 9y2 0x \dy D4931943944ash°f 5%y 552
of of 0*f
+ P4Q3ZQ43Q44a5h5f2aEa—yz
zafafazf afafazf
+q21933941944a5h° 3% 3y 757 + Pad3344304sagns 2 S
of of 9*f
+ P4q11q41q42a5h5f2a@6_yz

4

1 A o 0%f (9f\* 0°f 0*f
+ﬁ¢li3a5h f* W"‘ 2Q22Q43 shsfz (_> + 2P2Q23 sh® faxz dy?

0x

of 2f
+q21q43a5h5f2 Z\3y? + P2G42q43Gaaa5h>f? ==
LGy
0x

6f63f
axay

+ D1P4q41Garash® f

0631



112
0*f 0*f of (0%*f
+P3q31q42q44a5h> 2 3y2 ox0y + q5,q53ash>f% = 3 ( )

x \dy?

1 of 33f
- 3 5,3

+ 2 q33q44a5h f ay ayg

1 f63f
+= ) PBCI44a5h5f2 6y

af\° 1 2.2
2 5,2 h
+ q21922943ash>f (_ay) +ZCI11CI4ZCI43a5 f3 <6y

1 L35 0% 9%/ (of
+EP2QZZC[43a5h ax ay ay p2p4Q43Q44—a5h a a2 (ax>

1 of 9°f
+§CI33CIA%ZCI44 5 f38 ay

+1 h>f3 giﬁ-l (Y 2f
2‘132‘142‘144 5 3y 0y3 2¢I22‘I43 5 dy?

1 92f (9f\2
+2p2q43a5h56 z(ax)

- W 1l of (0 f
+D3433941q44a5h° f G_}IZW+P1QZ2¢I41CI43ash fa ay
of (0f\°
+ 1192293394405h° a(@)

of a°f zfazf
+P294194394405 fza o 3+ Pl 42 shsfa 2598

1 of af o2f
+ §p£q22q43a5h5 Bx Gy

L2 el TBLCTR . Of O*f 9*f
+§P4‘I22‘I43a5h @ﬁﬁ 2p4q21q43a5h @Wa_yz

,O0f (0°f
+ (229319339445 h° f 2 _<7>

1 of 0%f of of 0%f
+§p2q21q43a5 f—— 42295394405 fzaxayay

of zf
+ P492294494305 f - W



113

afaf azf f f
+D1P3q3294405h> axayaxay + Daq21Gaaqazash®f? x ay
1 Zf 62f
+ §P4Q%1Q42a5h ay2 oxdy

92f \° of Of O*f
+DaD1G11942a5h° f <ax6y> + D3G32933G4aash> f2 == I ay ay
of Of 2 f
+ P2q21QZZQ43a5h5 za@a_yz
s 0f Of O°F | 5 2 Of Of 0°f
+p1Q31Q32q44a5h a ay ay + P3931933944Q 5h ax ay ay
of of 9%f
L P1CI11CIZZCI43a5h ax ay 9xdy
LOfOfO°F 9%f (Of
+p4q33q42q44a5h f 6 aya EWE) p1p4q42q43a5h fa 2(69()
1 ,0f 9°f
+3 > 432921944a5h°f3 ay ay
02f (0f\* s 0f 53f
+P1P2G42qa3a5h° ﬁ(&) 2‘111‘144‘142 ash®f3 LT
1 2f 03f
+§CI21€I§1CI43a5h5f 3 Zay
o*f 0°f 9*f (3f\*
+P2Q21Q41€I43a5h5f26_yZaxa P3P4Q42Q44a5h fa 2 (ax)
1 82F a2f
+ prqflaSthzﬁa—yz
1 af 33f 5 0f °f
+gp4qi’1ash5f3 aa_yg, it Q11CI41CI42Q44a5h ay ay
1 af of a*f
42 5.2
+ 2P3Q33Q44‘15h 7 x ay 6)/
Of Of 02f 0%f (0f\°
+p1452qa4a5h° &@a_yz + Q11CI22Q33CI44a5h5fa_yz(E)

d%f (9f\°
+ D2921q33944a5h° f dxdy (@)



afa3f 02f (9f\
+D3G41943Ga4a5h° f* _7+P1q21q42q4305hf (6x>

afa3f
ay ay?

of of 0*f of Of 02f
+022433044ash f2 9x 0y dy — + P14i4qszash® 39y y2

+ q11q22q43a5h

2faff)f
+ q2193395,05h° [ == 3y ™ ay
02 92
fafaf 0%f of of
+P3d334405h° dy2 0x dy + P2933q44 s Sfa_yza_xE
02f of of
+ D3q31944a5h® a—yza@
0°f of of 07 3f

+ fash>f —=——+ h®
P393294405 fayzaxay P194194294495h° f? 97 I

of (9%f\°
+ P1QZZQ44Q43a5h5fa<a—yz>

of (9*f\’ of (0%f
+422031944943a5h f -4y q11q22q44q43a5h5f2@ B

5 £2 2f\" s, 0f O°f
+0422932q44943a50° f @ O_yz + 0244194294305 a8_y3

,0f ’f
+ 2431933G44943a5h° f 2 —<—)

dy?
0f (0f\’ 02f (9f\°
+P3Q21‘144Q43a5h f (8_> p3(I22(I44CI43aSh f ((’)x>
2% B8
o°fo°f
+ 422053942a5h° 3 AR

AN df 03f
+q31q32q42q44a5h5f3 (a—yz) il q42qf4q33a5h5f3 @6_3/3

4

1
+ 7 q5195,a5h>f° 9y*

1 a4f 1 4f 4f
+6Q41Q43a5h f* T"‘ 6Q41Q44a5h f* 7"‘ 6Q41Q42a5h f* T
0*f

1
+ 6Q44Q43a5h f* 3yt

114



64f 1 4f 0
4 CI44CI42a5h5f4 7 + - q42q41a5h5f4 6_}14

1
+-= 3 q34qa2ash°f* 7 +—

6

1 4f
+ 6Q42Q43a5h f* 7

4 4

1 9f ot f
+6Q43Q42a5h f* _+ 6Q42Q44a5h f* _+ 4Q43Q42a5h5f4 ay*

1 4f
+ 6Q43Q44a5h o T

4 0%

1 f fo1
+Zq£3q£4a5h5f“a—w+—q23q41a5h5f4—+—q?£4q41ash f —

6 dy* 6
291 03f
dx dy3

2¢ 32 92f 32
+P3431944943a5h° f Z_y];aiafy + P3932944943a5h° 2 == SR
0°f 9*f
dy? 0xdy

of a°f d2f (0f)\>
axay +P1CI22€I43CI44 sh a_yz(£>

+ D3G41942G44a5h° 2

+ D3G33944G43a5h° 2

+Q21Q41Q43Q44a5h5f3

52
°f of\’
+ D1422943G41a5h° T2 (6x>

0’f 0*f of
dy? 0xdy dx

92f\’
+031933G42924a5h° 3 <0_yz> + P1P4q22943a5h°

of\* 0*f
+ P4q11932q2405h°f <@) 0x0y

5 02 (Of o f 3
+411932943944a5h° f (E) 0_3124‘6122614161436144 sh>f
a*f azf
dy2 9x0dy

aay

+ PZCIZ1Q44CI43‘15h5f2

1 9f 9%f . 0fOf 0*f
+§P§P4Q44a5h5 9x2 920y + Daq11q5,a5h> 2 9x 9y 9y?

62f 62f
+ P2022943944a5h> f 3y2 axdy

4

i

4f

dy? 0xdy

of 33 f

115



116

af 9°f

’f f
2 3
+421932943944a5R° f ( ) + q31941943944a5R° f ayay

ayz) ay

2£\" of
t P3921943944a5h f( 3y%) x

2 o\ 2 LOf O3 f
+P3422943944a5h> f <6_yz> a+Q32q41q43q44 sh®f3 3y 9y°
+ P3G41931q4405h° Zgiy];%
+q22933G42G44a5h° f? < ;f) 0{1 2q22933943944a5h° f 2 (Z;{) %
+ ;P1‘I41Q42a5h f? gf g;f
+%P1Qf1‘hz ash®f? g]; Zf]g;f 2‘111612261426143“5}15](2%%%
+ 421942q4394405h° 3%?},};
+D4G41G42G4405h° 3gfg;f + P4941942943a5h° ngj,f
+ q22943q44a5h° f° gf Z;f
+P2qa1 qizash>f? gfg3f >D3q43q2405h°f? gi Z;f

af a3f
+ G21943Gaaash®f3 aa—y?)

af\* 9*f 02f\" of
+411931942q4405h° f (@) a—yz+p4q21q43q42a5h5fz 577 ) 3%

y X
of of 9%f
+ plQ31Q42Q44ash5fa@a_y2
+2D1932942q44a5h° Ix ay ay + P2P4q41943a5h f(@x) ay

a’f

of\’
+ 2411932942944a5h fz( ) 6y2



117

a’f o*f 2f
6y2 axay + 43293395.ash° 3 ay
of of 9*f

+ PzCI11CI4ZCI43a5h5faE 32

+D4q32933qaaa5h°f2

Zf aZf
+ pZCIZZCI43a5 fz ayz axay
0%f 0% f
d0x? dy?

af) a*f

+P1Q22qa5h Zf (a ay

1
- EPA%CI41CI42a5h5 z

aZf aZf Zf
+P2Q21Q§3a5h5fza_yzaxay + q31933q54a5h°f3 <y

92f
+ q3193292,a5h° f3 <6_yz>
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1 S
+2PZQZ1CI43 sh°f?



118

of of 02 of 93
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1 of\’ 02 of of 0*f
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of of 0°f
+ P432qa2qaash® f2 ==
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+P2P4q42q4305h5f(a> ay? + P3q44 ash® 3y %3

2f aZf
2 _7
+2P2P4Q43a5h 9% 9x0y

2 2 2
£\* f s (9°f
+411922941qa3a5h° f 2 ( 32 ay 2Q11Q41Q42a5h f°l\z=
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+D201194294395 + P295394495 + P2433942944%5 + D3G11G424495
+D193394294495 + P1G1194295 + D293394194405 + P1q32941q4445
+0193294394405 + P2G3294394452P2433G 4374405

of Of 0%f

+P2931943944a5)h faxayay

dx0dy )E
= (191193294495 + P292293394405 + D24219339 4405

% f(x,y) (8f(x y)) ooy 3h®
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(26a)

(27a)



af\> 92f
+P491193294495 + P2G1192294305 + P3G11q3294405)h°f (@) 0xdy

af(x)y) 63f(x,y) 2 hs
Ox ayg (f(x'y)) E

1 1, 2 2
= (§P1‘Izza3 + §P1QZ1qzza3 + §P1q21qzza3

1 1
+ ECI§ZCI33P2 + q5,q33p104 + §P1Q§3q32a4 + D2453G3204

+ 1293193293304

L 1, 1 N,
tP193193293304 + §P2Q33a4 + ECI32P1a4 5 §P1CI31CI32a4

1,
+ EPZCI31Q33a4
+D1G5,93104 + D293393104 + P144194294305 + D2G23G4405
+ P39£494105

+D1941952%5 + P394294394495 + P1G42943G4405 + P2942G4394495

1 3
o E P3q440Q5

1TD0294194394405 + P3G4194394405 t D1G4194294405 + P2G44194294305

1 1
+P394194294405 + §P1QE1Q4205 + D201 Gasas + §P3CI23CI44a5

1 2
o 5 P2943q2405

_|_l 2 uE 1 3 + 1 2 + 2
> P194244305 > P2q430as > P194294405TP3(4244405

1 2
+ 5 P34449410s

Y 2 2 1, 4
+ > P294394205 T P1942G4405 + > P394294405 + > P144,05

= P1q22q43a5
af 63f

1
+P30iadaats + 5 P20ss0rs + P2s20dsas)h*f 7 5 s

132

(28a)



64
f(x y) OT®Y) ey ) .

3 1, 1 3 1,
= (ECIZ1CI22a3 + 7 92192293 + ECI21CI22a3 + 54 12293

1 2
+ﬁ¢l21a3

+iq4a +—q%a +lq2 4530 +lq q33a +lq q33a
24324 24314 432334 632334 631334-
1 3
t 5 52933%

1

+ - 43143293304 +

> _%?’1‘13304

1,
543193293304 + G

1 2
593193393204 + >

2

1,
+EQ31Q32a4

i Q§1Q§3a4 + 4419429434445

1, ,
— 43193204 + Qg + 1

1,
+_4Q33a4 +4

2
1 4
+ﬁ¢l43a5

1, 1, 1, 1, 1,
+ 6%1‘143‘15 i ECI41CI44a5 it ECI41CI42a5 iy 6%4‘143‘15 o 5%1‘142‘144‘15

1, 1,
594194294305 T +5 (452444305

1 2
544394294105 + ) 2

L,
+ 544294194305 + >

2

1

2 1 3 1 2 2 1 3 3
- ECI43CI44CI42a5 + 8%45142615 + ZCI44CI42‘15 i 8%2%1615 + 8%2%3‘15

2 %
— (434405

1,
= (4394405 t 4

1
_Q23QZ2‘15 e 6

1,
= (4294405 t m

1,
+—(43G4205 + G

6

1, 1, 1,
1T —q4394105 + = 44494105 + 5G454G4294105 + 5

6 6 2 54 14195

1
i bd
4 ) + g Qaels T o7 2

1 1 1 94 f

+= > 44494394105 + > 441G4394405 + > q41q44q42a5)h5f4 3y*

+1 2 2 +1 2 2 +
44194305 44194405 C142515 Q42Q43Q44a5
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(29a)
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62 : 2 h5
(%) (Fee )’ 30

1 1 1 1
=G 43195204 + > 45195405 + 5 45294405 + 5 45394405

1 1
quzqzmq‘mas + 2%2,3‘143‘144‘15 + 44194493193205 t+ 4194493193345

+44194493243305 + 443G44G31G3205 + 4434403173305
t 44394493293305

1
+ EQ%1Q42Q43‘15 + 43193294294495 + 3193394294485 + 43193395405

1 1
443193295405 + 432933G4294305 + ECI%1CI41CI42a5 + ECI%MZZQS

1
+ ECI§3CI42¢I44as + qu1q42q44a5 + quzq“q“as oy ECI§1CI42€I44Q5

1
+ ECI?Z,1CI43CI44Q5 i~ ECI§1CI41CI44Q5 + ECI§ZCI41Q44QS

AN
+ q32q3392,a5)h° 3(—)
32433944a5)h° f 3y?

df (x,) 93f (x,y) b
3y 3y (f(x, ) 30
1 2 1, 2 2
= (§Q11€I22a3 + §CI2161225111Q3 + §¢I11Q21¢Izza3

1
+43,933G11a4 + §Q§1¢I22¢I33a4 + §CI§ZCI21CI33Q4 &t EQ11q§3q32a4

t 4119319329334

1 1
+EQ11Q32‘7§1‘14 + ¢1193195,a4 + +EQ31Q§3Q44‘15 + +§Q32QZ3Q44‘15

1
+§Q31Q§2Q44a5 + (3194195495 + ECI33Q£3CI44a5 + ECI33CI§1CI44a5

1 1
+§Q§2Q33 Q4405 + +q32q41954a5 + EQ§1CI3ZCI44C‘5 + (3394195495

+ 2%1‘124“5

1 1
+§Q%1Q22Q43a5 + 5‘152‘121‘143“5 + 1195294105 + > 45343294405
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1 1
+ EQZ1Q42Q11¢15 + (3394294394405 + qugqiws + 5‘133‘122‘144“5

1 2
+ 2 432942944

1 1
+ ECI3ZCI21CI44a5 + E‘I11QZ4Q42‘15 + 1194194294495 + 41195294305

+4429449335 + 43144295405 + 4319419439445 + §32G41943G4445

1
1339419439445 * 4339323194405 + ECI41CI44Q§3QS + %2%2%%4‘15

1

141194294394405 + EQ11Q42Q£3a5 + 432 94294394405

t 43194194294405

1 3 1, o 4 L
+ 5 43294405 W g 422 q434s o g 421 q434s + g 11144245

+ (324430540505

2 L. Ay 1 2
+q11942944 + 5 93194495 u 5 93394495 + 5 93194294435

1
+ 6 4529449595494393305 + 3194294394405+ q33G41942G4405

+ (3194394405

+EQE1Q44Q31‘15 T 4324419424405 + E‘hl‘lizas
of 63f
+ 1194194294305)R° 3 @6_)/3

(32a)

of (x, )\ 02f (x,y) , 1105
( dy ) dy? (f@») 120

1
= (E Qflquazl t 4119329339445 + Q11Q§2Q44a5

- ECI121CI325144515

+43193295495 + 43193394405 + 43243394405 + 1193294194405

+411932943944%5 + 41193194294405 + 241193294294405

1 1
+q11 93193294405 + quazquxas + ECI%MZzas + 1193394294405

1 92f 10f\*
-2 .2 5p2_ J (2]
+ZQ31Q44a5)h f 9y? (ay)



Maka akan diperoleh persamaan persamaan sebagai berikut

a,ta,+taz+a,+as=1

1
(azpy + az(p2 + G21 + G22) + Paas) = 5

1
(a2q11 + (q31 + q32 + q33)a4 + (qa1 + Gaz + Qa3 + qua)as) = 2

L NI ] A, 1
(az SPi w S P2 +Ep3a4 +§P4as) =%

a;p1911 + a3h3PZCI21 + a3P2q22 + P3G3104 + P3Q3204 + P3G3304

1
T D4G4105 + P4qa205 + Psq4305 + Psqasls = §
1 2 2 1 2 1 2
(a; 5%1 i Eq33a4 + §q32a4 15 Eq31a4 t 431493204 T 43143304

+ (q32q3304 + qu4a5

1 1
+EQZza5 T 44194205 t 44244405 T q42q4305 + EQZ1a5 + 5%%3‘15
T 44194305

1
+G4194405 + §43G4405) = 5

1
(P1932Q4 + D2G3304 + P1G4205 + P2G43as + P3GaaQs) = 3

1
(91193204 + 11G4205 + 431G4405 + q32G4405 + 33G4405) = 5

1 3 1 3 1 3 1 3 e
(azgpl Tobzas T P3as topyas | = o

(P1P2922a3 + P1P3G3204 + D2P3q3304 + P2Dsqa3a5) = 1/8

1 1 1 1 1

L, 2 2 2 2
5P193204 T 5243304 + 5544405 + 5P1qa205 + 5P2q4305 | = >4

2 2 2 2 2

(P195204 + D2G3304 + P1q3193204 + P1G3293304 + P2G3193304
+ D2032q3304
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(1b)
(2b)

(3b)

(4b)

(5b)

(6b)

(7b)

(8b)

(9b)

(10b)
(11b)

(12b)



+D3G44 s + D1q5205 + D2q23a5 + P1G4294305 + P1G424405
+ P244294305
+P3942G4405 + P2G43G4405 + P3G43G4405 + P1441G4205 + P2G41G4305

1
+ P3G41q44As5) = 3

(P292291103 + P292193304 + 242293304 + P1G1193204 + P3G33G4405
+ 1292194305

10242294305 + P191194205 t P4G1194205 + P4431G4405 + Paq32q4405
T 49334405

5
+P3G3194405 + P3G32q4405) = 4

1
(P193294405) = ﬁ

3y 1, 2 By 4 1 2
(az=q11 + £ 92203 + 543192203 + 5 45202103 + 543103 + 5 q3293304

6 9 3 3 9 2
+§CI33CI§2a4
i 1, 1, - e
545193204 T 545193304 + 543243104 + 54334314 + = (3204
2 2 2 2 6
g3
66133614

1 il
+g¢1§1a4 + 43143293304 + gqutas + 4194294305 + Equqiws

+ EQ42Q£3“5
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
L 5%45]42@5 K ECI4ZCI41a5 + ECI43CI42a5 + ECI416143a5 + ECI41CI44a5
1

+1 2a+13 + +12 +=qf
2‘141‘142 5 66141@5 q42943q4405 6Q43a5 2¢I43CI44615

+-q3,a
6‘142 5

1 1
144194294405 + 441943G4405 + 5%36121“5 + ECI43CIE4C‘5 + D203394405)
1

T 24

137

(13b)

(14b)

(15h)
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(16h)

1
(91193204 + G11q3193204 + E‘I%ﬂlszatx + 41193293304 + zq§3q44as

+ E‘I%ﬂhzas

+4%4q3105 + Q5493205 + 454G33a5 + q5,q1105 + zquqzmas
+ 41194294305

141194294305 + 43194294405 + 432442G4405 + (33424405
+ 43194394405

143294394405 t 43394394405 + 41194194205 + (314194405
+ 43294194405

1
+43394194405 + 43193294405 + 3193394405 + §32q33(4405) = 5

o au Py WY s 1 (17b)
aZﬁpl +ﬁp2a3 +ﬁp3a4+ﬁp4a5 =120

(18h)

1, 1, 1, L
<§P1PZCI22a3 + §P2P3Q33a4 + §P1P3Q32a4 + §P1P4Q42a5

1 5 1 ! 1
. §P3P4Q44a5 + §P2P4Q43a5> = %

(1 1 1 1 1 ) _ 1 (19b)
1

6?;‘122613 + gpfq32a4 it §P§CI33G4 it gpg%ztas u §PSQ43a5 120

1 1 1 1 1 (20b)

(a; ZP%Q% + Epf%%zazt + Ep%q§3a4 + EP%CI31CI32a4 + EP%Q32Q33614

1,
+ 5 P2431933%4

1, 1, 1, 1,
% 5 P2432933% i 5 P34449430s + 5 P24449430s = 5 P24419430s

2 2 1 2.2 2 2]
+§P1 (4194205 + §P3Q41Q44a5 + §P2q43a5 + 5191 44205

L
+ Epz 44294305
1, 1, 1, 1, 1
+EP1 (424405 + 5P3q440s + 5544294495 + S Pi q42q4305) = 30
(21b)

1 1 1 1
<5 Piq3.a, + gp%q§3a4 + §p§qi4as + D2P3q4394405 + Ep%qisas

1

+ P1P294294305 + p1P3Q42q44a5) = E
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(P1P291192203 + P1P391193204 + P2D3G2193304 + P2DP3G22q3304 (22b)
t P4DP393194405 + PaP3G32q4405 + P4P3G33G4405

1
+ DaP2422943a5 + PaP1G1194205 + D2P2G21q4305) = 15

(P1P292293304 + D1P3932G44a5 + D2P333G44a5 + P1D2q22q430s (23b)

7
+ DaP293394405 + DaP1q32q4445) = 20
! ! (24b)
(az gP1Q11) =70
~ 2 L 2 2 (25b)
(EpZQIquZGG + §p3CI11Q32a4 + P191193294 + P20219534

+ 124229530

+tP1911931932 T P191193293324 t P292193193304 + P292193293304
+ 1292293193304

+D292293293304 + D191194194295 + D3G3194405 + D3G3245405
+ D3933G5405

1 1
+P4Q44Q§3a5 + EP4CI44CI§2a5 "y §p4Q44Q§1a5 + 393194294405

A ¥
it 5 P491194205

+D2G21941943%5 + P3931G4494395 + D2G2194494305 + D2q22G53a5
2
+ 1292194305

+P1911 94294305 + D3G3294494305 + P3433G4494305 + D2G2244394405
+D394193194495 + P4q3293394405 + D1G11q525 + P3932G4294405
1TP292194294305 t D2G2294294305 + Paq31 43394405 T Paq31 32q4405

+D141194294405 + P3G33G42G4405 + P2G22q41G4305 + P3G32q41G4405)
1

" 10

(Pl‘hlquazx T 0193293394405 T P2431433G4405 + P2432433G4405 (26b)
+ P193193294405

+D145204405 + D1454G3205 + D3G33G4405 + D2033q5405 + P3G31q5405
+D3G329245 + D1G31942944%5 + 2P1432G42G445 + D2G11G42943%s5

+D02G5394405 + D2G3394294495 + D391194294495 + D1933G429440s5
2
+ 1191194205

+D293394194405 + P193294194405 + P143244394405 + P2G32443G4405
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3

+2p243394394405 + D2931943944a5) = 120

(P141193294405 + P2G22033G4405 + P22193394405 + D4G11G32q44a5  (27D)
3

+ D241192294305 + P3G11932G4405) = 70

(28h)

L 1, 2 2 L, 2
(§P1CI22“3 + §p1q21q22a3 + §P1QZ1QZ2‘13 + 5 952933P2 + 4329330104

1
+§I’1¢I§3¢I32“4 + p2q§3q32a4 T 1293193293304 + P193193293304

1 3

+EP2‘I33“4

+1 3 a _|_1 2 +1 2 + 2
2¢I32P14 2}9161316[32614 2P2¢I31CI33a4 P143243104

+ PZQ§3CI31G4

+D194194294305 + P2q5394405 + P3q5494105 + P1G4195205
+ P3G42G43G4405

+P0294194394405 t P3G4194394405 + P194194294405 + P244194294305

1 1
1tP394194294405 + quilquas t P2q41 qigas + §P3Q£3Q44a5

1 2
1 EPZCI43CI44a5
1

1 1
+ 529161426123015 + Epzqi’sas + §p1q4zqi4as +D3942q5405

1 2
7 5 P30449410s

1 2 2 1 2 1 2
+ > P294394205 + P1442q4405 + > P39429440s5 + > P19420s

+ D19%,94305

1
+P194294394405 + P2442G4394405 + EP3Q24‘15 + D3G4494305
1 , . 1
= 5P24439415 + D2G4292305) = 20
1 1 1 1 1 (29b)
(g 03192203 + ZCI%M%Z% + g%ﬁlgz% + ﬁquaz + ﬁqgﬂs

1 1

4 4 L, 1 3 1 3
+ﬁ‘l32a4 + ﬁCI31a4 + ZQSZQS3a4 + EQ3ZQ33a4 + ECI31CI33a4

+ g3
6‘132‘133514
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1

1
+3 43193293304 + 3 q3193393,a4 + 3 45193293304 + A 43193304

+ gqgﬂhz%

4 1, 1,
+ﬁ‘133a4 + ZQ31Q32‘14 +a,+ ZQ31Q33a4 t 4419429434445

+ ﬁqgsas

l 3 — 43 = l 3 1 2
+ g 14194305 + g 14194435 - g 14194205 + g 14494305 + 5 44194294495

1
+ > 44294194305 + > 44394294105 + > 45194294305 + + 5 45294494305

2 1, L, 1, 3
+ 5%36144‘142“5 ot g 94494245 X 7 94494205 + 5 94292195 + g 94294345

T AIET TR < 7N~ T
+ G 44394205 + 6‘142‘144“5 + 7 14394205 + g 14394405 W 4Q43Q44as

1 3 3 1 2 4
St g 44394105 + 8 (4494105 + 2 44494294105 + 24 q4104sg
+1QZ1QZ3“5 + l‘lfﬂiﬂs + iqi}as pr ilefzas + lCI42¢I43Q§4“5
4 4 24 24 2

1 2 2 1 2

+§Q44Q43Q41a5 + 5%1(143‘144“5 A ECI41Q44CI4-2a5) = %
1 1 1 1 (30b)

(E 42195204 + quﬁliﬂs i quzqzzﬂs 1 ECI§3CI§4a5
1

ECI32,ZCI43CI44a5 iy ECI§3CI43CI44G5 1 4419449319325 + 4194493193305

+44194493293305 + 4394493193205 t 4394493193305
t 4394493293305

1
+§Qf1Q42Q43a5 T 4319329429445 + 431933G42G4405 + q31q33q24a5

1
+43193294495 + 4324339424305 + ECI%1Q41Q4—2a5 + EQfMZzas

+ 5 45394294405 + 5 43194294495 + 5 45294294405 + 5 431q4294405

+ EQ?Z,1Q43Q44a5 + EQ§1Q41Q44a5 + EQ§ZQ41Q44a5 + (3293395495)

1
30
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2 (31b)

1 2 1, 2
= (§ 41192203 + 5‘121‘122‘111613 + §Q11‘I21Q22a3

+45,933G11a4 + §Q%1QZZQ33a4 + §quq21Q33a4 + 5%1‘132,3‘132‘14

t 4119319329334

1

1 1
+§Q11Q32Q§1a4 + 1193193204 + +§Q31Q32,3Q44a5 + +§Q32QZ3Q44‘15

1 2 2 1 2 1 2
+ 5 43195294445 t 43194194405 + 5 43394394445 + 5 43393194445

1 1
+§CI§ZCI33 44405 + +432q41G44a5 + EQ§1Q3ZQ44a5 + (3394195405

+ E‘I31‘I§4“5

+§Q%1QZZQ43a5 =% §Q§z¢l21¢l43a5 + 1195294105 + EQ%3Q32Q44“5

1 1 1
+§QZ1‘I42‘I11“5 + 4339429434405 + EQ33CI24C‘5 + ECI33QL%ZCI44@5

1 2
u > 432942944

+ ECI3ZCI21CI44as e ECI11CI24CI42a5 + 1194194294495 + 41145294305

444295493395 + 43194295495 + 9319419439445 + 4329419439445

1
143394194394405 + (33432314405 + EQ41Q44Q§3“5 + 432942G2405

1

141194294394405 + ECI11CI42qz3as 1 432 94294394405 + 3194194294405

o e +-q3
2‘132‘144 5 9%2 4305 961216143615 6(1116142“5

+ (32443954505

2 1, 1, 1 2
+q11942944 + g 93194445 + 5 73394445 + 5 43144294405

+—0529440595494393305 + (3194294394457 9339419424405

6
+ (3194395495
1, 1 3
+§Q41Q44Q31a5 1 43294194294405 + ECI11CI42a5 + 41194194294345)
1

T30
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(32b)

1 1
(E 41195204 + 4119329339445 + G11952G4405 + E(Iﬂ%z%zxas

+43193295405 + 43193395405 + 3243395405 + 11932G4194495

+41193294394405 + 41193194294495 + 241193294294405

1 1
+411 93193294405 + ECI§3CIE4GS + ECI%Mzzas t 41193394294405

11

+1q2 q5405) = ——
2 31444 120

Dari persamaan 24b didapatkan

Dari persamaan 14b didapatkan
P19329440a5 = 24
1

ag = 24
P14932944

1
a =—
> 241432944
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Untuk mencari nilai a, dan as; maka dipilih nilai sebarang p; = %,%1 = %'%2 =

1 1 . . ..
-3 dan g, = 3 sehingga nilai a, dan as menjadi

6
a =
2 40p1q11
6
az ==
6
az = E
. 1
241432944
1
a5 ==
SRAEN
1
a5 =73y
(-2)
4
ag = —§

Dari persamaan 2b didapatkan

1
(azp1 + az(p2 + q21 + q22) + Paas) = 2

Karena a, =§ dan as = —% maka nilai a, dan ag dapat disubtitusikan ke

persamaan 2b sehingga

1
azpy + az (P2 + qz1 + q22) + Pats = 5
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6 3 1
§P1 + az(pz + q21 + q22) + D4 (_Z) =35

6p 3p 1
T1+a3(P2 + 421 +‘I22)—T4=§

1 6p; 3ps
az;(p2 + q21 + q22) = ST + T

10 — 24p, + 15p,
20

az(pz + qz21 + q22) =

10 — 24p, + 15p,
20

A =
3 (P2 + @21 + q22)

Dipilih py =~,p; = 7,421 = 5,22 = 5, P4 = > Maka nilai a menjadi

10 — 24p, + 15p,
20

A =
R (P2 + 921 + q22)

10 — 24p, + 15p4( 1 )
ok, =
5 20 (P2 + G21 + q22)

_10—24-(%)+15-(%) 1

2t G+ied)

2
2
20

45

10 7

+

N =] =

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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37
4
% =20
2
37 2
=020
37
o 79
Dari persamaan 4b didapatkan
N A1, Wig 1
(azzpl + a3 5 P2 +§pza4 +§P4a5> =%
6 37 3 N
Karena a, =:,03 = - dan b W maka nilai a,,a; dan as dapat

disubtitusikan ke persamaan 4b sehingga

1 5 1 s 1 4 1 : 1
a2§p1+a3§p2 +§P3a4+zp4a5:g

4

61 371 1 1 ( 3)_1
6

e . e Y2 Y - V2

32+37 2_|_12 32_1
5P1 80P2 2173‘14 8p4_6

37 3
o nl B T
80P2 +8p4

Dipilih py =3, p2 = 7,P3 = 3, P4 = > maka nilai a, menjadi

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Dari persamaan 1b didapatkan
a,ta,+az+a,+as=1

37 _ 763

6 3 A5
Karena a, = o3 = ,04 = dan as = < maka nilai a,, as,a, dan asg

dapat disubtitusikan ke persamaan 1b sehingga
a,ta,+az+a,+as=1

, 6,37 763 3
UTST a0 280 2

Dari persamaan 7b didapatkan
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1
(P193204 + DP2G3304 + D1G4205 + P2G430s5 + P3G44a5) = 3

Dengan mensubtitusikan nilai p; gz, a4, p2, as, p3, q44 Maka

1
(P193204 + DP2G3304 + D1G4205 + P2G43as5 + P3G44a5) = 3

(1 1,763 1 763 1 46 4 371 ) 1
5 ("2) 280 T3 %3350 T 29203 T 50s(=3) T 55 (=3)

353 763 2 g8 1
620 11337950 32 "5 T g

763 1 2 8 353
—+35qs t

9437920 "6 " 3 5943 % 520

j. B 8 353

51392 tE93 tgag
433 = 763
1920

Dipilih nilai sebarang untuk g, = 2, g5 = =

" il RNy S5E
613275321640
433 = 763
1920
2787
qs33 763

Karena nilai g3; = q43 maka nilai g3; =

Dari persamaan 3b didapatkan

1
(a2q11 + (G31 + q32 + q33)as + (qa1 + Qaz + Qa3 + qaa)as) = >
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( 9431 2787 763 +1+1+1( 4) 1
480 4 ( +( ) 763380 Tnt3t3+3(~3))=3
4373 4 1

1920 311773

14373
271920
q41 - 4
-
3413
941 = 3560

Kemudian subtitusikan nilai koefisien ay,a,,as, a,as, ag pada persamaan 3.1,

sehingga didapatkan metode Rungge kutta

- +( 943k +6k 37k +763k 4k>h
Yi+1 = YVi 480 1 T2 403 4804 T 3%s

Dimana:
ki = f(xi,y:)

il 1
kz=f(xi+§h.yi+zk1h)

1 1 1
k3:f(xl+zh,yl+§k1h+§k2h)
h=f@fkhyﬁ-km——bh+nmhm

3413

Seegkih s bh+ hh+ hm

3
ks = f(x; +Zh:3’i
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3.2 Penyelesaian persamaan differensial linier orde satu
Dalam subbab ini akan dibahas solusi numerik dan analitik serta simulasi
dari persamaan differensial linier orde satu. Persamaan ini diselesaikan dengan
menggunakan metode Runge Kutta orde lima. Persamaan ini diambil dari jurnal “
Penyelesaian Persamaan Diferensial Linier Orde Satu dan Dua disertai Nilai Awal
dengan menggunakan Metode Runge Kutta Orde Lima Butcher dan Felhberg
(RKF45)” yang di tulis oleh Sagita dan Agus pada tahun 2018. Dalam jurnal

tersebut diberikan persamaan diferensial linier orde satu sebagai berikut.

dy _ (3.5)

Persamaan (3.5) disubtitusikan pada persamaan Runge Kutta orde lima, sehingga

menghasilkan

ki = f(x, )
=X+ Vi

1 1
ky = f(xi +5hyi+ 7 kih)

1 1
=X +sh+y +2(x+ ydh
2 4
1 1 1
=xi+zh+yi+1xih+zyih

1 1 1
ks = f(x; +Zh'yi +§k1h+§k2h)

1 1 1 1 1 1
=xi+Zh+ yi+§(xi+ yl-)h+§<xl-+Eh+yi+1xih+zyih)h



= +1h+ +1 h+1 h+1 h+1h2+1 h+1 h?
=X 2 Yi 8xi 8)’1’ 8xi 16 8%‘ 32xi

+ 1 h?
32%'

2 2 1,1
=xi+ yi+—xih+—yih+—xih +

h2+1h+ L h?
8 8 32 327 Ty

16

1 1 s 2787
k4_ = f(xi +Eh'yi +Zk1h _Ekzh +Ek3h)

1 1 1 1 1 5 1 1 5 1 5
=xi+§h+ yi+1hxi+ Zhyi—zxih—zh ——yih——xih __yih
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2 8 8
L2787 2787 . 5574 ., 5574 ., 2787
763 ' T 763 Vit T 102" T 104 7 T 24416
L2787 o 2787, 2787
244167 " ' 3052 12208
_ ., los8s 10385 4811 ., 4811 . 2787
XN Vit g5 MM T 3052 Vit T 6104 %" T 61047t T 24416
L2787, 1 506, 2787
2441674 T 274 763 12208
3413 1 1 1
k5 = f(xi + Zh,yi + ﬁklh + Ekzh + Zk3h + §k4h)

= A h ¢ AR h+1( T e h)h
=X 4 Vi 2560(Xi Vi) in > Yi 4xi 43’i

1 I 2 I S 1
+Z(xi+ yi+§xih+§ yih+3—2xih +3_2yih +Zh

+1h2)h
16

10385 10385 4811 ., 4811
3052 "' T 3052 V' T 104" T o104

1
+§(xl-+ yi+

L2787 . 2787 . 1 506, 2787 h3)h
24416 " T 224167 72" T 763 12208
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5653 5653 14963 . 14963 . 10385
2560 ' T 25607 T 22416 " T 244167 T 97664
, 10385
976647

L2787 ., 2787 ., 3 3., 4811 . 2787 ,
195328 - T 1953287 T4"Tg" Tusg32 97664

Setelah menghasilkan nilai k, kemudian mensubtitusikan Nilai awal untuk

=X+ yi+

y(1) = 0, nilai x berjalan dari 0 sampai 10 pada masing masing x dan y dan
kemudian disubtitusikan pada persamaan y;,; , untuk lebih mudahnya digunakan
aplikasi Matlab untuk mengerjakan iterasi dari Runge Kutta.

Dibawah ini merupakan hasil simulasi grafik solusi numerik persamaan

differensial linier orde satu menggunakan Runge Kutta orde lima.

Grafik Solusi Mumerik persamaan differensial linier orde satu

160 F

kurva y

140 .

120 B

100 3

60 [ 3

40t .

201 B

Gambar 3.1 Grafik Solusi Numerik persamaan differensial linier orde satu

Pada gambar 3.1 dapat dilihat iterasi dilakukan dari x = 0 sampai x = 10. Dan
terdapat sebanyak 2001 iterasi, dari x = 0 didapatkan nilai y; = 0, sedangkan
x = 0.005 didapatkan nilai y; = 0.000015727683649, sedangkan x = 0.01
didapatkan nilai y; = 0.000042280748525, sedangkan x = 0.015 didapatkan

nilai y; = 0.000079682558910, sedangkan x = 0.020 didapatkan nilai y; =
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0.000127956529513, sedangkan x = 0.025 didapatkan nilai
y; = 0.000187126125580 sedangkan x = 0.030 didapatkan nilai y; =
0.000257214863001, sedangkan x =10 didapatkan

y; =1.610042024823768e+002.
Dari persamaan 3.5 dilakukan perhitungan secara analitik dan diperoleh

hasil sebagai berikut:

Ix241 (3.6)

2,

y:

1l=2%
Dibawah ini merupakan hasil simulasi  grafik solusi analitik persamaan

differensial linier orde satu

Grafik Solusi analitik persamaan differensial linier orde satu

T T
kurva y

260+ -

200+ -

-~ 160 4

50+ .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Gambar 3.2 Grafik Solusi analitik persamaan differensial linier orde satu

Pada gambar 3.2 dapat dilihat iterasi dilakukan dari x = 0 sampai x = 10. Dari
x =0 didapatkan nilai y; = 1, sedangkan x = 0.005 didapatkan nilai y; =
1.005037688442211, sedangkan x =0.01 didapatkan nilai

y; =1.010151515151515, sedangkan x = 0.015 didapatkan nilai
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y; =1.015342639593909, sedangkan x = 0.020 didapatkan nilai y; =
1.020612244897959, sedangkan x = 0.025 didapatkan nilai
y; = 1.025961538461538  sedangkan  x = 0.030 didapatkan nilai
y; =1.031391752577320, sedangkan x =10 didapatkan nilai y; =-

5.666666666666667.

Untuk lebih jelasnya dapat dilihat di grafik dibawah ini untuk solusi numerik

dan solusi analitik

Grafik Solusi persamaan differensial linier orde satu

solusi numerik
solusi analitik

250

200+

150

100+

50+

Gambar 3.3 Grafik Solusi persamaan differensial linier orde satu

3.3 Analisis Galat Metode Runge Kutta Orde lima
Dengan melihat gambar 3.1 dan 3.2 dapat dilakukan perbandingan nilai antara
solusi numerik dan solusi analitik. Hal ini dilakukan untuk mendapatkan nilai

error, nilai error didapatkan dengan cara € = |a — a| dimana a adalah nilai sejati
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dan a adalah nilai hampiran. Berikut ini adalah nilai error dari persamaan

differensial linier orde satu .

Tabel 3.1 perbandingan nilai eksak dengan nilai hampiran persamaan differensial

orde satu
[ X; solusi hampiran RK-5 solusi analitik error
0 0 0 1.000000000000 1
000
1 0.00 0.000015727683649 1.005037688442 1.005021960
5 211
2 10.01 | 0.000042280748525 1.010151515151 1.010109234
515
3 0.01 0.000079682558910 1.015342639593 1.015262957
5 909
4 10.02| 0.000127956529513 1.020612244897 1.020484288
959
5 0.02 0.000187126125580 1.025961538461 1.025774412
5 538
6 0.03 0.000257214863001 1.031391752577 1.031134538
320
200 10 1.610042024823768e+ | - 1.666708691490435e+
1 002 002
5.666666666666
667

Dari perhitungan error di atas, dapat dilihat bahwa error yang didapat
cukup besar dan menjauhi nol, maka masih ada kesalahan dalam menurunkan

metode runge kutta orde lima.




BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan yang dipaparkan pada bab tiga maka dapat
disimpulkan sebagai berikut.
1. Metode Runge Kutta orde lima memiliki sembarang untuk masing masing

parameternya. Dari hasil penelitian ini didapatkan hasil metode Runge Kutta

orde lima y;;q =yi+(—%k1+ k2+ k3 48(3)k —%kS)h dimana

ko= Oy, ko= fl+5hy+7kih), ks = fOq+5hy+skih+

2787

Skoh), ks =f+5h Y+ kih —Skoh + 22 ksh), dan ks = f(x; +

3
'_h'yl

4

3413

2 hesh + ko + s ksh + < kyh).

2. Solusi numerik model persamaan differensial linier orde satu menggunakan

metode Runge Kutta orde lima  diperoleh nilai  y, =0,
y, = 0.000015727683649,y, = 0.000042280748525, Y3 =
0.000079682558910, vy, = 0.000127956529513,
ys = 0.000187126125580, Ve = 0.000257214863001,

V2001 =1.610042024823768e+002.
3. Penyelesaian Galat dari metode Runge Kutta orde lima didapatkan nilai
&g =1, & =1.005021960, &3 =1.010109234, ¢, =1.015262957,

£2001 = 1.666708691490435¢ + 002.

156
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4.2 Saran
Bagi penelitian selanjutnya disarankan untuk menganalisis kembali
penurunan metode Runge Kutta orde lima atau metode Runge Kutta yang berorde

lebih tinggi.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Program MATLAB untuk Simulasi Persamaan Differensial Linier Orde

Satu

clc; clear all; close all;clf;

format long

disp ('Metode Runge-Kutta pada persamaan differensial linier
orde satu ')

$nilai parameter$
h=0.005;

x=0:h:10;

$persamaan differensial$%
f=@(x,y) xty;

$nilai awal$%
y (1)=0;
n=length (x)-1;

%skema RK5
5@ a2l Binl

kl=x(1)+y (i)

k2=x (1) +((1/2)*h)+y (i) +((1/4) *k1l*h) ;

k3=x (1) +((1/4)*h)+y(i)+((1/8)*kl*h)+((1/8)*k2*h) ;

kd=x (1) +((1/2)*h)+y (i) +((1/4) *kl*h) -
((1/2)*k2*h)+( (2787 /763)*k3*h);
k5= x( (3/4)*h)+y (1) +((3413/2560) *k1*h) (1/2)*k2*h) (1/4)
k3*h) 1/8 ) *kd*h) ;

y (1+1) =y (i) +( (=
943/480) *k1+(6/5) *k2+(37/40) *k3+(763/480) *k4- (4/3) *k5)

end;

figure (1)

plot(x,y,"'-r', 'LineWidth',2)

hold on

pause (0.0000000001)

ylabel ('y")

legend ('kurva y')

title('Grafik Solusi Numerik persamaan differensial linier
orde satu')

disp (' iterasi v o)
disp([x' vyv' 1)

x=0:h:10;

for i=l:length (
y analitik(i
end

X)
):

(0.5%(x(i)"2)+1)/(1-x(1));
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figure (2)

plot (x,y analitik,'-b', 'LineWidth', 2)

hold on

pause (0.0000000001)

ylabel ('y")

legend('kurva y")

title('Grafik Solusi analitik persamaan differensial linier
orde satu')

disp (' y analitik ')
disp([ly analitik' ])

figure (3)

hold on

plot(x,y,'-r',x,y analitik, '-b', 'LineWidth', 2)

pause (0.0000000001)

xlabel ("x")

legend('solusi analitik', 'solusi numerik')

title('Grafik Solusi persamaan differensial linier orde satu')
hold off

for i=1l:n
err (i)=abs(y analitik(i)-y(i+1));
end

disp (' error ')
disp([err' 1)

disp (' iterasi % y analitik
error')
disp([{x}' {y}'" {y analitik}' (taay’ B )

RY OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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