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Yaqin, Husnul. 2019. Pelabelan Titik dan Sisi ὒςȟρ pada Graf Sparkle. Skripsi. 

Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. H. Wahyu 

H. Irawan, M.Pd, (II) Ach. Nasichuddin, MA. 

Kata Kunci: Pelabelan Titik ὒςȟρ, Pelabelan Sisi ὒςȟρ, Graf Sparkle. 

Tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan nilai minimal label terbasar 

pada pelabelan titik dan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle. Langkah yang digunakan 

adalah memberi label pada setiap titik dan sisi pada graf sperkle ὛὩὲȟὶȠὲȟὶɴ ᴓȟ 

dengan aturan pelabelan ὒςȟρ. Kemudian dari pelabelan tersebut ditemukan beberapa 

pola, dan dibuat  suatu konjektur yang dirumuskan menjadi suatu teorema beserta bukti. 

Hasil penelitian ini dapat disimpulkan bahwa nilai minimal label terbesar dari 

pelabelan titik dan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle ὛὩὲȟὶȠὲȟὶɴ ᴓ adalah 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf sparkle: 

‗ȟ ὛὩὲȟὶ

φ              jika  ὶ ς                                                 

 ὶ σ  jika ὲ ςὯȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ         
ὶ τ jika  ὲ ςὯ ρȠὯ ςȟὶ ςȠ Ὧᶰᴓ

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle:  

‗ȟ ὛὩὲȟὶ
 χ            jika ὲ ganjilȟὶ ς                            

ςὶ ς    jika 
ὲ ganjilȟὶ σȠὶȟὲᶰᴓ
ὲ genapȟὶ ςȠὶȟὲᶰᴓ

         
 

Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat mengembangkan penelitian 

ini dengan mengunakan pelabelan ὒ σȟςȟρ atau varian lain dari pelabelan ὒςȟρȢ 
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ABSTRACT 

Yaqin, Husnul. 2019. ὒςȟρ Vertex and Edge Labeling on Sparkle Graph. Thesis. 

Department of Mathematicts, Faculty of Science and Technology, State 

University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor (I) Dr. H. 

Wahyu H. Irawan, M. Pd., (II) Ach. Nasichuddin, MA. 

Keywords: ὒςȟρ Vertex Labeling, ὒςȟρ Edge Labeling,  Sparkle Graph 

The purpose of this research is to determine the pattern ὒςȟρ vertex and 

edge labeling on sparkle graph. The steps are to label each of vertices and edges of 

the Sparkel graph ὛὩὲȟὶȠὲȟὶɴ ᴓ with labeling ὒςȟρ rules. Then from the 

patterns found, then a conjecture is formulated into a theorem which is proved. 

The results of this study can be concluded that the minimum value label of 

ὒςȟρ vertex and edge labeling in the sparkle graph ὛὩὲȟὶȠὲȟὶɴ ᴓ is: 

ὒςȟρ Vertex labeling on sparkle graph:  

‗ȟ ὛὩὲȟὶ
φ              if  ὶ ς                                                 
 ὶ σ  if ὲ ςὯȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ         
ὶ τ if  ὲ ςὯ ρȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ

 

ὒςȟρ Edge labeling on sparkle graph: 

‗ȟ ὛὩὲȟὶ
 χ            if  ὲ oddȟὶ ς                            

ςὶ ς    if 
ὲ oddȟὶ σȠὶȟὲᶰᴓ
ὲ evenȟὶ ςȠὶȟὲᶰᴓ

         
 

For the next research it is suggested to develop this research using 

ὒσȟςȟρ labeling or other varieties of ὒςȟρ  labeling. 
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BAB I  

PENDAHULUAN  

1.1 Latar Belakang 

Matematika merupakan ilmu yang mempunyai banyak diterapan dalam 

kehidupan, salah satu cabang ilmu matematika adalah teori graf di bidang aljabar. 

Graf sering digunakan untuk merepresentasikan sebuah objek dan hubungannya 

dengan objek lain. Sejarah teori graf bermula saat ahli matematika Swiss yang 

bernama Leonhard Euler memecahkan masalah jembatan Königsberg. Masalah 

jembatan Königsberg adalah teka-teki lama mengenai kemungkinan menemukan 

jalan setapak di tujuh jembatan yang membentang di sepanjang sebuah sungai 

bercabang yang melewati sebuah pulau tapi dengan tanpa melewati jembatan dua 

kali. Euler memecahkan masalah tersebut dengan teori graf yang pertama kali 

(Carlson, 2017). 

Graf Ὃ adalah pasangan himpunan (ὠ, Ὁ) dengan ὠ adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik dan Ὁ adalah himpunan 

(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik yang berbeda di ὠ yang 

disebut sebagai sisi. Untuk menegaskan bahwa ὠ dan Ὁ adalah himpunan titik dan 

himpunan sisi dari graf Ὃ, biasanya ὠ dinotasikan sebagai ὠὋ  dan Ὁ dinotasikan 

sebagai ὉὋ (Chartrand, dkk, 2016:3). Graf digunakan dalam kehidupan sehari-

hari untuk mempermudah menyelesaikan berbagai macam persoalan yang sulit 

diselesaikan dengan perhitungan dan pertimbangan biasa, misalnya dalam 

pembuatan trayek perjalanan angkutan. Pengaturan jadwal, pengaturan jaringan 

listrik, dan lain-lain. Graf sparkle yang dinotasikan ὛὩὲȟὶ adalah graf yang 
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diperoleh dari ὅ ἄ ὑ  dengan mensubdivisi setiap sisi-sisi siklus yang 

dihasilkan dari operasi tersebut.  

Banyak topik-topik bahasan yang belum terpecahkan yang membuat para 

ilmuan yang ingin menggunakan teori atau teorema tentang suatu pembahasan 

tersebut menjadi terhambat. Karena tidak mungkin menggunakan ilmu yang belum 

jelas kebenarannya. Seperti yang dijelaskan dalam firman Allah surat al-Israô (17) 

ayat 36 yang berbunyi: 

 ăüɀćʆøĊȆĆȵ ćȼĊȺĆȝ ĆþǠ Ćȭ ĆȬĈǞ ėĆȱĀćà ŊȰćȭ ĆìäĆǘćȦĊȱĘĆĀ ĆȀĆȎĆǤ ĊȱĘĆĀ ĆȜĊȶŉȆȱĘ ŉþĈâ ˀ ĄȴĊȲĈȝ ́ĈȼĈǣ ĆȬĆȱ ĆȄĊɆĆȱ ǠĆȵ ćȤĊȪĆøǩ ĆɍĆĀ 

Artinya: 

ñDan janganlah kamu mengikuti apa yang kamu tidak mempunyai pengetahuan 

tentangnya. Sesungguhnya pendengaran, penglihatan dan hati, semuanya itu akan 

diminta pertanggungan jawabnya.ò (QS. al-Israô: 36) 

Pelabelan pada suatu graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek 

kajiannya berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta 

himpunan himpunan bagian bilangan asli yang disebut label. Pertama kali 

diperkenalkan oleh Sadlacek (1964), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa 

(1970) (Chartrand, dkk. 2016). 

Pelabelan ὒςȟρ adalah pelabelan graf dengan titik atau sisi yang terhubung 

langsung harus memiliki selisi label minimal dua, sedangkan titik atau sisi yang 

terhubung oleh lintasan dengan panjang dua harus memiliki label yang berbeda 

dengan selisih minimal satu (Hale, 1980). Berdasarkan pemaparan tersebut, maka 

penelitian ini dimaksudkan untuk mencari nilai minimal label terbesal dari 

pelabelan titik dan sisi ὒςȢρ pada graf sparkle. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan masalah 

penelitian ini adalah bagaimana nilai minimal label terbesar dari pelabelan titik dan 

sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩὲȟὶ. 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah yang ada, maka tujuan penelitian ini adalah 

untuk menentukan nilai minimal label terbesar dari pelabelan titik dan sisi ὒςȟρ 

pada graf ὛὩὲȟὶ. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan tujuan penelitian, maka manfaat penelitian ini adalah untuk 

memudahkan dalam mencari nilai minimal label terbesar dari pelabelan titik dan 

sisi ὒςȟρ pada graf sparkle.  

1.5 Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini, penulis mengunakan metode studi pustaka, yaitu 

penelitian yang dilakukan dengan cara mengumpulkan data-data maupun informasi 

dengan bantuan berbagai macam material seperti buku, catatan, dokumen, jurnal, 

artikel, dan sebagainya yang berkaitan dengan pembahasan. Penelitian ini meliputi 

langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Mengindentifikasi graf sparkle ὛὩὲȟὶȠ ὲȟὶɴ ᴓ . 

2. Memberi label pada setiap titik dan sisi pada graf sparkle ὛὩὲȟὶ dengan aturan 

pelabelan ὒςȟρ. 
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3. Membuat konjektur (dugaan awal) berdasarkan pola yang ditemukan pada 

pelabelan titik dan dan sisi pada graf sparkle ὛὩὲȟὶ, dengan aturan pelabelan 

ὒςȟρ. 

4. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema. 

5. Menghasilkan teorema tentang pelabelan titik dan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle 

yang dilengkapi dengan bukti. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Dalam penulisan penelitian ini, agar memudahkan dalam pemahaman maka 

penulis membagi menjadi empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam subbab-

subbab. Adapun sistematika penulisan sebagai berikut: 

Bab I  Pendahuluan 

Pada bab ini, penulis menjelaskan tantang latar belakang, rumusan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, sistematika penulisan, dan 

menjelaskan tentang kajian graf dalam al-Quran. 

Bab II  Kajian Pustaka 

Pada bab ini, penulis menjelaskan tentang konsep atau dasar teori yang 

mendukung bagian pembahasan yang meliputi definisi, teorema, dan sifat-sifat 

serta contoh yang berhubungan dengan pembahasan. 

Bab III  Pembahasan 

Pada bab ini, menjelaskan tentang pelabelan titik dan sisi ὒςȟρ pada graf 

sparkle. 

Bab IV  Penutup 

Pada bab ini, menyimpulkan hasil penelitian yang telah dilakukan dan saran 

yang dapat dijadikan sebagai acuan penelitian selanjutnya. 
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BAB II  

KAJIAN PUSTAKA  

2.1 Graf 

2.1.1 Definisi Graf 

Graf Ὃ adalah pasangan himpunan (ὠ, Ὁ) dengan ὠ adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik dan Ὁ adalah himpunan 

(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik yang berbeda di ὠ yang 

disebut sebagai sisi. Untuk menegaskan bahwa ὠ dan Ὁ adalah himpunan titik dan 

himpunan sisi dari graf Ὃ, biasanya ὠ dinotasikan sebagai ὠὋ  dan Ὁ dinotasikan 

sebagai ὉὋ (Chartand, dkk, 2016:3). Sebagai contoh, graf Ὃ dengan himpunan 

titik ὠὋ όȟὺȟύȟὼȟώȟ dan himpunan sisi ὉὋ όὺȟόώȟὺὼȟὺώȟύώȟὼώ 

bisa dilihat pada Gambar 2.1 di bawah ini: 

 
Gambar 2.1 Contoh Graf  

 

Jika Ὡ όὺ adalah sisi dari graf Ὃ, maka ό dan ὺ adalah titik yang 

terhubung langsung. Dua titik yang terhubung langsung bisa disebut tetangga. 

Himpunan tetangga dari titik ὺ adalah lingkungan terbuka dari ὺ dan di lambangkan 

dengan ὔ ὺ atau ὔὺ. Himpunan ὔȿὺȿ ὔὺ᷾ὺ disebut lingkungan 

tertutup dari ὺ. Jika όὺ dan ὺὼ disebut terkait langsung (incident), maka όὺ dan 

ὺύ sisi yang terhubung langsung. Titik ό dan sisi όὺ adalah terkait langsung, sama 

halnya titik ὺ dan sisi όὺ (Chartrand, dkk. 2016). 
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Pada graf Ὃ pada Gambar 2.1, titik ό dan ὺ adalah terhubung langsung di 

Ὃ, sementara titik ό dan ὼ tidak terhubung langsung di ὋȢ Sisi όὺ dan ὺὼ  terhubung 

langsung di Ὃ, sementara sisi ὺὼ dan ύώ tidak terhubung langsung di Ὃ. Titik ὺ 

terkait langsung dengan sisi όὺ tetapi tidak terkait dengan sisi ύώ (Chartrand, dkk. 

2016). 

 

2.1.2 Jalan dan Lintasan 

Misalkan Ὃ adalah graf. Misalkan ό dan ὺ adalah titik di Ὃ (tidak harus 

berbeda). Jalan ό ὺ pada Ὃ adalah barisan berhingga yang berselang-seling 

ὡȡό ὺȟὩȟὺȟὩȟὺȟȣȟὩȟὺ ὺ antara titik  dan sisi yang dimulai dari titik 

dan diakhiri dengan titik,  dengan Ὡ ὺ ὺȟȿὭ ρȟςȟσȟȣȟὲ adalah sisi di Ὃ. ὺ  

disebut titik  awal, ὺ  disebut titik  akhir, titik  ὺȟὺȟὺȟȣȟὺ  disebut titik  internal, 

dan ὲ menyatakan panjang dari ὡ. Jika ὺ ὺ, maka ὡ disebut jalan terbuka. 

Jika ὺ ὺ, maka ὡ disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak mempunyai sisi 

disebut jalan trivial (Abdussakir, dkk, 2009:49). Karena dalam graf dua titik hanya 

akan dihubungkan oleh tepat satu sisi, maka jalan ό ī ὺ dapat ditulis menjadi 

ὡȡό ὺȟὺȟὺȟȣȟὺ ȟὺ ὺ (Abdussakir, dkk, 2009:50). Jalan terbuka yang 

semua titiknya berbeda disebut lintasan (Abdussakir, dkk, 2009:51). 

Perhatikan graf ὒ pada Gambar 2.2 sebagai berikut. 

 
Gambar 2.2 Jalan dan Lintasan pada Graf ὒ 

 

 L : 
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Berdasarkan Gambar 2.2, maka ὡ έȟὴȟήȟὶȟίȟὴȟὸȟέ dan ὡ

έȟὴȟήȟὶȟίȟὴȟὸ adalah jalan di ὒ. ὡ1  adalah jalan tertutup dan ὡ2 adalah jalan 

terbuka. ὡ1 mempunyai panjang 7 dan ὡ2 mempunyai panjang 6. ὡ έȟὴȟήȟὶȟίȟὸ 

adalah lintasan di ὒ karena semua titiknya berbeda. 

 

2.1.3 Jarak pada Graf  

Jika ό dan ὺ adalah titik  yang berbeda pada graf terhubung Ὃ, maka terdapat 

suatu lintasan ό ī ὺ di Ὃ. Sehingga, bisa jadi terdapat beberapa lintasan ό ī ὺ di Ὃ 

dengan kemungkinan panjang yang berbeda. Jarak ὨὋ(ό, ὺ) dari titik ό ke titik ὺ 

pada graf terhubung Ὃ merupakan panjang terkecil dari suatu lintasan ό ὺ di Ὃ. 

Jarak dari titik ό ke titik ὺ pada suatu graf Ὃ biasanya dinotasikan dengan Ὠ(ό, ὺ) 

(Chartrand, dkk, 2016:44). Jika Ὡ dan Ὡ adalah sisi yang berbeda pada graf 

terhubung Ὃ,  terdapat suatu lintasan Ὡ ī Ὡ di Ὃ. Sehingga, bisa jadi terdapat 

beberapa lintasan Ὡ Ὡ di Ὃ dengan kemungkinan panjang yang berbeda. Jarak 

ὨὩȟὩ  dari sisi Ὡ ke sisi Ὡ pada graf terhubung Ὃ merupakan panjang terkecil 

dari suatu lintasan Ὡ Ὡ di Ὃ. Jarak dari sisi Ὡ ke sisi Ὡ pada suatu graf Ὃ biasanya 

dinotasikan dengan Ὠ(ὩȟὩ) (Huilgol dan Ulla, 2014).  

2.2 Graf Korona   

Definisi 2.2.1  

Misal ὋȟὌ adalah graf berturut-turut berorder ὲ dan ά. 

Korona dari graf Ὃ dan Ὄ, dinotasikan dengan ὋṩὌ, didefinisikan sebagai graf 

yang diperoleh dari gabungan satu salinan  Ὃ dan ὲ salinan Ὄ dan kemudian setiap 

titik salinan Ὄ terhubung langsung satu persatu ke titik salinan Ὃ (Cuivilas, Arnel, 

2014). 
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Dari definisi di atas maka ὖṩὖ dapat digambar sebagai berikut: 

 
Gambar 2.3 Graf ὖṩὖ 

 

2.3 Graf Subdivisi 

Graf subdivisi dari graf Ὃ dinotasikan dengan ὛὋȟ adalah graf yang 

diperoleh dari graf Ὃ dengan mengganti tiap sisi Ὡ όὺ di Ὃ dengan satu titik baru 

ύ  dan dua sisi baru όύ  dan ὺύ . Graf subdivisi dari ὑ seperti pada Gambar 2.4 

berikut:  

 
Gambar 2.4 Contoh Subdivisi  

 

2.4  Komplemen dari Graf 

Misalkan Ὃ graf dengan himpunan titik ὠὋ dan himpunan sisi ὉὋ. 

Komplemen dari graf G, ditulis ὋӶ adalah garf dengan himpunan titik ὠὋ 

sedemikian sehingga dua titik akan terhubung langsung di ὋӶ jika hanya jika dua 

titik tersebut tidak terhubung langsung di Ὃ. Jadi, diperoleh bahwa ὠὋӶ ὠὋ 

dan όȟὺᶰὉὋӶ jika dan hanya jika όȟὺᶱὉὋ . Jika Ὃ adalah graf dengan 

order ὲ dan ukuran ά, maka graf ὋӶ mempunyai order ὲ dan ukuran ά dangan ά

ὲ
ς
 (Abdussakir, dkk, 2009:29). Suatu graf Ὃ dan komplemennya di 

tunjukkan pada Gambar 2.5 sebagai berikut: 
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Gambar 2.5 Graf Ὃ dan ὋӶ 

 

2.5 Subgraf 

Suatu graf Ὄ dikatakan subgraf dari graf Ὃ jika hanya jika ὠὌ ṖὠὋ 

dan ὉὌ ṖὉὋ, maka bias dinotasikan ὌṖὋ. Jika graf Ὄ adalah subgraf dari 

graf Ὃ, maka graf Ὃ adalah supergraf dari graf Ὄ (Chartrand, dkk, 2016:10). 

2.6  Jenis-jenis Graf 

1. Graf Lintasan  

Graf lintasan ὖ adalah graf dengan order ὲ dan ukuran ὲ ρ yang memiliki 

himpunan titik ὠὖ ὺȟὺȟȣȟὺ  dan himpunan sisi Ὁὖ ὺὺ ȿὭ

ρȟςȟσȢȣȟὲ ρ (Chartrand, dkk, 2016:5).   

 
Gambar 2.6 Graf Lintasan 

 

2. Graf Sikel 

Graf sikel ὅ adalah graf dengan order ὲ dan ukuran ὲ yang memiliki 

himpunan titik ὠὅ ὺȟὺȟȣȟὺ , dan himpunan sisi Ὁὅ ὺὺȟ 

ὺὺ ȿὭ ρȟςȟσȢȣȟὲ ρ (Chartrand, dkk, 2016:5). 

 
Gambar 2.7 Contoh Graf Sikel 
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3. Graf Lengkap 

Graf lengkap adalah graf yang setiap dua titik yang berbeda terhubung 

langsung dengan tepat satu sisi. Graf lengkap dengan ὲ titik  dilambangkan ὑ  

(Siang, 2009: 227). 

 
Gambar 2.8 Conton Graf Lengkap 

 

4. Graf Biparti 

Suatu graf Ὃ disebut biparti jika ὠὋ dapat di partisi menjadi dua himpunan 

tak kosong ὠ dan ὠ sedemikian sehingga setiap sisi dari Ὃ menghubungkan suatu 

titik di ὠ dan suatu titik di ὠ. Dengan kata lain, graf biparti adalah suatu graf yang 

himpunan titiknya dapat di partisi menjadi dua bagian ὠ dan ὠ sedemikian 

sehingga setiap sisinya mempunyai titik ujung di ὠ dan titik ujung lain di 

ὠ(Chartrand, dkk, 2016:13).. 

 
Gambar 2.9 Contoh Graf Biparti 

 

5. Graf Bintang 

Graf bintang bisa disebut dengan graf biparti ὑȟ. 
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Graf Ὃ disebut graf bipartit  jika ὠὋ (himpunan titik dari graf Ὃ) dapat 

dipartisi menjadi dua bagian Ὗ dan ὡ sedemikian sehingga setiap sisi dari Ὃ 

menghubungkan suatu titik di Ὗ dan suatu titik di ὡ (Chartrand, dkk, 2016:14). 

.  

 
Gambar 2.10 Contoh Graf Bintang 

 

6. Graf  Sparkle  

Graf Sparkle ὛὩὲȟὶ adalah graf yang diperoleh dari ὅ ἄὑ  dengan 

mensubdivisi setiap sisi-sisi sikel yang dihasilkan dari operasi tersebut. Graf sparkle 

ὛὩὲȟὶ meniliki order ὲ σ dan ὶ ς dengan ὲȟὶɴ ᴓ.  

 
Gambar 2.11 Contoh ὛὩρπȟτ 

 

2.7 Pelabelan Graf  

Pelabelan suatu graf adalah suatu pemetaan yang memasangkan setiap 

elemen graf yaitu himpunan sisi (edge) atau himpunan titik (vertex) ke bilangan-

bilangan bulat positif, yang disebut label. Jika domainnya adalah titik, maka disebut 
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pelabelen titik, jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelen sisi, dan jika 

domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan total (Budiasti, 2010). 

Contoh: Pelabelan titik 

Diberikan graf Ὃ sebagai berikut. 

 
Gambar 2.12 Graf Ὃ 

 

Didefinisikan Ὢὺ ρȟὪὺ ςȟὪὺ σȟὪὠ τȟὪὺ υ 

 
Gambar 2.13 Pelabelan Titik pada Graf 

 

Contoh: Pelabelan sisi 

Didefinisikan ὪὩ ρȟὪὩ ςȟὪὩ σȟὪὩ τȟὪὩ υ  

 
Gambar 2.14  Pelabelan Sisi pada Graf 
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Contoh: Pelabelan total 

Didefinisikan Ὢὺ ρȟὪὺ ςȟὪὺ σȟὪὠ τȟὪὺ υ 

  ὪὩ ρȟὪὩ ςȟὪὩ σȟὪὩ τȟὪὩ υ 

 
Gambar 2.15  Pelabelan Total pada Graf 

 

2.8 Pelabelan ╛ ȟ  

Konsep pelabelan titik dengan syarat berjarak dua, pertama kali 

dikemukakan oleh Griggs Roberts pada tahun 1992, yang diperoleh karena adanya 

permasalahan dari penetapan transmitter saluran yang dikemukakan oleh Hale pada 

tahun 1980. Misal diberikan sejumlah transmitter yang harus ditetapkan saluranya 

pada masing-masing transmitter, dalam masalah ini tidak boleh adanya 

frekuensiyang tumpang tindih. Untuk mengurangi tumpang tindih frekuensi, maka 

dua buah transmitter yang sangat dekat harus diberi saluran dengan minimal dua. 

Transmitter-transmitter tersebut direpresentasikan menjadi titik-titik graf dan 

terdapat sisi-sisi yang menghubungkan dua transmitter. Dua transmitter disebut 

dekat jika titik-titik yang mempresentasikan dua transmitter tersebut minimal dua 

(Agnarsson dan Halldorsson, 2003). 

Pelabelan ὒςȟρ pada graf Ὃ adalah fungsi Ὢ dari himpunan titik ὠὋ  ke 

himpunan semua bilangan bulat non-negatif sedemikian sehingga ȿὪό Ὢὺȿ

ς jika Ὠόȟὺ ρ dan ȿὪό Ὢὺȿ ρ jika Ὠόȟὺ ς. Pelabelan titik ὒςȟρ 
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pada graf Ὃ dinotasikan dengan ‗ȟ Ὃ (Griggs dan Yeh, 1995). Pelabelan sisi 

ὒὮȟὯ dengan Ὦ dan Ὧᶰᴓ ; Ὦ Ὧ, sedemikian sehingga pelabelan sisi ὒὮȟὯ pada 

sebuah graf Ὃ adalah fungsi Ὢ dari himpunan sisi ὉὋ ke himpunan semua 

bilangan bulat non-negatif sehingga ȿὪὩ ὪὩ ȿ Ὦ jika ὨὩȟὩ Ὧ dan 

ȿὪὩ ὪὩ ȿ Ὧ jika Ὠόȟὺ Ὦ. Adapun pelabelan sisi ὒςȟρ dengan 

mengikuti definisi dari pelabelan sisi ὒὮȟὯ sehingga bisa di tulis pelabelan sisi 

ὒςȟρ pada graf Ὃ adalah fungsi Ὢ dari himpunan sisi ὉὋ ke himpunan semua 

bilangan bulat non-negatif sehingga ȿὪὩ ὪὩ ȿ ς jika ὨὩȟὩ ρ dan 

ȿὪὩ ὪὩ ȿ ρ jika Ὠόȟὺ ς. Pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf Ὃ 

dinotasikan dengan ‗ᴂȟ Ὃ (He dan Lin, 2014). 

 

2.9 Beberapa Hasil Pelabelan ╛ ȟ  pada Beberapa Graf 

2.9.1 Graf Lintasan 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf lintasan sebagai 

berikut. 

                                       
Gambar 2.16 Pelabelan ὒςȟρ pada ὖ 

 

Dimulai dengan melakukan pelabelan pada salah satu titik dengan label 0. 

Maka titik berikutnya dilabeli label paling minimal yang mungkin, yaitu 2. 

Berdasarkan Gambar 2.16 dapat diketahui bahwa ‗ȟὖ ς. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὖ sebagai berikut. 

                                 
Gambar 2.17 Pelabelan ὒςȟρ pada ὖ 
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Pada Gambar 2.17, dapat diberi label dengan titik yang paling kiri dengan 

label 0, kemudian yang tengah dengan label 3, dan yang terakhir yang paling kanan 

dengan label 1. Sehingga ‗ȟὖ σ. Label  1 tidak dapat digunakan dimanapun 

karena akan bertetangga dengan 0, 1 atau 2, dimana semua kemungkinan tersebut 

bertentangan dengan syarat pelabelan ὒςȟρȢ Sehingga lebel yang tersedia 

hanyalah label 0 dan 2 untuk melabeli tiga titik. Dengan prinsip sarang merpati, dua 

dari tiga titik tersebut pasti memiliki label yang sama (Lum, 2007). 

Sebelum membahas pelabelan ὒςȟρ pada ὖ, diperhatikan lemma berikut. 

Lemma 1. Jika Ὄ adalah subgraf dari Ὃ, maka  ‗ȟὌ  ‗ȟ ὋȢ 

Bukti. Misal ‗ȟ Ὃ ά dengan pelabelan sebagai berikut ὪȡὠὋ ᴼ

πȟρȟȣȟάȢ maka ὫȡὠὌ ᴼ πȟρȟȣȟάȟ yang didefinisikan sebagai Ὣὺ

Ὢὺ untuk setiap  ὺ ɴ ὠὌ  adalah suatu pelabelan Ὄ yang mengunakan label 

tidak lebih dari άȢ Dengan demikian ‗ȟ Ὄ ά ‗ȟ ὋȢ  Maka  dapat 

dilakukan pelabelan terhadap Ὄ dengan menggunakan pelabelan dari Ὃ pada titik-

titik yang bersesuaian (Lum, 2007). 

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὖ yang sebelumnya disajikan 

gambarnya sebagai berikut. 

                         
Gambar 2.18  Pelabelan ὒςȟρ pada ὖ 

 

Karena ὖ adalah subgraf dari ὖ, maka dari lemma 1 dapat diketahui bahwa   

‗ȟ ὖ ‗ȟ ὖ σȢὖ  dapat diberi label dengan susuna label ς π σ ρȢ 

Sehingga  ‗ȟ ὖ σȟ artinya ‗ȟ ὖ σȢ 

Teorema 1. ‗ȟ ὖ τȟᶅὲ υȢ 
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Bukti. Sebelumnya ditunjukkan bahwa ‗ȟ ὖ τȢὖ dapat diberi label 

dengan susuna label   ς π σ ρ τȟ sehingga ‗ȟ ὖ ȟ τȢ Diklaim bahwa 

ὖ tidak dapat diberi label dengan πȟρȟςȟÄÁÎ σȢ Label 1 dan 2 tidak dapat 

digunakan untuk memberi label titik -titik yang ujung (titik-titik yang berderajat 

satu) tanpa melanggar syarat pelabelan ὒςȟρȢ Maka  ‗ȟὖ τȢ 

Selanjutnya ditunjukkan ‗ȟ ὖ τ untuk ὲ υȢ Misal ὖ adalah suatu 

lintasan dengan panjang lebih dari 5. Karena ὖ adalah subgraf dari lintasan 

tersebut, maka ‗ȟ ὖ ‗ȟ ὖ τȢ  ὖ dapat diberi label dengan susunan label 

seperti pada ὖ dan dapat diulang-ulang ςȟπȟσȟρȟτȟςȟπȟσȟȣ  tanpa  melanggar 

syarat pelabelan ὒςȟρȢ Dengan demikian ‗ȟ ὖ τȟ sehingga dari dua 

ketaksamaan tersebut diperoleh  ‗ȟ ὖ τȟᶅὲ υ ,ÕÍȟςππχȢ  

2.9.2 Graf Lengkap 

Teorema 2. ‗ȟ ὑ ςὲ ς 

Bukti. Misal diberikan suatu ὑ  dengan titik-titik ὺȟὺȟȣ ȟὺȟ fungsi 

ὪȡὠὋ ᴼ πȟρȟςȟȣȟςὲ ς yang didefinisikan sebagai Ὢὺ ςὭ ς  

merupakan suatu pelabelan ὒςȟρ dari ὑ . Dengan demikian ‗ȟ ὑ ςὲ ςȢ 

Diklaim bahwa ὑ tidak dapat diberi label dengan label-label πȟρȟςȟȣȟςὲ σȢ 

Dimiliki ςὲ ς label yang akan digunakan untuk memberi label ὲ titik. Dapat 

digambarkan kondisi ini sebagai ὲ ρ pasangan ὨὭίὮέὭὲὸ dari  label berurutan 

dimana ὲ tit ik harus diberi label dengan label-label tersebut. Dengan menggunakan 

asas sarang merpati, satu dari pasangan-pasangan tersebut pasti memuat dua titik. 

Dengan demikian, karena Dua titik tersebut terhubung langsung di ὑ , maka 

kondisi tersebut bertentangan dengan syarat pelabelan ὒςȟρȢ Sehingga,  

‗ȟ ὑ ςὲ ς ,ÕÍȟςππχȢ 
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2.9.3  Graf Bintang 

Teorema 3. Nilai ‗ dari suatu graf bintang ὑȟ ɝ ς di mana ɝ adalah derajat 

maksimum (Griggs dan Yeh, 1993)  

          

Gambar 2.19  Pelabelan ὒςȟρ Graf  Bintang 

 

2.10 Kajian Graf dalam Perspektif Islam  

Graf adalah pasangan himpunan tidak kosong dari objek-objek yang disebut 

titik, dan himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik 

berbeda yang disebut sisi. Jika tedapat sisi antara dua titik yang berbeda maka dapat 

dikatakan kedua titik tersebut terhubung langsung. Sehingga terdapat 

keterhubungan antara kedua titik tersebut. Ada banyak macam graf diantaranya 

adalah graf bintang yang mana semua titik hanya terhubung ke satu titik pusat. 

Seperti halnya orang-orang muslim yang hanya berdoa kepada Allah, sebagai mana 

yang dijelaskan dalam al-Quran tentang doôa. 

Doa secara bahasa adalah ñseruanò, sedangkan pengertian doa menurut 

istilah adalah suatu permohonan atau permintaan dan ucapan dalam hati kepada 

Allah SWT sebagai tuhan semesta alam. Beroda diwajibkan bagi setiap manusia 

yang hidup di dunia ini, karena memang mahkluk tak akan ada apa-apanya jika 

dengan Allah SWT sang pemilik alam semesta. Ayat yang menjelaskan tenteng 

berdoa kepada Allah di antaranya dalam surat Albaqarah [2] Ayat 186:  
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 ɄĈȱ ĊäɀćǤɆĈǲĆǪĊȆĆɆĊȲĆøȥ ĈþǠĆȝĆì äĆíĈâ ĈöäŉǼȱä ĆæĆɀĊȝĆì ćǢɆĈǱćà ĄǢɅĈȀĆȩ ɄĈĉȹĈǚĆȥ ɄĈĉȺĆȝ ĂĈìǠĆǤĈȝ ĆȬĆȱĆǖĆȅ äĆíĈâĆĀ

 ĆþĀćǼćȉĊȀĆøɅ ĊȴćȾŉȲĆȞĆȱ ɄĈǣ ĊäɀćȺĈȵĊǘćøɆĊȱĆĀ 
Artinya: 

 ñDan apabila hamba-hamba-Ku bertanya kepadamu tentang Aku, maka 

(jawablah), bahwasanya Aku adalah dekat. Aku mengabulkan permohonan orang 

yang berdoa apabila ia memohon kepada-Ku, maka hendaklah mereka itu 

memenuhi (segala perintah-Ku) dan hendaklah mereka berima kepada-Ku, agar 

mereka selalu berada dalam kebenaran,ò (QS al- Baqarah: 186). 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa barang siapa yang berdoa kepada Allah, 

maka akan dikabulkan. Tetapi dalam berdoa ada beberapa syarat yang harus 

terpenuhi, seperti yang ditulis oleh Imam Ahmad bin Muhammad As-Shawi Al-

Maliki dalam kitabnya, Hasyiatus Shawi ala Tafsiril Jalalain menjelaskan: 

ǦǣǠǱɋä ȤȲǺǩ ǠȾȒȞǣ ȤȲǺǩ äíǚȥ ,ôĀȀȉ ȼȱ ÞǠȝǼȱä  þǠǣ :ǢɆǱà 
Artinya:  

ñSungguh, doa itu memiliki beberapa syarat agar terkabul. Maka ketika salah 

satu syarat tidak terpenuhi, doa pun tak kunjung diijabah.ò 

 

Imam As-Shawi menyebutkan syarat beberapa syarat sebagai berikut: 

1. keutuhan seorang hamba menghadap baik lahir dan batin, yaitu sekiranya 

tidak terbersit dalam hatinya segala sesuatu apapun kecuali Allah semata. 

2. Doôa tidak berisi segala sesuatu dalam rangka keburukan. 

3. Tidak boleh berdoôa dalam rangka meminta untuk memutuskan tali 

persaudaraan, kekerabatan, maupun tali kasih sayang antar sesama manusia. 

4. Tidak tergesa-gesa dalam meminta dikabulkan.  

Simpulan dalam hal ini terangkum dalam hadits yang dijadikan  Imam As-

Shawi dalam menjelaskan syarat-syarat doa terkabul sebagai berikut: 
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" Ā ,ǠɆȹǼȱä Ʉȥ ȼȱ ȰȞǲɅ þä Ǡȵǚȥ ,ȼȱ ǢɆǲǪȅâ ɍâ ÞǠȝǼǣ ɂȱǠȞǩ ȼȲȱä ɀȝǼɅ ȰǱî ȸȵ Ǡȵ
 ɀȝǼɅ ȴȱ Ǡȵ ,Ǡȝì Ǡȵ îǼȪǣ ȼǣɀȹí ȸȵ ȼȺȝ ȀȦȮɅ þä Ǡȵâ Ā .æȀǹɉä Ʉȥ ȼȱ ȀǹǘɆȹä Ǡȵâ

ȱä üɀȅî ǠɅ :äɀȱǠȩ .ȰǲȞǪȆɅ Āä ȴǵî ǦȞɆȖȩ Āä ȴǭǚǣɅ :üǠȩ ÝȰǲȞǪȆɅ ȤɆȭ Ā ȼȲ :üɀȪ
Ʉȱ ǢǲǪȅ Ǡȶȥ çɀȝì." 

Artinya: 

ñTidak ada seseorang yang berdoa kepada Allah ta'ala dengan serangkaian doa 

kecuali Allah mengabulkannya. Maka ada kalanya doa tersebut terkabul di 

dunia. Ada pula doa yang memang diakhirkan terkabulnya di akhirat. Ada juga 

doa tersebut untuk menghapus dosa-dosa hamba sesuai dengan kadar doanya. 

Dengan syarat, selagi doa tersebut tidak dipanjatkan dalam rangka meminta 

sesuatu yang berdosa, memutus tali silaturahmi, atau hamba tersebut tergesa-

gesa.ô Para sahabat bertanya, óYa rasulullah, lalu bagaimanakah (gambaran) 

hamba yang tergesa-gesa?ô Rasul menjawab, óAdalah hamba yang berkata, 

óAku telah berdoa, namun mengapa tak kunjung dikabulkan.ò 

 

 
Gambar 2.20 Representasi Graf Bintang
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BAB III  

PEMBAHASAN  

3.1 Pelabelan Titik ╛ ȟ  pada Graf Sparkle  

Pada bab ini, akan dijelaskan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩὲȟὶ. Untuk 

mempermudah dalam penyelesaian pada kasus ini, maka akan dibagi lima 

pembahasan. Pertama pelabelan titik ὒςȟρ untuk ὛὩὯȟςȟὯ σȟὯɴ ᴓ, kedua 

pelabelan titik ὒςȟρ untuk ὛὩςὯȟτȠ Ὧ ςȟὯᶰᴓ, ketiga pelabelan titik ὒςȟρ 

untuk ὛὩςὯ ρȟτȠ Ὧ ςȟὯᶰᴓ, keempat pelabelan titik ὒςȟρ untuk 

ὛὩτȟὯȠ Ὧ σȟὯᶰᴓ, dan kelima pelabelan titik ὒςȟρ untuk ὛὩσȟὯȠ Ὧ

σȟὯᶰᴓ.    

1.1.1 Pelabelan Titik ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄▓ȟ ȟ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟς, contoh 

gambar dari ὛὩσȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.1 Graf ὛὩσȟς 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟς  sebaga berikut: 

  
Gambar 3.2Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟτ 
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Berdasarkan Gambar 3.2 dapat diketahui nilai minimal label terbesar menggunakan 

aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩσȟς φ, dan bisa ditulis ‗ȟ ὛὩσȟς φ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟς, contoh gambar 

dari ὛὩτȟς sebagai berikut:  

 
Gambar 3.3 Graf ὛὩτȟς 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.4 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟς 

 

Berdasarkan Gambar 3.4 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟς φ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟς φ 
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Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩυȟς contoh gambar 

dari ὛὩυȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.5 Graf ὛὩυȟς 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩυȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.6 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf  ὛὩυȟς 

 

Berdasarkan Gambar 3.6 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada graf ὛὩυȟς φ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩυȟς φ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩφȟς, contoh gambar 

dari ὛὩφȟς sebagai berikut: 



23 

   
 

Gambar 3.7 Graf  ὛὩφȟς  

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ίὩφȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.8 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf  ὛὩφȟς 

 

Berdasarkan Gambar 3.8 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada graf ὛὩφȟς φ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩφȟς φ. 

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩὯȟς yang 

telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.1 berikut: 
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Tabel 3.1 Tabel Pelabelan Titik ὒςȟρ pada ὛὩὯȟς 

ὛὩὯȟς 

‗ȟ ὛὩσȟς φ 

‗ȟ ὛὩτȟς φ 

‗ȟ ὛὩυȟς φ 

‗ȟ ὛὩφȟς φ 

 

Berdasarkan pada Tabel 3.1 di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩὯȟς φ ȟὯ σȟὯ ɴ ᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 

Teorema 3.1.1 Untuk sebarang graf ὛὩὯȟςȟὯ σȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

label terbesar dengan aturan pelabelan titik ὒρȟς adalah 

‗ȟ ὛὩὯȟς φ 

Bukti : 

Diketahui ὑȟṖ ὛὩὯȟς, dan ‗ȟ ὑȟ υ. 

Jika titik pusat ὺ  pada ὑȟ diberi label 1 atau 5, maka nilai minimal label terbesar 

pada ὑȟ υ karana terdapat satu angka dari ρ sampai 5 yang tidak dapat 

dimasukkan pada pelabelan ὑȟ. dan jika ὺ ρ atau ὺ υ maka akan ada dua 

angka yang tidak dapat dimasukkan pada pelabelan ὑȟ yang menyebabkan nilai 

minimal label terbesar pada ὑȟ φ.  
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Gambar 3.9 Subgraf dari Graf ὛὩὯȟς 

 

Dilihat dari Gambar 3.9, titik ὼ tidak bias diberi labek dengan label 5 jika 

mengikuti aturan pelabelan ὒςȟρ, sehingga nilai minimal label terbesar pada 

ὛὩὯȟς φ, dan ditulis ‗ȟ ὛὩὯȟς φ. 

1.1.2 Pelabelan Titik ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ ▓ȟ Ƞ ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩτȟτ sebagai berikut:  

 
Gambar 3.10 Graf ὛὩτȟσ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ  sebaga berikut: 
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Gambar 3.11 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.11 dapat diketahui minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟτ χ 

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩφȟτ contoh gambar 

dari ὛὩφȟτ sebagai berikut:    

 
Gambar 3.12 Graf ὛὩφȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩφȟτ sebagai berikut: 
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Gambar 3.13 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩφȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.13 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan ὒςȟρ titik  pada ὛὩφȟτ χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩφȟτ χ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩψȟτ contoh gambar dari 

ὛὩψȟτ sebagai berikut: 

Gambar 3. 14 Graf ὛὩψȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩψȟσ sebagai berikut: 
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Gambar 3.15 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf  ὛὩψȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.15 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan pelabelan ὒςȟρ pada graf ὛὩψȟτ χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩψȟτ χ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩρπȟτ contoh 

gambar dari ὛὩρπȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.16 Graf  ὛὩρπȟτ  
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Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩρπȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.17 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf  ὛὩρπȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.17 dapat diketahui minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩρπȟτ χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩρπȟτ χ 

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩρςȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩρςȟτ sebagai berikut: 

 

Gambar 3.18 Graf  ὛὩρςȟτ 
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Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩρςȟτ sebagai berikut: 

 

Gambar 3.19 Pelabelan Titik  ὒςȟρ pada Graf  ὛὩρςȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.19 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩφȟτ χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩφȟτ χ. 

Beberapa kemungkinan dari hasil pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩςὯȟτ 

yang telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.2 berikut: 

Tabel 3.2  Tabel Pelabelan Titik ὒςȟρ pada ὛὩςὯȟτ 

ὛὩςὯȟτȟὯ ς 

‗ȟ ὛὩτȟτ χ 

‗ȟ ὛὩφȟτ χ 

‗ȟ ὛὩψȟτ χ 

‗ȟ ὛὩρπȟτ χ 

 

Berdasarkan pelabelan titik ὒςȟρ di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩςὯȟτ χȠὯ ς ȟὯ ɴ ᴓ 



31 

   
 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut. 

Teorema 3.1.2 Untuk sebarang graf ὛὩςὯȟτȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

label terbesar dengan aturan pelabelan titik ὒρȟς adalah 

‗ȟ ὛὩςὯȟτ χ 

Bukti : 

Dari percobaan di atas dapat diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩςὯȟτ χȠὯ ςȟὯᶰᴓ. 

Diketahui ὑȟṖ ὛὩςὯȟτ, dan ‗ȟ ὑȟ χ. 

Sehingga diperoleh ‗ȟ ὛὩςὯȟτ χ 

3.1.3 Pelabelan Titik ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ ▓ ȟ Ƞ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ, contoh gambar 

dari ὛὩσȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.20 Graf ὛὩσȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ sebagai berikut: 
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Gambar 3.21 Pelabelan Titik  ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.21, dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ ψ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟτ ψ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf ὛὩυȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩυȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.22 Graf  ὛὩυȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩυȟτ sebagai berikut: 
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Gambar 3.23 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf  ὛὩυȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.23 dapat diketahui nilai minimal label terbesar 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada graf ὛὩυȟτ ψ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩυȟτ ψ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf ὛὩχȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩχȟτ sebagai berikut: 

 

Gambar 3.24 Graf ὛὩχȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩχȟτ sebagai berikut: 
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Gambar 3.25 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩχȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.25 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩχȟτ ψ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩχȟτ ψ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada graf ὛὩωȟτ, contoh gambar 

dari ὛὩωȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.26 Graf ὛὩωȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩωȟτ sebagai berikut: 
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Gambar 3.27  Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩωȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.27 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩωȟτ ψ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩωȟτ ψ. 

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf ὛὩςὯ

ρȟτ yang telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.3 berikut: 

Tabel 3.3 Tabel Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩςὯ ρȟτ 

ὛὩςὯ ρȟτȟὯ ς 

‗ȟ ὛὩσȟτ ψ 

‗ȟ ὛὩυȟτ ψ 

‗ȟ ὛὩχȟτ ψ 

‗ȟ ὛὩωȟτ ψ 

 

Berdasarkan data pada Tabel 3.3, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩςὯ ρȟσ ψȠὯ ςȟὯᶰᴓ 



36 

   
 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 

Teorema 3.1.3 Untuk sebarang graf ὛὩςὯ ρȟτȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai 

minimal label terbesar dengan aturan pelabelan titik ὒςȟρ 

adalah  ‗ȟ ὛὩςὯ ρȟτ ψ 

Bukti:  

Diketahui ὑȟṖ ὛὩςὯȟτ, dan ‗ȟ ὑȟ χ. Jika titik pusat ὺ  pada 

graf bintang diberi label 1 atau 7, maka  nilai minimal label terbesar pada ὑȟ χ 

karana terdapat satu bilangan  dari ρ sampai 7 yang tidak dapat dimasukkan pada 

pelabelan ὑȟ. dan jika ὺ ρ atau ὺ χ maka akan ada dua bilangan yang tidak 

dapat dimasukkan pada pelabelan ὑȟ yang menyebabkan nilai minimal label 

terbesar pada ὑȟ ψ. Dan titik ὺ dari  ὑȟṖὛὩςὯ ρȟτ terdapat pada setiap 

titik pada di ὅ , dan ὅ  disubdivisi yang mengakibatkan setiap titik yang 

terhubung langsung pada ὅ  akan berjarak dua di Ὓὅ , sehingga titik-titik 

ὅ  bisa diberi label 1 dan 7 secara bergantian. Karena ὅ  memiliki titik 

berjumlah ganjil maka terdapat satu titik yang tidak dapat diberi label 1 dan 7 yang 

menyebabkan nilai minimal label terbesar pada ὛὩςὯ ρȟτ ψ 

Sehingga diperoleh ‗ȟ ὛὩςὯ ρȟτ ψ 

3.1.4 Pelabelan Titik ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ȟ▓Ƞ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩτȟσ,  contoh gambar 

dari ὛὩτȟσ sebagai berikut: 
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Gambar 3.28 Graf ὛὩτȟσ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada  ὛὩτȟσ berikut: 

            
Gambar 3.29 Pelabelan Titik  ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟσ 

 

Berdasarkan Gambar 3.29 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟσ φ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟτ φ. 

Selajutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ,  contoh gambar dari 

ὛὩτȟτ sebagai berikut: 



38 

   
 

 
Gambar 3.30 Graf ὛὩτȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada  ὛὩτȟτ berikut: 

            
Gambar 3.31 Pelabelan Titik  ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.31 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟτ χ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩτȟυ, contoh gambar dari 

ὛὩτȟυ sebagai berikut: 
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Gambar 3.32 Graf ὛὩτȟυ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟυ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.33 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟυ 

 

Berdasarkan Gambar 3.33 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟυ ψ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟυ ψ. 
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Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩτȟφ, contoh gambar dari 

ὛὩτȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.34 Graf ὛὩτȟφ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.35 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟφ 

 

Berdasarkan Gambar 3.35 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩτȟφ ω, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟφ ω. 
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Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟχ, contoh gambar 

dari ὛὩτȟχ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.36  Graf ὛὩτȟχ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟχ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.37 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟχ 

 

Berdasarkan Gambar 3.37 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩτȟχ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟχ ρπ. 
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Beberapa kemungkinan hasil pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩτȟὯ yang 

telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.4 berikut: 

Tabel 3.4 Tabel Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟὯȠὯ σ 

ὛὩτȟὯȟὯ σ 

‗ȟ ὛὩτȟσ φ 

‗ȟ ὛὩτȟτ χ 

‗ȟ ὛὩτȟυ ψ 

‗ȟ ὛὩτȟφ ω 

‗ȟ ὛὩτȟχ ρπ 

 

Berdasarkan pelabelan titik ὒςȟρ di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩτȟὯ Ὧ σ ȠὯ σȟὯᶰᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 

Teorema 3.1.4 Untuk sebarang graf ὛὩτȟὯὯ σȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

label terbesar dengan aturan pelabelan titik ὒρȟς adalah 

‗ȟ ὛὩτȟὯ Ὧ σ 

Bukti : 

Dari percobaan di atas dapat diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩτȟὯ Ὧ σȠὯ σȟὯᶰᴓ. 

Diketahui ὑȟ Ṗ ὛὩτȟὯ, dan ‗ȟ ὑȟ Ὧ σ. 

Sehingga diperoleh ‗ȟ ὛὩτȟὯ Ὧ σ 
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3.1.5 Pelabelan Titik ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ ȟ▓Ƞ▓ ȟ▓ᶰᴓ  

Berikut ini akan dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟσ, contoh gambar 

dari ὛὩσȟσ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.38 Graf ὛὩσȟσ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟσ sebagai berikut: 

                  
Gambar 3.39 Pelabelan Titik  ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟσ 

 

Berdasarkan Gambar 3.39 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf ὛὩσȟσ χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟτ χ 

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ, contoh gambar dari 

ὛὩσȟτ sebagai berikut: 



44 

   
 

 
Gambar 3.40 Graf ὛὩσȟτ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ sebagai berikut: 

                  
Gambar 3.41 Pelabelan Titik  ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.41 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ ψ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟτ ψ 
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Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟυ, contoh gambar dari 

ὛὩσȟυ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.42 Graf ὛὩσȟυ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟυ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.43 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟυ 

 

Berdasarkan Gambar 3.43 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩσȟυ ω, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟυ ω. 
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Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟφ, contoh gambar dari 

ὛὩσȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.44 Graf ὛὩσȟφ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.45 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟφ 

 

Berdasarkan Gambar 3.45 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟφ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟφ ρπ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟχ yang sebelumnya 

disajikan gambarnya sebagai berikut: 
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Gambar 3.46  Graf ὛὩσȟχ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩτȟχ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.47 Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟχ 

 

Berdasarkan Gambar 3.47 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan titik ὒςȟρ pada ὛὩσȟχ ρρ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟχ ρρ. 

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟὯ yang 

telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.5 berikut: 
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Tabel 3.5 Tabel Pelabelan Titik ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟὯȟὯ σ  

ὛὩσȟὯȟὯ σ 

‗ȟ ὛὩσȟσ χ 

‗ȟ ὛὩσȟτ ψ 

‗ȟ ὛὩσȟυ ω 

‗ȟ ὛὩσȟφ ρπ 

‗ȟ ὛὩσȟχ ρρ 

 

Berdasarkan Table 3.5, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩσȟὯ Ὧ τȠὯ σȟὯᶰᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut, dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 

Teorema 3.1.5 Untuk sebarang graf ὛὩσȟὯȠὯ σȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

label terbesar dengan aturan pelabelan titik ὒςȟρ adalah  

‗ȟ ὛὩσȟὯ Ὧ τ 

Bukti : 

Diketahui ὑȟ Ṗ ὛὩσȟὯ, dan ‗ȟ ὑȟ Ὧ σ. Jika titik pusat 

ὺ  pada graf bintang diberi label 1 atau Ὧ σ, maka  nilai minimal label terbesar 

pada ὑȟ Ὧ σ karana terdapat satu bilangan  dari ρ sampai Ὧ σ yang tidak 

dapat dimasukkan pada pelabelan ὑȟ . dan jika ὺ ρ atau ὺ Ὧ σ maka 

akan ada dua bilangan yang tidak dapat dimasukkan pada pelabelan ὑȟ  yang 

menyebabkan nilai minimal label terbesar pada ὑȟ Ὧ τ. Titik ὺ dari  

ὑȟ ṖὛὩσȟὯ terdapat pada setiap titik pada di ὅ, dan ὅ disubdivisi yang 
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mengakibatkan setiap titik yang terhubung langsung pada ὅ akan berjarak dua di 

Ὓὅ , sehingga titik-titik ὅ bisa diberi label 1 dan Ὧ σ secara bergantian. Karena 

ὅ memiliki titik berjumlah ganjil, maka terdapat satu titik yang tidak dapat diberi 

label 1 dan Ὧ σ yang menyebabkan nilai minimal label terbesar pada ὛὩσȟὯ

Ὧ τ 

Sehingga diperoleh ‗ȟ ὛὩσȟὯ Ὧ τ 

3.1.6 Pelabelan Titik ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄▪ȟ►ȟ▪ȟ►ɴ ᴓ  

Dari pembahasan di atas, dapat diperoleh pelabelan titik  ὒςȟρ pada 

ὛὩὲȟὶ sebagai berikut: 

Tabel 3.6 Tabel Pelabelan Titik ὒςȟρ Graf pada ὛὩὲȟὶ 

ὛὩςὯȟτȟὯ ς ὛὩςὯȟτȟὯ ς ὛὩςὯ ρȟτȟὯ ς 

‗ȟ ὛὩσȟς φ ‗ȟ ὛὩτȟτ χ ‗ȟ ὛὩσȟτ ψ 

‗ȟ ὛὩτȟς φ ‗ȟ ὛὩφȟτ χ ‗ȟ ὛὩυȟτ ψ 

‗ȟ ὛὩυȟς φ ‗ȟ ὛὩψȟτ χ ‗ȟ ὛὩχȟτ ψ 

‗ȟ ὛὩφȟς φ ‗ȟ ὛὩρπȟτ χ ‗ȟ ὛὩωȟτ ψ 

ὛὩτȟὯȟὯ σ ὛὩσȟὯȟὯ σ  

‗ȟ ὛὩτȟτ χ ‗ȟ ὛὩτȟτ ψ  

‗ȟ ὛὩτȟυ ψ ‗ȟ ὛὩτȟυ ω  

‗ȟ ὛὩτȟφ ω ‗ȟ ὛὩτȟφ ρπ  

‗ȟ ὛὩτȟχ ρπ ‗ȟ ὛὩτȟχ ρρ  

 

Berdasarkan Tabel 3.6 di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 
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‗ȟ ὛὩὲȟὶ

φ              jika  ὶ ς                                                 

 ὶ σ  jika ὲ ςὯȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ         
ὶ τ  jika  ὲ ςὯ ρȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ

 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut. 

Teorema 3.1.6 Untuk sebarang graf ὛὩὲȟὶ, maka nilai minimal label terbesar 

dengan aturan pelabelan titik ὒςȟρ adalah : 

‗ȟ ὛὩὲȟὶ

φ              jika ὶ ς                                                 

 ὶ σ  jika ὲ ςὯȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ         
ὶ τ  jika  ὲ ςὯ ρȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ

 

Bukti:  

Untuk ‗ȟ ὛὩὲȟὶ φȠὲ σȠὶ ςȠὶȟὲᶰᴓ telah dibuktikan pada 

subbab 3.1.1, yang menjelaskan tentang pelabelan titik ὒςȟρ untuk ὛὩὯȟςȟὯ

σȟὯᶰᴓ. 

Untuk ‗ȟ ὛὩὲȟὶ ὶ σȟὲ ςὯȠὯ ςȟὶ ςȠὲȟὶɴ ᴓ telah 

dibuktikan pada subbab 3.1.2 dan 3.1.4. Diketahui bahwa ὑȟ Ṗ ὛὩὲȟὶ, dan 

‗ȟ ὑȟ ὶ σ. Sehingga diperoleh ‗ȟ ὛὩὲȟὶ ὶ σ 

Dan untuk ‗ȟ ὛὩὲȟὶ ὶ τȠὲ ςὯ ρȠὯ ςȟὶ ςȠὯȟὶɴ ᴓ 

telah dibuktikan pada subbab 3.1.3 dan 3.1.5. Diketahui ὑȟ Ṗ ὛὩσȟὯ, dan 

‗ȟ ὑȟ ὶ σ, ὮὭὯὥ  ὲ ςὯȠὯ ςȟὶ ς; Ὧȟὶɴ ᴓ. Jika titik pusat 

ὺ  pada graf bintang ὑȟ  diberi label 1 atau ὶ σ, maka  nilai minimal label 

terbesar pada ὑȟ ὶ σ, karana terdapat satu bilangan  dari ρ sampai ὶ σ 

yang tidak dapat dimasukkan pada pelabelan ὑȟ . dan jika ὺ ρ atau ὺ ὶ

σ maka akan ada dua bilangan yang tidak dapat dimasukkan pada pelabelan ὑȟ  

yang menyebabkan nilai minimal label terbesar pada ὑȟ ὶ τ. Dan titik ὺ 
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dari  ὑȟ ṖὛὩὲȟὶ terdapat pada setiap titik pada di ὅ, dan ὅ disubdivisi yang 

mengakibatkan setiap titik yang terhubung langsung pada ὅ akan berjarak dua di 

Ὓὅ , sehingga titik-titik ὅ bisa diberi label 1 dan ὶ σ secara bergantian. Karena 

ὅ ὲ ςὯ ρ memiliki titik berjumlah ganjil, maka terdapat satu titik yang tidak 

dapat diberi label 1 dan ὶ σ yang menyebabkan nilai minimal label terbesar pada 

ὛὩὲȟὶ ὶ τ. Sehingga diperoleh ‗ȟ ὛὩὲȟὶ ὶ τ; Jika ὲ ςὯ

ρȠὯ ςȟὶ ς; Ὧȟὶɴ ᴓ 

3.2 Pelabelan Sisi ╛ ȟ  pada Graf SparkleȢ 

Pada bab ini, akan dijelaskan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle 

ὛὩάȟὲ , sebagai mana dalam menentukannya akan dibagi lima pembahasan. 

Pertama  pelabelan sisi ὒςȟρ untuk ὛὩςὯ ρȟςȠ Ὧ ςȟὯᶰᴓ, kedua  pelabelan 

sisi ὒςȟρ untuk ὛὩςὯȟτȠ Ὧ ςȟὯᶰᴓ, ketiga pelabelan sisi ὒςȟρ untuk 

ὛὩςὯ ρȟτȠ Ὧ ςȟὯᶰᴓ, keempat pelabelan sisi ὒςȟρ untuk ὛὩτȟὯȟὯᶰᴓ, 

dan kelima pelabelan sisi ὒςȟρ untuk ὛὩσȟὯȟὯᶰᴓ, keenam pelabelan sisi 

ὒςȟρ untuk ὛὩὲȟὶȠὲȟὶɴ ᴓ.    

3.2.1 Pelabelan Sisi ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ ▓ ȟ Ƞ ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟς, contoh 

gambar dari ὛὩσȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.48 Graf ὛὩτȟτ 
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Pelabelan sisi  ὒςȟρ pada ὛὩσȟς sebagai berikut:  

 
Gambar 3.49 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟς 

 

Berdasarkan Gambar 3.49 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟς χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟς χ  

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩυȟς, contoh gambar 

dari ὛὩυȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.50 Graf ὛὩυȟς 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩυȟς sebagai berikut: 
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Gambar 3.51 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩυȟς 

 

Berdasarkan Gambar 3.51 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩυȟς χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩυȟς χ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩχȟς, contoh 

gambar dari ὛὩχȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.52 Graf ὛὩχȟς 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩχȟς sebagai berikut: 
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Gambar 3.53 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf  ὛὩχȟς 

 

Berdasarkan Gambar 3.53 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩχȟς χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩχȟς χ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩωȟς, contoh gambar 

dari ὛὩωȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.54 Graf  ὛὩωςȟτ  

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩωȟς sebagai berikut: 
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Gambar 3.55 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf  ὛὩωȟς 

 

Berdasarkan Gambar 3.55 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩωȟς χ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩωȟς χ.  

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan sisi ὒςȟρ untuk ὛὩςὯ ρȟς 

yang telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.7 berikut: 

Tabel 3.7 Tabel Pelabelan Sisi pada Graf ὛὩςὯ ρȟς 

ὛὩςὯ ρȟςȟὯ ς 

‗ȟ ὛὩσȟς χ 

‗ȟ ὛὩυȟς χ 

‗ȟ ὛὩχȟς χ 

‗ȟ ὛὩωȟς χ 

 

Berdasarkan Tabel 3.7 di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ᴂȟ ὛὩςὯ ρȟς χȠὯ ς ȟὯ ɴ ᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 
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Teorema 3.2.1 Untuk sebarang graf ὛὩςὯ ρȟςȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, nilai minimal 

label terbesar dengan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ adalah  

‗ᴂȟ ὛὩςὯ ρȟς χ 

Bukti : 

Graf  ὛὩςὯ ρȟς yang terbentuk dari graf siklus ὅ Ὧ

ςȟσȟτȣȟὲ dan graf komplit ὑ . Terdapat ὩὭ ρȟςȟσ adalah sisi dari ὑȟṖ

ὛὩςὯ ρȟς, Karena setiap sisi pada graf bintang terhubung langsung maka 

pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf bintang mempunyai selisih 2 sedemikian sehingga 

‗ȟ ὑȟ υ , karena terdapat dua graf ὑȟ yang salah satu sisinya terhubung 

langsung, sehingga mengakibatan nilai minimal label terbesar pelabelan sisi ὒςȟρ 

pada graf ‗ȟ ὑȟ φ. Jika graf ὛὩςὯ ρȟς dibagi dalam beberapa graf ὑȟ, 

maka akan memilik graf ὑȟ sebanyak ςὯ ρ (ganjil), yang mengakibatkan 

terdapat ὑȟ diantara ‗ȟ ὑȟ υ dan ‗ȟ ὑȟ φ, sedemikian sehingga 

‗ȟ ὛὩςὯ ρȟς  χ.  

Maka diperoleh ‗ȟ ςὯ ρȟς χ 

3.2.2 Pelabelan Sisi ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ ▓ȟ Ƞ ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩτȟτ sebagai berikut: 



57 

   
 

 
Gambar 3.56 Graf ὛὩτȟτ 

 

Pelabelan sisi  ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ sebagai berikut:  

,  
Gambar 3.57 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.57 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩτȟτ ρπ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩφȟτ, contoh gambar 

dari ὛὩφȟτ sebagai berikut: 
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Gambar 3.58 Graf ὛὩφȟτ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩφȟτ sebagai berikut. 

 
Gambar 3.59 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩφȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.59 dapat diketahui nilai minimal label terbasar dengan 

menggunakan aturan  pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩφȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩφȟτ ρπ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩψȟτ, contoh gambar 

dari ὛὩψȟτ sebagai berikut: 
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Gambar 3.60 Graf ὛὩψȟτ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩψȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.61 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf  ὛὩψȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.61 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩψȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩψȟτ ρπ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩρπȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩρπȟτ sebagai berikut. 
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Gambar 3.62 Graf  ὛὩρπȟτ  

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩρπȟτ sebagai berikut: 

 

Gambar 3.63 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf  ὛὩρπȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.63 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩρπȟτ ρπ, dan bisa 

ditulis ‗ȟ ὛὩρπȟτ ρπ.  

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan sisi  ὒςȟρ pada ὛὩςὯȟτ yang 

telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.8 berikut: 
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Tabel 3.8 Tabel Pelabelan Sisi pada ὛὩςὯȟτ 

ὛὩςὯȟτȟὯ ς 

‗ȟ ὛὩτȟτ ρπ 

‗ȟ ὛὩφȟτ ρπ 

‗ȟ ὛὩψȟτ ρπ 

‗ȟ ὛὩρπȟτ ρπ 

 

Berdasarkan tabel di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ȟ ὛὩςὯȟτ ρπ ȠὯ ς ȟὯ ɴ ᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 

Teorema 3.2.2 Untuk sebarang graf ὛὩςὯȟτȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

label terbesar dengan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ adalah  

‗ȟ ὛὩςὯȟτ ρπ 

Bukti : 

Graf  ὛὩςὯȟτ yang terbentuk dari  graf siklus ὅ Ὧ ςȟσȟτȣȟὲ dan 

graf komplit ὑ . Terdapat ὩὭ ρȟςȟσȟτȟυ adalah sisi dari ὑȟṖὛὩςὯȟτ, 

Karena setiap sisi pada graf bintang terhubung langsung maka pelabelan sisi ὒςȟρ 

pada graf bintang mempunyai selisih 2 sedemikian sehingga ‗ȟ ὑȟ ω, karena 

terdapat dua graf ὑȟ yang salah satu sisinya terhubung langsung sehingga 

mengakibatan nilai minimal label terbesar pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf 

ὛὩςὯȟτ ρπ. Maka diperoleh ‗ȟ ςὯȟτ ρπ  
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3.2.3 Pelabelan Sisi ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ ▓ ȟ Ƞ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩσȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.64 Graf ὛὩσȟτ 

 

Pelabelan sisi  ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ sebagai berikut: 

                  
Gambar 3.65 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟτ 

 

Berdasarkan Gambar 3.65 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩσȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩσȟτ ρπ.  
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Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩυȟτ, contoh gambar 

dari ὛὩυȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.66 Graf ὛὩυȟτ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩυȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.67 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩυȟτ 
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Berdasarkan Gambar 3.67 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩυȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩυȟτ ρπ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩχȟτ, contoh gambar 

dari ὛὩχȟτsebagai berikut: 

 

Gambar 3.68 Graf ὛὩχȟτ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩχȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.69 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩχȟτ 
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Berdasarkan Gambar 3.69 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩχȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩχȟτ ρπ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩωȟτ, contoh 

gambar dari ὛὩωȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.70 Graf ὛὩωȟτ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩωȟτ sebagai berikut: 

 

Gambar 3.71 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf  ὛὩωȟτ 
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Berdasarkan Gambar 3.71 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩωȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ȟ ὛὩωȟτ ρπ.  

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩςὯ ρȟτ yang 

telah dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.9 berikut: 

Tabel 3.9 Tabel Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩςὯ ρȟτ 

ὛὩςὯ ρȟτȟὯ ς 

‗ȟ ὛὩσȟτ ρπ 

‗ȟ ὛὩυȟτ ρπ 

‗ȟ ὛὩχȟτ ρπ 

‗ȟ ὛὩωȟτ ρπ 

 

Berdasarkan Tabel 3.9 di atas, maka diperoleh bahwa: 

‗ȟ ὛὩςὯ ρȟσ ρπ ȠὯ ςȟὯᶰᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut. 

Teorema 3.2.3 Untuk sebarang graf ὛὩςὯ ρȟτȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai 

minimal label terbesar dengan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ adalah  

‗ᴂȟ ὛὩςὯ ρȟτ ρρ 

Bukti : 

Graf  ὛὩςὯ ρȟτ yang terbentuk dari graf siklus ὅ Ὧ

ςȟσȟτȣȟὲ dan graf komplit ὑ . Terdapat ὩὭ ρȟςȟσȟτȟυ adalah sisi dari 

ὑȟṖὛὩςὯ ρȟτ, Karena setiap sisi pada graf bintang terhubung langsung 
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maka pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf bintang mempunyai selisih dua sedemikian 

sehingga ‗ȟ ὑȟ ω, karena terdapat dua graf ὑȟ yang salah satu sisinya 

terhubung langsung, sehingga mengakibatkan nilai minimal label terbesar 

pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩςὯ ρȟτ ρπ 

Maka diperoleh  ‗ȟ ςὯȟτ ρπ.  

3.2.4 Pelabelan Sisi ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ȟ▓ȟ▓ ȟ▓ᶰᴓ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟς, contoh 

gambar dari ὛὩτȟς sebagai berikut: 

 
Gambar 3.72 Graf ὛὩτȟσ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada  ὛὩτȟς sebagai berikut: 

            
Gambar 3.73 Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟσ 
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Berdasarkan Gambar 3.73 dapat diketahui nilai minimal label terbesar 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟς φ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩτȟς φ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟσ, contoh gambar 

dari ὛὩτȟσ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.74 Graf ὛὩτȟσ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada  ὛὩτȟσ sebagai berikut: 

            
Gambar 3.75 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟσ 
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Berdasarkan Gambar 3.75 dapat diketahui nilai minimal label terbesar 

dengan menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟσ ψ, dan bisa 

ditulis ‗ίȟ ὛὩτȟσ ψ. 

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle ὛὩτȟτ,  

contoh gambar dari ὛὩτȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.76 Graf ὛὩτȟτ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada  ὛὩτȟτ sebagai berikut: 

            

Gambar 3.77 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟτ 
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Berdasarkan Gambar 3.77 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩτȟτ ρπ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟυ, contoh gambar 

dari ὛὩτȟυ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.78 Graf ὛὩτȟυ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟυ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.79 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟυ 
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Berdasarkan Gambar 3.79 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟυ ρς, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩτȟυ ρς.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩτȟφ, contoh gambar dari 

ὛὩτȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.80 Graf ὛὩτȟφ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.81 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf  ὛὩτȟφ 
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Berdasarkan Gambar 3.81 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟφ ρτ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩτȟφ ρτ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩτȟχ, contoh gambar dari 

ὛὩτȟχ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.82  Graf  ὛὩτȟχ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟχ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.83 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf  ὛὩτȟχ 
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Berdasarkan Gambar 3.83 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩτȟχ ρφ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩτȟχ ρφ.  

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan sisi  ὒςȟρ pada ὛὩτȟὯyang telah 

dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.10 berikut: 

Tabel 3.10 Tabel Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟὯ 

ὛὩτȟὯȟὯ σ 

‗ȟ ὛὩτȟς φ 

‗ȟ ὛὩτȟσ ψ 

‗ȟ ὛὩτȟτ ρπ 

‗ȟ ὛὩτȟυ ρς 

‗ȟ ὛὩτȟφ ρτ 

‗ȟ ὛὩτȟχ ρφ 

 

Berdasarkan Tabel 3.10, maka diperoleh dugaan sebagai berikut: 

‗ȟ ὛὩτȟὯ ςὯ ς ȠὯ ςȟὯᶰᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 

Teorema 3.2.4 Untuk sebarang graf ὛὩτȟὯȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

label terbesar dengan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ adalah  

‗ȟ ὛὩτȟὯ ςὯ ς 

Bukti : 

Graf  ὛὩτȟὯ yang terbentuk dari  graf siklus ὅ dan graf lengkap ὑ . 

Terdapat ὩὭ ρȟςȟσȟȣȟὯ ρ adalah sisi dari ὑȟ ṖὛὩτȟὯ, Karena setiap 
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sisi pada graf bintang terhubung langsung maka pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf 

bintang mempunyai selisih 2 sedemikian sehingga ‗ȟ ὑȟ ςὯ ρ, karena 

terdapat dua graf ὑȟ  yang salah satu sisinya terhubung langsung, sehingga 

mengakibatkan nilai minimal label terbesar pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩτȟὯ

ςὯ ς 

Maka diperoleh  ‗ȟ τȟὯ ςὯ ς. 

3.2.5 Pelabelan Sisi ╛ ȟ  untuk Graf ╢▄ȟ▓ȟ▓ ȟ▓ᶰᴓ  

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟσ, contoh 

gambar dari ὛὩσȟσ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.84 Graf ὛὩσȟσ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟσ sebagai berikut: 

                  
Gambar 3.85 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟσ 
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Berdasarkan Gambar 3.85 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩσȟσ ψ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩσȟσ ψ.  

Selajutnya dilakukan pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ, contoh gambar 

dari ὛὩσȟτ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.86 Graf ὛὩσȟτ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟτ sebagai berikut: 

                  
Gambar 3.87 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟτ 
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Berdasarkan Gambar 3.87 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩσȟτ ρπ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩσȟτ ρπ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟυ, contoh gambar dari 

ὛὩσȟυ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.88 Graf  ὛὩσȟυ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟυ sebagai berikut: 

 
Gambar 3. 89 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟυ 
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Berdasarkan Gambar 3.89 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan ὒςȟρ pada graf ὛὩσȟυ ρς, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩσȟυ ρς.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟφ, contoh gambar dari 

ὛὩσȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.90 Graf ὛὩσȟφ 

 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada ὛὩσȟφ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.91 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟφ 
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Berdasarkan Gambar 3.91  dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩσȟφ ρτ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩσȟφ ρτ.  

Selanjutnya dilakukan pelabelan ὒςȟρ pada ὛὩσȟχ, contoh gambar dari 

ὛὩσȟχ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.92  Graf ὛὩσȟχ 

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟχ sebagai berikut: 

 
Gambar 3.93 Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩτȟχ 
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Berdasarkan Gambar 3.93 dapat diketahui nilai minimal label terbesar dengan 

menggunakan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf ὛὩσȟχ ρφ, dan bisa ditulis 

‗ίȟ ὛὩσȟχ ρφ.  

Beberapa kemungkinan hasil pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟὯ yang telah 

dilakukan dapat dilihat pada Tabel 3.11 berikut: 

Tabel 3.11 Tabel Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩσȟὯ  

ὛὩσȟὯȟὯ σ 

‗ίȟ ὛὩσȟσ 8 

‗ίȟ ὛὩσȟτ 10 

‗ίȟ ὛὩσȟυ ρς 

‗ίȟ ὛὩσȟφ ρ4 

‗ίȟ ὛὩσȟχ ρφ 

 

Berdasarkan pelabelan sisi ὒςȟρ di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 

‗ὸȟ ὛὩσȟὯ Ὧ ςȠὯ σȟὯᶰᴓ 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut. 

Teorema 3.2.5 Untuk sebarang graf ὛὩσȟὯȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

dengan aturan pelabelan sisi ὒςȟρ adalah ‗ίȟ ὛὩσȟὯ

ςὯ ς 

Bukti : 

Graf  ὛὩσȟὯ yang terbentuk dari  graf siklus ὅ dan graf lengkap ὑ . 

Terdapat ὩὭ ρȟςȟσȟȣȟὯ ρ adalah sisi dari ὑȟ ṖὛὩσȟὯ, Karena setiap 
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sisi pada graf bintang terhubung langsung maka pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf 

bintang mempunyai selisih 2 sedemikian sehingga ‗ȟ ὑȟ ςὯ ρ, karena 

terdapat dua graf ὑȟ  yang salah satu sisinya terhubung langsung, sehingga 

mengakibatkan nilai minimal label terbesar pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩσȟὯ

ςὯ ς 

Maka diperoleh  ‗ȟ σȟὯ ςὯ ς. 

3.2.6 Pelabelan Sisi ╛ ȟ  untuk ἑἺἩἮ ╢▄▪ȟ►Ƞ ▪ȟ►ɴ ᴓ  

Dari pembasan di atas, dapat diperoleh pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩὲȟὶ 

sebagai berikut: 

Tabel 3.12 Tabel Pelabelan Sisi ὒςȟρ pada Graf ὛὩὲȟὶ 

ὛὩςὯȟτȟὯ ς ὛὩςὯȟτȟὯ ς ὛὩςὯ ρȟτȟὯ ς 

‗ᴂȟ ὛὩσȟς χ ‗ᴂȟ ὛὩτȟτ ρπ ‗ᴂȟ ὛὩσȟτ ρπ 

‗ᴂȟ ὛὩυȟς χ ‗ᴂȟ ὛὩφȟτ ρπ ‗ᴂȟ ὛὩυȟτ ρπ 

‗ᴂȟ ὛὩχȟς χ ‗ᴂȟ ὛὩψȟτ ρπ ‗ᴂȟ ὛὩχȟτ ρπ 

‗ᴂȟ ὛὩωȟς χ ‗ᴂȟ ὛὩρπȟτ ρπ ‗ᴂȟ ὛὩωȟτ ρπ 

ὛὩτȟὯȟὯ σ ὛὩσȟὯȟὯ σ  

‗ᴂȟ ὛὩτȟτ ρπ ‗ᴂȟ ὛὩτȟτ ρπ  

‗ᴂȟ ὛὩτȟυ ρς ‗ᴂȟ ὛὩτȟυ ρς  

‗ᴂȟ ὛὩτȟφ ρτ ‗ᴂȟ ὛὩτȟφ ρτ  

‗ᴂȟ ὛὩτȟχ ρφ ‗ᴂȟ ὛὩτȟχ ρφ  

 

Berdasarkan Tabel 3.12 di atas, maka diperoleh dugaan bahwa: 
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‗ȟ ὛὩὲȟὶ
 χ            jika ὲ ganjilȟὶ ς                            

ςὶ ς    jika 
ὲ  ganjilȟὶ σȠὶȟὲᶰᴓ
ὲ genapȟὶ ςȠὶȟὲᶰᴓ

         
 

Sehingga dari dugaan tersebut dibuat suatu konjektur yang dirumuskan menjadi 

suatu teorema sebagai berikut: 

Teorema 3.2.5 Untuk sebarang graf ὛὩσȟὯȟὯ ςȟὯ ɴ ᴓ, maka nilai minimal 

pada pelabelan sisi ὒςȟρ adalah 

‗ȟ ὛὩὲȟὶ
 χ            jika ὲ ganjilȟὶ ς                            

ςὶ ς    jika 
ὲ  ganjilȟὶ σȠὶȟὲᶰᴓ
ὲ genapȟὶ ςȠὶȟὲᶰᴓ

         
 

Bukti:  

Untuk ‗ȟ ὛὩὲȟὶ χȠὲ ÇÁÎÊÉÌȟὶ ςȠὲȟὶɴ ᴓ telah dibuktikan pada 

subbab 3.1.1.  

Untuk ‗ȟ ὛὩὲȟὶ ςὶ ςȟὲ ὫὥὲὮὭὰ ȟὶ σȠὶȟὲᶰᴓ telah dibuktikan 

pada subbab 3.1.3 dan 3.1.5, dan untuk ‗ȟ ὛὩὲȟὶ ςὶ ςȟὲ ὫὩὲὥὴ ȟὶ

ςȠὶȟὲᶰᴓ telah dibuktikan pada subbab 3.1.2 dan 3.1.4, yang pembutianya sabagai 

berikut: Graf  ὛὩὲȟὶ yang terbentuk dari graf siklus ὅ dan graf lengkap ὑ . 

Terdapat ὩὭ ρȟςȟσȟȣȟὶ ρ adalah sisi dari ὑȟ ṖὛὩὲȟὶ, Karena setiap 

sisi pada graf bintang terhubung langsung maka pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf 

bintang mempunyai selisih 2 sedemikian sehingga ‗ȟ ὑȟ ςὶ ρ, karena 

terdapat dua graf ὑȟ  yang salah satu sisinya terhubung langsung, sehingga 

mengakibatkan nilai minimal label terbesar pelabelan sisi ὒςȟρ pada ὛὩὶȟὲ

ςὶ ς. Maka diperoleh  ‗ȟ ὲȟὶ ςὶ ς. 
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BAB IV  

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Hasil penelitian ini dapat disimpulkan bahwa nilai minimal label terbesar dari 

pelabelan titik dan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle ὛὩὲȟὶȠὲȟὶɴ ᴓ adalah 

Pelabelan titik  ὒςȟρ pada graf sparkle: 

‗ȟ ὛὩὲȟὶ

φ              jika  ὶ ς                                                 

 ὶ σ  jika ὲ ςὯȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ         
ὶ τ  jika  ὲ ςὯ ρȠὯ ςȟὶ ςȠὯᶰᴓ

 

Pelabelan sisi ὒςȟρ pada graf sparkle:  

‗ȟ ὛὩὲȟὶ
 χ            jika ὲ ganjilȟὶ ς                            

ςὶ ς    jika 
ὲ  ganjilȟὶ σȠὶȟὲᶰᴓ
ὲ genapȟὶ ςȠὶȟὲᶰᴓ

         
 

4.2 Saran 

Berdasarkan penelitian ini, maka bagi penelitian selanjutnya diharapkan 

dapat mengembangkan penelitian ini dengan mengunakan pelabelan ὒσȟςȟρ atau 

varian lain dari pelabelan ὒςȟρȢ 
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