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ABSTRAK 

Wijayanti, Hesti.2020. Kontrol Optimal Karbon Dioksida dan Nutrisi pada 

 Model Pertumbuhan Alga. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains 

 dan Teknologi, Universits Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

 Pembimbing: (I) Heni Widayani, M.Si (II) Juhari, M.Si. 

Kata Kunci: Kontrol Optimal, Model Pertumbuhan Alga, Prinsip Maksimum  

           Pontryagin, Aliran Karbondioksida, Aliran Nutrisi.   

 Model matematika pertumbuhan alga merupakan sistem persamaan 

differensial nonlinier biasa orde satu. Model ini merupakan model 

nonautonomous karena perubahan konsentrasinya bergantung pada waktu. Model 

matematika Pertumbuhan alga dipengaruhi oleh glukosa, nutrisi dan proses 

fotosintesis. Sedangkan pembentukan glukosa sendiri terdiri dari karbon dioksida 

dan air. Konsentrasi karbon dioksida yang berasal dari aliran karbondioksida dan 

konsentrasi nutrisi yang berasal dari aliran nutrisi, keduanya akan mempengaruhi 

konsentrasi alga.         

 Pada penelitian ini dibahas suatu analisis kontrol optimal dari model 

matematika pertumbuhan alga. Adapun fungsi tujuan yang ingin dicapai adalah 

memaksimumkan konsentrasi alga dengan variabel kontrolnya adalah aliran 

karbon dioksida dan aliran nutrisi. Penyelesaiannya dengan menerapkan Prinsip 

Maksimum Pontryagin. Dengan menggunakan prinsip ini, dari sebuah model 

matematika pertumbuhan alga dengan kontrol aliran karbon diksida dan aliran 

nutrisi akan diperoleh kondisi yang optimal dan juga mendapatkan persamaan 

state dan costate, yang kemudian disimulasikan menggunakan metode Runge 

Kutta orde 4.           

 Hasil simulasi menunjukkan adanya perbedaan ketika tanpa kontrol dan 

dengan kontrol. Konsentrasi alga setelah diberikan kontrol dengan bobot 

konsentrasi 0,3 sebesar 7,866  , -   ,sedangkan Konsentrasi alga setelah 

diberikan kontrol dengan bobot konsentrasi 1 sebesar 7,862  , -   . Jadi 

pertumbuhan alga ketika bobot konsentrasi 0,3 lebih besar 9% dibandingkan 

dengan nilai bobot konsentrasi 1. Sehingga pertumbuhan alga dapat maksimum 

dengan nilai bobot minimum. 
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ABSTRACT 

 

 

Wijayanti, Hesti. 2020. Optimal Control Carbondioxide and Nutrient Flow of 

 Algae Growth Model. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of 

 Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University 

 of Malang. Advisors: (I) Heni Widayani, M.Si (II) Juhari, M.Si. 

 

Keywords: Optimal Control, Algae Growth Model, Pontryagin Maximum 

 Principle, Carbondioxide Flow, Nutrition Flow.   

 

 The mathematical model of algae growth is a system of nonliniear 

ordinary differential equations of first order. This model is a nonautonomous 

model since its change of the concentration depends on the time changes. 

Mathematical models of Algae growth is influenced by glucose, nutrient and 

photosynthesis. While the formation of glucose itself consists of carbon dioxide 

and water. The concentration of carbon dioxide from the carbon dioxide flow and 

the concentration of nutrients from the nutrient flow will affect the concentration 

of algae.         

 This research discusses an analysis of optimal control of a mathematical 

model of algae growth. The objective function to be achieved is to maximize the 

concentration of algae by the control variables namely carbon dioxide flow and 

nutrient flow. The solution is by applying Pontryagin's Maximum Principle. Using 

this principle, a mathematical model of algae growth with control of carbon 

dioxide and nutrient flow will obtain optimal conditions and also get State and 

Costate Equations, which is then simulated using the 4th order Runge Kutta 

method.          

 The simulation results show a difference without control and with control. 

The concentration of algae after being given control with a concentration weight 

of 0.3 is 7.866   , -   , while the concentration of algae after being given 

control with a concentration weight of 1 is 7.862  , -   . Therefore the growth 

of algae when the concentration weight of 0.3 is 9% greater than the concentration 

weight of 1. Hence the growth of algae can be maximum with a minimum weight 

value. 
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 ملخص

 

انبحث . نموالطحالب نموذج في والتغرية الكربون أكسيد لثاني الأمثل التحكم. 2020. ٍْسخً ٌٔدٍاَخً

 انحكٕيٍت الإسلايٍت إبشاٍْى يانك ٕلاَاي دايعتبان ٔانخكُٕنٕخٍا، انعهٕو كهٍت ، انشٌاضٍاث قسىاندايعً. 

   .ًاخسخٍشان ،سياخْٕ (2) ًاخسخٍشان ،ًٌَأٌذا ًٍُْ (1:)انًششف. ًالاَحب

 أكسٍذ ثاًَ حذفق ، Pontryagin قصىنا يبذأ ًَٕانطحانب، ًُٕرجان ،انًثانً انخحكى: تاحيةالمف الكلمات

 .حشكتاَخقالانغذاء انكشبٌٕ،

 ْزا. انذسختالأٔنى يٍ غٍشخطٍت حفاضهٍت يعادلاث َْٕظاو هًُٕانطحانبن انشٌاضً ًَٕرج

 ًَٕانطحانب ٌخأثش انشٌاضٍت رجًَٕ. انٕقج حعخًذعهى حشكٍضِ حغٍٍشاث لأٌ ًسخقمانغٍش ًُٕرجانْٕ انًُٕرج

. ٔانًاء انكشبٌٕ أكسٍذ ثاًَ يٍ َفسّ اندهٕكٕص حكٌٍٕ ٌخكٌٕ بًٍُا. انضٕئً ٔانخًثٍم باندهٕكٕصٔانخغزٌت

حشكتاَخقال  يٍ ٔحشكبٌٕ كثافت انخغزٌت انكشبٌٕ أكسٍذ ثاًَ حشكتاَخقال يٍ انكشبٌٕ أكسٍذ ثاًَ كثافت

 انشٌاضً نهًُٕرج انًثهى انسٍطشة ححهٍم انبحث ْزا ٌُاقش. طحانبان كثافت عهىٌ سٍؤثش ٔكلاًْا ،انخغذٌت

            . انطحانب نًُٕ

 يخغٍشاث يع حذ أقصى إنى انطحانب كثافت صٌادة ًْ ححقٍقٓا حشخً انخً انًٕضٕعٍت انٕظٍفتايا 

 الأقصى انحذ يبذأ بخطبٍق انحم انًغزٌاث اَخقال حشكج انكشبٌٕ أكسٍذ ثاًَ حشكج اَخقال ًْ انخحكى

Pontryagin أكسٍذانكشبٌٕ ثاًَ فً انخحكى يع نًُٕانطحانب انشٌاضً انًُٕرج يٍ انًبذأ، ْزا باسخخذاو 

 state  سفشفث يعادلاث عهى انحصٕل ٔأٌضًا انًثهى انظشٔف عهى انحصٕل سٍخى ،اَخقال انغذٌت  حشكج

ٔ costate، ًطشٌقت باسخخذاو رنك بعذ يحاكاحٓا ٌخى ٔانخ Runge Kutta سحبت انشا بعت.  

 بعذ انطحانب كثافت كاٌ. انخحكى ٔيع ححكىانى ٔخٕدالاخخلاف فً حانخٓا  انًحاكاةحشٍشَخٍدت  

 إعطاءانخحكى بعذ انطحانب كثافت أٌ حٍٍ فً ،3  - ,  36.71كاٌ  0.3 كثافت بٕصٌ انخحكى إعطاء

 يٍ 7٪ أكبش 0.3 كثافت ٔصٌ ٌكٌٕ عُذيا انطحانب ًَٕ فئٌ نزا. 3  - ,  2..3كاٌ 1 كثافت بٕصٌ

 .انٕصٌ نقًٍت الأدَى انحذ يع أقصى بحذ انطحانب ًَٕ ٌكٌٕ أٌ ًٌكٍ بحٍث  .1 كثافت ٔصٌ بقًٍت يقاسَت
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 Indonesiarterkenalrsebagairnegararyangrbesar, baikmdari segi sumber 

daya alam maupun sumber daya manusianya. Denganlmeningkatnyalpertumbuhan 

populasi, kebutuhanaenergiajugaasemakinameningkat. Di sisi lain, cadangan 

energi saat ini terutama bahan bakar fosil menipis karena bahan baku 

pembuatanabahanabakarafosilajumlahnyaasemakinasedikit. Untuk mengatasi 

masalah tersebut, perlu dikembangkan suatu energi alternatif supaya kebutuhan 

energi negeri tetap terpenuhi. Pengganti bahan bakar yang bersifat terbarukan dan 

ramah lingkungan dapat diperoleh dari kekayaan alam yaitu biodiesel yang 

berasal dari minyak nabati mikroalga ataupun rumput laut. Secara umum potensi 

mikroalga untuk menghasilkan biodiesel sangat besar. Mikrolga memiliki 

kandungan minyak yang sangat tinggi, yaitu bisa mencapai 40-85% dari berat 

kering (Borowitzka,  1998),  bahkan dibandingkanadengan kelapa sawit yang 

selama ini menjadi icon utama biodiesel jauh lebih tinggi kandungan 

minyaknya.mKandunganmminyakmkelapamsawitmhanyalahm20%. Fakta ini 

memberikanmpeluangmyangmbesarmuntukmdapatmmengganti kebutuhan bahan 

bakar fosil yang berasal dari minyak bumi.       

 Dariabanyaknyaapenelitianauntukamencariapenggantiabahanabakarayang 

bersifataterbarukanadanaramahalingkungan, mikroalgaamempunyaiaprospek yang 

sangatabaikauntukadikembangkanasebagaiasalahasatu alternatif penghasil biofuel. 

Mikroalgaadipilihakarenaamemilikiakemampuanatumbuh dengan cepat, tidak 

memerlukan tempat yang luas dalam proses produksinya, serta kandungan minyak 



2 

 

 
 

pada alga juga lebih banyak dari yang lainnya. Kandungan dari tumbuhan 

mikroalga juga dapat dijadikan sebagai bahan makanan, kosmetik, dan bahan 

baku industri farmasi lainnya. Dilihat dari pengaruhnya terhadap lingkungan, alga 

memilikimkemampuanmuntukmmenyerapmkarbondioksida sehingga dapat 

mengurangimefekmrumahmkacam (Widjaja, 2009). Secaramekonomi, mikroalga 

dipilihmkarenamketersediaan serta biayamproduksinyamyangmcukupmrendah 

(Hossain dkk., 2008).     

 Beberapaapenelitianasebelumnyaapernahadilakukanaoleha (Brown, a2002; 

Skill, a2007; Patil dkk, a2008; Widjaya, a2009; Amini & Sugiono, a2009) tentang 

pemanfaatanamikroalgaasebagaiabahanabaku biodiesel. Selainadi bidangabiologi, 

adaapulaapenelitianatentangamikroalgaadalamabidangamatematika.aPenelitian 

pertama dilakukan oleh  (Thornton dkk, 2010) tentang model matematika 

pertumbuhan alga yang dibangun dengan memanfaatkan air limbah pabrik. Model 

matematika tersebut kemudian diselesaikan secara numerik sehingga diperoleh 

hasil panen dan intensitas cahaya pada alga dalam rentan waktu yang telah 

ditentukan. Sehubungan dengan adanya pemanfaatan mikroalga, salah satunya 

sebagai bahan bakar biodiesel, penelitian lain dilakukan oleh (Hajar,2015) tentang 

kontrol optimal pada pertumbuhan alga dengan mengendalikan laju 

karbondioksida. Kemudian oleh (Samsul,2017) tentang kontrol optimal pada 

pertumbuhan alga dengan pengenceran nutrisi, serta (Nailul,2015) tentang strategi 

pakan optimal pada pertumbuhan alga.      

 Alga merupakan salah satu jenis tumbuh-tumbuhan yang sangat 

bermanfaat bagi manusia. Secaraaekologisatumbuh-tumbuhanasebagaiaprodusen 

memilikiaperananayangasangatapenting. Kemampuanatumbuhan untuk mengubah 
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energiadari matahari berupaacahaya menjadiaenergi kimiantidakndapatndilakukan 

olehnorganismenlain. Perubahannini hanya dapat dilakukan dengan proses 

fotosintesis, nitupunnhanya berlaku untuk tumbuhannyangnmemilikinklorofil 

saja. Peristiwa transformasi energi yang terjadi inilah yang patut kita jadikan 

sebagai bahannrenungan. PerenungannakannkebesarannSangnPencipta serta 

perenungan untuk senantiasa melestarikan alam yang Tuhan sediakan. DalamnAl-

Quran, nbanyaknsekalinayatnyangnmenjelaskan manfaat tumbuhan bagi manusia, 

salah satunya adalah Surahn „Abasanayatn24-32. Jikandibacandarinterjemahan 

ayat-ayatntersebutnsudahnterlihatnbahwantumbuhannmemberikannmanfaatnserta 

perannpentingnterhadapnmakhluknhidup, nterutamanbaginmanusia. Dalamnhal 

tersebutnAllah SWT berfirman: 

“[24]Maka hendaklah manusia itu memperhatikan makanannya  [25]Sesungguhnya 

kamilah yang telah mencurahkan air melimpah (dari langit) 

[26]KemudiannKaminbelahnbumindengannsebaik-baiknya[27]Lalu di sana Kami 

tumbuhkannbiji-bijianndi buminitun [28] Anggurndannsayur-sayuran [29]Zaitun 

dannpohon kurma[30]Kebun-kebunn (yang) rindang [31]Dan buah-buahan serta 

rerumputan [31] Untuk kesenanganmu dan untuk hewan-hewan ternakmu” („Abasa:24-

32) 

Ayat diatas secarantidaknlangsungnmenjelaskannbahwantumbuhannitunsangat 

pentingndannkaya akan manfaatnbaginmanusia, nsertankeduanyanjugansaling 

membutuhkan. DalamnTafsirnIlminKemenagnayat-ayatnininditafsirkannsebagai 

berikut  “Ayat-ayatainiamemberitahukanabahwaaAllah menciptakanatumbuhan 

sebagaiasumberamakananabagiamanusiaadanahewan. Melaluiatumbuhan,atubuh 

manusiaadanahewanamendapatasemuaaelemenayangadiperlukanabagiaeksistensi 

biologisnya. Selanjutnya, Allah menciptakanaberagamarasa pada hasil tumbuhan 

yang dimakan itu” (Ilmi, 2011).      
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 Mengingat begitu banyak manfaat tumbuhan bagi kehidupan manusia, 

maka pada penelitian ini, dilakukan pengoptimalan pertumbuhan mikroalga 

dengan pengendalian optimal karbondioksida dan nutrisi dalamnbidang 

matematikandengannmenggunakannPrinsip Maksimum Pontryagin. Kamien 

(1991) menyatakan bahwa Prinsip Maksimum ( Maximum principle ) merupakan 

suatunkondisinsedemikiannsehinggandapat diperoleh penyelesaian kontrol 

optimalnyangnsesuaindenganntujuan.       

 Berdasarkan permasalahan tersebut, dalamnpenelitian ini penulis 

mengontrol aliran karbon dioksida dan aliran nutrisi pada model pertumbuhan 

alga dengan tujuan mendapatkan produksi alga yang maksimum dengan biaya 

produksi yang minimum.  

1.2 RumusannMasalah        

 Berdasarkannlatarnbelakang diatas, maka permasalahan dalam penelitian 

ini adalah  

1. Bagaimananmodel matematika pertumbuhannalgandengannkontrol ? 

2. Bagaimananpenyelesaiannkontrolnoptimalnpertumbuhan algandengannkontrol 

aliran karbon dioksida dan aliran nutrisi ? 

3. Bagaimana simulasi numerik model pertumbuhan alga dengan kontrol ? 

 

1.3 TujuannPenelitian         

 Berdasarkannrumusannmasalahndinatas, maka tujuan penelitian ini adalah 

1. Untuknmengetahuinmodel matematika pertumbuhannalga dengannkontrol. 

2. Untuknmengetahuinpenyelesaiannkontrolnoptimalnpertumbuhan alga dengan 

kontrol  aliran karbon dioksida dan aliran nutrisi. 
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3. Untuknmengetahuinsimulasinnumeriknmodelnpertumbuhannalgandengan 

kontrol. 

 

1.4 BatasannMasalah  

 Permasalahannyangnakanndibahasndalamnpenelitianninindibatasinsebagai 

berikut: 

a. Model pertumbuhan alga, airnya berasal dari industri pabrik sehingga memiliki 

kandungan nutrisi, tetapi komposisi dari kandungan nutrisi diabaikan. 

b. Alga diasumsikan hanya menghasilkan glukosa saja, energi lain yang dihasilkan 

seperti minyak dan glukosa yang lebih kompleks diabaikan. 

c. Model matematika pertumbuhan alga diperoleh dari referensi (Thornton dkk, 

2010). 

d. Nilai parameter diperoleh dari hasil eksperimen pada referensi (Thornton dkk, 

2010). 

e. Penyelesaian kontrol optimal menggunakan Prinsip maksimum pontryagin.   

 

1.5 Manfaat Penelitian  

 Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Memperolehnmodelnpertumbuhan alga dengannkontrolnyangndapatnditerapkan 

padanpenelitianndinlapangan. 

2. Menginformasikannsimulasinpertumbuhan alga dengannkontrolnmaupunntanpa 

kontrolnuntukndapatnmembantundalamnbidang pertanian. 

3. Sebagainreferensinuntuknpenelitiannlebihnlanjut. 
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1.6 MetodenPenelitian         

 Metodenyangndigunakanndalamnpenelitiannininmenggunakan pendekatan 

kepustakaannyangnmerujuknpadanbeberapanstudinliteraturnyangnberkaitanndan 

dibutuhkanndalamnmelakukannpenelitiannini. nSelainnitu, memepelajarinliteratur 

pendampingnberupanjurnal, buku,nartikelnataunreferensinlainnyangnberkaitan 

dengan penelitian. Secara umum langkah-langkah yang digunakan dalam 

penelitiannininadalahnsebagainberikut: 

1. Mendeskripsikan ModelnMatematika Pertumbuhan Alga 

Padaabagian ini akan dijelaskan alur pembentukan model matematika 

pertumbuhan alga mulai dari parameter, konstanta, serta keadaan sebelum diberi 

kontrol.           

2. Menentukan Formulasi Masalah Kontrol Optimal   

Menentukan masalah kontrol optimalndarinmodelnmatematika pertumbuhan alga 

yang meliputi batas kontrol, fungsi tujuan sertankondisinsyaratnbatasnyangnharus 

dipenuhi. 

3. MenentukannPenyelesaiannKontrolnOptimal 

Setelahndiformulasikannmasalah kontrol optimal, makanlangkahnselanjutnya 

yaitunpenyelesaian kontrol optimalndarinmodelnmatematika pertumbuhan alga 

dengannmenggunakannprinsip maksiumnpontryagin. 

Langkah-langkahnyangndilakukannpadantahapnininsebagainberikut: 

1. Menentukanamodeladenganakontrol. 

2. Menentukanafungsiatujuan. 

3. MenentukanafungsiaHamilton. 

4. Mencarianilai  ( ) yangaoptimaladengan 
  

  
|
    

  . 
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5. Menyelesaikanapersamaanastate dengan  ̇   
  

  
. 

6. Menyelesaikanapersamaanaco-stateadengan  ̇    
  

  
. 

7. Mensimulasikanasecaraanumerikauntukamengetahui pengaruhakontrol. 

4. Simulasi        

Penelitian sebelumnya, tahapan simulasi berdasarkan nilai awal dari setiap 

stateadanarentanawaktuayangatelahaditentukan. Alga dan glukosa  setelah 

diketahui nilai awalnya. Sama halnya konsentrasi nutrisi dan karbondioksida 

diketahui pula nilai awalnya. Kemudian dicari solusi numerik dari permasalahan 

kontrol optimal  pada model pertumbuhan alga dengan memanfaatkan persamaan 

state,  costate,  persamaan pengendali optimal serta kondisi-kondisi yang harus 

terpenuhi. Kemudian akan disimulasikannuntuknmelihat perilaku sistemnpada 

grafiknyangndihasilkan. 

5. Analisis Hasil Simulasi 

Pada tahap ini, jika hasil simulasi telah diperoleh yaitu berupa tampilan grafik, 

maka tahap selanjutnya adalah menganalisis hasil simulasi dan membuat 

pembahasan terhadap hasil simulasi. 

6. Penarikan Kesimpulanndan PemberiannSaran 

PenarikannKesimpulanndannPemberiannSaran terhadap simulasi dan pembahasan 

yang telah dilakukan sebelumnya serta pemberian sarannuntuknperbaikanndan 

pengembangannpenelitiannselanjutnya. 
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1.6 SistematikanPenulisan 

 Agarnpenulisannininlebihnterarahndannmudah dipahami, maka digunakan 

sistematikanpenulisannyangnterdirindarinempatnbab. Masing-masing bab dibagi 

kendalamnbeberapansubbabndengannrumusannsebagainberikut: 

BABnInPENDAHULUAN        

 Berisintentangnlatarnbelakang, nrumusannmasalah, ntujuannpenelitian, 

batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB IInKAJIANnPUSTAKA       

 Berisintentangnkonsep-konsepn (teori-teori) nyangnmendukungnbagian 

pembahasannsertanyangnberhubunganndalamnpenelitian. Konsep-konsep tersebut 

antaranlainnberisintentangndasar-dasar teori seperti sistem persamaan differensial, 

teorinkontrolnoptimal, nmetodenbedanhingga, metodenRungenKuttanorde 4, 

Alga dannmengkajinilmundalamnpandangannAl-Qur‟an. 

BAB III PEMBAHASAN        

 Berisintentang model pertumbuhan alga dengan kontrol beserta 

penyelesaiannya dan simulasi numeriknya beserta interpretasi grafik.   

BAB IV PENUTUP         

 Berisintentangnkesimpulanndari analisis dan berisinsaran-sarannuntuk 

pembacandannpenelitinselanjutnya. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Persamaan Differensial        

 Menurut Ault dan Ayres (1992), mengatakan bahwa persamaan 

differensial adalah persamaan yang di dalamnya terdapat turunan-turunan. 

Sedangkan persamaan differensial biasa (PDB) adalah sebuah persamaan yang 

memuat derivatif atau differensial dari satu atau lebih variabelnterikat 

terhadapnsatunataunlebihnvariabelnbebas, njikanhanyanmemuatnsatunvariabel 

bebasndisebutnpersamaanndifferensialnbiasa (Kartono,2012).   

  (     ̇  ̈  ⃛     )    dikatakannlinier jika  nadalahnlinierndan 

variabel-variabelnya adalah      ̇  ̈  ⃛ dan ( )   Secaranumum persamaan 

differensialnbiasanlinierndapatndiberikannsebagainberikut:   

          1

1 1 0

n n

n na t y a t y a t y a t y f t

      (2.1) 

MenurutnBaidurin (2012), npersamaann (2.1) merupakannpersamaan differensial 

orde- ndikatakannliniernjikanmemilikinciri-cirinsebagainberikut: 

a. Variabelaterikatadanaderivatifnyaahanyaaberderajatasatua (palingatinggi 

pangkatasatu). 

b. Tidakamengandungabentukaperkalianaantaraasebuahavariabelaterikat 

denganavariabelaterikatalainnya, atauaturunanayangasatu dengannturunan 

yang lainnyanataunvariabelnterikatndengannsebuahnturunan. 

c. Variabelnterikat   bukannmerupakannfungsintransenden.  

  Dimisalkan bahwa koefisien-koefisien   ( )     ( )     ( ) dan fungsi 

 ( ) merupakannfungsi-fugsinyangnkontinunpadanselang    Jika fungsi  ( )    
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makanpersamaan (2.1) disebutnpersamaannhomogen. Jikanfungsi  ( )    

makanpersamaan (2.1) ndisebut persamaannnon homogennatau tak homogen. Bila 

semua koefisien   ( )     ( )     ( ) adalahsuatu konstanta, maka persamaan 

(2.1) disebutnpersamaannliniernkoefisiennkonstanta, njikansemuanvariabelnya 

berupanfungsinmakandisebutnpersamaannliniernkoefisiennvariabel.   

 Sistem persamaan differensial biasa berdimensi   adalah sistemayang 

terdiriadari   persamaanadifferensialabiasaadengan   fungsi yang tidak diketahui 

di mana           Bentuknumumnsistemnpersamaanndifferensialnbiasa linier 

orden1nberdimensin  adalah 

  
     ( )      ( )        ( )     ( ) 

  
     ( )      ( )        ( )     ( ) 

         

       '

1 1 2 2n n n nn n nx a t x a t x a t x f t      (2.2) 

Bentuknpersamaan (2.2) dapat ditulisnsecaransingkat sebagai 

  
   ∑    ( )     ( ) 

 
               

atau dala m bentuk matriks sebagai  

  ⃗

  
   ⃗   ⃗( )  

dengan    ⃗⃗⃗   [

  

 
  

]     [

       

   
       

], dan  ⃗⃗   ⌊
  

 
  

⌋ 

  

 sistemndarinduanpersamaan differensial taknlinierndengannduanfungsi 

yangntidakndiketahuinberbentuk: 
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  ,x ax by F x y       

 ( , )y cx dy G x y     (2.3) 

dengan         (Finizio dan Ladas, 1988). 

2.2 Kontrol Optimal        

 Tujuanautamaadariapermasalahanakontrolaoptimalaadalahamencarianilai 

kontrol  ( ) yangaakanadiprosesadalamasistem dinamik dan memenuhi konstrain 

atau kondisi fisik, denganntujuannmemaksimumkan ataunmeminimumkannfungsi 

tujuan. Kontrolapadaasaatakeadaanadan waktuayangasamaadapataditentukan nilai 

optimal berdasarkan fungsi tujuan (fungsi objektif) yang diberikan. Formulasi 

masalahakontrol optimalaterdiriadariadeskripsiasecaraamatematisasuatu sistem 

atau model, menentukan fungsi tujuan dan kendala atau syarat batas yang berlaku. 

Secaranumum, nmasalahnkontrol optimalndiformulasikannsebagainberikut:  

         
0

Φ ,   ( ,  ,   

ft

f

t

J u t x t L x t u t t dt     (2.4) 

Misalkan suatu sistem dinamik dinyatakan oleh persamaan berikut : 

( ) ( ( ), ( ), )x t f x t u t t  

Dengan kondisi batas  (  )     dan  (  )     serta  ( ) yang menyatakan 

pengendali keadaan pada waktu t. (Hajar, 2015) 

2.2.1 Persamaan State dan Variabel Kontrol     

 Stateasistemadinamikaadalah  ( )  ( )   ( )     ( ) yang apabila 

diberikan nilainya pada waktu      maka nilainya dapat ditentukan pada     . 
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Stateasuatuasistemakontinuapadaawaktu   dinyatakanadalamabentuk sistem 

persamaan differensial yaitu  ̇   (   ( )  ( ))      

 Variabel kontrol  ( ) yaitunvariabelnyangnmempengaruhinsuatunstate  

yangndapatndikontrolkan. Dengan  ( )    untuk setiap   ,   - dengan  

  * ( )      +  (Tu, 1983).       

2.2.2 FungsinTujuan (Indeks Performansi)     

 Fungsi tujuan yang dioptimalkan dalam masalah kontrol optimal secara 

umum dapat didefinisikan dalam tiga bentuk berbeda, yaitu dalam bentuk 

Lagrange, Mayer, dan Bolza. 

1. Fungsi Tujuan Bentuk Lagrange      

  Fungsi tujuan bentuk Lagrange memiliki integral. Fungsiaini 

mengintegralkanafungsiayangamemuat variabel keadaaan   dan kontrol 

  pada waktu   dari waktu awal    hingga waktu akhir     Fungsi tujuan 

dalam bentuk Lagrange tersebut yaitu: 

  ( )   ∫  (     )

  

  

    

dengan            

2. Fungsi Tujuan Bentuk Mayer      

  Fungsi tujuan dalam bentuk Mayer tidak memiliki bentuk integral, 

melainkan suatu fungsi yang memuat variabel keadaan   dan titik akhir dari 

domain variabel keadaan tersebut. Olehakarenaaitu, fungsi tujuan ini dapat 
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juga dipahami sebagai masalah mengoptimalkan waktu akhir. Fungsi tujuan 

bentuk mayer yaitu: 

  ( )   .    (  )/ 

dengan          

3. Fungsi Tujuan Bentuk Bolza      

  FungsiatujuanabentukaBolzaamerupakanakombinasialinieradari 

LagrangeadanaMayer. Olehakarenaaitu, afungsiatujuan dalam bentuk 

Bolza merupakanaintegraladariafungsiayangamemuatavariabelakeadaan 

  dan kontrol   pada waktu   ditambah dengan suatu fungsi yang memuat 

keadaan   pada waktu akhir   . Fungsi tujuan dengan bentuk Bolza 

tersebut yaitu sebagai berikut; 

  ( )   ∫  (     )    

  

  

.    (  )/ 

2.2.3 FormulasinMasalahnKontrolnOptimal   

 Diberikannmasalahnkontrolnoptimalnsebagainberikut. 

Minimumkan/maksimumkan :  ( )   ∫  ( ( )  ( )  )  
 

 
 

Kendala   :  ̇   (   ( )  ( )) 

 ( )     dan  ( )      ( )    * ( )      + untuk setiap   

,   - variabel kontrol  ( ) mencapai optimal dilambangkan dengan   ( )  
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Selanjutnya   ( ) disubstiturikan kendalamnpersamaannstate kendala dan 

didaptkan state yang optimal   ( ) (Lenhart, 2010). 

2.2.4 Fungsi Hamiltonian        

 Variabel co-state yang dilambangkan dengan  ( ) dilibatkan dalam 

masalahakontrolaoptimalamelaluiasuatuafungsiaHamiltonianayangadidefinisikan 

sebagai: 

     
1

, ,   , ,
n

k k

k

H f x t u t g t x u


   

          1 1        , , , , , ,  n nf x t u t g t x u t g t x u      (2.5) 

DenganaHamerupakanafungsiaempatavariabelayaitu , ,t x u  dan    sedangkan   

adalahafungsiatujuanayangadioptimalkanadan g  merupakannpersamaannstate 

(Chiang, 2005) 

2.2.5 PrinsipnMaksimumnPontryagin      

 PrinsipaMaksimumaPontryagin merupakan prinsip penting dalam 

menyelesaikanamasalahakontrolaoptimalakarenaaprinsipainiamenyatakanakondisi 

yangadiperlukanaagaradiperolehasolusi yangaoptimaladenganakontrola(  ) yang 

dapatamemaksimumkanafungsiaHamiltonian (H) pada saat  . Selainamemuat 

variabel kontrol     juganmemuatnvariabelnstatendannvariabel co-state , prinsip 

maksimum pontryaginnmenyatakan bahwa   dan   akannberubah terhadap waktu, 

baik memalui persamaannstatenmaupunnco-state. Berdasarkannpersamaannfungsi 

Hamiltonian, persamaannstate dapat dinyakatannsebagai 

 ( , , )
H

x g t x u



 


  (2.6) 
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 Sebaiknya variabelnco-statentidakntampakndalamnpersamaannstate tetapi 

variabelatersebutamunculasebagaiabagianadariapersamaanafungsiaHamilton yang 

hanyanberfungsinsebagainsuatunkondisinoptimasi. Persamaannco-state dapat 

dinyatakannsebagai  

    
d H

dt x





 


  (2.7) 

 Perhatikanabahwaadenganaadanyaaduaaturunanayaituapersamaan (2.6) 

dan (2.7) makaauntukamenentukanasolusiaoptimaladiperlukanaduaakondisi batas. 

Jikandiberikannnilainawal  ( ) dan nilainakhir  ( ) makandapatnlangsung 

ditentukan  ( ) dan  ( )  tetap jikantidakndiberikannkondisinakhir makansuatu 

kondisinyangndisebutnsebagainkondisi transversal yaitu  ( )    harus 

digunakan sebagai pengganti kondisi akhir.       

 Denganndemikianndapatndiperolehnbeberapankomponenndalamnprinsip 

maksimumnpontryagin yaitu 

i.  (        )   (       )    untuk setiap   ,   - 

ii.  ̇   
  

  
     (persamaan state) 

iii.  ̇    
  

  
     (persamaan co-state) 

iv.  ( )        (kondisi transversal) 

 Kondisi (i) menyatakan bahwa kontrol opptimal dari   ( ) dalam setiap 

waktu   harus ditentukan agar dapat meminimumkan fugsi Hamilton untuk setiap 

yang memenuhi   ( )  Pada kasus tertentu yaitu jika fungsi Hamilton dapat 

diturunkan terhadap   maka kondisi (i) dapat diganti oleh    
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 0
H

u





  (2.8) 

Kondisi (ii) dan (iii) dalam Prinsip Maksimum Pontryagin merupakan sistem 

Hamilton. Kondisi (iv) adalah kondisi transversal yangs esuai untuk masalah 

kondisi akhir yang tidak diberikan (Chiang, 2005).  

 

2.3 MetodenBedanHingga 

 Suatuateoriasederhanaamengenaiahampirananumerikauntukadapat 

diperolehnmelaluinekspansinderetnTaylorndari  (   ) nsekitar  : 

         
2 3

 
2! 3!

h h
f x h f x hf x f x f x         

Pengurangan  ( ) dariakeduaasisi danamembagiakeduaasisiadenganaukuran 

langkah   menghasilkan 

  
   

     
2

1 ,  
2! 3!

f

f x h f x h h
D x h f x f x f x

h

 
         

   .f x O h     (2.9) 

Dengan  ( ) nmenyatakan suatu galatnpemotongan yangnsebandingndengan   

untukn| |     Darinsini, didapat hampirannbedanmaju (forwardndifference 

approximation) untudan k   ( ) 

  
   

1 ,  f

f x h f x
D x h

h

 
   (2.10) 
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Yang memiliki galatnsebandingndengannukurannlangkah  natau ekuivalen 

dengan orde dalamn          

 Berikutnya,dengan mensubstitusikan    utnuk   dalam persamaan di atas 

diperolehnhampirannbeda mundurn (backward difference approximation) untuk 

  ( ) 

   (   )   
 ( )   (   )

 
 

  Untuknmenurunkannrumus  hampiran lain untuk turunan pertama, diambil 

deretnTaylorndari  (   ) ndann (   ) sampainordenkelima: 

 (   )   ( )     ( )  
  

  
   ( )  

  

  
    ( )  

  

  
     ( )

 
  

  
      ( )

   

 (   )   ( )     ( )  
  

  
   ( )  

  

  
    ( )  

  

  
     ( )

 
  

  
      ( )

    

dannmembaginselisihnantarankeduanpersamaanndengann  nuntuknmendapatkan 

hampirannbedanpusat (centralndifferrencenapproximation) nuntuk   ( )  

 
   

     
2 4

1 ,    
2 3! 5!

f

f x h f x h h h
D x h f x f x f x

h

 
  


      

                ( ) ( )f x O h     (2.11) 

 yangnmempunyaingalatnsebandingndengann  , serupandengan persamaan (2.10) 

(Chapra dan Canale, 1985).  
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2.4 Metode Ruge Kutta Orde 4       

 MetodeaRungeaKuttaaberusahaamencapaiaderajataketelitianayangalebih 

tinggi, adenganacaraamengevaluasiafungsi  (   ) padaatitikaterpilihapadaasetiap 

subselang. Untuk persamaan     (   )  (  )      membentuk aproksimasi 

   terhadap  (     ) untuk   tetap dan utnuk             dengan 

menggunakan rumus rekursi  

         
 

 
(              ) 

dimana 

     (     )  

     (   
 

 
    

 

 
  )  

     (   
 

 
    

 

 
  )  

     .   
 

 
    

 

 
  /   

(Conte dan Boor, 1993) 

 MenurutaNovitasaria (2013), untukapenyelesaianasistemapersamaan 

differensialamenggunakanametodeaRungeaKuttaaorde 4 seperti berikut: 

Misalnyandiberikannsistemnpersamaanndifferensial  

 , , , ,
dS

f t S I R C S SI C
dt

          

   , , , ,  
dI

g t S I R C SI CI I
dt

          
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     , , , , 1
dR

i t S I R C CI I R
dt

            

   , , , ,
dC

j t S I R C R CI C
dt

          

Integrasinnumerik dari persamaan dengan metode Runge Kutta orde 4 dinyatakan: 

 1 1 2 3 4

1
2 2

6
n nS S m m m m        

dengan:        (     ) 

         (   
 

 
    

 

 
  )  

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

        
 

 
(             )  

dengan        (     ) 

         (   
 

 
    

 

 
  )  

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

        
 

 
(             )  

dengan:        (     ) 

         (   
 

 
    

 

 
  )  

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

        
 

 
(             )  
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dengan:        (     ) 

         (   
 

 
    

 

 
  )  

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

         (   
 

 
    

 

 
  ) 

dengan   adalah langkah waktu.  

 

2.5  Alga          

 Algaamerupakanaorganisme yang dianggap sebagai nenek moyang 

tumbuhanasaat ini. aAlgaamemilikiabeberapaakarakteristikayangajugaadimiliki 

olehatumbuhanasaatainiasepertiapigmenaklorofil. Algansecaranmorfologindapat 

terbaginmenjadinduangolongannyaitunmikroalga (alga dengan ukuran 

mikroskopis) ndannmakroalga (alganberukurannmakro). Namun, nsecaranspesifik 

bentukntubuhnbesertanukurannyantidaknakannsamanpersis dengan tumbuhan dan 

ukuranntubuhnyansekalipunndalamnbentuknmakro tidakndapat dilihat dengan 

matantelanjang. Ciri lainnyanpadanalganadalahntidaknmemilikinakar, batang, dan 

daunnsejati. Tubuhnsepertininindinamakanntalus. Itulahnsebabnyanalgantidak 

dapatndigolongkannsebagaintumbuhann (plantae).   

2.5.1 Mikroalga 

 Mikroalgaamerupakanatumbuhanahalusayangaberklorofiladanamemiliki 

pigmenatumbuhanayangadapatamenyerapacahayaamatahari melalui proses 

fotosintesis. Keanekaragamanamikroalgaasangat tinggi, diperkirakan ada sekitar 

200.000-800.000 spesiesamikroalgaaadaadiabumi. Dariajumlahatersebutnbaru 

sekitar 35.000nspesies sajanyang telahndiidentifikasi. Beberapa contohnspesies 

mikroalgandi antaranyanyaitu Spirulina, nNannochloropsis sp., nBotryococcus 
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braunii, nChlorella sp., nNitzschia sp., dannlain-lain. Sel-selnmikroalgantumbuh 

dannberkembang padanmedia air, sehingganmempunyai tingkatnefisiensi yang 

lebih tinggindalam hal penggunaannair, karbondioksida, ndan nutrisi lainnyanbila 

dibandingkan denganntanaman tingkatntinggi (Widjaja, 2009).   

 Mikroalgaamerupakanamikroorganismeayangadapatadigunakanasebagai 

bahanabakuabiofuel. Beberapanbiofuel yang dapat dihasilkan dari mikroalga yaitu 

hidrogen, nbiodieseln (yangndiperolehnmelalui proses transesterifikasi), bioetanol 

(yangndiperoleh melaluinproses fermentasi), dannbiogas. Namun demikian, ada 

beberapa hal penting terkait denganapemanfaatanamikroalgaasebagaiabahan baku 

biofuel, yaitunproses produksinmikroalga, prosesnpemanenannmikroalga, dan 

prosesnkonversi biomassanmenjadi biofuel (Skill, 2007)    

 Mikroalga juga memiliki kelebihan dibandingkan tanaman pangan lainnya 

untuk dimafaatkan sebagai bahan baku biofuel, yaitu pertumbuhan yang cepat, 

dapatamenggunakanaairatawaraatauaairalaut, akonsumsi air dalam jumlah sedikit, 

tidak berkompetisi dengan bahan pangan, biaya produksi yang rendah serta 

produktifitas tinggi. Mikroalganumumnya berselnsatu ataunberbentuk benang, 

sebagai tumbuhan dan dikenalnsebagainfitoplankton. Karena mikroalga 

merupakan organisme mikroskopis yang berklorofil. Dewasanini fitoplankton 

telahnbanyak dimanfaatkannuntuk berbagainkeperluan manusia antara lain (Hajar, 

2015): 

a. Bidangnperikanan        

Sebagai makanan larva ikan, dilakukan melalui isolasi untuk 

mendapatkanasatuaspesiesatertentu, misalnyanSkeletonema. Kemudian 
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dibudidayakannpada bak-bak terkontrolnpadaausahaapembibitan ikan 

untuknkeperluan makanannlarva ikan.  

b. Industri farmasi dan makanan suplemen    

Fitoplanktonamempunyaiakandungananutrisiayang tinggi digunakan 

sebagai makanan suplemen bagi penderita gangguanapencernaanadan 

yangnmembutuhkan energintinggi. Contohnproduk yangnberedar dari 

jenisnChlorella. 

c. Pengolahannlimbah logamnberat      

Dalamapengolahanalimbahalogamaberat, afitoplanktonadapatadigunakan 

untukamengikatalogamadariabadan air danamengendapkannya pada dasar 

kolam,  Sehinggaalogam dalam air menjadi berkurang. 

d. Sumbernenergi alternatifnbiodiesel     

Biomassanmikroalga selainnmengandungnprotein, karbohidatndan vitamin 

juganmengandungnminyak. Bahkannjenis mikroalgantertentu, misal 

Botryococcu braunii memilikinkandungan minyaknyang komposisinya 

miripnseperti tanaman daratndengan jumlah yangnlebih tinggi bila 

dibandingndengan kandungannminyak pada kelapa, njarak dansawit.  

 

2.6 Model Matematika Pertumbuhan Alga     

 DiaIndonesiaaterdapat enamapabrik pupukaurea dengan karakteristik 

limbah cair yang mengandung (   )    (Urea) dan       (Amonia-

Nitrogen), tetapialimbahacair pabrik urea dapat menimbulkan kerusakan 

ekosistemabadanaairayangasangataseriusa (Hajar,2015). Penanganan yang telah 

dilakukannyaituaproses nitrifikasiadan denitrifikasiaheterotikakolamaterbuka atau 
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ditampung didalam kolam besar sehingga terjadi pelepasan amonia ke udara. 

Tetapiahalatersebutatidakamemberikanabanyakamanfaat, hanya menambah biaya. 

Adaacaraayangalebihamenguntungkanayaituadenganabudidaya tumbuhanaalga 

jenis Chlorophyta. Alga tersebutamerupakanamikrobaaautotrofayang mampu 

memanfaatkan (   )    (Urea) dan       (Amonia-Nitrogen) sebagai 

sumber nitrogen dan sumber karbon (faradilla, 2012).     

 Padaasuatuakolamabudidaya alga Chlorophyta, pertumbuhan alga 

dipengaruhiaolehaduaafaktor, ayaituakarbonadioksida ( ) dan nutrisi ( ). 

Karbon dioksida dipompa ke dalam air dan berubah menjadi glukosa melalui 

fotosintesis. Kemudiananutrisiadalamaairayangamengandung nitrogen dan karbon 

bergabung untuk membantu proses pertumbuhan dan perkembangbiakan alga. 

Selanjutnyaaalgaadanaglukosaayangatersimpanadiasumsikan berkurangadengan 

adanyaakematianadanahasilapanen. Untukamenjagaamodelasederhana, komposisi 

nutrisiadiabaikan. aSertaaenergiatidakahanyaabisaadisimpan dalam glukosa, tetapi 

jugaasebagaiaglukosa yang lebih kompleks dan minyak. Selanjutnya,pertumbuhan 

alga dapat diilustrasikan pada Gambar 2.1 

kolam budidaya alga Chlorophyta 

   

           https://biodieselmagazine.com/petroalgae  

   Gambar 2.1 ilustrasi pertumbuhan alga dari karbon dioksida dan nutrisi 

 Produksi alga dimodelkan dengan konsentrasi alga ( ), nutrisi ( )  

glukosa ( ) dan karbon dioksida ( ) di kolam. Dengan asumsi bahwa kolam 

C S 𝐶𝑂  dipompa 

𝑢  

Panen dan 

kematian 

fotosintesis 

Aliran air yang 

masuk 

𝑢  

M

https://biodieselmagazine.com/petroalgae
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teradukadenganabaikadanapertumbuhan alga sangat lambat, konsentrasi-

konsentrasi di atas bersifat independen dari semua variabel spasial dan hanya 

bergantungadenganawaktu    Lajuakarbondioksida danalaju nutrisiaadalam kolam 

dilambangkan dengan    dan   .        

 Algaabaru ( ) diproduksiadiadalamaalgaayang ada (    ( )) dari 

nutrisi dan glukosa, di mana    adalah konstanta pertumbuhan biomassa  dan 

  ( ) menunjukkanakonsentrasianutrisi dalam sel.  „Tingkat  kematian‟ (  ) dan 

dipanen (  ) mengurangi jumlah produksi alga ( (     ) ). Sehingga 

parameter alga kering dapat dimodelkan sebagai berikut  

    A m r rA f M S D h A             

Selanjutnya, akarenaaalgaadiproduksiadarianutrisi, dimana    adalah konstanta 

pertumbuhan biomassa. Hal ini mengurangi jumlah nutrisi (       ( ) ) dari 

prosesapertumbuhanaalga pada gambar 2.1. Sehingga parameter nutrisi dapat 

dimodelkan sebagai berikut 

 2  A mM k f M S  

Glukosa ( ) aakanabertambahaketikaakarbon dioksida (C) dikalikan dengan 

konstantaafotosintesisa (  ) danaakanaberkurangaketikaanutrisiaberubahamenjadi 

alga (       ( )  ). Alga iniasedangakelaparanapada „tingkat  kematian‟ (  ) 

dan dipanen (  ), yangakeduanyaamengurangiajumlahaalgaadanaglukosaayang 

tersimpan di dalam alga( (     ) ). Sehingga parameter glukosa dapat 

dimodelkan sebagai berikut  
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    3  s A m r rS C k f M S D h S          

Selanjutnya, aglukosaayangadiproduksia(   ) dariakarbonadioksida, adimana    

adalahakonstan. aHalainiamengurangi jumlah karbon dioksida (      )   Dari 

proses fotosintesis oksigen 

          (    )      

Sehingga parameter karbondioksida dapat dimodelkan sebagai  

 
1  sC k C         

Diasumsikan bahwa konsentrasi nutrisi dalam sel jenuh           , -    

dan setengah jenuh diperoleh ketika nutrisi diluar         , -     Maka 

  
 

m max

turn

M
f M

M M


 
  

 
  

Sehingga persamaan (2.1) – (2.4)   

 
 

A max r r

turn

M
A S D h A

M M
 

 
   

 
   (2.12) 

2 
 

A max

turn

M
M k S

M M
 

 
  

 
   (2.13) 

 3  
 

s A max r r

turn

M
S C k S D h S

M M
  

 
    

 
  (2.14)   

1  sC k C    (2.15) 

(Thornton, 2010) 
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penjelasan variabel dan parameter sebagai berikut:     

  Tabel 2.1 Keterangan Variabel dan parameter 

Parameter Satuan Keterangan 

   , -    Konsentrasi alga 

   , -    Konsentrasi nutrisi 

   ,(    ) - 
   Konsentrasi glukosa 

   ,   - 
   Konsentrasi karbondioksida 

      , -    Konsentrasi nutrisi maksimal dalam alga 

       , -    Setengah konsentrasi konstan 

  ( )    3 1

2g CO m day 
  Laju karbon dioksida 

  ( )  , -         Laju nutrisi 

         Tingkat panen alga 

         Tingkat kematian alga 

    ,(    ) -
        Konstanta pertumbuhan biomassa 

    ,   -
        Konstanta fotosintesis 

    ,(    ) -
   Tingkat perubahan     menjadi (    )  

    ( ) ( )   Tingkat perubahan nutrisi menjadi alga  

    ((    ) ) ( )   Tingkat perubahan (    )  menjadi alga  

 Selanjutnyaaakanadimodelkanasuatuafungsiatujuan (performance index) 

yangamenyatakanabanyaknyaaalgaayangadiproduksiadanabiayaaproduksi. Tujuan 

dari kontrol    dan    adalah untuk memaksimumkan produksi alga dengan 

meminimumkan kontrol. Berdasarkan fakta bahwa hubungan antara biaya 

produksi (  ( )   ( )) dengan banyaknya alga kering yang dihasilkan memiliki 

hubungan yang tidak linier, sehingga fungsi biaya dimodelkan non linier dan 
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dipilih fungsi kuadratik (  ( )
    ( )

  ).      

 Berdasarkan uraian diatas dapat dirumuskan fungsi biaya adalah 

( 
 

 
   ( )

    
 

 
   ( )

 ) dengan D adalah nilai bobot dalam aliran karbon 

dioksida dan N adalah nilai bobot dalam aliran nutrisi,    adalah adalah waktu 

awal, dan    adalah waktu akhir. Dari pembahasan diatas diperoleh fungsi 

tujuannya sebagai berikut:   

       
0

2 2

1 2 1 2

1 1
,      

2 2

ft

t

J u u A t Du t Nu t dt
 

   
 
  (2.16) 

 ( ) adalah variabel kontrol dan variabel keadaannya adalah    ⌈

 
 
 
 

⌉ 

Diasumsikan nilai awal seluruh populasi bernilai positif  

 (  )  (  )  (  )  (  )    dannkondisi batas model pertumbuhan alga 

dengannkontrol yaitu         dengan     ( )    dan     ( )      

batasntersebut menandakannbahwa waktunawal dari diberinpengontrol  (  ) 

sampainwaktu akhirnsetelah diberinpengontrol. 

 

2.7 Proses Penciptaan Tumbuhan dalam Al-Quran  

1. Proses penciptaan tumbuhan       

 Hubungan surah Abasanayat 24-32 dengannayat-ayat yangnlainnya masih 

berkaitan. Seperti dalam Q.S al-Baqoroh:22. 
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 “ Dialah yang menjadikan bumi sebagai hamparan bagimu dan langit sebagai atap dan 

Dia menurunkan air (hujan) dari langit, lalu Dia menghasilkan dengan hujan itu segala 

buah-buahan sebagai rezki untukmu; karena itu janganlah kamu mengadakan sekutu-

sekutu bagi Allah, padahal kamu mengetahui.” 

Q.S An-Nahl:69. 

“Kemudiannmakanlah dari tiap-tiap (macam) buah-buahan dan tempuhlah jalan 

Tuhanmu yang telah dimudahkan (bagimu). Darinperut lebah itu keluar minuman  

(madu) yang bermacam-macam warnanya, di dalamnya terdapat obat yang 

menyembuhkan bagi manusia. Sesungguhnya pada yang demikian itu benar-benar 

terdapat tanda (kebesaran Tuhan) bagi orang-orang yang memikirkan.”   

    

Q.S Yunus:24. 

“Sesungguhnyanperumpamaan kehidupanndunia itu, seperti air (hujan) yang 

Kaminturunkan darinlangit, laluntumbuhlah dengannsuburnya karenanair itu tanam-

tanamannbumi, di antaranyanada yang dimakannmanusia dannbinatang ternak.“ 

Q.S Thaha:53-54. 

“[53]Yang telah menjadikan bagimu bumi sebagai hamparan dan yang telah menjadikan 

bagimu di bumi itu jalan-jalan, dan menurunkan dari langit air hujan. Maka Kami 

tumbuhkan dengan air hujan itu berjenis-jenis dari tumbuh-tumbuhan yang bermacam-

macam.[54]Makanlah dan gembalakanlah binatang-binatangmu. Sesungguhnya pada 

demikian itu, terdapat tanda-tanda kekuasaan Allah bagi orang-orang yang berakal.” 

       

 Dari beberapaaayatatersebutamemberikan isyarat bahwa interaksi 

tumbuhanadenganamakhlukahidupalainasepertiahewanadanamanusia. aUntukaitu 

ekologiamemberiakedudukanapadaatumbuhanasebagaiaprodusenadan hewan atau 

tumbuhan sebagai konsumen. Imron Rossidy (2008) mengatakanasecaraaekologis 

tumbuh-tumbuhanasebagaiaprodusenamemilikiaperanayang sangat penting. 

Kemampuan tumbuhanauntuk mengubahaenergi dariamatahari berupaacahaya 
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menjadiaenergiakimia tidakadapatadilakukan olehaorganismealain. Perubahan itu 

hanyaadapatadilakukanaolehatumbuhanamelaluiaproses fotosintesis, itupun hanya 

bisa dilakukan oleh tumbuhan yangnmemiliki klorofil. Peristiwantransformasi 

energinini adalahnfenomena alamnyang patut untukndijadikan bahannrenungan. 

Perenungan akannkebesaran SangnPencipta dan perenungannbetapa pentingnya 

pelestarian alam termasukntumbuhan. Atasndasar itunmempelajarinekologi 

tumbuhannmerupakan keharusannbagi manusia, sebagaimanankewajibannya 

untuk melestarikannalam agar dapatnmelaksanakan tugasnsebagai khalifah di 

mukanbumi.  
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BAB III 

PEMBAHASAN  

  

 Pada babnini akanndibahas penyelesaiannkontrol optimal karbondioksida 

dananutrisiapadaamodelapertumbuhanaalga. Padaapenyelesaianakontrolaoptimal 

di sini, aakan digunakanaPrinsipaMaksimumaPontryagin. Selanjutnya, nmodel 

disimulasikannmenggunakannmetode numerik. 

3.1 Mendeskripsikan Model Matematika Pertumbuhan Alga dengan Kontrol 

  Tujuanakontrolaoptimalapadaamodelapertumbuhanaalga yaitu untuk 

memaksimumkankan pertumbuhan algaadengan meminimumkan kontrol (aliran 

karbon dioksida dan aliran nutrisi) sehingga meminimumkan pula biaya produksi 

alga. Untuk menyelesaikan kontrol optimal dari modelatersebut akan digunakan 

Prinsip Maksimum Pontryagin. Dalam modelnpertumbuhannalga 

akanndisubstitusikan variabelnkontrol (  ( )) berupa aliran karbondioksida dan 

kontrol (  ( )) berupa aliran nutrisi. Variabel kontrol (  ( )) dan (  ( )) akan 

memaksimumkan pertumbuhan alga sehingga produksi alga semakin meningkat. 

Berdasarkan hal tersebut, nmaka modelnpertumbuhannalga dengan 

variabelnkontrol dapat dituliskan sebagai berikut: 

 
 

A max r r

turn

M
A S D h A

M M
 

 
   

 
  (3.1)    

 2 2 
 

A max

turn

M
M k S u t

M M
 

 
  

 
  (3.2) 

 3  
 

s A max r r

turn

M
S C k S D h S

M M
  

 
    

 
 (3.3) 
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 1 1  sC k C u t    (3.4) 

 Selanjutnyaaakanadimodelkanasuatuafungsiatujuan (performance index) 

yangamenyatakanabanyaknyaaalgaayangadiproduksiadanabiayaaproduksi. Tujuan 

dari kontrol    dan    adalah untuk memaksimumkan produksi alga dengan 

meminimumkan kontrol ( aliran karbon dioksida dan aliran nutrisi) sehingga dapat 

diasumsikan dapat meminimumkan biaya produksi alga. Berdasarkan fakta bahwa 

hubungan antara biaya produksi  1 2u ( ),u ( )t t  dengan banyaknya alga yang 

dihasilkan memiliki hubungan yang tidaknlinier, sehingganfungsi 

biayandimodelkan non linier dan dipilihnfungsi kuadratikn  1 2

2 2u ( ) ,u ( )t t . 

  Berdasarkan uraian diatas dapat dirumuskan fungsi biaya adalah 

   1

2 2

2

1 1
 , 

2 2
Du t Nu t

 
  
 

dengan   adalah nilai bobot dalam aliran karbon 

dioksida dan   adalah nilai bobot dalam aliran nutrisi. Nilai 
1

2
 menunjukkan 

bobot dari    dan    adalah sama. Persamaan tersebut bernilai negatif (-) karena 

tujuan dari fungsi tujuan (index performance) adalah mencari nilai maksimum, 

maka dipilih suatu persamaan kuadrat dengan nilai variabel kurang dari nol ketika 

diturunkan sebanyak dua kali.    adalah adalah waktu awal, dan    adalah waktu 

akhir. Dari pembahasan diatas diperoleh fungsi tujuannya sebagai berikut:  
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2 2
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1 1
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ft

t
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 
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 ( ) adalah variabelnkontrol dannvariabel keadaannyanadalah    ⌈
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Diasumsikan nilai awal seluruh populasi bernilai positif  

 (  )  (  )  (  )  (  )    dan kondisinbatas modelnpertumbuhan alga 

dengannkontrol yaitu         dengan     ( )    dan     ( )      

Batas tersebutnmenandakan bahwanwaktu awal darindiberinpengontroln(  ) 

sampai waktunakhir setelahndiberi pengontroln(  ). 

3.2 PenyelesaiannKontrol Optimalnpada ModelnPertumbuhannAlga  

 Pada subbabnsebelumnya telah didapatkannmodel dengan kontrolnbeserta 

fungsintujuannya. Selanjutnya akanndiselesaiakan masalah kontrolnoptimal 

modelnpertumbuhan algandengan prinsip maksimumnpontryagin, akan dibentuk 

fungsinHamilton dengannmengikuti definisi (2.5) sebagai berikut dengan variabel 

co-statenya   [

  

  

  

  

]  [

  

  

  

  

] dan variabel statenya adalah   [

 
 
 
 

] maka   
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4 4( ) ( , , )T g t x u    (3.5) 
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(3.7)                    1 14 sk C u t    

selanjutnya untuk mendapatkan kondisi optimal dari  (       ), maka harus 

memenuhi kondisi stasionernya yaitu persamaan state, costate, dan kondisi 

stasioner. 

a. Persamaan state 

 
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A r r

turn

H
S D h A

M M






 
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   (3.6) 

 2 2

2

maxM
A

turn

H
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H
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b. Persamaan costate  

   
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
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
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   (3.13)     

c. Kondisi stasioner 
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                              
 * 4

1

t
u t

D


    (3.14) 

Karena telah diketahui bahwa batas    adalah      ( )   , sehingga 

terdapat beberapa kemungkinan yaitu: 
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   

 

 

 

*
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 
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
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
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  (3.15) 

Jadi, kontrol optimal   ( ) dicirikan sebagai  

      * *

11 min max 0, u ,1u t t   

Atau 
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Jadi, kontrol optimal   ( ) dicirikan sebagai  
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Sistem optimal jika dengan memasukkan kontrol optimal   ( )
  dan   ( )

  ke 

dalam sistemnpersamaan statendan costate sehinggandiperoleh sistemnsebagai 

berikut: 
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Masalah Persamaan Differensial (PD) pada persamaan (3.20) dengan syarat batas (3.16) 

dan (3.17) akan diselesaiakan secara numerik dengan menggunakan metode Runge Kutta 

Orde-4.    
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 3.3 Simulasi Numerik        

 Padanuraian diatas telah dijelaskan bahwa persamaannstate dannco-state 

akanndiselesaikan secarannumerik karenansistem tersebutnberbentuk sistem 

differensialnnonlinier. Pada simulasinini penyelesaiannpersamaan statenakan 

disimulasikannmenggunakannskema maju RungenKutta orde 4. Sedangkan 

persamaan co-state disimulasikannmenggunakan skemanmundur RungenKutta 

orde 4.  

3.3.1 Proses Diskritisasi Sistem Persamaan       

 Pada proses ini, selesaikan persamaan state menggunakan skema maju 

Runge Kutta orde 4.  

 1 1, 2, 3, 4,2  2    
6

i i A A A A

h
A A m m m m        

 1 1,M 2,M 3,M 4,M2  2  
6

i i

h
S m m m mM         

 1 1,S 2,S 3,S 4,S2  2  
6

i i

h
S m m m mS         

 1 1, 2, 3, 4,2  2  
6

i i C C C C

h
C C m m m m        

dengan, 

0,1,2, ,i n    

 

 

1,   , 

  i

A i i

maxM

A i r r i

i turn

m f t A

S D h A
M M






 
   

 

  



38 

 

 
 

 1,

2 2

  , 

i

i

M i i

maxM

A i

i turn

m f t M

k S u
M M






 
   

 

 

 

 

1,

3

  , 

 i

S i i

maxM

s i A i r r i

i turn

m f t S

C k S D h S
M M


 



 
    

 

  

 

1

1,

1

  , 

i

C i i

s

m f t C

k C u



  
  

 

2, 1,

1,

1, 1,

1,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 12       
1 2 2

(   )
2

A i i A

max i M

A i S r r i A

i M turn

m f t h A hm

M hm

S hm D h A hm

M h m M




 
   

 

 
    

        
     

 

 

1

2, 1,

1,

2 1, 2

1

2

,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 12   (u )
1 2 2

(   )
2

i i

M i i M

max i M

A i S

i M turn

m f t h M hm

M hm

k S hm u

M hm M






 
   

 

 
    

        
     

 

  

 

2, 1,

1,

1, 3 1, 1,

1,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 1 12         
12 2 2

(   )
2

S i i S

max i M

s i C A i C r r i S

i M turn

m f t h S h m

M h m

C h m k C h m D h S h m

M h m M


 

 
   

 

 
  

        
   

   
 





 






11 1

2, 1,

1 1,

1 1
,   

2 2

1 1
  (u )  

2 2 ii

C i i C

s i C

m f t h C hm

k C hm u


 
   

 

 
     




 
 





 



39 

 

 
 

 

3, 2,

2,

2, 2,

2,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 12         
1 2 2

(   )
2

A i i A

max i M

A i S r r i A

i M turn

m f t h A h m

M h m

S h m D h A h m

M h m M




 
   

 

 
    

        
     

 

 

1

3, 2,

2,

2 2, 2

2

2

,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 12   (u )
1 2 2

(   )
2

i i

M i i M

max i M

A i S

i M turn

m f t h M h m

M h m

k S h m u

M h m M






 
   

 

 
    

        
     

 

 

 

3, 2,

2,

2, 3 2, 2,

2,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 1 12         
12 2 2

(   )
2

S i i S

max i M

s i C A i C r r i S

i M turn

m f t h S hm

M hm

C hm k C hm D h S hm

M hm M


 

 
   

 

 
  

        
   

   
 





 






 

11 1

3, 2,

1 2,

1 1
,   

2 2

1 1
  (u )  

2 2 ii

C i i C

s i C

m f t h C hm

k C hm u


 
   

 

 
     




 
 





 

 

4, 3,

3,

3, 3,

3,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 12         
1 2 2

(   )
2

A i i A

max i M

A i S r r i A

i M turn

m f t h A h m

M hm

S hm D h A hm

M hm M




 
   

 

 
    

        
     

 

  

1

4, 3,

3,

2 3, 2

3

2

,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 12   (u )
1 2 2

(   )
2

i i

M i i M

max i M

A i S

i M turn

m f t h M hm

M hm

k S hm u

M hm M






 
   

 

 
    

        
     

 

   



40 

 

 
 

 

4, 3,

3,

3, 3 3, 3,

3,

1 1
,   

2 2

1
(   )

1 1 12         
12 2 2

(   )
2

S i i S

max i M

s i C A i C r r i S

i M turn

m f t h S hm

M hm

C hm k C h m D h S hm

M hm M


 

 
   

 

 
  

        
   

   
 





 






 

11 1

4, 3,

1 3,

1 1
,   

2 2

1 1
  (u )  

2 2 ii

C i i C

s i C

m f t h C hm

k C hm u


 
   

 

 
     




 
 




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3.4.2 Hasil Simulasi Numerik      

 Model pertumbuhanaalgaadisimulasikanadenganaadanya kontrolaaliran 

karbon dioksida (  ) dan kontrol aliran nutrisia(  ). Untuk mengetahui 

perubahan jumlah alga ( ), nutrisi ( ), glukosa ( ) dan karbon dioksida ( ), 

maka model disimulasikan di saat kondisi awal  0 0 0 0A , , ,M S C  adalah 

 3,0.4,10,5  serta  menggunakan dua variasi nilai bobot yaitu 0.3, 0.3D N   

dan 1, 1D N  . Adapun  nilai parameter yang digunakan diberikan pada tabel 

berikut: 

Tabel 3.1  Nilai Parameter yang digunkana dalam simulasi 

Parameter                                  

Nilai  0.4 4 0.46 0.4 10.2 67.6 0.4 0.05 0.05 
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a. Ketika nilai bobot 0.3, 0.3D N     

 

Gambar 3.1 dinamika konsentrasi alga ketika            
 

 Konsentrasi alga tanpa kontrol dan dengan kontrol mengalami perubahan. 

Tanpa kontrol kurang dari 1 hari  konsentrasi alga meningkat hingga 3,607 

 , -   . Hal yang menyebabkan konsetrasi alga meningkat adalah konsentrasi 

glukosa dan nutrisi. Setelah itu terjadi penurunan pada hari ke-8 hingga 0.221 

 , -   . Pada hari ke-9 sampai dengan hari ke-10 sudah tidak terjadi 

perubahan yang berarti keadaan sudah stabil. Berbeda ketika setelah diberi 

pengontrol, konsentrasi alga mulai meningkat hingga 7,862 , -    pada hari 

ke-2. Setelah itu terjadi penurunan sebesar 6,632  , -    pada  hari ke-5. 

Kemudian pada hari ke-8 naik lagi sebesar 7,055  , -   . Setelah itu terjadi 

penurunan pada hari ke-10 sebesar 5,221  , -   . Konsentrasi alga yang 

mengalami peningkatan dan penurunan dipengaruhi oleh besarnya kontrol yang 

diberikan selama 10 hari.  
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Gambar 3.2 dinamika konsentrasi nutrisi ketika            
 

 Konsentrasi nutrisi tanpa kontrol dan dengan kontrol mengalami 

perubahan. Tanpa kontrol, kurang dari 1 hari konsentrasi nutrisi meningkat 

hingga 0, 35  , -   , kemudian mengalami penurunan pada hari ke-3 hingga 

0.09  , -   . Pada hari ke-4 sampai dengan hari ke-10 sudah tidak terjadi 

perubahan yang berarti keadaan sudah stabil. Berbeda ketika setelah diberi 

pengontrol, konsentrasi nutrisi mulai meningkat secara signifikan hingga 7,05 

 , -    pada hari ke-9. Setelah itu tidak terjadi penurunan hingga hari ke-10 

yang berarti keadaan sudah stabil. Peningkatan konsentrasi nutrisi dikarenakan 

kontrol (  ) yaitu aliran nutrisi bekerja secara maksimal selama 10 hari. 

 

Gambar 3.3 dinamika konsentrasi glukosa ketika            
 

 Konsentrasi glukosa tanpa kontrol dan dengan kontrol mengalami 

perubahan. Tanpa kontrol kurang dari 1 hari  konsentrasi glukosa meningkat 

hingga 20,16  , -   . Kemudian terjadi penurunan secara signifikan hingga 
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0,022  , -    pada hari ke-8. Setelah itu tidak terjadi perubahan hingga hari 

ke-10 yang berarti keadaan sudah stabil. Berbeda ketika setelah diberi 

pengontrol, konsentrasi glukosa awalnya meningkat hingga 20,33  , -   . 

Kemudian terjadi penurunan secara signifikan hingga hari ke-6 sebesar 2,641 

 , -   . Setelah itu terjadi penurunan lagi pada hari ke-8 hingga 0,175. 

Peningkatan konsentrasi glukosa terjadi akibat besarnya kontrol yang diberikan 

di waktu awal dan konsentrasi glukosa menurun akibat perubahan konsentrasi 

alga. 

 

Gambar 3.4 Dinamika konsentrasi karbondioksida ketika            
 

 Konsentrasi karbon diksida tanpa kontrol dan dengan kontrol sangat 

sedikit perbedaannya. Tanpa kontrol kurang dari 1 hari konsentrasi 

karbondioksida mengalami penurunan yang cukup drastis hingga 0,001 

 , -    kemudian tidak mengalami perubahan atau konstan hingga hari ke-

10. Begitu pula dengan kontrol, konsentrasi menurun secara drastis hingga 

0,037  , -    kemudian tidak mengalami perubahan atau konstan hingga hari 

ke-8. Pada hari ke-9 konsentrasi menurun lagi hingga 0,005  , -   . Karbon 

dioksida yang ada akan selalu dipakai untuk menghasilkan glukosa, sehingga 

karbon dioksida selalu mengalami penurunan yang mengakibatkan konsentrasi 

glukosa meningkat.  
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Gambar 3.5 kondisi kontrol laju karbon dioksida ketika             
 

 Gambar 3.4 menunjukkan bahwa kontrol karbon dioksida (  ) pada awal 

periode adalah 1 atau dinyatakan 100% ini berarti bobot dari kontrol diberikan 

sepenuhnya, kemudian tidak bergerak atau konstan hingga hari ke-9. Hal ini 

berarti pemberian kontrol laju karbon dioksida pada model pertumbuhan alga 

semakin menunjukkan keefektifannya dalam meningkatkan pertumbuhan alga. 

Namun keefektifan pengontrol hanya berlangsung hingga hari ke-9, karena 

pada hari ke-10 terjadi penurunan yang berarti keefektifan pengontrol telah 

berkurang.  

 

Gambar 3.6 kondisi kontrol laju nutrisi ketika            
 

 Gambar 3.4 menunjukkan bahwa kontrol laju nutrisi (  ) pada awal 

periode adalah 1 atau dinyatakan 100% ini berarti bobot dari kontrol diberikan 

sepenuhnya, kemudian tidak bergerak atau konstan hingga hari ke-8. Hal ini 

berarti pemberian kontrol laju nutrisi pada model pertumbuhan alga semakin 
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menunjukkan keefektifannya dalam meningkatkan pertumbuhan alga. Namun 

keefektifan pengontrol hanya berlangsung hingga hari ke-8, karena pada hari 

ke-9 terjadi penurunan secara signifikan yang berarti keefektifan pengontrol 

telah berkurang.  

 

b. Ketika nilai bobot 1, 1D N     

 

Gambar 3.7 dinamika konsentrasi alga ketika        
 

 Konsentrasi alga tanpa kontrol dan dengan kontrol mengalami perubahan. 

Tanpa kontrol kurang dari 1 hari  konsentrasi alga meningkat hingga 3,607 

 , -   . Hal yang menyebabkan konsetrasi alga meningkat adalah konsentrasi 

glukosa dan nutrisi. Setelah itu terjadi penurunan secara signifikan pada hari 

ke-8 hingga 0,022  , -   . Pada hari ke-9 sampai dengan hari ke-10 sudah 

tidak terjadi perubahan yang berarti keadaan sudah stabil. Berbeda ketika 

setelah diberi pengontrol, konsentrasi alga mulai meningkat secara signifikan 

hingga 7,866  , -    pada hari ke-2. Terjadi peningkatan konsentrasi alga 

dikarenakan kontrol yang diberikan bekerja dengan maksimal selama 2 hari. 

Setelah itu terjadi penurunan pada hari ke-6 hingga 2,641  , -   . Kemudian 

pada hari ke-7 hingga hari ke-10 mengalami penurunan yang cukup drastis 

hingga 1,871  , -     Perubahan konsentrasi alga yang mengalami 
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peningkatan dan penurunan konsentrasi juga dikarenakan besarnya kontrol 

yang diberikan selama 10 hari.        

 Berdasarkan hasil simulasi dari gambar (3.1) dan gambar (3.7), 

konsentrasi alga tanpa kontrol ketika bobot             dan bobot 

        tidak mengalami perubahan, sedangkan konsentrasi alga dengan 

kontrol ketika bobot             lebih besar 9% dan pertumbuhan alga 

optimal selama 8 hari, sedangkan ketika bobot         pertumbuhan alga 

optimal selama 5 hari.  

 

Gambar 3.8 dinamika konsentrasi nutrisi ketika        
 

 Konsentrasi nutrisi tanpa kontrol dan dengan kontrol mengalami 

perubahan. Tanpa kontrol, kurang dari 1 hari konsentrasi nutrisi meningkat 

hingga 0, 331  , -   , kemudian mengalami penurunan hingga hari ke-3 

sebesar 0.093  , -   . Pada hari ke-4 sampai dengan hari ke-10 sudah tidak 

terjadi perubahan yang berarti keadaan sudah stabil. Berbeda ketika setelah 

diberi pengontrol, konsentrasi nutrisi mulai meningkat secara signifikan hingga 

7,361  , -    pada hari ke-9. Setelah itu tidak terjadi penurunan hingga hari 

ke-10 yang berarti keadaan sudah stabil. Peningkatan konsentrasi nutrisi 

dikarenakan kontrol (  ) yaitu aliran nutrisi bekerja secara maksimal selama 

10 hari. 
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  Berdasarkan hasil simulasi dari gambar (3.2) dan gambar (3.8), 

konsentrasi nutrisi tanpa kontrol ketika bobot             dan bobot 

        tidak mengalami perubahan, sedangkan konsentrasi nutrisi 

dengan kontrol ketika bobot             lebih besar 4% dibandingkan 

ketika bobot        .  

 

Gambar 3.9 dinamika konsentrasi glukosa ketika        
 

 Konsentrasi glukosa tanpa kontrol dan dengan kontrol mengalami 

perubahan. Tanpa kontrol kurang dari 1 hari  konsentrasi alga meningkat 

hingga 20,33  , -   . Kemudian terjadi penurunan secara signifikan hingga 

0,125  , -    pada hari ke-6. Setelah itu tidak terjadi perubahan hingga hari 

ke-10 yang berarti keadaan sudah stabil. Berbeda ketika setelah diberi 

pengontrol, konsentrasi glukosa awalnya meningkat hingga 20,33  , -   . 

Kemudian terjadi penurunan secara signifikan hingga hari ke-8 sebesar 2,556 

 , -   . Setelah itu terjadi penurunan lagi hingga hari ke-10 sebesar 0,096. 

Peningkatan konsentrasi glukosa terjadi akibat besarnya kontrol yang diberikan 

di waktu awal dan konsentrasi glukosa menurun akibat perubahan konsentrasi 

alga.          

 Berdasarkan hasil simulasi dari gambar (3.3) dan gambar (3.9), 

konsentrasi glukosa tanpa kontrol ketika bobot             dan bobot 
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        tidak mengalami perubahan, sedangkan konsentrasi glukosa 

dengan kontrol ketika bobot             lebih besar 8% dibandingkan 

ketika bobot        .        

 

Gambar 3.10 Dinamika konsentrasi karbondioksida ketika        
 

 Konsentrasi karbon diksida tanpa kontrol dan dengan kontrol sangat 

sedikit perbedaannya. Tanpa kontrol konsentrasi mengalami penurunan yang 

cukup drastis hingga 0,001  , -    kemudian tidak mengalami perubahan 

atau konstan hingga hari ke-10. Begitu pula dengan kontrol, konsentrasi 

menurun secara drastis hingga 0,037  , -    kemudian tidak mengalami 

perubahan atau konstan hingga hari ke-6. Pada hari ke-7 konsentrasi menurun 

lagi hingga 0,005  , -   . Karbon dioksida yang ada akan selalu dipakai 

untuk menghasilkan glukosa, sehingga karbon dioksida selalu mengalami 

penurunan yang mengakibatkan konsentrasi glukosa meningkat.   

 Berdasarkan hasil simulasi dari gambar (3.4) dan gambar (3.10), 

konsentrasi karbon diksida tanpa kontrol ketika bobot             dan 

bobot         tidak mengalami perubahan, sedangkan konsentrasi 

karbon dioksida dengan kontrol ketika bobot             efektif hingga 

hari ke-8, sedangkan ketika bobot         efektif hingga hari ke-7. 
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Gambar 3.11 kondisi kontrol laju karbon dioksida ketika         
 

 Gambar 3.11 menunjukkan bahwa kontrol karbon dioksida (  ) pada awal 

periode adalah 1 atau dinyatakan 100% ini berarti bobot dari kontrol diberikan 

sepenuhnya, kemudian tidak bergerak atau konstan hingga hari ke-9. Hal ini 

berarti pemberian kontrol laju karbon dioksida pada model pertumbuhan alga 

semakin menunjukkan keefektifannya dalam meningkatkan pertumbuhan alga. 

Namun keefektifan pengontrol hanya berlangsung hingga hari ke-9, karena 

pada hari ke-10 terjadi penurunan yang berarti keefektifan pengontrol telah 

berkurang.           

 Berdasarkan hasil simulasi dari gambar (3.5) dan gambar (3.11), kontrol 

laju karbon dioksida ketika bobot             dan bobot         

tidak mengalami perubahan, keduanya efektif hingga hari ke-9. 

 

Gambar 3.12 kondisi kontrol laju nutrisi ketika        
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 Gambar 3.12 menunjukkan bahwa kontrol laju nutrisi (  ) pada awal 

periode adalah 1 atau dinyatakan 100% ini berarti bobot dari kontrol diberikan 

sepenuhnya, kemudian tidak bergerak atau konstan hingga hari ke-5. Hal ini 

berarti pemberian kontrol laju nutrisi pada model pertumbuhan alga semakin 

menunjukkan keefektifannya dalam meningkatkan pertumbuhan alga. Namun 

keefektifan pengontrol hanya berlangsung hingga hari ke-5, karena pada hari 

ke-6 terjadi penurunan secara signifikan yang berarti keefektifan pengontrol 

telah berkurang.          

 Berdasarkan hasil simulasi dari gambar (3.6) dan gambar (3.12), kontrol 

laju karbon dioksida ketika bobot             dan bobot         

terdapat perbedaan. Pada bobot             , pengontrol efektif hingga 

hari ke-8, sedangkan ketika bobot         , pengendali hanya efektif  

hingga hari ke-5.  

 

3.5 Proses Penciptaan Tumbuhan dan Manfaat Tumbuhan dalam Islam 

 Kontrol optimal karbon dioksida dan nutrisi pada pertumbuhan alga 

merupakan upaya untuk memaksimumkan jumlah alga yang ditanam. Dalam        

Al-qurannterdapat beberapanayat yang menjelaskanntentang proses penciptaan 

tumbuhan dan beberapa manfaat tumbuhan. 

1. Proses Penciptaan Tumbuhan       

 Tumbuh-tumbuhan merupakan penopang utama kehidupan manusia dan 

hewan yang  memperoleh makanannya dari tanah. Makanan itu berupa air, 

oksigen, karbon dioksida, dan berbagai mineral yang ada di dalam tanah. 

Keunikannya, tumbuhan dapat membuat makanannya sendiri, utamanya semua 
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tumbuhan hijau. Dengan bantuan sinar matahari dan zat hijau daun atau klorofil 

tumbuhan mengolah makanan sendiri. Dalam Q.S Thaha:53-54 yang berbunyi: 

“[53]Yang telahnmenjadikan bagimunbumi sebagainhamparan dannyang telah 

menjadikannbagimu di buminitu jalan-jalan, dannmenurunkan darinlangit air hujan. 

MakanKami tumbuhkanndengan air hujannitu berjenis-jenisndari tumbuh-

tumbuhannyangnbermacam-macam.[54]Makanlah danngembalakanlah binatang-

binatangmu. Sesungguhnyanpadandemikian itu, nterdapat tanda-tanda kekuasaan Allah 

baginorang-orangnyang berakal.”         

Dalam ayat tersebut, air mempunyai fungsi yang sangat penting dalam proses 

pertumbuhan tumbuhan. Air (   ) dan karbon dioksida (   ) bergabung 

membentuk karbohidrat (zat tepung) dengan bantuan sinar matahari dan klorofil. 

Proses ini disebut fotosintesis. Pada proses fotosintesis, selain menghasilkan 

karbohidrat juga menghasilkan sari-sari makanan yang lain. Kemampuan 

membuat sari-sari makanan itulah disebut denga asimilasi. Hasil asimilasi dikirim 

ke seluruh bagian tumbuhan untuk tumbuh, bernafas, dan sebagian untuk 

makanan cadangan (Samsul, 2011).        

 Fotosintesis sangat penting bagi tumbuh-tumbuhan, sama seperti manusia 

bernapas setiap hari. Hanya saja jika siang hari tumbuhan lebih banyak 

melepaskan oksigen sebagai fotosintesis daripada karbon dioksida hasil 

pernapasannya. Karena jumlah oksigen yang dihasilkan lebih banyak, maka pada 

siang hari udara disekitar tumbuh-tumbuhan terasa segar, apalagi dibawah pohon 

rindang (Samsul,2011). Akar tumbuhan mampu memegang erat partikel tanah , 

daun tumbuhan menangkap sinar matahari dan menyebabkan lingkungan menjadi 

teduh, suhu udara sejuk dan nyaman bagi penghuninya. Selain itu, daun tumbuhan 

juga menciptakan keindahan sehingga dapat menjadikan orang merasa senang dan 

rileks.   
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2. ManfaatnTumbuhanndalam Islam       

 Manusia danntumbuh-tumbuhannsangat eratnkaitannya dalamnkehidupan. 

Banyakasekaliamanfaatayangadidapatkanadariatumbuh-tumbuhananamunamasih 

banyakapula tumbuh-tumbuhanayang ada disekitarakita yangabelum diketahui 

manfaatnya. Keberadaanatumbuh-tumbuhanamerupakanaberkah dan nikmat Allah 

SWT yang diberikan kepada sekuruh makhluknya. Allah SWT menginformasikan 

tentangnhal ini dalamnsurah „Abasa: 27-32 yang menjelaskan tentang kuasa Allah 

SWT menciptakanabiji-bijian, nsayur-sayuran, nbuah-buahanasertaarumputayang 

bisaajadiabahanamakananabagiamanusiaadanaternak. Setiapaunsuramakananaini 

memilikiakhasiataunikabagiatubuhayangabisaaditelitiadalamakehidupanakita, dan 

banyakahal lain dariaunsur-unsur iniayang dapatadipelajariauntuk mencerahkan 

danamemberikanapandanganamendalamaakanakeajaibanayangaterkandung dalam 

unsur tersebut.          

 Rasyidia (1999) amenjelaskan bahwasannya Allah SWT menjadikan 

kehidupanaalamadengan berbagaiakeanekaragamanahayatiasebagaianikmat bagi 

kehidupanamanusia, diadalamnyaaterkandungamanfaatayangasangataberagam, 

contohnyaatumbuhanayangatumbuh diasekitarakita yangadapat dipergunakan 

untukapengobatan. Dariaduluahingga kini, apengobatan dengan tumbuhan (herbal 

medicine) masihasering digunkanasebagai alternatifapenyebuhan. PerintahnAllah 

SWT kepadankita (manusia) nuntuk memanfaatkanntumbuhan tersuratndalam 

Q.S An-Nahl:69. 

“Kemudian makanlah dari tiap-tiap (macam) buah-buahan dan tempuhlah jalan 

Tuhanmu yang telah dimudahkan (bagimu). Dari perut lebah itu keluar minuman (madu) 

yangn bermacam-macam warnanya, di dalamya terdapat obat yang menyembuhkan bagi 

manusia. Sesungguhnya pada yang demikiannitu benar-benar terdapat tanda (kebesaran 

Tuhan)  bagi orang-orang yang memikirkan.”      
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 Ayat di atasnmengandungnpengertian bahwa Allah SWTnmenumbuhkan 

beranekaamacamatumbuhanayangamempunyaiamanfaat yangnsangat besarnbagi 

manusia, diantaranyaasebagaiabahan makanan, karenanAllah SWTnmenciptakan 

bermacam-macamatumbuhanalengkapadengan manfaatnya, diantaranya adalah 

tumbuhanayangatumbuhadi sekitar kita. Sebagai khalifah di bumi, kita semua 

berkewajibanauntukamelestarikan danamenjaga hewanadan tumbuhan.   

 Menurut SyaikhaMuhammadaAsh-Shayim (2006), tumbuhan menjadi 

bahanaobat yangasangat populeradisampingabahanaalamalainnyaaseperti madu 

danateluradalamakehidupanaRasulullah Muhammad SAW, beliau sering 

menggunakanatumbuhan untukamempertahankan kesehatan tubuh. Terdapat 

beberapaajenisatumbuhanayangadijadikan oleh Allah SWTnsebagainmakanan 

pelindungn (protector food) danaobatapenyembuhayang seringadicontohkan 

dalam pengobatanaala RasulullahnMuhammad SAWn (thibbun nabawi) 

diantaranyanadalah: nminyak zaitun, nbawang putih, nbawang merah, buah 

delima, buahnlabu dan gandum. Rasulullah Muhammad SAW 

menyuruhakepadaaummatnya agar mau berusaha mencariaobat ketika 

tubuhasedang sakit, karena itu bentuk dari rasa sabar yangadicontohkan beliau, 

sebagaimanaatelahadisebutkanadalamasabdanya: 

“Berobatlah! Karenantidak ada suatunpenyakit yang diturunkan Allahnkecuali 

diturunkannpula obatnpenyembuhnya, selainnsatu penyakit, yaitunkepikunan.” 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan         

 Berdasarkan pembahasan sebelumnya, maka dapat ditarik kesimpulan 

sebagai berikut: 

1. Model matematika pertumbuhan alga dengan kontrol aliran karbon 

dioksida  dan aliran nutrisi yaitu  

 
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2. Penyelesaian kontrol optimal model matematika pertumbuhan alga 

diselesaikan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin sehingga 

diperoleh   yang optimal yaitu berupa aliran karbondioksida yaitu 
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3. Berdasarkan hasil simulasi numerik, pemberian kontrol berupa aliran 

karbon dioksida dan aliran nutrisi dapat memaksimumkan pertumbuhan 
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alga. Konsentrasi alga setelah diberikan kontrol dengan bobot konsentrasi 

0,3 sebesar 7,866  , -   ,sedangkan Konsentrasi alga setelah diberikan 

kontrol dengan bobot konsentrasi 1 sebesar 7,862  , -   . Jadi 

pertumbuhan alga ketika bobot konsentrasi 0.3 lebih besar 9% 

dibandingkan dengan bobot konsentrasi 1. Sehingga pertumbuhan alga 

dapat maksimum dengan nilai bobot minimum.  

 

4.2  Saran           

  Pada penelitian ini dibahas mengenai kontrol optimal model 

matematika  pertumbuhan alga dengan kontrol maupun tanpa kontrol berupa 

aliran karbon dioksida dan aliran nutrisi. pada model ini laju konsentrasi 

alga adalah konstan. Oleh karena itu, pembaca dapat melakukan penelitian 

selanjutnya menggunakan laju konsentrasi alga yang tidak konstan. Selain 

itu untuk hasil yang lebih baik, dapat menggunakan kondisi batas kontrol 

bebas, karena pada skripsi ini batas kontrol nya telah ditentukan, sehingga 

selisih hasil simulasi dengan kontrol dan tanpa kontrol berbeda jauh. 

Dengan menggunakan batas kontrol yang lain diharapkan selisih hasil 

simulasi dengan kontrol dan tanpa kontrol tidak berbeda jauh.     
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LAMPIRAN 

Lampiran 1.  M-File untuk persamaan state 

function dy = PSJ_algae(y,u2,u1, k1, k2, k3, aA, as, hr, Dr, rho, m) 

%A= y1, M=y2, S=y3, C=y4  

%persamaan state 

x(1)= aA*((rho*y(2))/(y(2)+m))*y(3)-(Dr+hr)*y(1); 

x(2)= -k2*aA*((rho*y(2))/(y(2)+m))*y(3)+u2; 

x(3)= as*y(4)-k3*aA*((rho*y(2))/(y(2)+m))*y(3)-(Dr+hr)*y(3); 

x(4)= -k1*as*y(4)+u1; 

 

dy =[x(1) x(2) x(3) x(4)]; 

end 

 

Lampiran 2.  M-File untuk persamaan costate 

function dp=PCJ_algae(y,M,S,k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m) 

%persamaan costate 

p1=y(1); p2=y(2); p3=y(3); p4=y(4);  %lambda1=p1,lambda2=p2 

x(1)=p1*Dr+p1*hr-1; 

x(2)=(aA*rho*S)/(m+M)*(-p1+p2*k2+p3*k3)+(aA*rho*M*S)/(m+M)^2*(p1-p2*k2-

p3*k3); 

x(3)=(((aA*rho*M)/(m+M))*(-p1+p2*k2+p3*k3))+p3*(Dr+hr); 

x(4)=-p3*as+p4*k1*as; 

 

dp=[x(1) x(2) x(3) x(4)]; 

end 

 

 

lampiran 3. M-File untuk menggambarkan simulasi model matematika 

pertumbuhan alga tanpa kontrol dan dengan kontrol  

clc; 

clear all; 

close all; 

%Nilai awal variabel Model pada t=0 

A0=3; 

M0=0.3; 

S0=10; 

C0=5 ; 

 

%Parameter2 

k1=0.4;  

k2=0.05;  

k3=0.05;  

 



 
 

 
 

aA=10.2; 

as=67.6;  

hr=0.4; %berdasarkan nilai di jurnal 

Dr=0.46 ;   

rho=0.4 ; 

m=4; 

 

D=0.3; %bobot u_1 %diubah2 

N=0.3; %bobot u_2 %diubah2 

u1max=1;%0<u1<4  

u2max=1; %0<u2<4 %diubah menjadi lebih besar 

 

h=0.01; %h=1/N misal: h=1/100=0.01 

t=0:h:10; %Dipilih 10 karena umur pemeliharaan saat fase pertumbuhan rata-rata 7-10 

hari 

Z=length(t); %banyaknya t 

%membentuk matrik baris isinya nol dengan z baris, 1 kolom 

u1=zeros(Z,1); 

u1old=zeros(Z,1); 

u2=zeros(Z,1); 

u2old=zeros(Z,1); 

 

A=zeros(Z,1); 

M=zeros(Z,1); 

S=zeros(Z,1); 

C=zeros(Z,1); 

 

Aold=zeros(Z,1); 

Mold=zeros(Z,1); 

Sold=zeros(Z,1); 

Cold=zeros(Z,1); 

%p1 adalah lambda_1 dsb 

p1=zeros(Z,1); 

p2=zeros(Z,1); 

p3=zeros(Z,1); 

p4=zeros(Z,1); 

 

p1old=zeros(Z,1); 

p2old=zeros(Z,1); 

p3old=zeros(Z,1); 

p4old=zeros(Z,1); 

%kontrol ada 2 pada u_1 dan u_1old 

 

tes=1; 

it=0; 

 

while tes >1e-3 

    u1old=u1; 

    u2old=u2; 

    Aold=A; Mold=M; Sold=S; Cold=C; 

    p1o=p1; p2o=p2; p3o=p3; p4o=p4;  

    A(1)=A0; M(1)=M0; S(1)=S0; C(1)=C0;  

    J(it+1)=0; 



 
 

 
 

     

    for i=1:Z-1 

        J(it+1)=J(it+1)+h*(A(1)-1/2*D*u1old(i)^2-1/2*N*u2old(i)^2); 

         

        y=[A(i) M(i) S(i) C(i) ]; 

        %RungeKutta 

        r1=h*PSJ_algae(y,u1old(i),u2old(i),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        r2=h*PSJ_algae(y+0.5*r1,u1old(i),u2old(i),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        r3=h*PSJ_algae(y+0.5*r2,u1old(i),u2old(i),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        r4=h*PSJ_algae(y+r3,u1old(i),u2old(i),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        y=y+(1/6)*(r1+2*r2+2*r3+r4); 

         

        A(i+1)=y(1); 

        M(i+1)=y(2); 

        S(i+1)=y(3); 

        C(i+1)=y(4); 

         

    end 

    J(it+1)=J(it+1)+h*(A(Z)-1/2*D*u1old(Z)^2-1/2*N*u2old(Z)^2); 

     %Plot populasi tanpa kontrol 

 

if it == 0 

figure(1) 

plot(t,A,'m--','LineWidth',3); 

legend('Tanpa Kontrol'); 

hold on; 

figure(2) 

plot(t,M,'m--','LineWidth',3); 

hold on; 

figure(3) 

plot(t,S,'m--','LineWidth',3); 

hold on; 

figure(4) 

plot(t,C,'m--','LineWidth',3); 

hold on; 

end 

     

    p1(Z)=0; p2(Z)=0; p3(Z)=0; p4(Z)=0; 

     

    for i=1:Z-1  

        je=Z-i; 

         

        y=[p1(je+1) p2(je+1) p3(je+1) p4(je+1)]; 

        r1=h*PCJ_algae(y,M(je+1),S(je+1),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        r2=h*PCJ_algae(y+0.5*r1,M(je+1),S(je+1),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        r3=h*PCJ_algae(y+0.5*r2,M(je+1),S(je+1),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        r4=h*PCJ_algae(y+r3,M(je+1),S(je+1),k1,k2,k3,aA,as,hr,Dr,rho,m); 

        y= y -(1/6)*(r1+2*r2+2*r3+r4); 

         

        p1(je)=y(1); 

        p2(je)=y(2); 

        p3(je)=y(3); 

        p4(je)=y(4); 



 
 

 
 

       

       

     temp2=min([(p4(je)/D) u1max]); % u1 adalah CO2  

     u1(je)=max([temp2 0]);  

     temp4=min([(p2(je)/N) u2max]); %u2 adalah nutrisi 

     u2(je)=max([temp4 0]); 

    end 

     

    eA=sum(abs(A-Aold)); 

    eM=sum(abs(M-Mold)); 

    eS=sum(abs(S-Sold)); 

    eC=sum(abs(C-Cold)); 

    ep1=sum(abs(p1-p1o)); 

    ep2=sum(abs(p2-p2o)); 

    ep3=sum(abs(p3-p3o)); 

    ep4=sum(abs(p4-p4o)); 

    eu1=sum(abs(u1-u1old)); 

    eu2=sum(abs(u2-u2old)); 

    %error = sum dari error yang lama dengan yang baru 

     

    tes=eA+eM+eS+eC+ep1+ep2+ep3+ep4+eu1+eu2; 

    it=it+1; 

    u1=(0.5*u1+0.5*u1old); 

    u2=(0.5*u2+0.5*u2old); 

end 

% Langkah 8 

%Plot populasi dengan kontrol 

figure(1) 

plot(t,A,'r-','LineWidth',3); 

xlabel('Waktu (hari)'); 

ylabel('jumlah konsentrasi');       

grid on; 

legend('A tanpa kontrol','A dengan Kontrol'); 

title('konsentrasi alga (A)'); 

hold on; 

 

figure(2) 

plot(t,M,'r-','LineWidth',3); 

xlabel('Waktu (hari)'); 

ylabel('jumlah konsentrasi'); 

grid on; 

legend('M tanpa kontrol','M dengan Kontrol'); 

title('konsentrasi nutrisi (M)'); 

hold on; 

 

figure(3) 

plot(t,S,'r-','LineWidth',3); 

xlabel('Waktu (hari)'); 

ylabel('jumlah konsentrasi'); 

grid on; 

legend('S tanpa kontrol','S dengan Kontrol'); 

title('konsentrasi glukosa (S)'); 

hold on; 



 
 

 
 

 

figure(4) 

plot(t,C,'r-','LineWidth',3); 

xlabel('Waktu (hari)'); 

ylabel('jumlah konsentrasi'); 

grid on; 

legend('C tanpa kontrol','C dengan Kontrol'); 

title('konsentrasi karbon dioksida (C)'); 

hold on; 

 

figure(5) 

plot(t,u1,'r-','LineWidth',3); 

xlabel('Waktu (hari)'); 

ylabel('u_1^*(t)'); 

grid on; 

legend('Kontrol u1'); 

title('Kontrol Laju karbon dioksida (u1)'); 

hold on; 

          

figure(6) 

plot(t,u2,'r-','LineWidth',3); 

xlabel('Waktu (hari)'); 

ylabel('u_2^*(t)'); 

grid on; 

legend('Kontrol u2'); 

title('Kontrol laju nutrisi (u2)'); 

hold on; 
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