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ABSTRAK 

 

Abroriyyah, Nafi’ul. 2019. Analisis Differential Transform Method pada 

Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat. 

Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari 

Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (II) Dr. Ahmad Barizi, M.A. 

 

 

Kata kunci: Differential transform method, persamaan diferensial parsial   

parabolik orde empat, deret Taylor 

 

Penelitian ini membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial parsial 

parabolik orde empat. persamaan tersebut memuat orde dua waktu dan orde empat 

ruang. Persamaan tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan differential 

transform method. Differential transform method merupakan salah satu metode 

numerik yang solusinya menghasilkan solusi analitik dalam bentuk polinomial. Di 

mana solusi tersebut membentuk suatu deret Taylor. Metode tersebut dapat 

diterapkan untuk mencari penyelesaian persamaan diferensial parsial parabolik 

orde empat tanpa melalui tahap linearisasi.  Differential transform method yang 

digunakan untuk menyelesaikan persamaan tersebut adalah differential transform 

berdimendi dua. Langkah pertama yaitu dengan mentransformasikan kondisi awal 

ke dalam bentuk fungsi transformasi diferensial dengan definisi differential 

transform method. Langkah selanjutnya mentransformasikan persamaan diferensial 

parsial parabolik orde empat ke dalam bentuk fungsi transformasi diferensial 

dengan definisi differential transform method. Langkah berikutnya yaitu dengan 

menggunakan kondisi awal dan persamaan yang telah ditransformasikan untuk 

mencari nilai 𝑈(𝑘, ℎ) untuk 𝑘 dan ℎ adalah bilangan asli, di mana 𝑈(𝑘, ℎ) 

merupakan fungsi transformasi dari 𝑢(𝑥, 𝑡). Yang kemudian dengan menggunakan 

rumus invers transformasi diferensial akan diperoleh solusi perkiraannya. Tujuan 

dari penelitian ini adalah mencari solusi penyelesaian dari persamaan diferensial 

parsial parabolik orde empat, yang kemudian dicari keabsahannya dengan 

memasukkan solusi yang diperoleh ke dalam kondisi awalnya. Hasil dari penelitian 

ini akan berupa sebuah fungsi 𝑢(𝑥, 𝑡) yang terekspansi dalam bentuk deret pangkat.  
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ABSTRACT 

 

Abroriyyah, Nafi’ul. 2019. Analysis of Differential Transform Method of the 

Solution of Four Order Parabolic Partial Differential Equations. Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology. Maulana 

Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisors: (I) Ari 

Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (II) Dr. Ahmad Barizi, M.A. 

 

Kata kunci: Differential transform method, fourth order parabolic partial 

differential equations, Taylor series 

 

This study discusses the solution of fourth order parabolic partial differential 

equations. The equation contains the order of two respect to times and the order of 

four respect to spaces. The equation will be solved using the differential transform 

method. Differential transform method is a numerical method whose solution 

produces analytical solutions in the form of polynomials, where the solution forms 

a Taylor series. The method can be applied to find the solution of fourth order 

parabolic partial differential equations without going through the linearization 

stage.  The differential transform method used to solve the equation is a two-

dimensional differential transform. The first step is to transform the initial 

conditions into the form of a differential transformation function with the definition 

of the differential transform method. The next step is to transform the fourth order 

parabolic partial differential equation into the form of a differential transformation 

function with the definition of the differential transform method. The next step is to 

use the initial conditions and equations that have been transformed to find the value 

of 𝑈(𝑘, ℎ) for 𝑘 and ℎ are natural numbers, where 𝑈(𝑘, ℎ) is a transformation 

function of 𝑢(𝑥, 𝑡). Then using the inverse differential transformation formula, the 

approximation solution will be obtained. The purpose of this study is to find a 

solution to the fourth order parabolic partial differential equation, which is then 

sought its validity by entering the solution obtained in its initial condition. The 

result of this study will be in the form of a function 𝑢(𝑥, 𝑡) that is expanded in the 

form of a power series.  
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 ملخص 
 

ة تحليل طريقة التحويل التفاضلي في تسوية المعادلات التفاضلي. ٢٠١٩الابرارية، نافع. 
علوم بحث جامعي. قسم الرياضيات. كلية ال .الدرجة الرابعةالجزئية المكافئة ذات 

رف مالانج. المشَب والتكنولوجيا. جامة مولانا مالك إبراهيم الاسلامية الحكومية 
 ( احمدالبارزي الماجستير.٢( اري كوسوماستوتي الماجستير )١)

 
الدرجة  فةكان المم المعادلة التفاضلية الجزئية، طريقة تحويل التفاضلية :الكلمة المفتاحية

 سلسلة تايلور، الرابعة 
 

جة من معادلات التفاضلية الجزئية المكافئة من الدر  في الانتمامهذه الدراسة  تبحث
ادلة باستخدام سيتم حل المع. مساحات ةوأربع ينزمناالتحتوي المعادلة على ترتيب . الرابعة

لول طريقة التحويل التفاضلية هي طريقة عددية ينتج حلها ح. طريقة التحويل التفاضلي
طبيق الطريقة يمكن ت .حيث يشَكل الحل سلسلة تايلور. الحدود متعددتحليلية في شكل 

 .لإيجاد حل المعادلات التفاضلية الجزئية المكافئة من الدرجة الرابعة دون المرور بمرحلة الخطية
. الَبعاد حل المعادلة هي تحويل تفاضلي ثنائي طريقة التحويل التفاضلي المستخدمة في

ف طريقة تحويل تفاضلي مع تعري وضقةإلى شكل  لىالَو  الحالةالخطوة الَولى هي تحويل 
ة من الرتبة الرابعة إلى ئالمكافضلي لتفهي تحويل المعادلة ا الثانيةوالخطوة . التحويل التفاضلي

تالية هي استخدام والخطوة ال. تحويل تفاضلي مع تحديد طريقة التحويل التفاضلي شكل دال
,𝑈(𝑘 التي ت تحويلها للعثور على قيمة والمعادلات الَولى الحالات ℎ)  ل𝑘  وℎ  رقمان هي
,𝑈(𝑘 حيث ،طبيعان ℎ)  من  وظيفة تحويلهي𝑢(𝑥, 𝑡).  ثم باستخدام صيغة التحول

سة هو إيجاد الغرض من هذه الدرا. الحصول على الحل التقريبيالتفاضلي العكسي ، سيتم 
عد ذلك عن التي يتم البحث عنها ب، حل لمعادلة تفاضلية جزئية مكافئة من الدرجة الرابعة
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اسة في لدر ستكون نتائج هذه ا .ت الحصول عليه في حالته الَولى طريق إدخال الحل الذي
,𝑢(𝑥  شكل دال 𝑡)  سلسلة طاقة.يتم توسيعها في شكل 



 

1 

 

BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Penelitian ini didasarkan pada firman Allah Swt dalam al-Quran surat al-

Insyirâh/94:5-6, yaitu: 

ِ فإَنَِّ مَعَ ٱل   س  ر  عُ سُ  ِ إنَِّ مَعَ ٱل   ٥  اي ر  عُس  سُ   ٦  اي

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan (5). Sesungguhnya sesudah 

kesulitan itu ada kemudahan (6)”. 

 

Dalam al-Quran surat al-Insyirâh/94:5-6 dijelaskan bahwasanya Nabi Saw 

banyak sekali mengalami kesulitan dan hambatan dari orang-orang kafir, kemudian 

beliau mendapatkan kelapangan dan kemudahan, yaitu setelah beliau mengalami 

kemenangan atas mereka (Al-Mahalli, dkk, 2004:1349). Surat al-Insyirâh/94:5-6 

juga menjelaskan bahwasanya setiap kesulitan tidak terlepas dari kemudahan yang 

selalu menyertai dan mengiringinya. Maka, ketika terdapat suatu permasalahan 

yang terasa berat, Allah Swt akan melapangkan kemudahan sehingga permasalahan 

yang berat tersebut terasa menjadi lebih ringan (Ikhwanudin, 2013). Untuk 

memecahkan suatu permasalahan terlebih permasalahan dalam kehidupan terdapat 

banyak caranya, salah satunya telah dijelaskan pada firman Allah Swt dalam al-

Quran surat al-Baqarah/2:153: 

تَعِ  وا  ٱس  نَ ءَامَنُ ي  ِ هَا ٱلََّّ يُّ
َ

بِِْٰينَ يأَ َ مَعَ ٱلصَّ لَوٰةِ إنَِّ ٱللََّّ لصَّ ِ وَٱ بْ  لصَّ نُوا  بٱِ   ١٥٣  ي

“Hai orang-orang yang beriman, Jadikanlah sabar dan shalat sebagai penolongmu, 

Sesungguhnya Allah beserta orang-orang yang sabar” 
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Diceritakan dalam al-Quran surat al-Baqarah/2:153 bahwasanya Allah Swt 

memerintahkan kepada setiap orang-orang yang beriman untuk menjadikan sabar 

dan sholat sebagai penolong dalam mencapai kebahagiaan akhirat dan juga untuk 

selalu taat melakukan ibadah dan sabar menghadapi cobaan. Karena Allah Swt akan 

selalu melimpahkan pertolongan-Nya kepada mereka yang mau bersabar (Al-

Mahalli, dkk, 2004:78). 

Penelitian ini merujuk firman Allah Swt pada al-Quran surat al-

Insyirâh/94:5-6. Selanjutnya dalam matematika, metode penyelesaian yang dipilih 

akan menentukan solusi yang diperoleh. Sebagai contoh, differential transform 

method merupakan salah satu metode numerik dalam penyelesaian persamaan 

diferensial. Konsep differential transform method pertama kali dikenalkan oleh 

Zhou (1986). Metode tersebut menghasilkan solusi analitik dalam bentuk 

polinomial (Jang, dkk, 2001). Differential transform method juga merupakan 

prosedur iteratif untuk memperoleh solusi deret Taylor analitik dari persamaan 

diferensial (Jang, dkk, 2001). Differential transform method memiliki beberapa 

operasi di antaranya yaitu, differential transform satu dimensi dan differential 

transform dua dimensi. Differential transform berdimensi satu digunakan untuk 

mencari penyelesaian solusi persamaan diferensial biasa. Sedangkan differential 

transform berdimensi dua digunakan untuk mencari penyelesaian solusi persamaan 

diferensial parsial. Adapun prosedur yang akan dilakukan adalah 

mentransformasikan kondisi awal dengan definisi dan sifat-sifat differential 

transform method, mentransformasikan persamaan diferensial  dengan definisi dan 

sifat-sifat differential transform method, menggunakan kondisi awal yang telah 

ditransformasikan untuk menentukan nilai 𝑈(𝑘, 0), 𝑈(𝑘, 1), 𝑈(𝑘, 2), …, 
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menggunakan rumus invers transformasi diferensial untuk memperoleh solusi 

perkiraan untuk masalah nilai awal (Benhammouda, dkk, 2016).  

Dalam penelitian ini persamaan diferensial yang akan digunakan adalah 

persamaan diferensial parsial parabolik orde empat. Persamaan tersebut 

menggambarkan sebuah persamaan dasar yang mengatur getaran transversal dari 

balok seragam. Getaran transversal dari balok seragam tersebut tidak terdapat 

lapisan yang mendukung, sehingga tidak berkontribusi pada energi regangan 

(Khan, dkk, 2016). Persamaan diferensial parsial parabolik orde empat tersebut 

memuat orde dua waktu dan orde empat ruang. Dimana 𝑢 menjelaskan tentang 

perpindahan transversal dari balok, 𝑡 dan 𝑥 adalah variabel waktu dan jarak, 𝑓(𝑥, 𝑡) 

adalah fungsi kontinu yang merupakan motor penggerak dinamis per satuan massa 

(Aziz, dkk, 2005).  

Penelitian yang terkait dengan differential transform method merujuk pada 

beberapa penelitian terdahulu. Sebelumnya Soltanalizadeh (2011), differential 

transform method digunakan untuk memecahkan persamaan telegraf hiperbolik. 

Beberapa tes numerik untuk menunjukkan keefektifan dan efisiensi metode tersebut 

juga dilakukan. Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwasanya metode differential 

transform method merupakan metode dengan proses iteratif yang sederhana, karena 

dalam proses mencari solusi dari persamaan telegraf hiperbolik tidak memerlukan 

linierisasi terlebih dahulu. Oleh karena itu, differential transform method bisa 

menjadi cara alternatif untuk mencari solusi dari persamaan diferensial parsial yang 

tidak memiliki solusi analitik. Pada penelitian berikutnya merujuk pada Yildirim, 

dkk (2012), differential transform method digunakan untuk menemukan solusi dari 

persamaan Regularized Long Wave. Dengan menggunakan kondisi awal dan dua 
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kondisi batas penelitian tersebut memperoleh 𝑢(𝑥, 𝑡) yang kontinu untuk semua 

nilai 𝑥 dan 𝑡. Selain itu, dari penelitian tersebut juga menunjukkan bahwasanya 

differential transform method dapat mengurangi kesulitan komputasi dari pada 

metode lainnya, karena metode tersebut tanpa melalui proses linierisasi terlebih 

dahulu, sehingga akan mudah dalam menyelesaikan solusi dari persamaan 

diferensial. 

Penelitian ini difokuskan pada analisis solusi persamaan diferensial 

parabolik orde empat dengan menggunakan differential transform method. Hasil 

dari penelitian tersebut akan dibuktikan keshahihannya dengan mensubstitusikan 

solusi yang diperoleh ke kondisi awalnya. Hal ini dilakukan untuk mengetahui 

apakah differential transform method merupakan metode yang tepat untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial parsial parabolik orde empat.  

 Berdasarkan paparan di atas, peneliti ingin mencari solusi penyelesaian 

dengan menggunakan differential transform method. Sehingga peneliti mengajukan 

judul penelitian “Analisis Differential Transform Method pada Penyelesaian 

Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka permasalahan yang akan dibahas 

dalam penelitian ini adalah bagaimana analisis differential transform method pada 

penyelesaian persamaan diferensial parsial parabolik orde empat? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan dari penelitian ini 

adalah mengetahui bagaimana menganalisis differential transform method pada 

penyelesaian persamaan diferensial parsial parabolik orde empat. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan tujuan penelitian tersebut, maka manfaat yang bisa di ambil 

adalah memperoleh penyelesaian solusi dari persamaan diferensial parsial 

parabolik orde empat dengan menggunakan differential transform method. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini agar lebih fokus dan mendalam, maka penulis membatasi 

penelitiannya sebagai berikut: 

1. Persamaan yang digunakan adalah persamaan diferensial parsial parabolik orde 

empat, dengan bentuk sebagai berikut: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝛼

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 𝑓(𝑥, 𝑡) 

2. Kondisi awal yang dipilih yaitu 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), di mana 𝑥 dibatasi dari 0 sampai 

𝑙. 

3. Kondisi awal kedua yang dipilih yaitu 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), di mana 𝑥 dibatasi dari 

0 sampai 𝑙. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian adalah studi literatur. 

Yang mana, studi literatur merupakan studi di mana peneliti menggunakan 
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beberapa referensi seperti buku, jurnal-jurnal ilmiah, hasil penelitian, skripsi, dan 

literatur yang lain. Studi literatur ini dilakukan dengan cara membaca, memahami, 

mengupas, menelaah, membandingkan, mengumpulkan dan mengidentifikasi dari 

beberapa sumber yang digunakan.  

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah: 

a. Menentukan kondisi awal yang dibatasi nilai 𝑥-nya dari 0 sampai 𝑙. 

b. Mentransformasikan kondisi awal dengan sifat-sifat differential transform 

method. 

c. Mentransformasikan persamaan diferensial parsial parabolik orde empat 

dengan sifat-sifat differential transform method. 

d. Menggunakan kondisi awal yang telah ditransformasikan untuk menentukan 

nilai 𝑈(𝑘, 0), 𝑈(𝑘, 1), 𝑈(𝑘, 2), …. 

e. Menggunakan rumus invers transformasi diferensial untuk memperoleh 

solusi perkiraan untuk masalah nilai awal 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Dalam sistematika penulisan, penelitian ini menggunakan sistematika 

penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-masing bab terdiri dari sub bab 

sebagai berikut: 

Bab I  Pendahuluan 

Latar Belakang, Rumusan Masalah, Tujuan Penelitian, Manfaat Penelitian, 

Batasan Masalah, Metode Penelitian dan Sistematika Penulisan. 

 

Bab II   Kajian Teori 
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Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat, Definisi dan Operasi 

Differential Transfom Method, Galat atau Error dan Road Map Penelitian, 

Mencari Solusi dalam Perspektif Islam. 

Bab III   Hasil dan Pembahasan 

Preparasi, Proses, dan Hasil 

Bab IV  Penutup 

Kesimpulan dan Saran.  



 

8 

 

BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat 

Persamaan diferensial parsial parabolik orde empat merupakan persamaan 

yang menggambarkan persamaan dasar yang mengatur getaran transversal dari 

balok seragam. Getaran transversal dari balok seragam tersebut tidak dilapisi oleh 

lapisan pendukung, sehingga getaran tersebut tidak berkontribusi pada energi 

regangan (Khan, dkk, 2016). Persamaan diferensial parsial parabolik orde empat 

pada penelitian ini memuat orde dua waktu dan orde empat ruang. Berikut 

merupakan rumus umum dari persamaan diferensial parsial parabolik orde empat: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝛼

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 𝑓(𝑥, 𝑡) (2.1) 

Keterangan: 

𝑢 : perpindahan transversal dari balok  

𝑡  : variabel waktu 

𝑥 : variabel jarak atau koordinat spasial 

𝛼 : konstanta posistif 

𝑓(𝑥, 𝑡) : fungsi kontinu yang merupakan motor penggerak dinamis per satuan massa 

Diketahui kondisi nilai awal adalah sebagai berikut: 

 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 (2.2) 

dan  

 
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑔(𝑥),          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 (2.3) 
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2.2 Definisi dan Operasi Differential Transform Method 

2.2.1 Differential Transform Method Berdimensi Satu 

Definisi dasar dari metode differential transform berdimensi satu akan 

ditunjukkan sebagai berikut: 

Definisi 1: Jika 𝑢(𝑡) adalah fungsi analitik pada domain waktu 𝑇, maka: 

 
𝑑𝑘𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
= 𝜑(𝑡, 𝑘),        ∀𝑡 ∈ 𝑇 (2.4) 

Untuk 𝑡 = 𝑡𝑖 , 𝜑(𝑡, 𝑘) = 𝜑(𝑡𝑖, 𝑘), di mana 𝑘 adalah bilangan bulat tak negatif. 

Dinotasikan sebagai domain 𝐾. Sehingga persamaan 2.4 dapat dituliskan menjadi: 

 𝑈𝑖(𝑘) = 𝜑(𝑡𝑖, 𝑘) = [
𝑑𝑘𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]

𝑡=𝑡𝑖

,        ∀𝑡 ∈ 𝑇 
(2.5) 

Di mana 𝑈𝑖(𝑘) disebut sebagai spektrum dari 𝑢(𝑡) pada 𝑡 = 𝑡𝑖 di dalam domain 𝐾 

(Soltanalizadeh, 2012). 

 

Definisi 2: Jika 𝑢(𝑡) adalah solusi analitik, maka dapat ditunjukkan sebagai berikut: 

 𝑢(𝑡) = ∑
(𝑡 − 𝑡𝑖)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑈(𝑘) 
(2.6) 

Persamaan 2.6 dikenal sebagai invers transformasi dari 𝑈(𝑘). Jika 𝑈(𝑘) 

didefinisikan sebagai berikut: 

 𝑈(𝑘) = 𝑀(𝑘) [
𝑑𝑘𝑞(𝑡)𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]

𝑡=𝑡𝑖

,        𝑘 = 0,1,2, …. 
(2.7) 

 

 

maka fungsi 𝑢(𝑡) dapat dituliskan menjadi: 
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 𝑢(𝑡) =
1

𝑞(𝑡)
∑

(𝑡 − 𝑡𝑖)
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑈(𝑘)

𝑀(𝑘)
 

(2.8) 

di mana 𝑀(𝑘) ≠ 0, 𝑞(𝑡) ≠ 0. 𝑀(𝑘) disebut faktor pembobot dan 𝑞(𝑡) dianggap 

sebagai kernel yang memenuhi 𝑢(𝑡). Jika 𝑀(𝑘) = 1 dan 𝑞(𝑡) = 1, maka 

persamaan 2.6 dan 2.8 ekuivalen. Kemudian transformasikan dengan 𝑀(𝑘) = 1 𝑘!⁄  

dan 𝑞(𝑡) = 1. Sehingga dari persamaan 2.7 kita memiliki: 

 𝑈(𝑘) =
1

𝑘!
[
𝑑𝑘𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]

𝑡=𝑡𝑖

,        𝑘 = 0,1,2, …. 
(2.9) 

Dengan menggunakan differential transform, persamaan diferensial dalam 

domain yang diinginkan dapat ditransformasikan ke dalam persamaan aljabar 

dalam domain 𝐾 dan 𝑢(𝑡) dapat memuat deret Taylor berhingga dan error dapat 

dituliskan sebagai berikut (Soltanalizadeh, 2012): 

 

 

𝑢(𝑡) =
1

𝑞(𝑡)
∑

(𝑡 − 𝑡𝑖)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑈(𝑘)

𝑀(𝑘)
+ 𝑅𝑛+1(𝑡) 

= ∑(𝑡 − 𝑡0)𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑈(𝑘) + 𝑅𝑛+1(𝑡) 

(2.10) 

 

2.2.2 Differential Transform Method Berdimensi Dua 

Suatu fungsi dua variabel 𝑢(𝑥, 𝑡) dianggap sebagai suatu produk dari dua 

fungsi satu variabel, yaitu 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡). Berdasarkan ketentuan pada 

differential transform berdimensi satu, fungsi 𝑢(𝑥, 𝑡) dapat dituliskan menjadi: 

     𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

 
(2.11) 
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di mana 𝑈(𝑘, ℎ) disebut sebagai spektrum dari 𝑢(𝑥, 𝑡). Definisi dasar dari 

differential transform berdimensi 2 adalah sebagai berikut: 

Definisi Differential Transform Berdimensi 2:  

Jika 𝑢(𝑥, 𝑡) adalah fungsi analitik dan terdiferensiasi secara kontinu terhadap waktu 

𝑡 di dalam domain yang diketahui, maka: 

 𝑈(𝑘, ℎ) =
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

, 
(2.12) 

dimana 𝑈(𝑘, ℎ) adalah fungsi spektrum sebagai transformasi fungsi 𝑇. Misalkan 

𝑢(𝑥, 𝑡) adalah fungsi asal dengan batas atas 𝑈(𝑘, ℎ) menggunakan transformasi 

fungsi. Invers transformasi diferensial dari 𝑈(𝑘, ℎ) adalah sebagai berikut: 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 
(2.13) 

Dengan menggunakan persamaan 2.12 ke dalam persamaan 2.13, diperoleh hasil 

sebagai berikut: 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

 = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

, 

(2.14) 

 

 

 

    (2.15) 

 

di mana 𝑥0 = 0 dan 𝑡0 = 0 

 Berdasarkan definisi dan persamaan 2.12 dan 2.13 dapat diperoleh sifat-

sifat operasi dari transformasi diferensial berdimensi dua pada tabel berikut (Jafari, 

dkk, 2010): 
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Tabel 2.1 Operasi Transformasi Diferensial Berdimensi Dua 

 Fungsi Asal Fungsi Transformasi 

1 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) ± 𝑤(𝑥, 𝑡) 𝑈(𝑘, ℎ) = 𝑉(𝑘, ℎ) ± 𝑊(𝑘, ℎ) 

2 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑈(𝑘, ℎ) = 𝑐𝑉(𝑘, ℎ) 

3 
𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑥
𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑈(𝑘, ℎ) = (𝑘 + 1)𝑉(𝑘 + 1, ℎ) 

4 
𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑡
𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑈(𝑘, ℎ) = (ℎ + 1)𝑉(𝑘, ℎ + 1) 

5 𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑟+𝑠

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑡𝑠
𝑣(𝑥, 𝑡) 

𝑈(𝑘, ℎ) =
(𝑘 + 𝑟)! (ℎ + 𝑠)!

𝑘! ℎ!
𝑉(𝑘 + 𝑟, ℎ

+ 𝑠) 

6 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑥, 𝑡) 
𝑈(𝑘, ℎ) = ∑ ∑ 𝑉(𝑟, ℎ − 𝑠)𝑊(𝑘

ℎ

𝑠=0

𝑘

𝑟=0

− 𝑟, 𝑠) 

7 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑚𝑦𝑛 

𝑈(𝑘, ℎ) = 𝛿(𝑘 − 𝑚, ℎ − 𝑛) 

              = 𝛿(𝑘 − 𝑚)𝛿(ℎ − 𝑛) 

8 𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

𝑈(𝑘, ℎ) = ∑ ∑(𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1)

ℎ

𝑠=0

𝑘

𝑟=0

× 𝑉(𝑟 + 1, ℎ − 𝑠)𝑊(𝑘

− 𝑟 + 1, 𝑠) 

9 
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑚sin (𝛼𝑡 + 𝑏) 𝑈(𝑘, ℎ) =

𝛼ℎ

ℎ!
𝛿(𝑘 − 𝑚)sin (

ℎ𝜋

2
+ 𝑏) 

10 
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑚cos (𝛼𝑡 + 𝑏) 𝑈(𝑘, ℎ) =

𝛼ℎ

ℎ!
𝛿(𝑘 − 𝑚)cos (

ℎ𝜋

2
+ 𝑏) 

11 
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝛼𝑥𝑦𝑛 𝑈(𝑘, ℎ) =

𝛼𝑘

𝑘!
𝛿(ℎ − 𝑛) 

(Jafari, dkk, 2010) 
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2.3 Road Map Penelitian 

1) Penelitian yang dilakukan Soltanalizadeh (2011) 

Pada penelitian ini, beberapa tes numerik dilakukan untuk menunjukkan 

keefektifan dan efisiensi differential transform method. Metode tersebut digunakan 

untuk memecahkan persamaan telegraf hiperbolik. Berikut merupakan persamaan 

telegraf hiperbolik yang digunakan: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝛽𝑢 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝜓(𝑥, 𝑡) 

di mana 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅, 𝜓: 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 diketahui dan 𝑢: 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 adalah fungsi yang 

tidak diketahui. 

Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa metode differential transform 

method merupakan metode dengan proses iteratif yang sederhana, karena dalam 

proses mencari solusi dari persamaan telegraf hiperbolik tidak memerlukan 

linierisasi terlebih dahulu. Oleh karena itu, differential transform method bisa 

menjadi cara alternatif untuk mencari solusi dari persamaan diferensial parsial yang 

tidak memiliki solusi analitik.  

 

2) Penelitian yang dilakukan Yildirim, dkk (2012) 

Yildirim, dkk (2012), menggunakan differential transform method untuk 

menemukan solusi dari persamaan Regularized Long Wave. Berikut merupakan 

persamaan yang digunakan: 

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 + 𝜆𝑢𝑢𝑥 − 𝜇𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝜑(𝑥, 𝑡) 

di mana 𝜆 dan 𝜇 adalah parameter positif, dan jika 𝜑(𝑥, 𝑡) = 0, maka dikethaui 

bahwa persamaan tersebut adalah persamaan Regularized Long Wave. 
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Dengan menggunakan kondisi awal dan dua kondisi batas penelitian tersebut 

memperoleh 𝑢(𝑥, 𝑡) yang kontinu untuk semua nilai 𝑥 dan 𝑡. Selain itu, dari 

penelitian tersebut juga menunjukkan bahwasanya differential transform method 

dapat mengurangi kesulitan komputasi dari pada metode lainnya, sehingga solusi 

yang diperoleh akurat.  

 

2.4 Mencari Solusi dalam Perspektif Islam 

Al-Quran dan Hadis merupakan sumber ajaran Islam sekaligus pedoman 

hidup yang harus dipegang erat oleh setiap umat muslim. Dalam kehidupan setiap 

manusia tidak akan pernah luput dari suatu permasalahan atau kesulitan. Jika 

permasalahan tersebut tidak dapat diselesaiakan dengan satu cara, maka pasti akan 

ada cara lain untuk menyelesaikan permasalahan tersebut. Oleh karena itu, al-Quran 

telah mengajarkan kita sebagai umat Islam untuk bekerja dengan sepenuh hati dan 

juga bersungguh-sungguh. Seperti yang dijelaskan dalam firman Allah Swt pada al-

Quran surat al-Insyirâh/94:5-8: 

ا   سُۡر سِۡ ي لۡعُ عَ ٱ ا    ٥فإَنَِّ مَ سِۡ يسُۡٗ بۡ  فَ   ٦إنَِّ مَعَ ٱلۡعُ تَ فَٱنصَ فَرغَۡ كَِ  ٧إذَِا  وَإِلََٰ رَب 

 ٨فَٱرغَۡب  

 “Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan (5). Sesungguhnya sesudah 

kesulitan itu ada kemudahan(6). Maka apabila kamu Telah selesai (dari sesuatu urusan), 

kerjakanlah dengan sungguh-sungguh (urusan) yang lain (7). Dan Hanya kepada 

Tuhanmulah hendaknya kamu berharap (8)”. 

 

Sudah jelas tertera pada al-Quran surat al-Insyirâh/94:5-6 bahwa setiap 

kesulitan itu pasti akan ada kemudahan. Dan selalu berfikir positif bahwasanya 

setiap masalah akan ada solusi atau cara untuk menyelesaikannya. Karena Allah 
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Swt tidak akan menguji hamba-Nya melebihi dari batas kemampuannya. Hal ini 

dijelaskan dalam firman Allah Swt pada al-Quran surat al-Baqarah/2:286: 

ا   ا إلََِّ وسُۡعَهَ نَفۡسر  ُ فُِ ٱللََّّ  ٢٨٦ ……لََ يكَُل 
“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya….(286)”  

Karena banyaknya permasalahan yang terdapat dalam kehidupan, salah satu 

alat untuk memecahkan permasalahan tersebut adalah matematika. Pada bidang 

matematika sendiri terdapat beberapa permasalahan di antaranya, yaitu 

permasalahan dalam mencari solusi dari persamaan diferensial. Jika persamaan 

diferensial tersebut tidak dapat dicari dengan satu metode, maka pasti dapat 

diselesaikan dengan metode yang lainnya.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Solusi Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat dengan 

Menggunakan Differential Transform Method 

Pada pembahasan ini akan dibahas solusi persamaan diferensial parsial 

parabolik orde empat dengan menggunakan differential transform method. 

Misalkan 𝑈(𝑘, ℎ) sebagai fungsi  transformasi diferensial da 𝑢(𝑥, 𝑡). Dengan 

menggunakan sifat-sifat operasi transformasi diferensial berdimensi dua yang 

terdapat pada tabel (2.1) dan definisi differential transform method pada persamaan 

(2.14), maka diperoleh transformasi diferensial dari persamaan (2.1) adalah sebagai 

berikut: 

(1) Diketahui persamaan diferensial parsial parabolik orde empat: 

 𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝛼

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 𝑓(𝑥, 𝑡) 

 

Akan dicari transformasi dari persamaan (2.1) dengan menggunakan definisi 

differential transform method pada persamaan (2.14), maka diperoleh:  

Misalkan: 

 𝑢1(𝑥, 𝑡) =
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) (3. 1) 

 𝑢2(𝑥, 𝑡) =
𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(𝑥, 𝑡) (3. 2) 

Dengan menggunakan persamaan (2.14), yaitu: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0
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Akan diselesaikan terlebih dulu persamaan (3.1), penyelesaiannya sebagai 

berikut: 

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕2

𝜕𝑡2
∑ ∑

1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

                     = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑥𝑘𝑡ℎ)

∗∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

∗
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑥𝑘𝑡ℎ =

𝜕

𝜕𝑡
ℎ𝑥𝑘𝑡ℎ−1 = (ℎ − 1)ℎ𝑥𝑘𝑡ℎ−2 

                     = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(ℎ − 1)ℎ𝑥𝑘𝑡ℎ−2

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

Misalkan: 𝑖 = ℎ − 2   ↔     ℎ = 𝑖 + 2, sehingga,  

                     = ∑ ∑
1

𝑘! (𝑖 + 2)!
[

𝜕𝑘+(𝑖+2)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡(𝑖+2)
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

𝑖=0

∞

𝑘=0

 

((𝑖 + 2) − 1)(𝑖 + 2)𝑥𝑘𝑡𝑖  

                     = ∑ ∑
1

𝑘! (𝑖 + 2)!
[

𝜕𝑘+(𝑖+2)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡(𝑖+2)
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑖 + 1)

∞

𝑖=0

∞

𝑘=0

  

(𝑖 + 2)𝑥𝑘𝑡𝑖  

                     = ∑ ∑
1

𝑘! (𝑖 + 2)!
[

𝜕𝑘+(𝑖+2)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡(𝑖+2)
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑖 + 2)!

𝑖!
𝑥𝑘𝑡𝑖

∞

𝑖=0

∞

𝑘=0

 

                     = ∑ ∑
(𝑖 + 2)!

𝑖!

1

𝑘! (𝑖 + 2)!
[

𝜕𝑘+(𝑖+2)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡(𝑖+2)
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘𝑡𝑖

∞

𝑖=0

∞

𝑘=0

 

 
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑

(𝑖 + 2)!

𝑖!
𝑈(𝑘, 𝑖 + 2)𝑥𝑘𝑡𝑖

∞

𝑖=0

∞

𝑘=0
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Berdasarkan definisi differential transform pada persamaan (2.14), maka 

diperoleh: 

 
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑

(ℎ + 2)!

ℎ!
𝑈(𝑘, ℎ + 2)𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

di mana 
𝜕2

𝜕𝑡2 𝑢(𝑥, 𝑡) adalah fungsi originalnya, dan 
(ℎ+2)!

ℎ!
𝑈(𝑘, ℎ + 2) adalah 

fungsi transformasi dari 
𝜕2

𝜕𝑡2 𝑢(𝑥, 𝑡). Sehingga dapat dituliskan sebagai berikut: 

  𝑈1(𝑘, ℎ)  =
(ℎ + 2)!

ℎ!
𝑈(𝑘, ℎ + 2) (3. 3) 

 

Kemudian persamaan (3.2) akan diselesaikan, penyelesaiannya sebagai 

berikut: 

𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕4

𝜕𝑥4
∑ ∑

1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

                     = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(
𝜕4

𝜕𝑥4
𝑥𝑘𝑡ℎ)

∗∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

∗
𝜕4

𝜕𝑥4
𝑥𝑘𝑡ℎ =

𝜕3

𝜕𝑥3
𝑘𝑥𝑘−1𝑡ℎ =

𝜕2

𝜕𝑥2
(𝑘 − 1)𝑘𝑥𝑘−2𝑡ℎ

=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑘𝑥𝑘−3𝑡ℎ

= (𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)𝑘𝑥𝑘−4𝑡ℎ 

                     = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

(𝑘 − 3)𝑘𝑥𝑘−4𝑡ℎ 

 

Misalkan: 𝑗 = 𝑘 − 4  ↔     𝑘 = 𝑗 + 4, sehingga,  
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                     = ∑ ∑
1

(𝑗 + 4)! ℎ!
[

𝜕(𝑗+4)+ℎ

𝜕𝑥(𝑗+4)𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑗 + 4)

∞

ℎ=0

∞

𝑗=0

 

((𝑗 + 4) − 1)((𝑗 + 4) − 2)((𝑗 + 4) − 3)𝑥𝑗𝑡ℎ 

                     = ∑ ∑
1

(𝑗 + 4)! ℎ!
[

𝜕(𝑗+4)+ℎ

𝜕𝑥(𝑗+4)𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑗 + 4) 

∞

ℎ=0

∞

𝑗=0

 

 (𝑗 + 3)(𝑗 + 2)(𝑗 + 1)𝑥𝑗𝑡ℎ 

                             = ∑ ∑
1

(𝑗 + 4)! ℎ!
[

𝜕(𝑗+4)+ℎ

𝜕𝑥(𝑗+4)𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑗 + 4)!

𝑗!
𝑥𝑗𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑗=0

 

                     = ∑ ∑
(𝑗 + 4)!

𝑗!

1

(𝑗 + 4)! ℎ!
[

𝜕(𝑗+4)+ℎ

𝜕𝑥(𝑗+4)𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 𝑡)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑗𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑗=0

 

𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(𝑥, 𝑡)  = ∑ ∑

(𝑗 + 4)!

𝑗!
𝑈(𝑗 + 4, ℎ)𝑥𝑗𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑗=0

 

Berdasarkan definisi differential transform pada persamaan (2.14), maka 

diperoleh: 

 
𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ)𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

di mana 
𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(𝑥, 𝑡) adalah fungsi originalnya, dan 

(𝑘+4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ) adalah 

fungsi transformasi dari 
𝜕4

𝜕𝑥4 𝑢(𝑥, 𝑡). Sehingga dapat dituliskan sebagai berikut: 

  𝑈2(𝑘, ℎ)  =
(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ) (3. 4) 

 

Selanjutnya persamaan (3.3) dan (3.4) disubstitusikan ke dalam persamaan 

(2.1) sehingga diperoleh: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝛼

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 𝑓(𝑥, 𝑡) 



 20 

 

 

 

 
(ℎ + 2)!

ℎ!
𝑈(𝑘, ℎ + 2) + 𝛼

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ) = 𝑓(𝑘, ℎ) (3. 5) 

 

(2) Kemudian kondisi nilai awal pertama pada persamaan (2.2) ditransformasikan,  

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),           0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 

Dengan menggunakan definisi differential transform method pada persamaan 

(2.14), maka diperoleh: 

𝑢(𝑥, 0) = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 0)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

  

              = ∑
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘

∞

𝑘=0

   

∑ 𝑈(𝑘, 0)𝑥𝑘

∞

𝑘=0

= ∑
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑓(𝑥)] 𝑥𝑘

∞

𝑘=0

 

 𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑓(𝑥)] 

(3. 6) 

 

(3) Dan kondisi nilai awal kedua pada persamaan (2.3) juga ditransformasikan,  

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑔(𝑥),          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 

Dengan menggunakan definisi differential transform method pada persamaan 

(2.14), maka diperoleh: 

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
∑ ∑

1

𝑘! ℎ!
[

𝜕𝑘+ℎ

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
𝑢(𝑥, 0)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

  

              = ∑
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑔(𝑥)]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘

∞

𝑘=0
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              = ∑
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑔(𝑥)] 𝑥𝑘

∞

𝑘=0

  

∑ 𝑈(𝑘, 1)𝑥𝑘

∞

𝑘=0

= ∑
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑔(𝑥)] 𝑥𝑘

∞

𝑘=0

 

 𝑈(𝑘, 1) =
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑔(𝑥)] 

(3. 7) 

 

(4) Dari persamaan (3.5), akan dicari nilai 𝑈, sehingga diperoleh persamaan 

sebagai berikut: 

(ℎ + 2)!

ℎ!
𝑈(𝑘, ℎ + 2) + 𝛼

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ) = 𝑓(𝑘, ℎ) 

 𝑈(𝑘, ℎ + 2) =
ℎ!

(ℎ + 2)!
(𝑓(𝑘, ℎ) − 𝛼

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ)) 

(3. 8) 

𝑘 = 0,1, … ,          ℎ = 0,1, … 

 

3.2 Contoh Penerapan Differential Transform Method Pada Persamaan 

Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat  

Pada sub bab ini akan diberikan sebuah contoh untuk mendapatkan nilai dari 

persamaan diferensial parsial parabolik orde empat. 

1. Step 1: Menentukan persamaan diferensial parsial. 

Persamaan diferensial yang digunakan adalah persamaan diferensial 

parsial parabolik orde empat, seperti pada persamaan (2.1), yaitu: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝛼

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 𝑓(𝑥, 𝑡)  

Dimana dimisalkan nilai 𝛼 = 2 dan fungsi (𝑥, 𝑡) = 3𝑒𝑥+𝑡, maka persamaan 

(2.1) menjadi: 
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𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 3𝑒𝑥+𝑡 (3. 9) 

 

2. Step 2: Menentukan kondisi awal. 

Seperti pada persamaan (2.2) dan (2.3), maka kondisi awalnya adalah 

sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 

dan  

 
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑔(𝑥),          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙  

Misalkan nilai 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥. Maka kondisi awalnya menjadi: 

 𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥 ,          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 
(3. 10) 

dan 

 
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑒𝑥,          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 (3. 11) 

 

3. Step 3: Mentransformasikan kondisi awal dengan definisi dan sifat-sifat dari 

differential transform berdimensi dua. 

Pada step 2 diketahui persamaan (3.2) dan (3.3) sebagai kondisi awal. 

Selanjutnya, Misalkan 𝑈(𝑘, ℎ) sebagai transformasi diferensial dari 𝑢(𝑥, 𝑡).  

1) Persamaan (3.2): 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥,          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 

Jika ditransformasikan dengan menggunakan persamaan (3.5), maka: 

  𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑓(𝑥)] ,          𝑘 = 0,1,2, … 
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diketahui 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, maka 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥. Jika 𝑥 = 0, maka 𝑓′(0) = 𝑒0 = 1. 

Sehingga diperoleh: 

𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑓(𝑥)] ,          𝑘 = 0,1,2, … 

𝑈(𝑘, 0) =
(𝑒0)𝑘

𝑘!
=

1𝑘

𝑘!
,          𝑘 = 0,1,2, … 

 𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
 ,          𝑘 = 0,1,2, …         

(3. 12) 

 

2) Persamaan (3.3): 

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑒𝑥,          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 

Jika ditransformasikan dengan menggunakan persamaan (3.8), maka: 

  𝑈(𝑘, 1) =
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑔(𝑥)] ,          𝑘 = 0,1,2, … 

 

diketahui 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥, maka 𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥. Jika 𝑥 = 0, maka 𝑔′(0) = 𝑒0 = 1. 

Sehingga diperoleh: 

𝑈(𝑘, 1) =
1

𝑘!
[

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑔(𝑥)] ,          𝑘 = 0,1,2, … 

𝑈(𝑘, 1) =
(𝑒0)𝑘

𝑘!
=

1𝑘

𝑘!
,          𝑘 = 0,1,2, … 

 𝑈(𝑘, 1) =
1

𝑘!
 ,          𝑘 = 0,1,2, …         

(3. 13) 

 

4. Step 4: Mentransformasikan persamaan diferensial parsial parabolik orde 

empat dengan definisi dan sifat-sifat dari differential transform berdimensi 

dua. 
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Pada step 1 telah ditentukan persamaan yang digunakan adalah 

persamaan diferensial parsial parabolik orde empat, yaitu pada persamaan 

(3.9): 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 3𝑒𝑥+𝑡 

Selanjutnya, persamaan tersebut akan ditransformasikan sebagai 

berikut: 

Misalkan: 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) 

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(𝑥, 𝑡) 

𝑓(𝑥, 𝑡) = 3𝑒𝑥+𝑡 = 3𝑒𝑥𝑒𝑡, jika ditransformasikan dengan menggunakan sifat 

differential transform method, maka:  

𝑓(𝑘, ℎ) = 3𝑒𝑥𝑒𝑡 = 3
1𝑘

𝑘!

1ℎ

ℎ!
=

3(1)𝑘+ℎ

𝑘! ℎ!
 

Selanjutnya, disubstitusikan ke persamaan (3.8), dimana 𝑓(𝑥, 𝑡) =

3𝑒𝑥+𝑡 → 𝑓(𝑘, ℎ) =
3(1)𝑘+ℎ

𝑘!ℎ!
. Maka diperoleh: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 3𝑒𝑥+𝑡 

 
(ℎ + 2)!

ℎ!
𝑈(𝑘, ℎ + 2) + 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ) =

3(1)𝑘+ℎ

𝑘! ℎ!
 (3. 14) 

 

5. Step 5: Menggunakan kondisi awal yang telah ditransformasikan untuk 

menentukan nilai 𝑈(𝑘, 0), 𝑈(𝑘, 1), 𝑈(𝑘, 2), …. 

Dari persamaan (3.14) akan dicari nilai 𝑈, sehingga diperoleh 

persamaan sebagai berikut:  
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 𝑈(𝑘, ℎ + 2) = (
3(1)𝑘+ℎ

𝑘! ℎ!
− 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ))

ℎ!

(ℎ + 2)!
 

(3. 15) 

𝑘 = 0,1, … ,          ℎ = 0,1, … 

Untuk menentukan nilai  𝑈(𝑘, 0), 𝑈(𝑘, 1), 𝑈(𝑘, 2), … di mana 𝑘 =

0,1, …, maka digunakan kondisi awal yang telah ditransformasikan. Karena 

𝑈(𝑘, 0) dan 𝑈(𝑘, 1) merupakan kondisi awal pertama dan kedua, maka akan 

diperoleh : 

Tabel 3.1 Nilai dari 𝑈(𝑘, 0) dan 𝑈(𝑘, 1), di mana 𝑘 = 0,1,2,3, … 

   

0 
1𝑘

𝑘!
=

10

0!
= 1 

1𝑘

𝑘!
=

10

0!
= 1 

1 
1𝑘

𝑘!
=

11

1!
= 1 

1𝑘

𝑘!
=

11

1!
= 1 

2 
1𝑘

𝑘!
=

12

2!
=

1

2
 

1𝑘

𝑘!
=

12

2!
=

1

2
 

3 
1𝑘

𝑘!
=

13

3!
=

1

6
 

1𝑘

𝑘!
=

13

3!
=

1

6
 

4 
1𝑘

𝑘!
=

14

4!
=

1

24
 

1𝑘

𝑘!
=

14

4!
=

1

24
 

⋮ ⋮ ⋮ 

𝑛 
1𝑘

𝑘!
=

1𝑛

𝑛!
 

1𝑘

𝑘!
=

1𝑛

𝑛!
 

Di mana 𝑛 adalah bilangan bulat posistif. 

Selanjutnya dalam mencari nilai 𝑈(𝑘, 2), 𝑈(𝑘, 3), 𝑈(𝑘, 4), ⋯. Dapat 

dicari dengan menggunakan persamaan (3.15). 

Jika ℎ = 0, maka: 

ℎ 
𝑘 

0 1 
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𝑈(𝑘, ℎ + 2) = (
3(1)𝑘+ℎ

𝑘! ℎ!
− 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ))

ℎ!

(ℎ + 2)!
 

𝑈(𝑘, 0 + 2) = (
3(1)𝑘+0

𝑘! 0!
− 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4,0))

0!

(0 + 2)!
 

        𝑈(𝑘, 2) = (
3(1)𝑘

𝑘!
− 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4,0))

1

2!
 

 

Maka untuk 𝑘 = 0,1,2, ⋯, diperoleh: 

𝑈(0,2) = (
3(1)0

0!
− 2

(0 + 4)!

0!
𝑈(0 + 4, 0))

1

2!
 

𝑈(0,2) = (3 − 2
(4)!

0!
𝑈(4, 0))

1

2!
 

𝑈(0,2) = (3 − 2
(4)!

0!

1

4!
)

1

2!
= (3 −

2

0!
)

1

2!
= (

3 − 2

0!
)

1

2!
=

1

2!
 

 

𝑈(1,2) = (
3(1)1

1!
− 2

(1 + 4)!

1!
𝑈(1 + 4, 0))

1

2!
 

𝑈(1,2) = (3 − 2
(5)!

1!
𝑈(5, 0))

1

2!
 

𝑈(1,2) = (3 − 2
(5)!

1!

1

5!
)

1

2!
= (3 −

2

1!
)

1

2!
= (

3 − 2

1!
)

1

2!
=

1

2!
 

 

𝑈(2,2) = (
3(1)2

2!
− 2

(2 + 4)!

2!
𝑈(2 + 4, 0))

1

2!
 

𝑈(2,2) = (
3

2!
− 2

(6)!

2!
𝑈(6, 0))

1

2!
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𝑈(2,2) = (
3

2!
− 2

(6)!

2!

1

6!
)

1

2!
= (

3

2!
−

2

2!
)

1

2!
= (

3 − 2

2!
)

1

2!
=

1

2! 2!
 

  

𝑈(3,2) =
1

3! 2!
, 𝑈(4,2) =

1

4! 2!
, ⋯ 

Untuk ℎ = 1,2,3, ⋯ terdapat pada lampiran 1. 

 

6. Step 6:  Menggunakan rumus invers differential transform method untuk 

memperoleh nilai 𝑢(𝑥, 𝑡) sebagai solusi perkiraan. 

Untuk mencari nilai 𝑢(𝑥, 𝑡) sebagai solusi perkiraan maka akan 

digunakan rumus invers differential transform method, seperti pada persamaan  

(2.15): 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

, 

Sehingga, 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)𝑥𝑘𝑡ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(0,0)𝑥0𝑡0 + 𝑈(1,0)𝑥1𝑡0 + 𝑈(2,0)𝑥2𝑡0 + ⋯ + 𝑈(𝑘, 0)𝑥𝑘𝑡0 + 

                𝑈(0,1)𝑥0𝑡1 + 𝑈(1,1)𝑥1𝑡1 + 𝑈(2,1)𝑥2𝑡1 + ⋯ + 𝑈(𝑘, 1)𝑥𝑘𝑡1 + 

                𝑈(0,2)𝑥0𝑡2 + 𝑈(1,2)𝑥1𝑡2 + 𝑈(2,2)𝑥2𝑡2 + ⋯ + 𝑈(𝑘, 2)𝑥𝑘𝑡2 + 

                𝑈(0,3)𝑥0𝑡3 + 𝑈(1,3)𝑥1𝑡3 + 𝑈(2,3)𝑥2𝑡3 + ⋯ + 𝑈(𝑘, 3)𝑥𝑘𝑡3 + 

⋮ 

               𝑈(0, ℎ)𝑥0𝑡ℎ + 𝑈(1, ℎ)𝑥1𝑡ℎ + 𝑈(2, ℎ)𝑥2𝑡ℎ + ⋯ + 𝑈(𝑘, ℎ)𝑥𝑘𝑡ℎ 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑛 + 
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                𝑡 + 𝑥𝑡 +
1

2!
𝑥2𝑡 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑛𝑡 + 

               
1

2!
𝑡2 +

1

2!
𝑥𝑡2 +

1

2! 2!
𝑥2𝑡2 + ⋯ +

1

𝑛! 2!
𝑥𝑛𝑡2 + 

               
1

3!
𝑡3 +

1

3!
𝑥𝑡3 +

1

2! 3!
𝑥2𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛! 3!
𝑥𝑛𝑡3 + 

⋮ 

                
1

𝑛!
𝑡𝑛 +

1

𝑛!
𝑥𝑡𝑛 +

1

2! 𝑛!
𝑥2𝑡𝑛 + ⋯ +

1

𝑛! 𝑛!
𝑥𝑛𝑡𝑛 

 

 

Selanjutnya akan dikelompokkan, sehingga diperoleh nilai 𝑢(𝑥, 𝑡) 

sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 𝑡) ≅ 1 + 𝑡 +
1

2!
𝑡2 + 

1

3!
𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑡𝑛 + 𝑥 +

1

2!
𝑥2 + ⋯ + 

                
1

𝑛!
𝑥𝑛 + 𝑥𝑡 +

1

2!
𝑥𝑡2 +

1

3!
𝑥𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑡𝑛 +

1

2!
𝑥2𝑡 + 

             
1

2! 2!
𝑥2𝑡2 +

1

2! 3!
𝑥2𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛! 𝑛!
𝑥𝑛𝑡𝑛 + ⋯ 

(3. 16) 

Sehingga menurut definisi dari persamaan (2.14), persamaan (3.16) merupakan 

ekspansi deret Taylor dari sebuah fungsi.  

 

7. Step 7:  Validasi keabsahan solusi yang diperoleh dari differential transform 

method dengan memasukkan kondisi awal. 

 Diketahui kondisi awalnya terdapat pada persamaan (3.10) dan (3.11), 

yaitu: 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥 ≅ 1 +  
𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ 

dan 
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𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑒𝑥 ≅ 1 +  

𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ 

Jika dimasukkan ke dalam kondisi awal pertama, maka diperoleh: 

𝑢(𝑥, 0) = 1 + (0) +
1

2!
(0)2 +  

1

3!
(0)3 + ⋯ +

1

𝑛!
(0)𝑛 + 𝑥 +

1

2!
𝑥2 + ⋯ + 

                
1

𝑛!
𝑥𝑛 + 𝑥(0) +

1

2!
𝑥(0)2 +

1

3!
𝑥(0)3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥(0)𝑛 +

1

2!
𝑥2(0) 

              + 
1

2! 2!
𝑥2(0)2 +

1

2! 3!
𝑥2(0)3 + ⋯ +

1

𝑛! 𝑛!
𝑥𝑛(0)𝑛 + ⋯ 

 

𝑢(𝑥, 0) = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑛 ≅ 𝑒𝑥 

Jadi solusi tersebut shahih. 

Selanjutnya, Jika dimasukkan ke dalam kondisi awal kedua, maka diperoleh: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 + 𝑡 +
1

2!
𝑡2 +  

1

3!
𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑡𝑛 + 𝑥 +

1

2!
𝑥2 + ⋯ + 

          
1

𝑛!
𝑥𝑛 + 𝑥𝑡 +

1

2!
𝑥𝑡2 +

1

3!
𝑥𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑡𝑛 +

1

2!
𝑥2𝑡 + 

        
1

2! 2!
𝑥2𝑡2 +

1

2! 3!
𝑥2𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛! 𝑛!
𝑥𝑛𝑡𝑛 + ⋯ 

 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0 + 1 + 𝑡 +  

𝑡2

2!
+ ⋯ +

𝑛

𝑛!
𝑡𝑛−1 + 0 + 0 + ⋯ + 

          0 + 𝑥 + 𝑥𝑡 +
𝑥𝑡2

2!
+ ⋯ +

𝑛

𝑛!
𝑥𝑡𝑛−1 +

𝑥2

2!
+ 

        
𝑥2𝑡

2!
+

𝑥2𝑡2

2! 2!
+ ⋯ +

𝑛𝑥𝑛𝑡𝑛−1

𝑛! 𝑛!
+ ⋯  

 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0 + 1 + (0) +  

(0)2

2!
+ ⋯ +

𝑛

𝑛!
(0)𝑛−1 + 0 + 0 + ⋯ + 

          0 + 𝑥 + 𝑥(0) +
𝑥(0)2

2!
+ ⋯ +

𝑛

𝑛!
𝑥(0)𝑛−1 +

𝑥2

2!
+ 
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𝑥2(0)

2!
+

𝑥2(0)2

2! 2!
+ ⋯ +

𝑛𝑥𝑛(0)𝑛−1

𝑛! 𝑛!
+ ⋯  

 

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 1 + 𝑥 +

1

2!
𝑥2 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑛 ≅ 𝑒𝑥 

Jadi solusi tersebut shahih.
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya diperoleh kesimpulan 

bahwa differential transform method merupakan  salah satu metode numerik yang 

iteratif, karena dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial parabolik orde 

empat tidak melalui tahap linearisasi terlebih dahulu. Dan solusi yang diperoleh 

dengan menggunakan differential transform method ini membentuk sebuah deret 

Taylor. Adapun solusi yang diperoleh dari persamaan diferensial parsial parabolik 

orde empat , dari persamaan: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 3𝑒𝑥+𝑡 

dengan nilai awal 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥,          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 

dan  

 
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑒𝑥,          0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙  

adalah: 

𝑢(𝑥, 𝑡) ≅ 1 + 𝑡 +
1

2!
𝑡2 + 

1

3!
𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑡𝑛 + 𝑥 +

1

2!
𝑥2 + ⋯ + 

                
1

𝑛!
𝑥𝑛 + 𝑥𝑡 +

1

2!
𝑥𝑡2 +

1

3!
𝑥𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑥𝑡𝑛 +

1

2!
𝑥2𝑡 + 

             
1

2! 2!
𝑥2𝑡2 +

1

2! 3!
𝑥2𝑡3 + ⋯ +

1

𝑛! 𝑛!
𝑥𝑛𝑡𝑛 + ⋯ 
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4.2 Saran 

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya dalam menerapkan 

differential transform method tidak hanya mencari solusi dari persamaan yang 

dicari, tetapi juga dilakukan simulasi perbandingan dengan metode yang lainnya. 

Selain itu, juga bisa menerapkan differential transform method pada penyelesaian 

persamaan nonlinier. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Nilai 𝑼(𝒌, 𝟑), 𝑼(𝒌, 𝟒), ⋯, di mana 𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, ⋯,. 

Jika ℎ = 1, maka: 

𝑈(𝑘, ℎ + 2) = (
3(1)𝑘+ℎ

𝑘! ℎ!
− 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4, ℎ))

ℎ!

(ℎ + 2)!
 

𝑈(𝑘, 1 + 2) = (
3(1)𝑘+1

𝑘! 1!
− 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4,1))

1!

(1 + 2)!
 

        𝑈(𝑘, 3) = (
3(1)𝑘

𝑘!
− 2

(𝑘 + 4)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 4,1))

1

3!
 

  

Maka untuk 𝑘 = 0,1,2, ⋯, diperoleh: 

𝑈(0,3) = (
3(1)0

0!
− 2

(0 + 4)!

0!
𝑈(0 + 4,1))

1

3!
 

𝑈(0,3) = (3 − 2
(4)!

0!
𝑈(4, 1))

1

3!
 

𝑈(0,3) = (3 − 2
(4)!

0!

1

4!
)

1

3!
= (3 −

2

0!
)

1

3!
= (

3 − 2

0!
)

1

3!
=

1

3!
 

 

𝑈(1,3) = (
3(1)1

1!
− 2

(1 + 4)!

1!
𝑈(1 + 4, 1))

1

3!
 

𝑈(1,3) = (3 − 2
(5)!

1!
𝑈(5, 1))

1

3!
 

𝑈(1,3) = (3 − 2
(5)!

1!

1

5!
)

1

3!
= (3 −

2

1!
)

1

3!
= (

3 − 2

1!
)

1

3!
=

1

3!
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𝑈(2,3) = (
3(1)2

2!
− 2

(2 + 4)!

2!
𝑈(2 + 4, 1))

1

3!
 

𝑈(2,3) = (
3

2!
− 2

(6)!

2!
𝑈(6, 1))

1

3!
 

𝑈(2,3) = (
3

2!
− 2

(6)!

2!

1

6!
)

1

3!
= (

3

2!
−

2

2!
)

1

3!
= (

3 − 2

2!
)

1

3!
=

1

3! 2!
 

  

𝑈(3,3) =
1

3! 3!
, 𝑈(4,3) =

1

4! 3!
, ⋯ 
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