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ABSTRAK

Abroriyyah, Nafi’ul. 2019. Analisis Differential Transform Method pada
Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat.
Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari
Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (I1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Kata kunci: Differential transform method, persamaan diferensial parsial
parabolik orde empat, deret Taylor

Penelitian ini membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial parsial
parabolik orde empat. persamaan tersebut memuat orde dua waktu dan orde empat
ruang. Persamaan tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan differential
transform method. Differential transform method merupakan salah satu metode
numerik yang solusinya menghasilkan solusi analitik dalam bentuk polinomial. Di
mana solusi tersebut membentuk suatu deret Taylor. Metode tersebut dapat
diterapkan untuk mencari penyelesaian persamaan diferensial parsial parabolik
orde empat tanpa melalui tahap linearisasi. Differential transform method yang
digunakan untuk menyelesaikan persamaan tersebut adalah differential transform
berdimendi dua. Langkah pertama yaitu dengan mentransformasikan kondisi awal
ke dalam bentuk fungsi transformasi diferensial dengan definisi differential
transform method. Langkah selanjutnya mentransformasikan persamaan diferensial
parsial parabolik orde empat ke dalam bentuk fungsi transformasi diferensial
dengan definisi differential transform method. Langkah berikutnya yaitu dengan
menggunakan kondisi awal dan persamaan yang telah ditransformasikan untuk
mencari nilai U(k,h) untuk k dan h adalah bilangan asli, di mana U(k, h)
merupakan fungsi transformasi dari u(x, t). Yang kemudian dengan menggunakan
rumus invers transformasi diferensial akan diperoleh solusi perkiraannya. Tujuan
dari penelitian ini adalah mencari solusi penyelesaian dari persamaan diferensial
parsial parabolik orde empat, yang kemudian dicari keabsahannya dengan
memasukkan solusi yang diperoleh ke dalam kondisi awalnya. Hasil dari penelitian
ini akan berupa sebuah fungsi u(x, t) yang terekspansi dalam bentuk deret pangkat.

Xiii



ABSTRACT

Abroriyyah, Nafi’ul. 2019. Analysis of Differential Transform Method of the
Solution of Four Order Parabolic Partial Differential Equations. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology. Maulana
Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisors: (1) Ari
Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (I1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Kata kunci: Differential transform method, fourth order parabolic partial
differential equations, Taylor series

This study discusses the solution of fourth order parabolic partial differential
equations. The equation contains the order of two respect to times and the order of
four respect to spaces. The equation will be solved using the differential transform
method. Differential transform method is a numerical method whose solution
produces analytical solutions in the form of polynomials, where the solution forms
a Taylor series. The method can be applied to find the solution of fourth order
parabolic partial differential equations without going through the linearization
stage. The differential transform method used to solve the equation is a two-
dimensional differential transform. The first step is to transform the initial
conditions into the form of a differential transformation function with the definition
of the differential transform method. The next step is to transform the fourth order
parabolic partial differential equation into the form of a differential transformation
function with the definition of the differential transform method. The next step is to
use the initial conditions and equations that have been transformed to find the value
of U(k,h) for k and h are natural numbers, where U(k, h) is a transformation
function of u(x, t). Then using the inverse differential transformation formula, the
approximation solution will be obtained. The purpose of this study is to find a
solution to the fourth order parabolic partial differential equation, which is then
sought its validity by entering the solution obtained in its initial condition. The
result of this study will be in the form of a function u(x, t) that is expanded in the
form of a power series.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Penelitian ini didasarkan pada firman Allah Swt dalam al-Quran surat al-

Insyirah/94:5-6, yaitu:

@ G}S\//“’ @ /c) 0)3\//“”

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan (5). Sesungguhnya sesudah
kesulitan itu ada kemudahan (6) .

Dalam al-Quran surat al-Insyirah/94:5-6 dijelaskan bahwasanya Nabi Saw
banyak sekali mengalami kesulitan dan hambatan dari orang-orang kafir, kemudian
beliau mendapatkan kelapangan dan kemudahan, yaitu setelah beliau mengalami
kemenangan atas mereka (Al-Mahalli, dkk, 2004:1349). Surat al-Insyirah/94:5-6
juga menjelaskan bahwasanya setiap kesulitan tidak terlepas dari kemudahan yang
selalu menyertai dan mengiringinya. Maka, ketika terdapat suatu permasalahan
yang terasa berat, Allah Swt akan melapangkan kemudahan sehingga permasalahan
yang berat tersebut terasa menjadi lebih ringan (Ikhwanudin, 2013). Untuk
memecahkan suatu permasalahan terlebih permasalahan dalam kehidupan terdapat
banyak caranya, salah satunya telah dijelaskan pada firman Allah Swt dalam al-

Quran surat al-Bagarah/2:153:

,f, ,/, @ VI 8. o3 | 3 /o‘”;///o.é" /52/
J\.«aj\ QLEM\)M\; W\ \j,w\s. Uf:d‘\‘@f\ﬁ

“Hai orang-orang yang beriman, Jadikanlah sabar dan shalat sebagai penolongmu,
Sesungguhnya Allah beserta orang-orang yang sabar”
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Diceritakan dalam al-Quran surat al-Bagarah/2:153 bahwasanya Allah Swt
memerintahkan kepada setiap orang-orang yang beriman untuk menjadikan sabar
dan sholat sebagai penolong dalam mencapai kebahagiaan akhirat dan juga untuk
selalu taat melakukan ibadah dan sabar menghadapi cobaan. Karena Allah Swt akan
selalu melimpahkan pertolongan-Nya kepada mereka yang mau bersabar (Al-
Mabhalli, dkk, 2004:78).

Penelitian ini merujuk firman Allah Swt pada al-Quran surat al-
Insyirah/94:5-6. Selanjutnya dalam matematika, metode penyelesaian yang dipilih
akan menentukan solusi yang diperoleh. Sebagai contoh, differential transform
method merupakan salah satu metode numerik dalam penyelesaian persamaan
diferensial. Konsep differential transform method pertama kali dikenalkan oleh
Zhou (1986). Metode tersebut menghasilkan solusi analitik dalam bentuk
polinomial (Jang, dkk, 2001). Differential transform method juga merupakan
prosedur iteratif untuk memperoleh solusi deret Taylor analitik dari persamaan
diferensial (Jang, dkk, 2001). Differential transform method memiliki beberapa
operasi di antaranya yaitu, differential transform satu dimensi dan differential
transform dua dimensi. Differential transform berdimensi satu digunakan untuk
mencari penyelesaian solusi persamaan diferensial biasa. Sedangkan differential
transform berdimensi dua digunakan untuk mencari penyelesaian solusi persamaan
diferensial parsial. Adapun prosedur yang akan dilakukan adalah
mentransformasikan kondisi awal dengan definisi dan sifat-sifat differential
transform method, mentransformasikan persamaan diferensial dengan definisi dan
sifat-sifat differential transform method, menggunakan kondisi awal yang telah

ditransformasikan ~ untuk  menentukan nilai  U(k,0),U(k,1),U(k,2), ...,
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menggunakan rumus invers transformasi diferensial untuk memperoleh solusi
perkiraan untuk masalah nilai awal (Benhammouda, dkk, 2016).

Dalam penelitian ini persamaan diferensial yang akan digunakan adalah
persamaan diferensial parsial parabolik orde empat. Persamaan tersebut
menggambarkan sebuah persamaan dasar yang mengatur getaran transversal dari
balok seragam. Getaran transversal dari balok seragam tersebut tidak terdapat
lapisan yang mendukung, sehingga tidak berkontribusi pada energi regangan
(Khan, dkk, 2016). Persamaan diferensial parsial parabolik orde empat tersebut
memuat orde dua waktu dan orde empat ruang. Dimana u menjelaskan tentang
perpindahan transversal dari balok, ¢ dan x adalah variabel waktu dan jarak, f (x, t)
adalah fungsi kontinu yang merupakan motor penggerak dinamis per satuan massa
(Aziz, dkk, 2005).

Penelitian yang terkait dengan differential transform method merujuk pada
beberapa penelitian terdahulu. Sebelumnya Soltanalizadeh (2011), differential
transform method digunakan untuk memecahkan persamaan telegraf hiperbolik.
Beberapa tes numerik untuk menunjukkan keefektifan dan efisiensi metode tersebut
juga dilakukan. Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwasanya metode differential
transform method merupakan metode dengan proses iteratif yang sederhana, karena
dalam proses mencari solusi dari persamaan telegraf hiperbolik tidak memerlukan
linierisasi terlebih dahulu. Oleh karena itu, differential transform method bisa
menjadi cara alternatif untuk mencari solusi dari persamaan diferensial parsial yang
tidak memiliki solusi analitik. Pada penelitian berikutnya merujuk pada Yildirim,
dkk (2012), differential transform method digunakan untuk menemukan solusi dari

persamaan Regularized Long Wave. Dengan menggunakan kondisi awal dan dua
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kondisi batas penelitian tersebut memperoleh u(x, t) yang kontinu untuk semua
nilai x dan t. Selain itu, dari penelitian tersebut juga menunjukkan bahwasanya
differential transform method dapat mengurangi kesulitan komputasi dari pada
metode lainnya, karena metode tersebut tanpa melalui proses linierisasi terlebih
dahulu, sehingga akan mudah dalam menyelesaikan solusi dari persamaan
diferensial.

Penelitian ini difokuskan pada analisis solusi persamaan diferensial
parabolik orde empat dengan menggunakan differential transform method. Hasil
dari penelitian tersebut akan dibuktikan keshahihannya dengan mensubstitusikan
solusi yang diperoleh ke kondisi awalnya. Hal ini dilakukan untuk mengetahui
apakah differential transform method merupakan metode yang tepat untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial parabolik orde empat.

Berdasarkan paparan di atas, peneliti ingin mencari solusi penyelesaian
dengan menggunakan differential transform method. Sehingga peneliti mengajukan
judul penelitian “Analisis Differential Transform Method pada Penyelesaian

Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka permasalahan yang akan dibahas
dalam penelitian ini adalah bagaimana analisis differential transform method pada

penyelesaian persamaan diferensial parsial parabolik orde empat?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan dari penelitian ini
adalah mengetahui bagaimana menganalisis differential transform method pada

penyelesaian persamaan diferensial parsial parabolik orde empat.

1.4 Manfaat Penelitian
Berdasarkan tujuan penelitian tersebut, maka manfaat yang bisa di ambil
adalah memperoleh penyelesaian solusi dari persamaan diferensial parsial

parabolik orde empat dengan menggunakan differential transform method.

1.5 Batasan Masalah
Pada penelitian ini agar lebih fokus dan mendalam, maka penulis membatasi
penelitiannya sebagai berikut:
1. Persamaan yang digunakan adalah persamaan diferensial parsial parabolik orde
empat, dengan bentuk sebagai berikut:

2%u 2*u

FIoRr P AL

2. Kondisi awal yang dipilih yaitu u(x, 0) = f(x), di mana x dibatasi dari 0 sampai
L.
3. Kondisi awal kedua yang dipilih yaitu u;(x, 0) = g(x), di mana x dibatasi dari

0 sampai L.

1.6 Metode Penelitian
Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian adalah studi literatur.

Yang mana, studi literatur merupakan studi di mana peneliti menggunakan
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beberapa referensi seperti buku, jurnal-jurnal ilmiah, hasil penelitian, skripsi, dan
literatur yang lain. Studi literatur ini dilakukan dengan cara membaca, memahami,
mengupas, menelaah, membandingkan, mengumpulkan dan mengidentifikasi dari
beberapa sumber yang digunakan.

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah:

a. Menentukan kondisi awal yang dibatasi nilai x-nya dari 0 sampai [.

b. Mentransformasikan kondisi awal dengan sifat-sifat differential transform
method.

c. Mentransformasikan persamaan diferensial parsial parabolik orde empat
dengan sifat-sifat differential transform method.

d. Menggunakan kondisi awal yang telah ditransformasikan untuk menentukan
nilai U(k,0),U(k,1),U(k, 2), ...

e. Menggunakan rumus invers transformasi diferensial untuk memperoleh

solusi perkiraan untuk masalah nilai awal

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam sistematika penulisan, penelitian ini menggunakan sistematika
penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-masing bab terdiri dari sub bab
sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Latar Belakang, Rumusan Masalah, Tujuan Penelitian, Manfaat Penelitian,

Batasan Masalah, Metode Penelitian dan Sistematika Penulisan.

Bab Il Kajian Teori



.
Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat, Definisi dan Operasi
Differential Transfom Method, Galat atau Error dan Road Map Penelitian,
Mencari Solusi dalam Perspektif Islam.

Bab 111 Hasil dan Pembahasan
Preparasi, Proses, dan Hasil

Bab IV Penutup

Kesimpulan dan Saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat

Persamaan diferensial parsial parabolik orde empat merupakan persamaan
yang menggambarkan persamaan dasar yang mengatur getaran transversal dari
balok seragam. Getaran transversal dari balok seragam tersebut tidak dilapisi oleh
lapisan pendukung, sehingga getaran tersebut tidak berkontribusi pada energi
regangan (Khan, dkk, 2016). Persamaan diferensial parsial parabolik orde empat
pada penelitian ini memuat orde dua waktu dan orde empat ruang. Berikut
merupakan rumus umum dari persamaan diferensial parsial parabolik orde empat:

0%u 0*u f
7 o W 2.1)

Keterangan:

u : perpindahan transversal dari balok

t : variabel waktu

x : variabel jarak atau koordinat spasial

a : konstanta posistif

f (x, t) : fungsi kontinu yang merupakan motor penggerak dinamis per satuan massa

Diketahui kondisi nilai awal adalah sebagai berikut:

u(x,0) = f(x), 0<x<lI (2.2)
dan
du(x,0)



2.2 Definisi dan Operasi Differential Transform Method
2.2.1 Differential Transform Method Berdimensi Satu
Definisi dasar dari metode differential transform berdimensi satu akan
ditunjukkan sebagai berikut:
Definisi 1: Jika u(t) adalah fungsi analitik pada domain waktu T, maka:

dku(t)

dtk = (p(t, k), VteT (24)

Untuk t =t;, @(t, k) = @(t;, k), di mana k adalah bilangan bulat tak negatif.

Dinotasikan sebagai domain K. Sehingga persamaan 2.4 dapat dituliskan menjadi:

g VtET
dtk ’ (2.5)

t=t;

Ui(k) = o(ty, k) = [

Di mana U; (k) disebut sebagai spektrum dari u(t) pada t = t; di dalam domain K

(Soltanalizadeh, 2012).

Definisi 2: Jika u(t) adalah solusi analitik, maka dapat ditunjukkan sebagai berikut:

e L A
a4 =kz(t k!tl) o (2.6)
=0

Persamaan 2.6 dikenal sebagai invers transformasi dari U(k). Jika U(k)

didefinisikan sebagai berikut:

dq(®u(t)

U(k) = M(k) [ T

] , k=012 ..
t=t

=l

(2.7)

maka fungsi u(t) dapat dituliskan menjadi:
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B (t—t)* U(k)
u(®) = (t)E KMo 2.8)

di mana M (k) # 0,q(t) # 0. M(k) disebut faktor pembobot dan q(t) dianggap

sebagai kernel yang memenuhi u(t). Jika M(k) =1 dan q(t) =1, maka
persamaan 2.6 dan 2.8 ekuivalen. Kemudian transformasikan dengan M (k) = 1/k!

dan g(t) = 1. Sehingga dari persamaan 2.7 kita memiliki:

e k=0,1,2
dtk ' I (2.9)

U(k) = 'l
. t=ts

Dengan menggunakan differential transform, persamaan diferensial dalam
domain yang diinginkan dapat ditransformasikan ke dalam persamaan aljabar

dalam domain K dan u(t) dapat memuat deret Taylor berhingga dan error dapat

dituliskan sebagai berikut (Soltanalizadeh, 2012):

(t —t)* UCk)
u(t) = (t)z ASh

s (2.10)
: Z(t — to)* U(k) + Rysa ()

2.2.2 Differential Transform Method Berdimensi Dua

Suatu fungsi dua variabel u(x, t) dianggap sebagai suatu produk dari dua
fungsi satu variabel, yaitu u(x,t) = f(x)g(t). Berdasarkan ketentuan pada
differential transform berdimensi satu, fungsi u(x, t) dapat dituliskan menjadi:

u(x,t) = Z Z Uk, )xkeh 1D

i=0 j=0
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di mana U(k,h) disebut sebagai spektrum dari u(x,t). Definisi dasar dari
differential transform berdimensi 2 adalah sebagai berikut:
Definisi Differential Transform Berdimensi 2:
Jika u(x, t) adalah fungsi analitik dan terdiferensiasi secara kontinu terhadap waktu

t di dalam domain yang diketahui, maka:

k+h

KR [ax"ath e t)l : (2.12)

XZXO,tztO

U(k,h) =

dimana U(k, h) adalah fungsi spektrum sebagai transformasi fungsi T. Misalkan
u(x, t) adalah fungsi asal dengan batas atas U(k, h) menggunakan transformasi

fungsi. Invers transformasi diferensial dari U(k, h) adalah sebagai berikut:

[0e]

u(x,t) = Z Z Uk, b)(x — Xo)¥(t — to)" (2.13)
0 h=0

Dengan menggunakan persamaan 2.12 ke dalam persamaan 2.13, diperoleh hasil

sebagai berikut:

S 1 [ gk
u(x, t) = zzmla kathu(x t)l sl (2.14)
k=0h=0 xX=Xo,t=to
=) Utk hyxet (2.15)
k=0 h=0

dimanax, =0dant, =0
Berdasarkan definisi dan persamaan 2.12 dan 2.13 dapat diperoleh sifat-
sifat operasi dari transformasi diferensial berdimensi dua pada tabel berikut (Jafari,

dkk, 2010):



Tabel 2.1 Operasi Transformasi Diferensial Berdimensi Dua

12

1 u(x, t) = v(x,t) + w(x,t) U(k,h) =V (k,h) + W(k, h)
2 u(x, t) = cv(x, t) U(k,h) =cV(k, h)
3 u(x, t) = a—i—v(x, t) UCk,h) = (k+ 1DV(k+1,h)
4 u(x,t) = %v(x, t) UCk,h) = (h+1DV(k,h+1)
s Uk, h) = (k+rlz:}(:+s)!V(k+r,h
b u(x, t) = ———v(x,t) &
dx"ots
+53)
kK h
U(k,h) = V(r,h—s)W(k
6 u(x, t) = vix, t)wix,t) Z;;
—1,5)
U(k,h) =8k —m,h —n)
7 u(x, t) = xmy"
=68k —m)é(h—n)
kK h
Uty = ) > @+ Dk =7 +1)
ov(x,t) ow(x, t) SR
8 ) =
G 0x 0x XV(r+1h—s)W(k
—-r+1,5)
h
g | ulbct)=xMsin(at +b) Uk, ) = 2= 6(k = m)sin (%" +b)
m al hr
10 u(x,t) = x™cos(at + b) U(k,h) = ES(k — m)cos (7 + b)
ax.,n ak
1 uCx,t) = ey Uk, h) = 25 8Ch—n)

(Jafari, dkk, 2010)
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2.3 Road Map Penelitian
1) Penelitian yang dilakukan Soltanalizadeh (2011)

Pada penelitian ini, beberapa tes numerik dilakukan untuk menunjukkan
keefektifan dan efisiensi differential transform method. Metode tersebut digunakan
untuk memecahkan persamaan telegraf hiperbolik. Berikut merupakan persamaan
telegraf hiperbolik yang digunakan:

0%u ou 0%u

F+aa+ﬁu =ﬁ+1/1(x,t)
di mana a, 8 € R,y: R X R — R diketahui dan u: R X R — R adalah fungsi yang
tidak diketahui.

Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa metode differential transform
method merupakan metode dengan proses iteratif yang sederhana, karena dalam
proses mencari solusi dari persamaan telegraf hiperbolik tidak memerlukan
linierisasi terlebih dahulu. Oleh karena itu, differential transform method bisa

menjadi cara alternatif untuk mencari solusi dari persamaan diferensial parsial yang

tidak memiliki solusi analitik.

2) Penelitian yang dilakukan Yildirim, dkk (2012)

Yildirim, dkk (2012), menggunakan differential transform method untuk
menemukan solusi dari persamaan Regularized Long Wave. Berikut merupakan
persamaan yang digunakan:

Up + Uy + AUl — Py = @(X, 1)
di mana A dan u adalah parameter positif, dan jika ¢(x,t) = 0, maka dikethaui

bahwa persamaan tersebut adalah persamaan Regularized Long Wave.
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Dengan menggunakan kondisi awal dan dua kondisi batas penelitian tersebut
memperoleh u(x,t) yang kontinu untuk semua nilai x dan t. Selain itu, dari
penelitian tersebut juga menunjukkan bahwasanya differential transform method
dapat mengurangi kesulitan komputasi dari pada metode lainnya, sehingga solusi

yang diperoleh akurat.

2.4 Mencari Solusi dalam Perspektif Islam

Al-Quran dan Hadis merupakan sumber ajaran Islam sekaligus pedoman
hidup yang harus dipegang erat oleh setiap umat muslim. Dalam kehidupan setiap
manusia tidak akan pernah luput dari suatu permasalahan atau kesulitan. Jika
permasalahan tersebut tidak dapat diselesaiakan dengan satu cara, maka pasti akan
ada cara lain untuk menyelesaikan permasalahan tersebut. Oleh karena itu, al-Quran
telah mengajarkan kita sebagai umat Islam untuk bekerja dengan sepenuh hati dan
juga bersungguh-sungguh. Seperti yang dijelaskan dalam firman Allah Swt pada al-

Quran surat al-Insyirah/94:5-8:

355 AL ® cawleEitg @ o 2ali g ol @ vl il 2 56

P

NS

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan (5). Sesungguhnya sesudah
kesulitan itu ada kemudahan(6). Maka apabila kamu Telah selesai (dari sesuatu urusan),
kerjakanlah dengan sungguh-sungguh (urusan) yang lain (7). Dan Hanya kepada
Tuhanmulah hendaknya kamu berharap (8) ”.

Sudah jelas tertera pada al-Quran surat al-Insyirah/94:5-6 bahwa setiap
kesulitan itu pasti akan ada kemudahan. Dan selalu berfikir positif bahwasanya

setiap masalah akan ada solusi atau cara untuk menyelesaikannya. Karena Allah
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Swt tidak akan menguji hamba-Nya melebihi dari batas kemampuannya. Hal ini

dijelaskan dalam firman Allah Swt pada al-Quran surat al-Baqgarah/2:286:

“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya....(286)”

Karena banyaknya permasalahan yang terdapat dalam kehidupan, salah satu
alat untuk memecahkan permasalahan tersebut adalah matematika. Pada bidang
matematika sendiri terdapat beberapa permasalahan di antaranya, Yyaitu
permasalahan dalam mencari solusi dari persamaan diferensial. Jika persamaan
diferensial tersebut tidak dapat dicari dengan satu metode, maka pasti dapat

diselesaikan dengan metode yang lainnya.
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PEMBAHASAN

3.1 Solusi Persamaan Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat dengan
Menggunakan Differential Transform Method

Pada pembahasan ini akan dibahas solusi persamaan diferensial parsial
parabolik orde empat dengan menggunakan differential transform method.
Misalkan U(k, h) sebagai fungsi transformasi diferensial da u(x,t). Dengan
menggunakan sifat-sifat operasi transformasi diferensial berdimensi dua yang
terdapat pada tabel (2.1) dan definisi differential transform method pada persamaan
(2.14), maka diperoleh transformasi diferensial dari persamaan (2.1) adalah sebagai
berikut:

(1) Diketahui persamaan diferensial parsial parabolik orde empat:

62u+ 64u_ ]
im0

Akan dicari transformasi dari persamaan (2.1) dengan menggunakan definisi
differential transform method pada persamaan (2.14), maka diperoleh:

Misalkan:

2

ui (1) = S ulxt) (3.1)

4

0
ux(x,t) = 7 ulxt) (3.2)

Dengan menggunakan persamaan (2.14), yaitu:

. gl+h
uwo =) ZWL’) Koo L% t)l Kt

xX= th to

16
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Akan diselesaikan terlebih dulu persamaan (3.1), penyelesaiannya sebagai

berikut:
2 62 2 1 ak+h
D=5 ) Tn Ia Tgen t)l Kt
k=0 h=0 x=xo,t=to
D = 1 gk+h 02 *
= il 2 kth
PP [axkath”(x' t)l . <6t2x ‘ >
k=0 h=0 X=xo,t=to
3k —— = — e —_
a2 ot ( ohx
e, s 1 k+
S & kph—2
% — l () (h — Dhx*t
k=0 h=0 L=Xo,Cp'tg

Misalkan: i =h—2 < h =i+ 2, sehingga,
ak+(i+2)

& Z Z Kkl (l +2)! [axkat(”z) o t)l

k=0 i=0

x=x0,t=t0

((i +2) — 1) + 2)xkt!

Nk
Ms

1 ak+(i+2)
k'(i +2)! [axkaﬂwz)

u(x, t)l (it )

X=X0,t=t0

==
1l
(=)
1l
o

i

(i + 2)x*t!
kZ;l
;) i

a o0 [ee]
ot2 gz W B ZZ

k=0 i=0

gR+(i+2)

k! (l + 2)! [axkat(“’z)

M8

u(x, t)l T
x=x0,t=t0 '

Il
o

(i +2)! 1 QR+(+2)
i! k!(i+2)![axkat(i+2)

Ms

u(x, t)l

X= th to

1l
o

U(k,i + 2)xktt

(i + 2)!xktl

kti
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Berdasarkan definisi differential transform pada persamaan (2.14), maka

diperoleh:

92 o (b + 2)!
u(xt) = ZZ( - kb + 2yt

k=0 h=0

(h+2)

di mana —Zu(x t) adalah fungsi originalnya, dan ——=U(k, h + 2) adalah

fungsi transformasi dari %u(x, t). Sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

(h + 2)!

Ul(kl h) = h'

UCk,h+2) (3.3)

Kemudian persamaan (3.2) akan diselesaikan, penyelesaiannya sebagai

berikut:
4 9t e 1 k+h
— k+h
=) D o [a kathu(x't)l ot
k=0 h=0 o
D 1 [ gkth 4 *
— k+h
=Yo7 [axkathu(x' t)l <a e )
k=0 h=0 x=xq,t=tg
64- 3 2
9«(,33649c""’1=a e > (k — Dkx*=2t"

)
| . _ k-31h
~— (k = ) (k - 2)kx* 3t

= (k= 1)(k — 2)(k — 3)kx**¢t"

=ZZW[ R t)l (k- 1)k -2)

k=0 h=0 x=xq,t=tp

(k — 3)kxck=4th

Misalkan: j =k —4 < k =j+ 4, sehingga,
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A 1 a(j+4)+h .
- Z Z G+4)!h! [ax(j+4)ath ulx, t)l UG+4)

xX=xo,t=tg

G+ -DG+4D-2)((G+4) —3)x/t"

A 1 a(j+4)+h .
- Z Z G+4)!h! [ax(j+4)ath ulx, t)l UG+4)

x=x0,t=t0

o 1 AR i+ 4)
= _ . u(x, t) U ; )X]th
: (J + 4)! h!|oxU+Dath j!

X=Xo,t=tg

oG+ 1 U+ -
=ZZ i Gtk |ax0mge v Xt

x=x0,t=t0

%u(x, t) = Zz e ;,4)! U@ + 4, R)x/t"

Berdasarkan definisi differential transform pada persamaan (2.14), maka

diperoleh:

9% v (K + 4)! P

——u(xt) = Z T UGk + 4, e
k=0 h=0

(k+4)!
k!

di mana aa—;u(x, t) adalah fungsi originalnya, dan U(k + 4, h) adalah

fungsi transformasi dari %u(x, t). Sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

(k +4)!

k!

Uy(k,h) = UCk +4,h) (3.9)

Selanjutnya persamaan (3.3) dan (3.4) disubstitusikan ke dalam persamaan

(2.1) sehingga diperoleh:

2%u 0*u

F+aﬁ=f(x,t)



20

(h + 2)! (k +4)!
o Ukh+2)+a o

Uk + 4,h) = f(k, ) 3.5)

(2) Kemudian kondisi nilai awal pertama pada persamaan (2.2) ditransformasikan,
u(x,0) = f(x), 0<x<l
Dengan menggunakan definisi differential transform method pada persamaan

(2.14), maka diperoleh:

inFo™
U(k,0) = F Wf(x)l (3. 6)

(3) Dan kondisi nilai awal kedua pada persamaan (2.3) juga ditransformasikan,

du(x,0)
at

= g(x), 0<x<lI

Dengan menggunakan definisi differential transform method pada persamaan

(2.14), maka diperoleh:

u(x,0) 9o 1 [ ak+h
at ZEZZk!h' xraen 1 0) xe"
k=0 h=0 x=xg,t=tg
SRR )
= i[5 o X

k=0 dx=xq,t=tg
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o 1] 0% )
= ZE ﬁg(x) x
k=0
Z Uk, 1)xk = Z - [W g(x)l Xk
k=0 k=0
1[a*
U(k' 1) = F ﬁg(x)l (3. 7)

(4) Dari persamaan (3.5), akan dicari nilai U, sehingga diperoleh persamaan

sebagai berikut:

(h+2)! (k + 4)!
o Ukh+2)+a ]

U(k+4,h) =f(k h)

! (k + 4)!

h
Uk, h +2) = (h+2)!(f(k, h) —a—r U(k+4,h)> 3.9)

3.2 Contoh Penerapan Differential Transform Method Pada Persamaan
Diferensial Parsial Parabolik Orde Empat

Pada sub bab ini akan diberikan sebuah contoh untuk mendapatkan nilai dari
persamaan diferensial parsial parabolik orde empat.
1. Step 1: Menentukan persamaan diferensial parsial.
Persamaan diferensial yang digunakan adalah persamaan diferensial

parsial parabolik orde empat, seperti pada persamaan (2.1), yaitu:

Dimana dimisalkan nilai @ = 2 dan fungsi (x,t) = 3e**t, maka persamaan

(2.1) menjadi:
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(3.9)

Step 2: Menentukan kondisi awal.
Seperti pada persamaan (2.2) dan (2.3), maka kondisi awalnya adalah
sebagai berikut:
u(x,0) = f(x), 0<x<lI
dan

ou(x, 0
ugx; )=g(x), 0<x<lI

Misalkan nilai f(x) = g(x) = e*. Maka kondisi awalnya menjadi:

u(x,0) = e”, 0<x<l (3.10)
dan
Ju(x,0)
5 € O0=x=sli (3.11)

Step 3: Mentransformasikan kondisi awal dengan definisi dan sifat-sifat dari
differential transform berdimensi dua.

Pada step 2 diketahui persamaan (3.2) dan (3.3) sebagai kondisi awal.
Selanjutnya, Misalkan U (k, h) sebagai transformasi diferensial dari u(x, t).
1) Persamaan (3.2):

u(x,0) = e”*, 0<x<l

Jika ditransformasikan dengan menggunakan persamaan (3.5), maka:

1[ ok
U(k, 0) =F[ﬁf(X)l, k= 0,1,2,...
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diketahui f(x) = e*, maka f'(x) = e*. Jika x = 0, maka f'(0) = e® = 1.
Sehingga diperoleh:

1[ ok
U(k, O) = F ﬁf(X) , k= 0,1,2,

(eO)k 1k
U(k,0) = g k=012,..
— 1 —
U(k, 0) — E ) k — 0,1,2, en (3 12)
2) Persamaan (3.3):
0
M%mze% 0<x<lI
at

Jika ditransformasikan dengan menggunakan persamaan (3.8), maka:

1[a*
U(k, 1) = F WQ(X) , = 0,1,2,

diketahui g(x) = e*, maka g'(x) = e*. Jika x = 0, maka g'(0) = e° = 1.

Sehingga diperoleh:

1[ ok
U(k, 1) = E Wg()() 7 k= 0,1,2,

(eO)k 1k
U= Il = Ik k=01,2,..
— 1 —
Ulk,1) = R k=0,1,2,.. (3.13)

4. Step 4: Mentransformasikan persamaan diferensial parsial parabolik orde
empat dengan definisi dan sifat-sifat dari differential transform berdimensi

dua.
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Pada step 1 telah ditentukan persamaan yang digunakan adalah

persamaan diferensial parsial parabolik orde empat, yaitu pada persamaan

(3.9):
0’u _0%u
- _ x+t
TR P
Selanjutnya, persamaan tersebut akan ditransformasikan sebagai
berikut:
Misalkan:

62
udlx, t)h = ﬁu(x, t)
4

9]
Uy (el = Wu(x, t)

f(x,t) = 3e**t = 3e*et, jika ditransformasikan dengan menggunakan sifat

differential transform method, maka:

) —Safe == 31—kl—h - ElED
= b " k'Rl k'h!

Selanjutnya, disubstitusikan ke persamaan (3.8), dimana f(x,t) =

3(1)k+h
k'h!

3e*tt - f(k,h) = . Maka diperoleh:

0%u 0*u

— N (8 8 x+t
TR P
(h + 2)! (k + 4)! 3(1)k+h

Step 5: Menggunakan kondisi awal yang telah ditransformasikan untuk
menentukan nilai U(k,0),U(k,1),U(k, 2), ...
Dari persamaan (3.14) akan dicari nilai U, sehingga diperoleh

persamaan sebagai berikut:
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3 (k+4)! o
umh+m=< T U@+%m>@:53 (3.15)

Untuk menentukan nilai U(k,0),U(k,1),U(k,2),... di mana k =
0,1, .., maka digunakan kondisi awal yang telah ditransformasikan. Karena
U(k,0) dan U(k, 1) merupakan kondisi awal pertama dan kedua, maka akan

diperoleh :

Tabel 3.1 Nilai dari U(k, 0) dan U(k, 1), di mana k = 0,1,2,3, ...

NI A
4 Lk k0
1 1t e
AT S e b
g g iy 1
B A2 Ery 21y i
i AA™ 1 Y §1
f ANV é k' 3 6
1 1* 1 Ny 1
k! 4l 24 k'~ 41 24
I I
k' n! k' n!

Di mana n adalah bilangan bulat posistif.
Selanjutnya dalam mencari nilai U(k,2), U(k,3), U(k,4),---. Dapat
dicari dengan menggunakan persamaan (3.15).

Jika h = 0, maka:

.

3RARY OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG

I

CENTRAL |



k+h
Uk, h +2) = (3(1) _p Ut ! Uk + 4, h))

k! Rl k! (h+ 2)!
3(1)K0  (k + 4)! !
U(k,0+2) = < (k!)O! -2t Z! . Uk + 4’0)> (0 +'2)!
3(DF (k+4)! 1
Uk, 2) = ( 2 UGk + 4'0)>Z

Maka untuk k = 0,1,2, ---, diperoleh:

3()°  (0+4)!

1
01 2 01 U(0+4'0)>Z

U(0,2) = (

(4)! 1
U(0,2) = (3 —2-U, 0))Z

(DY (+ !
A Vil

U(1,2) = ( Ul + 4, 0))%

(5! 1
U(,2) = (3 s ZTU(5,0)>Z

3()F 2+ 4)!

1
T 2 T U(2+4,0))z

UQ2,2) = (

3 6)!
U(2,2) = (5— Z%U(&O))%
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(3 _(®)N1 3 2y1 3-231_ 1
V@22 =\5-2%& z_ (5_5)2 —( 2 )2!__2!2!

UQ3,2) = 1 U(4,2) =

312! 4121

Untuk h = 1,2,3, -+ terdapat pada lampiran 1.

Step 6: Menggunakan rumus invers differential transform method untuk
memperoleh nilai u(x, t) sebagai solusi perkiraan.

Untuk mencari nilai u(x,t) sebagai solusi perkiraan maka akan
digunakan rumus invers differential transform method, seperti pada persamaan

(215

Sehingga,

2w(x, £) = Z Uk, h)xkeh

k=0 h=0

u(x, t) = U(0,0)x°t° + U(1,0)x%t° + U(2,0)x%t° + --- + U(k, 0)x*t® +
U0,Dx%* + U(1,D)xtt + UR,Dx%tr + - + Uk, Dx*tt +
U(0,2)x°t? + U(1,2)x't? + U(2,2)x?t? + -+ U(k, 2)x*t? +

U(0,3)x%t% + U(1,3)x*t® + U(2,3)x%t® + -+ Uk, 3)x*t3 +

U0, )x°t" + UL, xth + U2, ) x?th + --- + U(k, h)x*kt"

1 1
u(x, t)—1+x+§x +- +—x +
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1 1
t+xt+§x t+- +—x"t+

11:2+1x1:2+ ! x2tE 4 —— ! x"t? +
2! 2! 212! n! 2!

lt3+lxt3+ ! x2t3 4 —— ! x"t3 +
3! 3! 2!3! n! 3!

1 1 1 1
R e AR T ESLAE I e B
J In!

Selanjutnya akan dikelompokkan, sehingga diperoleh nilai u(x,t)

sebagai berikut:

I B 1 1
u ) =1+e+ot% + 67+ +—t"+x+§x + et

1 L ) & 1 s
n—x +xt+5xt +§xt Ty +—xt +§x t+

sztz + Lx2t3 4L oooli antn L oos
212! 213! nin! (3.16)

Sehingga menurut definisi dari persamaan (2.14), persamaan (3.16) merupakan

ekspansi deret Taylor dari sebuah fungsi.

Step 7: Validasi keabsahan solusi yang diperoleh dari differential transform

method dengan memasukkan kondisi awal.

Diketahui kondisi awalnya terdapat pada persamaan (3.10) dan (3.11),
yaitu:
. - x x%2 x3
u(xO)—e =14+ F+§+§+

dan
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ou(x,0) x~1+x+x2+x3+
ET A TR TRAEY

Jika dimasukkan ke dalam kondisi awal pertama, maka diperoleh:

— 1 2 1 3 1 n 1 2
w(®,0) = 1+ (0) + 57 (02 + 5,(0)* o — (O o+ x? + o

1 n 1 2 1 3 1 n 1 2
X +x(0)+zx(0) +§x(0) +---+Hx(0) +zx 0)

o LXZ(O)Z uE ix2(0)3 S an(o)n + -
212! 283 n!n!

1
u(x,0)=1+x+—x%+-+—x"=e*
2! n!

Jadi solusi tersebut shahih.

Selanjutnya, Jika dimasukkan ke dalam kondisi awal kedua, maka diperoleh:

— 1 2 1 8 1 n 1 2
U, ) = T+t + ot 4 otd o bt b x b o et

1 n 1 2 1 3 1 n 1 2
Ex +xt+zxt +§xt +---+Ext +§x t+

1 1 1
242 _ers A, Rl MO0
T T TR P E
ou(x,t) t? no_
= Onbell bt + — + -+ — 0 L OO+
ot 2! n!
xt? n L x?
O+x+xt+——+-+—xt"""+—+
2! n! 2!
X%t x*t? {7 e

PR T

au(x’t)—0+1+0+(0)2+ ()" 0+ 0+t
ot O+ o (0
x(0)? n o XP
04+ x+x(0)+ o +"'+EX(O) +Z+



2 2002
x (O)+x (0) b

2! 2! 2!

du(x,0)
ot 2!

Jadi solusi tersebut shahih.

nxn(o)n—l

n'n!

1, 1
=1l+x+=x +---+§x”5e"
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya diperoleh kesimpulan
bahwa differential transform method merupakan salah satu metode numerik yang
iteratif, karena dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial parabolik orde
empat tidak melalui tahap linearisasi terlebih dahulu. Dan solusi yang diperoleh
dengan menggunakan differential transform method ini membentuk sebuah deret
Taylor. Adapun solusi yang diperoleh dari persamaan diferensial parsial parabolik
orde empat , dari persamaan:

%l 0%u

Tl + 2 173 3%
dengan nilai awal
u(x,0) = e”*, 0<x<l
dan
D) e ez
adalah:

1 1 1 1
u(xt)~1+t+5t2+§t3+ +—t”+x+5x+ -+

1 1 ., 1 1 1
n—x +xt+§xt +§xt +- +—xt +§x t+

L z 2+Lx 23 4 - +Lx”t"+
2021” 213! nin!
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4.2 Saran
Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya dalam menerapkan
differential transform method tidak hanya mencari solusi dari persamaan yang
dicari, tetapi juga dilakukan simulasi perbandingan dengan metode yang lainnya.
Selain itu, juga bisa menerapkan differential transform method pada penyelesaian

persamaan nonlinier.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Nilai U(k,3), U(k,4),:--,dimanak =0,1,2,3, -,

Jika h = 1, maka:
3(DF (k+4)! h!
U(k,h+2) = T 2T Uk + 4,h) )
3(1)k+? k + 4)! 1!
Ulk1+2) = (k!)l! -28 ;cr! ) U(k+4'1)>(1 +2)!
k
U(k,3) = 3(;!) —z(k ;4)!U(k+4,1)>%

Maka untuk k = 0,1,2, ---, diperoleh:

0
s _, 00 +|4)! U + 4,1))%

v(0.3) = ( 0! 0

(4)! 1
U ,3)=13- ZTU(A}, 1) 3

3 (1+4)!

1
1 2 1 U(1+4,1)>§

U(1,3) = (

5)! 1
U1,3)=1(3- ZTU(S’ 1) 3

BG)r1y1 2\ 1 3—2\1 1
U(1’3)=<3_ZT§)§=(3_E)§=(T>§=§

34



U(23) = (3(21!) 22000 4, 1))%
3 6)! 1
U(23) = (5— Z%U(& 1)>§

6)!1\1 (3 21 /3-2

U23) = (%‘275>§= e i e i

U(3,3) = L, U4,3) =

313! 4130
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