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ABSTRAK

Maisyaroh, Khanifatun. 2020. Automorfisme Graf ldentitas pada Gelanggang
Himpunan Bilangan Bulat Modulo Prima. Skripsi. Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Moh. Nafie Jauhari,
M.Si., (1) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Kata kunci: automorfisme, derajat, fungsi, graf identitas, permutasi.

Penelitian ini membahas pola umum banyaknya automorfisme graf identitas
dari gelanggang himpunan bilangan bulat (Z,,) dimana n = 2 dan 3, p prima
bersama operasi penjumlahan dan perkalian. Tujuan yang akan dicapai dalam
penelitian ini adalah menemukan pola umum mengenai banyaknya automorfisme
dari graf identitas pada gelanggang himpunan bilangan bulat modulo prima. Pola
tersebut diperoleh dengan terlebih dahulu menentukan himpunan unsur dari Zy,
dan himpunan unit I(an). Selanjutnya, menggambar graf identitas dari himpunan
unit I(an) yang sudah diperoleh. Kemudian, menentukan fungsi bijektif dari
himpunan titik 1G(Z,,) ke dirinya sendiri, dilanjutkan dengan menentukan
automorfisme graf. Langkah terakhir yakni memunculkan dugaan mengenai
banyaknya automorfisme dari graf identitas pada gelanggang himpunan bilangan
bulat modulo prima kemudian dugaan tersebut akan dibuktikan secara umum. Hasil
penelitian ini adalah banyaknya automorfisme dari graf identitas pada gelanggang

himpunan bilangan bulat (Z,,) yakni (Zi(p_”) -%(p —3)! dan banyaknya
automorfisme dari graf identitas pada gelanggang himpunan bilangan bulat (Zs,)
yakni (2P~3) - (p — 3)! 3\
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ABSTRACT

Maisyaroh, Khanifatun. 2020. Automorphism Identity Graph of Ring of Integer
with Prime Modulo. Thesis. Department of Mathematics, Science and
Technology Faculty, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of
Malang. Advisors: (I) Moh. Nafie Jauhari, M.Si., (II) Muhammad
Khudzaifah, M.Si.

Keywords: degree, function, graph automorphism, identity graph, permutation.

This research discusses the pattern of the number of automorphism identity graph
of ring of integer with prime modulo (Z,,) where n =2 and 3 p prime with
addition and multiplication operation. The purpose to be achieved in this research
is to find a general pattern about the number of automorphism of identity graphs on
the set of integer with prime modulo. First, the pattern is obtained by determining
the set of elements from Z,,, and the set of units / (an). Next, draw the identity
graph from the set of unit I(an) that has been obtained. Then, determine the
bijective function of the set of vertices IG(an) to itself, followed by determining
graph automorphism. The last step is to raise the assumption about the number of
automorphism of identity graph in the set of integer with prime modulo then the
assumption will be proven in general. The results of this research are the number of
automorphism identity graph of ring of integer prime modulo (Z,,) with addition

1
and multiplication operation are (25(”"3))-%(;9—3)! and the number of

automorphism identity graph of ring of integer with prime modulo (Z;,) with
addition and multiplication operation are (2P~3) - (p — 3)! 3!
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar belakang

Salah satu cabang matematika yang menarik untuk dibahas dan banyak
manfaatnya dalam menyelesaikan permasalahan kehidupan sehari-hari adalah teori
graf. Dalam teori graf terdapat rumusan atau model yang selanjutnya dianalisis
guna memperjelas dan mempermudah dalam menemukan solusi yang tepat.
Permasalahan tersebut akan dirumuskan dalam teori graf dengan cara mengambil
aspek-aspek yang diperlukan dan membuang aspek-aspek yang lainnya (Purwanto,
1998). Hal ini yang menyebabkan teori graf selalu menarik untuk dibahas dan teori-
teori yang ada masih aplikatif untuk memecahkan masalah di zaman sekarang.

Graf G merupakan pasangan (V(G),E(G)) dimana V (G) adalah himpunan
berhingga dan tak kosong dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan pasangan tak berurutan dari dua titik berbeda di V(G) yang disebut sisi
(Abdussakir, 2009). Konsep dalam graf banyak digunakan untuk memodelkan
berbagai relasi dalam kehidupan sehari-hari seperti link internet, lampu lalu lintas,
jalan tol, jaringan komunikasi, link transportasi dan bisa digunakan untuk
menentukan rute terpendek untuk menuju suatu tempat.

Struktur aljabar seperti grup dan gelanggang bisa digunakan untuk
membangun suatu graf. Struktur aljabar grup diantaranya bisa membangun graf
Cayley (Heydemann, 1997), graf konjugasi, graf non-commuting, graf subgrup, graf
invers, graf non-centralizer, graf identitas. Sedangkan struktur aljabar gelanggang

diantaranya bisa menghasilkan graf pembagi nol, graf annihilator, graf co-maximal



2
ideal, graf total, graf nil-radical, graf identitas (Kandasamy dan Floretin,
2009:134).

Gelanggang R dikatakan gelanggang komutatif jika semua elemen di R
bersifat komutatif terhadap operasi perkalian (Dummit dan Foote, 2004). Jika
gelanggang R komutatif terhadap operasi perkalian dan mempunyai elemen
kesatuan terhadap operasi perkalian disebut dengan gelanggang komutatif dengan
elemen kesatuan (Gilbert dan Gilbert, 2015). Salah satu contoh gelanggang
komutatif dengan elemen kesatuan adalah himpunan bilangan bulat modulo prima.

Graf identitas yang dibangun dari gelanggang merupakan suatu graf yang
diperoleh dari himpunan unsur yang jika dioperasikan menghasilkan identitas dari
suatu gelanggang tersebut. Titik-titik pada graf identitas merupakan semua elemen
dari himpunan unsur yang diperoleh dari unsur yang dioperasikan menghasilkan
identitas dari gelanggang dan dua titik dikatakan terhubung langsung jika dan hanya
jika perkalian dua titik menghasilkan identitas (Kandasamy dan Floretin,
2009:134). Penelitian tentang graf identitas pernah dilakukan oleh Leihitu dan Patty
pada tahun 2016 tetapi dalam struktur aljabar grup bukan gelanggang. Tahun 2019,
Lila Aryani Puspitasari meneliti tentang Total Eccentricity and Eccentric
Connectivity Index pada graf identitas dari gelanggang komutatif dengan elemen
kesatuan.

Automorfisme pada suatu graf G adalah isomorfisme dari G ke dirinya
sendiri (Chartrand, dkk.2016). Contoh penelitian tentang automorfisme pada suatu
graf adalah seperti penelitian Reni Tri Damayanti yang membahas banyaknya
automorfisme pada graf bintang dan graf lintasan pada tahun 2011. Pada tahun

2018, Kurniawan Sugiarto dkk membuat artikel tentang analisis struktur



3
automorfisme dari graf pembagi nol dari gelanggang komutatif dengan elemen
kesatuan menggunakan sampel graf pembagi nol untuk mewakili setiap graf. Pada
tahun 2015, Imroatul Mukarromah juga meneliti tentang automorfisme pada graf
piramida dan graf berlian. Any Tsalasatul Fitriyah meneliti tentang automorfisme
graf roda dan graf tangga pada tahun 2011. Automorfisme graf pembagi nol pada
gelanggang himpunan bilangan bulat tak prima diteliti Nurul Fagiyyah Rokhmah
(2019).

Penelitian ini bisa dilanjutkan dengan mengganti graf pembagi nol dengan
graf yang lain seperti graf identitas. Graf identitas merupakan suatu graf yang
diperoleh dari himpunan unsur identitas. Graf identitas ini akan diterapkan dalam
gelanggang komutatif dengan kesatuan yang salah satu contohnya adalah himpunan
bilangan bulat. Himpunan bilangan bulat ini akan diperkhusus dalam bilangan bulat
modulo prima.

Ayat dalam Al-Qur’an yang membahas tentang konsep automorfisme dalam
kehidupan sehari-hari. Surah fussilat ayat 46 yang berbunyi:

“Barangsiapa yang mengerjakan amal yang saleh maka (pahalanya) untuk dirinya sendiri
dan barangsiapa mengerjakan perbuatan jahat, maka (dosanya) untuk dirinya sendiri; dan
sekali-kali tidaklah Rabb-mu menganiaya hamba-hamba-Nya. ”

Kata ‘abid adalah bentuk jamak dari kata ‘abd, tetapi bentuk jamak ini
digunakan oleh Al-Qur’an untuk menggambarkan hamba-hamba Allah yang
durhaka dan bergelimang dosa, berbeda dengan kata ‘ibad yang juga merupakan
bentuk jamak dari kata ‘abd tetapi biasanya digunakan oleh al-Qur’an untuk
menunjuk hamba-hamba-Nya yang taat, atau kalaupun durhaka namun telah

menyadari kedurhakaannya (Shihab, 2002:432).
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Menurut Thabathaba’l, ayat di atas bagaikan menyatakan: Perbuatan
seseorang berkaitan dengan pelakunya secara menyifatinya. Kalau baik dan
bermanfaat, maka dirinya sendiri yang menarik manfaatnya, dan kalau buruk dan
berbahaya, maka dia pula yang memperoleh keburukan dan bahayanya. Dengan
demikian tidaklah pemberian manfaat amal yang baik kepada pelakunya yakni
memberinya ganjaran, tidak juga pemberian dampak keburukan amal kepada
pelakunya yakni siksa tidak juga itu merupakan penganiayaan atau menempatkan
sesuatu bukan pada tempatnya (Shihab, 2002:431).

Ayat di atas memberitahukan kepada kita sebagai manusia bahwa apapun
yang dilakukan akan kembali kepada diri kita sendiri. Manfaat dan madharat dari
perbuatan yang kita lakukan akan berdampak pada diri kita sendiri. Jika kita berbuat
baik maka kita juga berbuat baik bagi diri kita sendiri. Begitupun sebaliknya, jika
kita berbuat buruk maka kita juga berbuat buruk pada diri Kita sendiri. Ayat ini
menerangkan bahwa perbuatan dan diri kita terdapat relasi atau hubungan yang
saling berkaitan. Perbuatan yang kita lakukan berdampak pada diri kita sendiri,

sama halnya automorfisme yang menjelaskan tentang relasi pada diri sendiri.

1.2 Rumusan masalah
Adapun rumusan masalah yang akan dikaji dalam penelitian ini adalah
berapa banyaknya automorfisme graf identitas dari gelanggang himpunan bilangan

bulat modulo prima?



1.3 Tujuan penelitian
Berdasar rumusan masalah yang ada maka tujuan penelitian ini adalah untuk
mengetahui banyaknya automorfisme graf identitas dari gelanggang himpunan

bilangan bulat modulo prima.

1.4 Batasan masalah
Penelitian ini membahas automorfisme graf identitas dari gelanggang
himpunan bilangan bulat modulo prima Z,, dengan n = 2 dan n = 3 dengan p

bilangan prima.

1.5 Manfaat penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini sebagai berikut:
1. Memberikan informasi tentang automorfisme graf identitas dari gelanggang
himpunan bilangan bulat modulo prima.

2. Sebagain tambahan pustaka untuk rujukan penelitian selanjutnya.

1.6 Metode penelitian
Langkah-langkah yang digunakan dalam melakukan penellitian ini adalah
sebagai berikut:
1. Merumuskan masalah
2. Mengumpulkan data (informasi)
3. Menganalisis data
Langkah-langkah dalam menganalisis data yaitu:
(1) Mencari unsur dalam graf identitas dari gelanggang himpunan
bilangan bulat modulo prima Z, dengan n yang sudah dibatasi

dalam batasan masalah,
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(i) Menggambar graf identitas dari unsur-unsur yang sudah diperoleh,

(iii)  Menentukan fungsi yang bijektif pada setiap graf identitas dari
gelanggang himpunan bilangan bulat modulo prima,

(iv)  Menentukan automorfisme pada setiap graf identitas dari
gelanggang himpunan bilangan bulat modulo prima,

(V) Menentukan banyaknya automorfisme yang terjadi pada masing-
masing graf identitas, dan

(vi)  Membangun teorema tentang banyaknya automorfisme beserta
pembuktiannya.

4. Memberikan kesimpulan akhir

5. Menulis laporan

1.7 Sistematika penulisan
Agar penulisan penelitian ini mudah dipahami dan terarah digunakan
sistematika penulisan sebagai berikut:
BAB | Pendahuluan
Bab ini membahas tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika
penulisan dari penelitian ini.
BAB Il Kajian Pustaka
Bab ini membahas tentang teori-teori yang mendasari penelitian ini seperti
gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan, graf identitas dan

automorfisme graf dan kajian automorfisme graf.



BAB Il Pembahasan
Bab ini membahas tentang langkah-langkah yang dikerjakan untuk
memperoleh banyaknya automorfisme graf identitas dari gelanggang
himpunan bilangan bulat modulo prima dengan cara mencari unsur-unsur
graf, menggambar graf, menentukan permutasi, menghitung banyaknya
automorfisme dan pembuktian hasil banyaknya automorfisme tersebut.
BAB IV Penutup
Bab ini membahas tentang kesimpulan dari penelitian yang telah

dilakukan dan saran yang dapat digunakan untuk peneliti selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan
Definisi 2.1

Grup adalah suatu pasangan terurut (G,*) dimana G adalah himpunan tak
kosong dan = adalah operasi biner pada G yang memenubhi sifat-sifat berikut:
1. (a*b)*c=ax=(bx*c)untuk semuaa,b,c € G (* bersifat assosiatif),
2. Ada suatu elemen e di G, sehingga a *xe = e *xa = a untuk semua a € G
(identitas di G), dan
3. Untuk setiap a € G, ada suatu elemen a~! di G, sedemikian sehingga a *
a ! =a1xa=-e(a! disebut invers dari a).
Grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika a * b = b * a untuk semua a, b €
G (Dummit dan Foote, 2004:17).

Definisi 2.2

Misalkan R adalah suatu himpunan tak kosong. Maka R dengan operasi
penjumlahan dan perkalian, dilambangkan dengan + dan - dinamakan gelanggang
jika memenuhi kondisi sebagai berikut (Gilbert dan Gilbert, 2015:265):

1. R tertutup terhadap operasi penjumlahan: x € R dan y € R berarti x + y € R.

2. Operasi penjumlahan di R bersifat asosiatif: x + (y + z) = (x + y) + z untuk
semua x,y,z € R.

3. R memuat identitas operasi penjumlahan 0: x + 0 = 0 4+ x = x untuk semua x €
R.

4. R memuat invers operasi penjumlahan: Untuk x di R, terdapat -x di R yang

memenuhi x + (—x) = (—=x) + x = 0.



9

5. Operasi penjumlahan di R bersifat komutatif: x + y = y + x untuk semua x, y €
R.

6. R tertutup terhadap operasi perkalian: x € R dany € R berartix -y € R.

7. Operasi perkalian di R bersifat asosiatif: x - (y-z) = (x-y) -z untuk semua
x,y,zdiR.

8. Duahukumdistributif berlakudiR: x - (y+z) =x-y+x-zdan(x +y) -z =
x+z+y-zuntuk semua x,y, z € R.

Definisi 2.3

Misal (R, +,") adalah gelanggang. Maka R dikatakan gelanggang komutatif
jika perkalian di R komutatif yaitu jika x - y = y - x untuk setiap x, y € R (Hodge
dkk, 2014).

Definisi 2.4

Misalkan (R, +,") adalah gelanggang. Jika terdapat suatu unsur e di R
sedemikian sehingga x - e = e - x = x untuk setiap x di R, maka 1 disebut elemen
kesatuan dan R disebut gelanggang dengan elemen kesatuan. Jika R komutatif
terhadap operasi perkalian, maka R yang komutatif dan mempunyai elemen
kesatuan terhadap operasi perkalian disebut gelanggang komutatif dengen elemen
kesatuan (Gilbert dan Gilbert, 2015:269).

2.2 Graf ldentitas
Definisi 2.5

Graf G merupakan pasangan (V(G),E(G)) dimana VV(G) adalah himpunan
berhingga dan tak kosong dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan pasangan tak berurutan dari dua titik berbeda di V(G) yang disebut sisi.
Banyaknya unsur di V(G) dinamakan order dari G dan dilambangkan dengan p(G),

dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan
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q(G). Apabila permasalahan hanya pada graf G, order dan ukuran dapat dituliskan
sebagai p dan q atau G(p, q) (Abdussakir, 2009).

Definisi 2.6

Graf yang tidak mempunyai sisi paralel disebut dengan graf sederhana. Graf
yang memuat sisi paralel disebut graf ganda (Satyanarayana, dan Kuncham,

2013:74).

Gambar 2.1 Graf C

Gambar 2.2 Graf D

Gambar 2.3 Graf E
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Definisi 2.7

Graf G dengan jumlah titik berhingga dan jumlah sisi berhingga disebut
dengan graf berhingga (finite graph). Graf G yang bukan merupakan graf berhingga
dikatakan sebagai graf tak berhingga (infinite graph) (Satyanarayana, dan
Kuncham, 2013:77).

Definisi 2.8

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent),
sedangkan u dan e disebut terkait langsung (incident), sebagaimana v dan e. Dua
sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent) jika terkait langsung
pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis e = uv

(Abdussakir dkk, 2009).

41
67 el
Vs v,
€6 es
(2 v
€5 <

Gambar 2.4 Graf G(5,7)

Dari gambar di atas titik-titik adjacent (terhubung langsung) adalah v, dan
v,, v; dan vs, v, dan vs, v, dan vs, v5 dan vy, v; dan vs, v, dan vs. Sedangkan sisi
e,incident (terkait langsung) dengan v; dan v,, e,incident dengan v, dan v,
esincident dengan v, dan vs, e, incident dengan v; dan wvs, es incident dengan

v dan v,, e4 incident dengan v, dan vg, dan e; incident dengan v, dan vs.
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2.3 Operasi pada Graf

Operasi pada graf yang dibahas dalam penelitian ini, meliputi:
1. Penjumlahan

Definisi 2.9

Misalkan G; dan G, adalah graf, join (penjumlahan) dari G,dan G,
dinotasikan G; + G,, adalah graf dengan himpunan titik V(G,) U V(G,), dan
semua sisi-sisi v;v;, dimana v; € V(G,) dan v; € V(G,). Akan ditunjukkan join

Iadl

graf P; + K, sebagai berikut (Chartrand dan Oellerman, 1993:29):

B A+B

Gambar 2.5 Join graf A dan B

A + B merupakan join dari graf A dan B.
2. Perkalian

Definisi 2.10

Pada graf G, dan G, product (hasil kali) G, X G, adalah himpunan titik
dari V(G,) U V(G,), dua titik u,u, dan v, v, terhubung langsung di G; X G,
jika dan hanya jika
u, = v, dan u,v, € E(G,) atau

u, = v, dan u;v; € E(G,) (Chartrand dan Oellerman, 1993:29).
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Contoh:

K3: P3: K3XP3:
®

Drre

Gambar 2.6 Perkalian graf K5 dan P,

Graf K3 x P; merupakan hasil kali graf K5 dengan Ps.

Definisi 2.11

Derajat (degree) titik v di graf G adalah banyaknya titik di G yang terhubung
langsung dengan v. Sehingga, derajat dari v adalah banyaknya titik tetangganya
(N(v)). Dengan kata lain, derajat dari v adalah banyaknya sisi yang terkait
langsung dengan v. Derajat titik v dinotasikan dengan deg. v atau sederhannya

dengan deg v. Sehingga, deg v = |N(v)| (Chartrand dan Lesniak, 2016:5).

Contoh:
%1
e7 81
Us (%]
€g es
2 1%
€g 3

Gambar 2.7 Graf G (5,7)

Dapat dituliskan derajat masing-masing titiknya sebagai berikut:
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degev, =2
degsv, =3
degsvs =3
degev, = 2
deg;vs =4
Definisi 2.12

Graf lingkaran (sikel) adalah satu titik dengan gelang (self-loop) atau graf
sederhana C dengan |V.| = |E.| yang dapat digambar sehingga semua titik dan sisi
nya terletak pada satu lingkaran. Suatu graf lingkaran dengan n-titik dinotasikan

dengan C,, (Gross dan Jay, 2006:18).

Gambar 2.8 Graf Lingkaran C;, C, dan C,

Contoh:

Definisi 2.13

Suatu graf G lengkap partisi-n adalah graf partisi-n dengan himpunan-
himpunan partisi V3, V5, ..., V,, yang memiliki sifat tambahan yaitu u € V; dan v €
V;,i # j maka uv € E(G). Jika |V;| = P;, kemudian graf ini dinotasikan dengan
K(p1,p2, -, Pn)- (Order pada bilangan p,,p,, ..., p,, tidak penting) Graf lengkap
partisi-n adalah lengkap jika dan hanya jika p; = 1 untuk semua i, dalam hal ini
adalah K,,. Jika p; = t untuk semua i, kemudian graf lengkap partisi-n adalah tetap
dan dinotasikan dengan K. Maka, Ky, = K,. Suatu graf bipartisi lengkap

dengan himpunan partisi V; dan V, dimana |V;| = m dan |V,| = n, kemudian
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dinotasikan dengan K(m,n). Graf K(1,n) disebut graf bintang (Chartrand dan
Lesniak, 2016:18).

Definisi 2.14

Misal R gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan. Ambil I(R)
himpunan elemen unit di R, I(R) # @ karena 1 € I(R). Elemen dari I(R) menjadi
titik-titik pada graf sederhana. Dua elemen x dan y di R terhubung langsung jika
dan hanya jika xy = 1. Diasumsikan bahwa 1 terhubung langsung dengan setiap
elemen unit di R. Gaf yang dikaitkan dengan I(R) didefinisikan sebagai graf unit
atau graf identitas di R (Kandasamy dan Floretin, 2009:134).

2.4 Automorfisme graf
Definisi 2.15

Misal X dan Y adalah dua himpunan yang tidak kosong. Suatu fungsi f dari
X ke Y, dilambangkan dengan f:X — Y, adalah aturan yang memetakan setiap
elemen di X tepat satu pada elemen di Y. X adalah domain dari fungsi dan Y adalah
himpunan kodomainnya. Jika y adalah elemen yang tunggal di Y dipetakan oleh
fungsi f ke elemen x, maka y disebut peta dari x dan x adalah prapeta dari y dan
ditulis y = f(x). Himpunan f(X) disebut range fungsi. Range fungsi adalah
himpunan bagian dari kodomainnya (Balakrishnan, 1991:7).

Definisi 2.16

(@) Misalkan f adalah suatu fungsi dari A ke B. Fungsi f disebut fungsi 1-1 jika
untuk setiap x, y € A dengan f(x) = f(y), maka x = y. Dengan kata lain dapat
dinyatakan bahwa fungsi f adalah 1-1 jika untuk setiap x,y € A dengan x # y,
maka f(x) # f(y). Fungsi 1-1 disebut dengan fungsi injektif.

(b) Misalkan A dan B himpunan dan f adalah suatu fungsi dari A ke B. Fungsi f

disebut fungsi onto jika R(f) = B.Jadi, f: A — B disebut fungsi onto jika untuk
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setiap y € B maka ada x € A sehingga f(x) = y. Fungsi onto sering disebut
juga fungsi surjektif atau fungsi pada.

(c) Suatu fungsi yang injektif sekaligus surjektif disebut fungsi bijektif.
(Bartle dan Donald, 2000:8)

Definisi 2.17

Korespondensi satu-satu dari suatu himpunan A ke dirinya sendiri
dinamakan permutasi pada A. Untuk setiap himpunan tak-kosong A, notasi S(A)
menyatakan himpunan semua permutasi pada A. Himpunan semua fungsi dari A ke
A dinotasikan dengan M (A4) (Gilbert dan Gilbert, 2015:38).

Misalkan Q sebarang himpunan tak-kosong dan Sq, adalah himpunan semua
bijeksi dari Q ke Q (yakni himpunan semua permutasi dari Q). Himpunan Sq
membentuk suatu grup terhadap fungsi komposisi o. Catatan bahwa o adalah
operasi biner pada Sq yakni jika g: Q — Q dan 7: Q — Q adalah bijeksi, maka g o T
juga bijeksi dari Q — Q. Karena fungsi komposisi adalah asosiatif secara umum, o
bersifat asosiatif. Identitas dari S adalah permutasi 1 didefinisikan sebagai 1(a) =
a, untuk semua a € (). Setiap permutasi o terdapat (2-sisi) fungsi invers, c71: Q -
Q. menyebabkan g o 671 = 67! o ¢ = 1. Maka, semua aksioma grup dipenuhi oleh
(Sq,°2). Grup ini dinamakan grup simetri pada himpunan €. Penting untuk
mengetahui bahwa elemen dari S, adalah permutasi dari Q, bukan elemen dari Q
(Dummit dan Foote, 2004:29).

Teorema 2.1

Order dari S,, adalah n! (Dummit dan Foote,2004:29).
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Bukti:
Permutasi dari {1,2,3, ..., n} adalah fungsi injektif pada himpunan ini ke dirinya
sendiri karena himpunan tersebut berhingga dan dapat dihitung banyaknya fungsi
injektif. Suatu fungsi injektif o bisa memetakan 1 ke suatu unsur sebanyak n
elemen pada {1,2,3, ...,n}; o(2) bisa dipetakan ke suatu elemen pada himpunan
tersebut kecuali o(1) (sehingga terdapat n — 1 pilihan untuk ¢(2)); ¢(3) bisa
dipetakan ke suatu elemen kecuali o(1) atau o(2) (sehingga terdapat n — 2 pilihan
untuk a(3)), begitu seterusnya. Oleh karena itu, terdapatn - (n —1) - (n —2) - ...
2 -1 =n! Kemungkinan fungsi injektif dari {1,2,3,...,n} ke dirinya sendiri.
Sehingga terdapat tepat n! Permutasi dari {1,2,3, ..., n} akibatnya terdapat tepat n!
Elemen di S,,.Contoh:
Misal Q = {1,2,3}, tentukan grup simetri dari S5 tersebut?
Jawab:

Grup S5 adalah permutasi yang memuat 3! = 6 elemen, dengan Q = {1,2,3} maka

diperoleh:

o= 5 =M@ =1
azz(% g i)=(123)
0= 3 )=as
n=(; 3 5)=0EN=3
n=(; 5 3)=0H@=013

=, 2 3)=02® =02

Jadi, grup simetri S5 = {1, (123), (132), (23), (13), (12)}.
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Definisi 2.18

Dua graf G dan G' dikatakan isomorfik jika terdapat korespondensi bijektif
f antar titiknya dan korespondesi satu-satu g antar sisinya yang keterhubungan
keduanya dapat diawetkan. (Dengan kata lain, dua graf G = (V,E) dan G' =
(V',E") dikatakan isomorfik jika terdapat bijeksi f:V — V' dan g: F — E' yang
memenuhi g(v;v;) = f(v,)f(v;) untuk setiap sisi v;v; di G) (Satyanarayana, dan

Kuncham, 2013:83).

Uy Uy
Gy
Uy Us

Gambar 2.9 Graf G,

Us
Gambar 2.10 Graf G,

Contoh:

Lihat pada graf yang diberikan di gambar 2.9 dan 2.10.

Dua graf G, dan G, adalah isomorfik (pemetaan f (u;) = v; adalah isomorfik antara
kedua graf tersebut).

Definisi 2.19

Misal G dan H adalah dua graf sederhana. Suatu fungsi f:V; — Vy
mengawetkan keterhubungan jika untuk setiap pasangan titik u dan v terhubung di

graf G, titik-titik f(u) dan f(v) terhubung di graf H. Demikian pula, f
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mengawetkan ketidakterhubungan uw dan v vyaitu jika f(u) dan f(v) tidak
terhubung, maka u dan v tidak terhubung (Gross dan Jay, 2006:59).

Definisi 2.20

Suatu bijeksi f:V; — Vy antara himpunan titik pada dua graf sederhana G
dan H disebut mengawetkan struktur jika f mengawetkan keterhubungan dan
ketidakterhubungan, yaitu untuk setiap pasangan titik-titik di G, w e G &
f(w)f(v) € H (Gross dan Jay, 2006:59).

Definisi 2.21

Dua graf sederhana G dan H adalah isomorfik, dinotasikan G = H, jika
terdapat fungsi bijektif f:V,; — Vy yang mengawetkan struktur. Fungsi f antara
himpunan titik dari G dan H disebut isomorfisme dari G ke H (Gross dan Jay,
2006:59).

Contoh:

b=ti1)
8 c=i(2)

5 I=1{5) — a=I(4)

a=lig} =9 h=0(7)

Gambar 2.11 Isomorfisme antara dua graf sederhana

Pemetaan f:V; — Vy antara himpunan titik pada dua graf pada gambar dibawah
diberikan f)=1ii=123, mengawetkan keterhubungan dan
ketidakterhubungan, tetapi dua graf tersebut jelas tidak memiliki struktur yang

ekivalen.

3 3

Gambar 2.12 Dua graf yang strukturnya tidak ekivalen
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Definisi 2.22

Suatu bijeksi f: V; — Vy antara himpunan titik pada dua graf ¢ dan H, graf

simpel atau umum, mengawetkan struktur jika

(i) Jumlah sisi (meskipun 0) antara setiap pasangan dari titik yang berbeda u
dan v di graf G sama dengan jumlah sisi f(u) dan f(v) di graf H, dan

(i) Jumlah self-loop pada setiap titik x di G sama dengan jumlah self-loop pada
titik f(x) di H (Gross dan Jay, 2006:61).

Definisi 2.23

Dua graf G dan H isomorfik jika terdapat bijeksi f:V; - Vy yang
mengawetkan struktur. Hubungan ini dilambangkan dengan G = H (Gross dan Jay,
2006:61).

Definisi 2.24

Automorfisme pada suatu graf G adalah isomorfisme dari G ke dirinya
sendiri. Sehingga, automorfisme pada G adalah permutasi dari V(G) yang
mengawetkan keterhubungan langsung (ketidakterhubungan langsung). Jelas,
fungsi identitas e pada V(G) adalah automorfisme pada G. Invers automorfisme
dari G juga automorfisme dari G, sebagai komposisi dua automorfisme dari G.
Berdasarkan hasil penelitian tersebut diperoleh bahwa himpunan semua
automorfisme dari graf G membentuk suatu grup (terhadap operasi komposisi),
dinamakan grup automorfisme dan dinotasikan dengan Aut(G) (Chartrand dKk,
2016:217).

Contoh:

Misalkan graf G, seperti pada gambar dibawah ini.



21

Gambar 2.13 Graf G,

Diberikan pemetaan ¢:V(G) — V(G), maka automorfisme yang mungkin
dari graf G di atas adalah:

1. (1) =1,¢(2) =2,¢(3) = 3 atau dapat ditulis ¢ = (1)(2)(3)

V(G) V(G)

W N e
®
Y

2. (1) =2,¢9(2) = 3,¢9(3) =1 atau dapat ditulis ¢ = (1 2 3)

4. (1) =1,¢(2) = 3,9(3) = 2 atau dapat ditulis ¢ = (1)(2 3)
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6. (1) =2,0(2) =1,9(3) = 3 atau dapat ditulis ¢ = (3)(1 2)

Teorema 2.2

Graf bintang-n (K;,) memiliki n + 1 titik. Banyaknya automorfisme pada graf
bintang-n (K; ,,) adalah n! (Damayanti, 2011:38).

Teorema 2.3

Kongruensi linier ax = b(mod m) dapat diselesaikan hanya jika d = FPB(a, m)
membagi b, dan pada kasus ini memiliki d selesaian. Jika a dan m relatif prima

atau d = 1 maka kongruensi memiliki satu selesaian (Irawan dkk,2014:83).
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Proposisi 2.1
Berdasarkan penelitian Lila Aryani Puspitasari, Graf identitas ring komutatif
dengan unsur kesatuan Z,, mempunyai order p —1 dimana deg(1) =p —
2,deg(2p — 1) = 1 dandegv = 2 untuk v # 1 atau v # 2p — 1. Sehingga, Graf
identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, mempunyai 1 titik berderajat 1,
(p — 3) titik berderajat dua dan %(p — 3) C5 (Puspitasari,2019:39).
Proposisi 2.2

Berdasarkan penelitian Lila Aryani Puspitasari, Graf identitas ring komutatif
dengan unsur kesatuan Zz, mempunyai order 2p — 2 dimana deg(1) = 2p —
3,deg(3(p—4) — 1) = 1,deg(3(p —4) + 1) = 1,degBp — 1) =

ldandegv =2 untuk v#L,v#3(p—4)—1Lv+#3(p—4)+1 atau v=#
3p — 1. Sehingga, Graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Ly,

mempunyai 3 titik berderajat 1, 2p — 6 titik berderajat dua dan (p —3) Cs

(Puspitasari,2019:51).

2.5 Kajian Automorfisme Graf

Allah telah berfirman dalam surat fussilat ayat 46:

agaad] 23y @47 a5 ® el 2Ll (e 4miild LAllia Jag b2

“Barangsiapa yang mengerjakan amal yang saleh maka (pahalanya) untuk dirinya sendiri
dan barangsiapa mengerjakan perbuatan jahat, maka (dosanya) untuk dirinya sendiri; dan
sekali-kali tidaklah Rabb-mu menganiaya hamba-hamba-Nya "

Ayat di atas menerangkan bahwa perbuatan baik yang dilakukan manusia
seperti menaati perintah Allah, melakukan perbuatan yang tidak dibenci atau haram

untuk dilakukan, menghindari perbuatan tercela akan mendapatkan pahala dari
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Allah. Hal ini akan berdampak pada diri kita sendiri, manfaat yang diperoleh dari
perbuatan baik manusia. Begitupun sebaliknya, perbuatan buruk manusia akan
mendatangkan madharat bari dirinya sendiri.

Firman-Nya, “Barangsiapa yang beramal shalih, maka itu untuk dirinya
sendiri...” yakni bermal shalih di dunia ini, yaitu beriman, taat kepada Allah dan
Rasul-Nya, baik dalam perintah maupun larangan, sehingga jiwa mereka menjadi
suci dan telah siap untuk masuk surga, maka sesungguhnya Allah akan
memasukkannya ke dalam surga. Dan kepada orang lain, sesungguhnya Allah tidak
butuh kepada amalan hamba-hamba-Nya. Dan orang yang tidak beramal shalih,
maka jiwanya tidak bisa suci dan bersih (Al-Jazairi,2009:731).

Firman-Nya, “Dan barangsiapa yang mengerjakan kejahatan...” seperti
tidak mengimani Allah, berbuat syirik dan tidak beramal shalih, maka balasn ats
perbuatan mereka itu akan kembali kepada dirinya, yaitu balasan berupa siksaan
nerakan dan kekal di dalamnya (Al-Jazairi,2009:731).

Firman-Nya, “Kemudian kepada Tuhan kalianlah, kalian akan
dikembalikan.” Yakni setelah kematian. Di antara kalian ada yang mati membawa
amal shalih dan sebagiannya membawa amal buruk, maka kalian semua akan
kembali kepada-Nya dengan membawa amalnya masing-masing pada hari kiamat
dan Dia akan membalas setiap perbuatan kalian (Al-Jazairi,2009:731).

Kata (s>4) zhallam adalah bentuk mubalaghah (hiperbola) yang
mengandung makna banyak dan sering kali. Bentuk tunggalnya adalah (xl)
zhalim. Anda jangan berkata bahwa menafikan sesutau yang banyak bukan bukti
terjadinya yang sedikit, dnegan dalih bahwa ayat ini hanya menafikan tidak

terjadinya kezaliman yang banyak dari Allah, maka boleh jadi terjadi sedikit
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kezaliman. Sekali lagi jangan berkata demikian, karena penggunaan patron tersebut
untuk menyesuaikan dengan bentuk jamak dari kata (xu=) ‘abid. Sehingga dengan
demikian ayat ini pada akhirnya menyatakan Allah tidak berlaku zalim kepada
seorang hamba pun (Shihab, 2002:431).

Dalam kehidupan sehari-hari, perbuatan manusia sama halnya dengan
konsep automorfisme. Perbuatan manusia seperti fungsi automorfisme yakni
kembali kepada dirinya sendiri. Pencarian automorfisme graf yakni dengan
menentukan unsur-unsur yang termasuk dalam definisi graf identitas kemudian
dilanjutkan dengan menggambar graf identitas dari anggota yang sudah diperoleh.
Setelah itu, diberikan fungsi antara himpunan titik-titiknya yang berupa fungsi
bijektif. Fungsi tersebut akan memetakan graf awalnya pada dirinya sendiri. Fungsi

seperti ini yang dinamakan automorfisme.
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PEMBAHASAN

Pembahasan ini akan dimulai dengan: (1) menentukan anggota graf identitas
dari himpunan bilangan bulat Z,,, dimana n = 2 dan n = 3 dengan p prima, (2)
menggambar graf identitas dari anggota yang sudah diperoleh, (3) mendefinisikan
suatu fungsi antara himpunan titik-titiknya dan menentukan fungsi bijektif dari graf
tersebut, (4) menentukan automorfisme, (5) membangun dugaan dan (6)
membuktikan dugaan. Dalam pembahasan ini, penulis menotasikan graf identitas
dengan 1G(Zy,).

3.1 Automorfisme pada Graf Identitas dari Zy,

Subbab ini menjelaskan bagaimana proses mencari banyaknya
automorfisme pada graf identitas dari gelanggang himpunan bilangan bulat modulo
2p bersama operasi penjumlahan dan perkalian (Zzp, +,><) dengan menggunakan
p = 3,5,7,11 dan 13. Setelah menemukan banyaknya automorfisme graf identitas
pada masing-masing gelanggang, maka akan menghasilkan dugaan banyaknya
automorfisme dari /G (Z,, ) dan dugaan tersebut akan dibuktikan.

3.1.1 Automorfisme pada graf identitas dari Zg

Diberikan (Zg, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 6. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Zg

adalah 0,1, 2,3,4,5. Jika dua anggota Z¢ dioperasikan dengan operasi X, dapat

disajikan dalam tabel Cayley berikut:

Tabel 3.1 Tabel Cayley dari Z,

1| 2 4

X
ll Ql
l
l
ll Wi
l
lf il
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1|0 - 2 13|45
2 0|2 |4 |0} 2] 4
3 /0 (3]0 |3]0]3
4 | 0| 4|2 |0 4|2
50| 5] 4|32 -

Menurut definisi graf identitas, diperoleh himpunan unit dari Zg Yyaitu
I1(Z¢) = {1,5} dari Tabel 3.1. Dua unsur x dan y terhubung langsung jika dan
hanya jika x - y = 1. Jadi, graf identitas dari gelanggang komutatif dengan elemen

kesatuan dari Z, dapat digambarkan sebagai berikut:

(<4

Gambar 3.1 Graf identitas dari Zg, IG (Z)

Himpunan titik pada graf identitas dari Zs adalah V(1(Ze)) = {1,5}. Diberikan
suatu fungsi dari IG(Ze) pada dirinya sendiri yaitu a: V(IG(Ze)) = V(IG(Ze)).
Maka fungsi automorfisme yang mungkin pada graf tersebut adalah:
% a ='@(5)
Fungsi ini berarti bahwa a; (1) = 1 dan a,(5) = (5). Jika menggunakan
tabel dapat dinyatakan sebagai berikut:

Tabel 3.2 Fungsi a; = (1)(5)

Vi 1 5

a,(v;) 1 5

Sehingga diperoleh graf berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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—|

1

Gambar 3.2 Graf identitas dari Z¢ dengan fungsi a; = (1)(5)

Fungsi a; = (i)(g) merupakan automorfisme karena pada graf awalnya
dapat diperlihatkan bahwa fungsi a; bijektif. Diberikan suatu fungsi dari
graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a;:V(IG(Zs)) - V(IG(Zs)) yang

berarti  a; (wv) = (a;(Wa,(v)),V(w,v) € E(IG(Ze)). Sehingga 15 €

E(1G(Zs)), maka @y (15) = (az(Das (5)) = (15) € E(1G(Z)).

Karena a; merupakan homomorfisme bijektif, maka a; merupakan fungsi
yang isomorfisme. Jadi, fungsi a;adalah suatu automorfisme di /G (Zg).
wutly = (15)

Fungsi ini berarti bahwa a,(1) = 5 dan a,(5) = (1). Jika menggunakan
tabel dapat dinyatakan sebagai berikut:

Tabel 3.3 Fungsi a, = (1 5)

U 1 5

a,(v;) 5 1

Sehingga diperoleh graf berikut:

=

[
[« R
v
]
()]

Gambar 3.3 Graf identitas dari Z, dengan fungsi a, = (15)

Fungsi a, = (i §) merupakan automorfisme karena pada graf awalnya

dapat diperlihatkan bahwa fungsi a, bijektif. Diberikan suatu fungsi dari
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graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a,:V (IG(Zs)) - V(IG(Z¢)) yang

berarti a, (uv) = (@, (Wa,(v)),¥(u,v) € E(IG(Z)). Sehingga sisi 15 €

E(1G(Zs)), maka a5 (15) = (2, (Da(5)) = (51) € E(I6(Z)).
Karena a, merupakan homomorfisme bijektif, maka a, merupakan fungsi

yang isomorfisme. Jadi, fungsi a, adalah suatu automorfisme di 1G (Zg).

3.1.2 Automorfisme pada graf identitas dari Z;
Diberikan (Z,,, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 10. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z;, =

dapat disajikan dalam tabel Cayley berikut:

Tabel 3.4 Tabel Cayley dari Z,,

X

ol
-
N
wl
N
wl
ol
N
ool
ol

l
ol
l
ol
ol
ol
ol
ol
ol
ol
ol

19 O BN 2 (3 | 4|5 |6 |7 |8]|9
2 0|2|4|6|8|0|2|4|6]S8
3|0 |3|6|9|2|5|8 1|7
4 | 0|4 |8|2|6|0|4|8|2]|6

(a1}
Ol
Ul
l
ul
Ol
Gl
l
ul
Ol
Ul

i 0 | 6|2 (8|2 0|6 |2|8)4
7/ 0|7 |4f1T 8|5 |2|9]|6]3
8|0 (8|6 |4 |2|0|8|6]|4]|:2
9 10|98 |7 |6 |5 |43 |21

Menurut definisi graf identitas, diperoleh himpunan unit dari Z,, yaitu
1(Z,,) = {1,3,7,9} dari Tabel 3.4. Dua unsur x dan y terhubung langsung jika dan
hanya jika x - y = 1. Jadi, graf identitas dari gelanggang komutatif dengan elemen

kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:
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[l
)

=-I

9

Gambar 3.4 Graf identitas dari Z,, IG(Z4,)
Himpunan titik pada graf identitas dari Z;, adalah V(I1G(Zy,)) = {1,3,7,9}.
Diberikan suatu fungsi dari 1G(Z,,) pada dirinya sendiri yaitu a: V(IG(ZlO)) -
V(IG(ZlO)). Maka fungsi automorfisme yang mungkin pada graf tersebut adalah:
L oay=MDAB?NO)
Fungsi ini berarti bahwa a;(1) = 1,2,(3) = 3,a,(7) = 7 dan a,(9) =
(9). Jika menggunakan tabel dapat dinyatakan sebagai berikut:

Tabel 3.5 Fungsi a; = (1)(3)(7)(9)

Vi T g 7 §
(Vi) 1 3 7 9
Sehingga diperoleh graf berikut:
1 3 (1) =1 a(3)=3
& —e

=I

a1(9) =9

Gambar 3.5 Graf identitas dari Z,, dengan fungsi a; = (1)(3)(7)(9)

Fungsi a; = (1)(3)(7)(9) merupakan automorfisme karena pada graf

awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a, bijektif. Diberikan suatu
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fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a;:V(IG(Zy0)) -
V(1G(Zyo)) yang berarti a; (uv) = (a;Wa,;(v)),V(w,v) € E(IG(Z4)).
13 € E(1G(Z4y)), maka a;(13) = (e;(Da;(3)) = (13) €
E(1G(Z40)).17 € E(1G(Z40)), maka a;(17) = (ey(Day(7)) = (A7) €
E(1G(Z4))

19 € E(1G(Z4,)), maka a; (19) = (a; (1), (9)) = (19) € E(IG(Z40))
dan 37 € E(IG(Zyp)), maka a;(37) = (a;(3) ey (7)) = (37) €
E(1G(Z4,)).

Karena a; merupakan homomorfisme bijektif, maka a; merupakan fungsi
yang isomorfisme. Jadi, fungsi a;adalah suatu automorfisme di IG (Z,,).
.= (DB NO)

Fungsi ini berarti bahwa a,(1) = 1, a,(3) = 7,a,(7) = 3 dan a,(9) =
(9). Jika menggunakan tabel dapat dinyatakan dengan

Tabel 3.6 Fungsi a, = (1)(3 7)(9)

Vi 1 3 7 9

aq(vy) 1 7 3 9

Sehingga diperoleh graf berikut:

=1l

a(3)=7

Il
=]

) ao(9)
9

Gambar 3.6 Graf identitas dari Z,, dengan fungsi a, = (1)(3 7)(9)
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Fungsi a, = (1)(3 7)(9) merupakan automorfisme karena pada graf

awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a, bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a,:V(IG(Zy)) -
V(1G(Zyo)) yang berarti a,(uv) = (a;(Wa,(v)),V(w,v) € E(IG(Z4)).
Sehingga 13 € E(1G(Zy,)), maka a,(13) = (a,(1)a,(3)) = (13) €
E(1G(Z4))

17 € E(1G(Z4y)), maka a,(17) = (a;(Da,(7)) = (17) € E(1G(Zy,))
19 € E(1G(Zy,)), maka a,(19) = (a;(Da,(9)) = (19) € E(1G(Zy,))
dan 37 € E(IG(Z1p)), maka a,(37) = (a,(3)ay (7)) = (73) €
E(1G(Zy)).

Karena a, merupakan homomorfisme bijektif, maka a, merupakan fungsi

yang isomorfisme. Jadi, fungsi a, adalah suatu automorfisme di IG (Z,,).

3.1.3 Automorfisme pada graf identitas dari Z, ,

Diberikan (Z,4, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 14. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z,, =

operasi X, dapat disajikan dalam tabel Cayley berikut:

Tabel 3.7 Tabel Cayley dari Z,,

X012 (3|4 5,678 10111213
o,o|{0(0O|0O|O|O|O|O|O|O|O|O|O]|O
1/0|1 2|3 |4|5|6|7|8|9|10|11]12|13
2/0|2|4|6|8|10{12|/0|2|4|6]|8]|10|12
3(/0|3|6|9|12|1|4|7|10{13|2 |5 |8 |11
4 (0|4 |8 (122 |6 |10|0|4|8|12|2]|6 |10
5(/0|5 (101 |6 |11|2|7|12|3 |8 13|49
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6|/ 0|6 |12|4 |10/ 2|8 |0 |6 |12 4|10 2| 8
7/0(7(0|7|0|7|0|7|0|7]0]|7]0]|7
8 (0|8 |2 |10/ 4|12/ 6|0 |8|2|10| 4 |12|6
9,094 |13|8|3|12|7 |2 |11|6 |1 |10|5
10/ 0|10 6 |2 |12/ 8|4 |0 |10| 6 |2|12|8 | 4
11| 0 |11|8 |5 |2 |13|10| 7 |4 |1 |12(9 | 6| 3
12/ 0 (12|10 8 | 6| 4|2 |0 |12]|10| 8 |6 |4 |2
13/ 0|13|12|11|10|9 |8 |7 |6 |5 |4 |3 |2 |1

Menurut definisi graf identitas, diperoleh himpunan unit dari Z,, yaitu

langsung jika dan hanya jika x -y = 1. Jadi, graf identitas dari gelanggang

komutatif dengan elemen kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

®—|
=
© —|

Ol @
ol @

._|.
F

Gambar 3.7 Graf identitas dari Zq4, [G(Z14)

Himpunan titik pada graf identitas dari Z,, adalah V(IG(Z.)) =

a:V(IG(Zy4)) - V(IG(Z,4)). Maka pemetaan automorfisme yang mungkin pada
graf tersebut adalah:
L o =MEA(G)O@ANAs)
Fungsi ini berarti bahwa a;(1) =1,a,(3) =3,a,(5) =5,a,09) =
9,a,(11) =11 dan a;(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat

dinyatakan sebagai berikut:
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3 5 9 11 13

[l

Vi

a(v) | 1 3 5 9 1 13

Sehingga diperoleh graf berikut:

@ ol

ol @
@
«—8

1
A

- g”

l
2 ®

1

sl
2
=~
7]
I
Al
ol

Fungsi a; = (1)(3)(5)(9)(11)(13) merupakan automorfisme karena pada
graf awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a; bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a;:V(IG(Z44)) -
V(IG(Zy,)) yang berarti a; (uv) = (a;(Way(v)),V(w,v) € E(1G(Zy4)).
Sehingga 13 € E(IG(Zy,)), maka a;(13) = (a;(Da;(3)) = (13) €
E(IG(Z4,))

15 € E(IG(Zy4)), maka &y (15) = (e, (D ey (5)) = (15) € E(16(Z44))
19 € E(IG(Zy4)), maka a;(19) = (a;(1)a,(9)) = (19) € E(IG(Zy,))

111 € E(IG(Z4,)), maka a;(111) = (¢, (D, (A1) = (A11) €
E(IG(Zy4))

113 € IG(Z44), maka a,;(113) = (a; (M, (13)) = (113) €
E(IG(Z44))

35 € E(IG(Z44)), maka ¢, (35) = (2, B)e: (5)) = (35) € E(16(Z44))
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dan 911 € E(IG(Zy1,)), maka a;(911) = (a;(9)a,(11)) = (911) €
E(IG(Zy4)).

Karena a; merupakan homomorfisme bijektif, maka a; merupakan fungsi
yang isomorfisme. Jadi, fungsi a; adalah suatu automorfisme di I1G(Z,,).
@ =(D(35)OAD3)

Fungsi ini berarti bahwa a,(1) =1,2,(3) =5,a,(5) =3,2,(9) =
9,a,(11) =11 dan a,(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat

dinyatakan sebagai berikut:

v; 1 3 5 9 11 13
a, (v)) 1 5 g 9 11 13
Sehingga diperoleh graf berikut:
ap(11) =11 as(l) =1 as(5) =3

®
=
@ ® |
b -
@ ®
o

olg

i é
o
Ko/
Il
D
=
Il
el

L] “E T
e a9(13) =13

Gambar 3.9 Graf identitas dari Z,, dengan fungsi a, = (1)(3 5)(9)(11)(13)
Fungsi @, = (1)(3 5)(9)(11)(13) merupakan automorfisme karena pada
graf awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a, bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu az:V(IG(ZH)) -
V(IG(Z14)) yang berarti a,(uv) = (afz (u)az(v)),v(u, V) € E(IG(Z14)).
Sehingga 13 € E(IG(Z14)), maka a,(13) = (a,(Da,(3)) = (15) €

E(IG(Z4,))
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15 € E(IG(Z44)), maka a,(15) = (a,(Da,(5)) = (13) € E(16(Z44))
19 € E(1G(Z,4)), maka a,(19) = (a,(Da,(9)) = (19) € E(IG(Z14))
111 € E(IG(Zy,)),  maka  a,(111) = (a;(Ma,(11)) = (111) €
E(IG(Z44))
113 € E(IG(Zy,)), maka  a,(113) = (ay(Ma,(13)) = (113) €
E(IG(Z44))
35 € E(IG(Z14)), maka a,(35) = (2,(3)a;(5)) = (53) € E(IG(Zys))
dan 911 € E(IG(Zy,)), maka a,(911) = (ax(9)a,(11)) = (911) €
E(IG(Zy4)).
Karena a, merupakan homomorfisme bijektif, maka a, merupakan fungsi

yang isomorfisme. Jadi, fungsi a, adalah suatu automorfisme di IG (Z4).
o= D@ (B)EIDH(I3)
Fungsi ini berarti bahwa a5(1) =1,a5(3) =3,a3(5) =5,a509) =

1,a3(11) =9 dan a3(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat

dinyatakan sebagai berikut:

v; 1 3 5 9 11 13

as(vp) 1 3 5 11 9 13

Sehingga diperoleh graf berikut:



Fungsi a5 = (1)(3)(5)(9 11)(13) merupakan automorfisme karena pada
graf awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a5 bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a5:V(IG(Z1,)) -
V(IG(Zy,)) yang berarti as(uv) = (as(Was(v)),V(w,v) € E(IG(Z14)).
Sehingga 13 € E(IG(Zy4)), maka a3(13) = (as(Dasz(3)) = (13) €
E(IG(Z14))

15 € E(IG(Zy4)), maka a5(15) = (as(Da3(5)) = (15) € E(I6(Z14))
19 € E(IG(Z44)), maka a5(19) = (a3(Da3(9)) = (111) € E(IG(Zy4))
111 € E(IG(Z4)), maka az(111) = (as(Masz(11)) = (19) €
E(IG(Z.,))

113 € E(IG(Zy,)), maka  a3(113) = (a3(Das(13)) = (113) €
E(IG(Z14))

35 € E(IG6(Zy4)), maka a5(35) = (a3 (3)as(5)) = (35) € E(IG(Zy4))
dan 911 € E(IG(Zy,)), maka a5(911) = (a3(9az(11)) = (119) €
E(IG(Zy4)).

Karena a3 merupakan homomorfisme bijektif, maka a; merupakan fungsi

yang isomorfisme. Jadi, fungsi a5 adalah suatu automorfisme di I1G(Z,).
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4. a,=(D(35)(01D(A3)
Fungsi ini berarti bahwa a,(1) =1,a,(3) =5,a4(5) =3,2,(9) =
11,a,(11) =9 dan a,(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat

dinyatakan sebagai berikut:

Tabel 3.11 Fungsi a, = (1)(35)(9 11)(13)

v, 1 3 5 9 11 13

aw) | 1 g 3 11 9 13

Sehingga diperoleh graf berikut:

—
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=
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o @
3 ay(13) =13

Gambar 3.11 Graf identitas dari Z,, dengan fungsi a, = (1)(3 5)(9 T1)(13)
Fungsi @, = (1)(35)(9 11)(13) merupakan automorfisme karena pada
graf awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a, bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a4:V(IG(Zl4)) -
V(IG(ZM)) yang berarti a,(uv) = (a4(u)a4(v)),v(u, V) € E(IG(ZM)).
Sehingga 13 € E(IG(Z,4)), maka a,(13) = (ay(Da,(3)) = (15) €
E(1G(Zy14))

15 € E(IG(Z44)), maka a,(15) = (a,(Da,(5)) = (13) € E(16(Z44))
19 € E(IG(Zy4)), maka a,(19) = (a,(Da,(9)) = (111) € E(IG(Z44))
111 € E(IG(Z44)), maka a,(111) = (a,(Ma,(11)) = (19) €

E(IG(Zy4))
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113 € E(IG(Z44)), maka  a,(113) = (a,(Da,(13)) = (113) €
E(IG(Z44))
35 € E(IG(Z44)), maka a,(35) = (2,(3)as(5)) = (53) € E(IG(Z1s))
dan 911 € E(IG(Zy,)), maka a,(911) = (a,(9a,(11)) = (119) €
E(IG(Zy4)).
Karena a, merupakan homomorfisme bijektif, maka a, merupakan fungsi

yang isomorfisme. Jadi, fungsi a, adalah suatu automorfisme di I1G(Z,4).

. as = (1(B9(511)(13)

Fungsi ini berarti bahwa as(1) =1,a5(3) =9,a5(5) =11, a5(9) =
3,as(11) =5 dan as(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat
dinyatakan sebagai berikut:

Tabel 3.12 Fungsi a5 = (1)(3 9)(5 11)(13)

v; 1 3 5 g 11 13

as(v;) 1 9 i} 3 5 13

Sehingga diperoleh graf berikut:

=

s Joi|

© —|
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l

b
13 as(13) =1

Gambar 3.12 Graf identitas dari Z,, dengan fungsi as = (1)(3 9)(5 11)(13)
Fungsi as = (1)(39)(511)(13) merupakan automorfisme karena pada
graf awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a5 bijektif. Diberikan suatu

fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu as:V(IG(Zy,)) -
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V(IG(Zy,)) yang berarti as(uv) = (as(Was(v)),V(w,v) € E(IG(Z,4)).
Sehingga 13 € E(IG(Zy,)), maka as(13) = (as(Das(3)) = (19) €
E(IG(Zy4))
15 € E(1G(Z.4)), maka a5(15) = (as(Mas(5)) = ATD) €
E(IG(Zy))
19 € E(IG(Z4,)), maka as(19) = (as(Das(9)) = (13) € E(IG(Z44))
111 € E(IG(Z4,)), maka as(111) = (as(Das(11)) = (15) €
E(IG(Zy4))
113 € E(IG(Zy,)), maka  as(113) = (as(Das(13)) = (113) €
E(IG(Zy4))
35 eE(IG(Z),  maka  a5(35) = (as(3as(5)) = (91T) €
E(IG(Zy4))
dan 911 € E(IG(Zy,)), maka as5(911) = (as(9as(11)) = (35) €
E(IG(Z4y)).
Karena a5 merupakan homomorfisme bijektif, maka as merupakan fungsi
yang isomorfisme. Jadi, fungsi as adalah suatu automorfisme di G (Z1,). .
. ag =(MEBID(59)(13)
Fungsi ini berarti bahwa ag(1) =T, a6(3) = 11,a4(5) =9, 2 (9) =
5,a6(11) =3 dan ag(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat

dinyatakan sebagai berikut:
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Tabel 3.13 Fungsi a, = (1)(311)(5 9)(13)

3 5 9 1

!
&l
w

Vi

el
a1}
[O8]]
U=y
w

11

]

ae(v;)

Sehingga diperoleh graf berikut:
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Gambar 3.13 Graf identitas dari Z,, dengan fungsi ag = (1)(3 T1)(5 9)(13)
Fungsi @ = (1)(311)(59)(13) merupakan automorfisme karena pada
graf awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a, bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu ag:V(IG(Z1,)) -
V(IG(Zl4)) yang berarti ag(uv) = (a6(u)a6(v)),v(u, V) € E(IG(Zl4)).
Sehingga 13 € E(IG(Zy4)), maka a4(13) = (as(Dae(3)) = (111) €
E(IG(Z14))

15 € E(IG(Z,4)), maka ag(15) = (aé(i)aé(ﬁ)) = (19) € E(IG(Zqs))
19 € E(IG(Z44)), maka as(19) = (as(Das(9)) = (15) € E(1G(Z4,))
111 € E(IG(Z4)), maka as(111) = (ag(Mas(11)) = (13) €
E(IG(Z14))

113 € E(IG(Z44)), maka  a(113) = (ag(1)as(13)) = (113) €

E(IG(Z44))
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35 € E(1G(Z410)), maka  a6(35) = (as(3)as(5)) = (119) €
E(IG(Zy4))
dan E(911) € E(IG(Zy4)), maka ag(911) = (26(9)as(11)) = (53) €
E(IG(Zy4)).
Karena a, merupakan homomorfisme bijektif, maka a, merupakan fungsi
yang isomorfisme. Jadi, fungsi a, adalah suatu automorfisme di I1G(Z,,).
Fungsi ini berarti bahwa a,(1) =1,a,(3) =9,a,(5) =11,2,(9) =
5,a,(11) =3 dan a,(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat
dinyatakan sebagai berikut:

Tabel 3.14 Fungsi a, = (1)(39 5 11)(13)

v; 1 3 5 9 11 13

a; (v;) 1 9 L3k 5 3 13

Sehingga diperoleh graf berikut:
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il @
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13 (}7(175 =13

awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi a, bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu a7:V(IG(Zl4)) -

V(IG(Z14)) yang berarti a,(uv) = (a7(u)a7(v)),v(u, V) € E(IG(Z14)).
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Sehingga 13 € E(IG(Zy,)), maka a;(13) = (a;(Da;(3)) = (19) €
E(IG(Z44))
15 € E(16(Z12)), maka  a;(15) = (a,(De,(5)) = ATD) €
E(IG(Z44))
19 € E(IG(Z44)), maka a,(19) = (a;(Da,(9)) = (15) € E(IG(Z4,))
111 € E(IG(Z4)), maka a;(111) = (a;(Da,(11)) = (13) €
E(IG(Z14))
113 € E(IG(Zy,)), maka  a,(113) = (a;(Da,(13)) = (113) €
E(IG(Zy4))
35 € E(IG(Z4)), maka  @;(35) = (¢,3)a,(5)) = (OTD) €
E(IG(Z4))
dan 911 € E(IG(Zy,)), maka a,(911) = (a;(9)a,(11)) = (53) €
E(IG(Zy4)).
Karena a, merupakan homomorfisme bijektif, maka a, merupakan fungsi

yang isomorfisme. Jadi, fungsi a, adalah suatu automorfisme di 1G(Z,).

Fungsi ini berarti bahwa ag(1) =1,a5(3) = 11,a4(5) =9,a5(9) =

3,ag(11) =5 dan ag(13) = (13). Jika menggunakan tabel dapat

dinyatakan sebagai berikut:

Tabel 3.15 Fungsi ag = (1)(31159)(13)

v; 1 3 5 9 11 13

aw) | 1 11 9 3 5 13




44

Sehingga diperoleh graf berikut:

1

> —|
ol

as(13) =13

Gambar 3.15 Graf identitas dari Z,, dengan fungsi ag = (1)(31159)(13)

awalnya dapat diperlihatkan bahwa fungsi ag bijektif. Diberikan suatu
fungsi dari graf identitas pada dirinya sendiri yaitu ag:V(IG(Z1,)) -
V(I1G(Z,4)) yang berarti ag(uv) = (ag(w)as(v)),V(w,v) € E(IG(Z14)).
Sehingga 13 € E(IG(Zy4)), maka ag(13) = (ag(Dag(3)) = (111) €
E(IG(Z4))

15 € E(IG(Z.4)), maka ag(15) = (ag(Dag(5)) = (19) € E(16(Z44))
19 € E(IG(Z4,)), maka ag(19) = (ag(Dag(9)) = (13) € E(IG(Z44))
111 € E(IG(Z44)), maka ag(111) = (ag(Dag(11)) = (15) €
E(IG(Z4s))

113 € E(IG(Z4)), maka  ag(113) = (ag(Nag(13)) = (113) €
E(IG(Zy4))

35 € E(IG(Zy4)), maka ag(35) = (ag(é)ag(ﬁ)) - (119) €
E(IG(Z44))

dan 911 € E(IG(Zy,)), maka ag(911) = (ag(9)ag(11)) = (35) €

E(IG(Zy4)).
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Karena ag merupakan homomorfisme bijektif, maka ag merupakan fungsi

yang isomorfisme. Jadi, fungsi ag adalah suatu automorfisme di I1G(Z,,).

3.1.4 Automorfisme pada graf identitas dari Z,,
Diberikan (Z,,, +,%x) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 22. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z,, =

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18,19, 20, 21}. Maka

graf identitas dari gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan Z,, dapat

digambarkan sebagai berikut:

-I‘
2

~1l g
=l g

Me

Gambar 3.16 Graf identitas dari Z,,, [G(Z,,)

Himpunan titik pada graf identitas dari Z,, adalah V(I(Z,3)) =

dirinya sendiri yaitu a: IG(Z,,) - IG(Z,,). Maka diperoleh banyaknya fungsi

automorfisme yang mungkin pada graf tersebut sebanyak 384.

3.1.5 Automorfisme pada graf identitas dari Z.
Diberikan (Z,¢, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 26. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z,, =

{0,1,2,...,24,25}. Maka himpunan unit dari Z,s vaitu [(Zy) =
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Gambar 3.17 Graf identitas dari Z,, [G(Z)

Himpunan titik pada graf identitas dari Z,, adalah V(I(Z)) =

1(Z,¢) ke dirinya sendiri yaitu a: I1G(Z,s) — 1G(Z,¢). Maka diperoleh banyaknya

fungsi automorfisme yang mungkin pada graf tersebut sebanyak 3840.

3.1.6 Pola automorfisme pada graf identitas dari Z,,,

Graf identitas yang diperoleh dari perhitungan di atas dapat disajikan dalam
tabel dengan menghitung banyaknya sikel tiga dalam graf tersebut, banyaknya titik
yang mempunyai derajat satu, banyaknya titik yang mempunyai derajat dua dan
banyaknya titik yang ada dalam graf tersebut. Graf identitas yang diperoleh dari
himpunan bilangan bulat modulo 2p, 1G(Z,),) dapat disajikan dalam tabel sebagai

berikut:
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Tabel 3.16 Banyak Cs, titik berderajat satu, titik berderajat dua dan anggota dari IG(ZZI,)

Graf identitas dari Banyak Banyak Banyaknya
Loy (16(22)) Banyak titik titik Anggota
berderajat . 1(Zy,)
P C5 dalam satu berderajat 4
1G(Zp) dalam dua dalam
16(Z,,) 16(Z2)
1 5
3 @ ® 0 2 0 2
1 3
(o3 @
5 | 1 1 2 3
g
9
i} 1 3
@ [e] @
@ °
7 9 5 2 1 4 6
]
13
Y .
13 » 5
11 - o3 4 1 8 10
13| - ‘ : 5 i 10 12
23 ’
Lemma 1

I(Zzp) = {Zm —1m=1,2,...,pdimanam # pTH}
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Bukti:
Akan dicari x € Z,, sedemikian sehingga (2m — 1) - x = 1(mod 2p) untuk m =
1,2,..,pdanm # pT“.
Karena FPB(2m — 1,2p) = 1 dan 1 membagi 1, maka menurut Teorema 2.3
(2m — 1) - x = 1(mod 2p) pasti mempunyai satu selesaian.
Akan dibuktikan bahwa (2m — 1) dengan m = P;r—l tidak termasuk dalam anggota
1(Zsp)-
Misalkan p - x = 1(mod 2p)
Faktor dari p adalah 1 dan p, faktor dari 2p adalah 1, p, 2 dan 2p.
Karena FPB(p, 2p) = p dan p + 1 maka menurut Teorema 2.3 p - x = 1(mod 2p)

tidak mempunyai selesaian (tidak ada x yang memenuhi). Sehingga p € I(Zzp).

Gambar 3.18 Graf identitas dari Z,,, IG(Z,, )
Graf di atas merupakan gambar graf identitas dari Z,,, secara umum dimana
terdapat % (p — 3) C3, 1 titik berderajat satu, (p — 3) titik yang berderajat dua dan

banyak titik dalam graf identitas Z,, adalah p — 1.
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Berdasarkan pembahasan automorfisme pada masing-masing graf identitas

dari Z,, dengan p =3, dibentuk suatu pola banyaknya automorfisme yang
mengacu pada pemetaan titik. Pola banyaknya automorfisme dalam masing-masing

graf disajikan dalam tabel berikut:

Tabel 3.17 Pola banyaknya automorfisme dari IG (Zzp) dimana p > 3 dengan p prima

Graf Identitas dari Zy, Banyaknya Pola Banyaknya
p Automorfisme pada Automorfisme pada
16(Z,,) 16(Z,,)
1 5
3 ° —e 2 (2) - 0!
1 3
] s
5 ° 2 (2)- 1!
(]
9
1 1 3
L o ®
@ °
7 9 3 8 2-2) 2!
®
13
T 3
13 »TF
11 i 384 (2-2-2) -4
d 5
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13 3840 (2-2-2-2-2)-5!

Berdasarkan Tabel 3.17 maka diperoleh hasil berikut:

Proposisi 3.1
Banyaknya automorfisme pada graf identitas dari Z,, (IG(Zzp)) dengan p = 3

dan p bilangan prima adalah 2.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa terdapat dua automorfisme yakni dua permutasi yang
mengawetkan keterhubungan (ke-tidak-terhubungan) dalam IG (Zzp) dengan p =
8.

Misalkan a adalah suatu fungsi pada himpunan titik dari IG (Z) ke dirinya sendiri.
Himpunan titik-titik dari /G (Z) adalah 1 dan 5.

Dari Teorema 2.1, dijelaskan bahwa banyaknya permutasi dari {1,2,3,...,n} ke
dirinya sendiri adalah n!.

Oleh sebab itu, banyaknya permutasi dari himpunan titik-titik dari IG(Zg) ke
dirinya sendiri adalah 2! = 2.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa kedua permutasi tersebut mengawetkan

keterhubungan. Kedua permutasinya adalah sebagai berikut:

1 a;=(D(5)



Permutasi ini berarti bahwa a; (1) = 1 dan a,(5) = (5).

@ —
[« ]
o)
—
—
Ny
Il
=
[~
—
ol
—
Il
1

15 € E(IG(Z) ), maka ay (15) = (az(Des (5) ) = (15) € E(1G(Z)).

Oleh karena itu, a; mengawetkan keterhubungan.

Permutasi ini berarti bahwa a, (1) = 5 dan a,(5) = (1).

|
(]

l —
& (e ]

a(5) =1 as(1)
——— - — @

15 € E(1G(Zs)), maka a5 (15) = (2, (Da(5)) = (51) € E(1G(Zy))-

Oleh karena itu, &, mengawetkan keterhubungan.
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Jadi, terbukti bahwa banyaknya automorfisme graf identitas dari

Zop (IG(ZZP)) dengan p = 3 adalah 2.

Proposisi 3.2

Graf identitas dari Z,,, (IG(ZZP)) dengan p = 5 dan p bilangan prima mempunyai

1
automorfisme sebanyak (25(”_3)) -%(p - 3)!.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa terdapat (2%(”"3)) : % (p — 3)! Automorfisme dari /G (Z,, )

denganp > 5.
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Graf identitas dari Z,,, (IG(Zzp)) dengan p = 5 dan p bilangan prima mempunyai

p — 1 titik dimana titik 2p — 1 berderajat 1, titik 1 berderajat p — 2 dan titik yang
berderajat 2 sebanyak p — 3 titik. Graf identitas ini juga mempunyai C; sebanyak

%(p — 3). Sehingga gambar grafnya adalah

Himpunan  sisi dari graf  1G(Z,) adalah E (IG(ZZp)) =

{(13),(1p—2),(A2p - 3),(12p — 1), ..., (3%),(p — 2¥), @p — 32)|x,y,z €
1(Z3p) }-
Misalkan « adalah fungsi dari himpunan titik dari /G(Z,, ) ke dirinya sendiri. Dari

definisi 2.22, maka a harus mengawetkan derajat titik dan berbentuk permutasi,

sehingga a(2p — 1) = 2p — 1, a(1) = 1, akibatnya titik 2p — 1 dan 1 hanya bisa
dipetakan ke dirinya sendiri. Untuk mempermudah pembuktian selanjutnya,

digunakan gambar dibawah ini
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Kasus I:

Suatu permutasi yang memetakan suatu titik yang berderajat 2 ke titik yang
terhubung langsung dengannya. Dengan syarat « hanya memetakan setiap titik di
C5 ke titik yang terhubung langsung dengan dirinya sendiri dan berderajat sama

(seperti ilustrasi pada gambar di atas), seperti

dengan x,y,z € I(Z,p). Fungsi a memetakan 3 ke x, fungsi @ memetakan p — 2
ke ¥, dan seterusnya sebanyak %(p — 3) permutasi. Kemudian, fungsi «a

memetakan 3 ke x dan p — 2 ke y, fungsi @ memetakan 3 ke x dan 2p — 3 ke z,
dan seterusnya sebanyak (G (p# 3)) - 1) permutasi. Kemudian, fungsi a
memetakan 3 ke ¥, p — 2 ke ¥ dan 2p — 3 ke Z, begitu seterusnya sebanyak
(G (p— 3)) — 2). Oleh karena itu, terdapat %(p —3) X (G (p — 3)) - 1) X

(G (r— 3)) = 2) X.X2x1= %(p — 3)! kemungkinan permutasi.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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[ A

2p— 3w

Kasus II:

Suatu permutasi yang memetakan pasangan titik. Dari gambar di atas, yang
dimaksud pasangan titik adalah sisi yang kedua titiknya berderajat dua dan
terhubung langsung pada C; yang sama. Suatu permutasi yang memetakan suatu
pasangan titik di C5 ke pasangan titik lain yang ada di C5 yang lain dimana pemetaan
identitas termasuk didalamnya. Dimana satu pasangan titik mempunyai dua

permutasi sehingga banyaknya permutasi yakni 2 X 2 X -+ X 2.
~(p-3) kali

Oleh karena itu, banyaknya automorfisme pada graf identitas dari Z,, yakni
(22¢72) -2 -3)1.

3.2 Automorfisme pada Graf Identitas pada Zz,,
Subbab ini menjelaskan bagaimana proses mencari banyaknya

automorfisme pada graf identitas dari gelanggang himpunan bilangan bulat modulo
3p bersama operasi penjumlahan dan perkalian (Z3p, +,><) dengan menggunakan
p = 3,5,7,11 dan 13. Setelah menemukan banyaknya automorfisme graf identitas

pada masing-masing gelanggang, maka akan menghasilkan dugaan banyaknya

automorfisme dari /G (Zs,) dan dugaan tersebut akan dibuktikan.
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3.2.1 Automorfisme pada graf identitas dari Zq

Diberikan (Z,, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 9. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z,

adalah 0,1,2,3,4,5,6,7,8. Jika dua anggota Z, dioperasikan dengan operasi x

, dapat disajikan dalam tabel Cayley berikut:

Tabel 3.18 Tabel Cayley dari Zg

X
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N
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l
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4/0(4(8|3[7|2|61]5
5/0|5f1|6|2|7(3|8]|4
BN 0 6|3|0(6|3[0]|6(3
7/0|7|5|3pL|8|6|4|2
8|/0|8|7|6|5(4|3]|2f1

Menurut definisi graf identitas, diperoleh himpunan unit dari Zg yaitu I (Zg) =

hanya jika x - y = 1. Jadi, graf identitas dari gelanggang komutatif dengan elemen

kesatuan Z, dapat digambarkan sebagai berikut:
7
@

}/

-~

el Z @ |

00| @———————5 |

Gambar 3.19 Graf identitas dari Z,, IG (Zo)
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Banyaknya automorfisme pada IG(Z4) adalah 8 seperti dalam pembahasan
3.1.2.

3.2.2 Automorfisme pada graf identitas dari Z;5
Diberikan (Zs, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 15. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z,s =

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14. Jika dua anggota Z,s dioperasikan
dengan operasi %, dapat disajikan dalam tabel Cayley berikut:

Tabel 3.19 Tabel Cayley dari Z;5

x| 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10(11|12|13|14
ojo/,o0/0|0|0|0O|0O|O0O|O|O|O|O|O|0]|OD
1/0f12|2|3|4|5|6|7|8|9|10[11|12|13|14
2|/0|2|4|6|8|10(12|14) 2|3 |5 |7 |9 11|13
N 0 |3|6|95|12|0|3|6|9|12|(0 (3|69 |12
4 /0|4 |8 |12/'1T|5|9|13|2|6 (10143 |7 |11
5/0|5|10{ 05|10/ 0|5|10{ 0|5 |10|0 |5 |10
6| 0|6 |12|3|9|0|6|12|3 |9 0|6 |12|3 |9
7|10|7|14|6 |13|5 (12| 4 |11|3 |10 2 |9 [/1] 8
8|0 |8 )1|9|2|10|3|11|4 |12|5 (13|6 (14| 7
9 /0|93 |12/6|0|9|3|12|6|0|9|3|12|6
10/ 0|10 5|0 |10/ 5|0 10| 5|0 |10|5 |0 |10]|5
110 |11|7 |3 |14|10| 6 | 2 |13|9 |5 [ 1 (12| 8 | 4
12|10 |12/ 9|6 |3|0|12|{9|6|3|0|12|/9 |63
13/0 |13|11| 9|7 |5 |3 |1 |14|12|10(8 |6 |4 |2
14| 0 |14 |13|12|11|10| 9 |8 |7 |6 |5 |4 |3 |2 |1

Menurut definisi graf identitas, diperoleh himpunan unit dari Z,s yaitu
1(Z,5) ={1,2,4,7,8, 11,13, 14} dari Tabel 3.19. Dua unsur x dan y terhubung
langsung jika dan hanya jika x -y = 1. Jadi, graf identitas dari gelanggang

komutatif dengan elemen kesatuan Z, s dapat digambarkan sebagai berikut:
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1,13,14}. Diberikan suatu fungsi dari graf I(Z,s) ke dirinya sendiri yaitu

a:1G(Z,s) » 1G(Z,s). Maka pemetaan automorfisme yang mungkin pada graf

tersebut sebanyak 48 yakni:

1L a;=D@@WDGADANAD) 25 a55 = (414)

2. a,=(28) 26. ay = (2 8)(4 14)

3. ay=(213)(78) 27. ay, = (213)(314)(7 8)
4, a,=(27813) 28. ay5 = (414)(21387)
5. as = (713) 29. aye = (414)(7 13)

6. as = (28)(713) 30. azo = (2 8)(3 14)(7 13)
7. a; =(21387) 3l.az;, = (414)(21387)
8. ay = (27)(813) 32. az, = (27)(3T4) (8 13)
9. ay=(41114) 33. a3; = (11 14)

10. a1 = (28)(4 11 14) 34. a3, = (28)(11 14)

11. ay; = (Z213)(7 8)(AT1 14) 35. az5 = (213)(7 8)(A1 14)
12. a1, = (41114)(27813) 36. aze = (1114)(27813)

13. ay; = (7 13)(3 11 14) 37. as, = (713)(11 14)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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14. oy, = (28)(7 13)(3T1 14) 38. azg = (28)(7 13)(AT 14)
15. a5 = (41114)(21387) 39. azq = (1114)(21387)
16. ay6 = (2 7)(B13)(3 11 14) 40. ay0 = (27)(8 T3)(T1 14)
17. ay, = (A T4 11) 41. a,; = (A10)

18. oy = (ZB)(ATA 1) 42.a,, = (28)ETD)

19. ay = (213)(7 8)(3 T4 1) 43. a,; = (213)(3T1)(7 8)
20. ayo = (414 11)(27813) 44. a,, = (411)(27 813)
21. ay; = (713)(41411) 45. a,s = (411)(7 13)

22. ay, = (28)(7 13)(3 14 11D) 46. a,6 = (28)(3 T1)(7 13)
23. a3 = (41411)(21387) 47. ay, = (411)(21387)
24. ay, = (27)(B13) (A T4 11) 48. a,g = (27)(3 T1) (8 13)

3.2.3 Automorfisme pada graf identitas dari Z,,

Diberikan (Z,,, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 21. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z,; =
{0,1,2,...,19,20}. Maka himpunan unit dari Z,; vyaitu [(Z,,) =

komutatif dengan elemen kesatuan Z,, dapat digambarkan sebagai berikut:

19 2
N )

Gambar 3.21 Graf identitas dari Z,,, IG(Z,,)
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3.2.4 Automorfisme pada graf identitas dari Zs5
Diberikan (Z33, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 33. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z;; =
{0,1,2,..,1,32}. Maka himpunan unit dari Zs;; vyaitu [(Zs3) =
identitas dari gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan Z;; dapat

digambarkan sebagai berikut:

s
2 —
1

16 75
26 L »

o o,
lig » 23
25 @ il 85
©
e ®
o .
29 !
L) L}
B 19

Gambar 3.22 Graf identitas dari Zs3, IG(Z33)
3.2.5 Automorfisme pada graf identitas dari Zzq
Diberikan (Zs4, +,%) gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 39. Unsur-unsur himpunan bilangan bulat Z3q =

{0,1,2,...,37,38}. Maka himpunan unsur identitas dari Zso Vyaitu I(Zsq)

%} sehingga graf identitas dari gelanggang komutatif dengan elemen kesatuan Zsq

dapat digambarkan sebagai berikut:



Gambar 3.23 Graf identitas dari Zs, 1G (Z3,)

3.2.6 Pola automorfisme pada graf identitas dari Z,,
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Graf identitas yang diperoleh dari perhitungan di atas dapat disajikan dalam

tabel dengan menghitung banyaknya sikel tiga dalam graf tersebut, banyaknya titik

yang mempunyai derajat satu, banyaknya titik yang mempunyai derajat dua dan

banyaknya titik yang ada dalam graf tersebut. Graf identitas yang diperoleh dari

himpunan bilangan bulat modulo 3p, 1G(Zs,) dapat disajikan dalam tabel sebagai

berikut:

Tabel 3.20 Banyak Cs, titik berderajat satu, titik berderajat dua dan anggota dari IG(ng)

i i i Banyak Banyaknya
Graf identitas dari Z3,, (16(231,)) Banyak titi)/k Bilir;iylfk An)gl;got;l

- C; berderajat berderajat 1(Z3p)
dalam satu fudialam
1G(Z3p) dalam 16(Z,)

16(Z3,) 3p
: L 2
3 2 1 4 6
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Lemmall

I(Z3p) = {i, 3m—1,3m+ 1lm=1,2,..,pdimanam # pTH ataupT_l}.
Bukti:
Akan dibuktikan bahwa 1 € I (Z3p) berarti terdapat x € Z,, yang memenuhi 1 -
x = 1(mod 3p).
Faktor dari 1 adalah 1, faktor dari 3p adalah 1,3, p dan 3p.
Karena FPB(1,3p) = 1 dan 1 membagi 1, maka menurut Teorema 2.3 1-x =
1(mod 3p) memiliki satu selesaian yakni x = 1.
Akan dicari x € Z3, sedemikian sehingga (3m — 1) - x = 1(mod 3p) untuk m =
1,2,..,pdanm # pTH.
Karena FPB(3m — 1,3p) = 1 dan 1 membagi 1, maka menuurt Teorema 2.3
(3m — 1) - x = 1(mod 3p) pasti mempunyai satu selesaian.
Akan dicari x € Z3, sedemikian sehingga (3m + 1) - x = 1(mod 3p) untuk m =
1,2,..,pdanm # pT_l.
Karena FPB(3m + 1,3p) = 1 dan 1 membagi 1, maka menurut Teorema 2.3

(3m + 1) - x = 1(mod 3p) pasti mempunyai satu selesaian.

Akan dibuktikan bahwa (3m — 1) dengan m = pT“ tidak termasuk dalam anggota
1(Zsy).

Misalkan p - x = 1(mod 3p)

Faktor dari p adalah 1 dan p, faktor dari 3p adalah 1,3, p dan 3p.

Karena FPB(p, 3p) = p dan p + 1 maka menurut Teorema 2.3 p - x = 1(mod 3p)

tidak mempunyai selesaian (tidak ada x yang memenuhi). Sehingga p ¢ I(Z3p).
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Akan dibuktikan bahwa (3m + 1) dengan m = pT_l tidak termasuk dalam anggota
1(Zs,).
Misalkan p - x = 1(mod 3p)
Faktor dari p adalah 1 dan p, faktor dari 3p adalah 1,3, p dan 3p.
Karena FPB(p, 3p) = p dan p + 1 maka menurut Teorema 2.3 p - x = 1(mod 3p)

tidak mempunyai selesaian (tidak ada x yang memenuhi). Sehingga p ¢ I(Z3p).

Gambar 3.24 Graf identitas dari Zs,, [G(Zs,,)

Graf di atas merupakan gambar graf identitas dari Z,,, secara umum dimana
terdapat (p — 3) Cs, 3 titik berderajat satu, (2p — 6) titik yang berderajat dua dan
banyak titik dalam graf identitas Zs,, adalah 2p — 2.

Berdasarkan pembahasan automorfisme pada masing-masing graf identitas
dari Zs, dengan p = 3, dibentuk suatu pola banyaknya automorfisme yang

mengacu pada pemetaan titik. Pola banyaknya automorfisme dalam masing-masing

graf disajikan dalam tabel berikut:
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Tabel 3.21 Pola banyaknya automorfisme dari G (Zs,,) dimana p > 3 dengan p prima

Graf Identitas dari Zs, Banyaknya Pola Banyaknya
P Automorfisme Automorfisme pada
pada IG(Zs,) 16(Z;,)
: ! 2
3 8 1-(2-2) 2!
2

5 g 48 31-(2-2)-2!

7 2304 31-(2:2-2-2)- 4!
11 61931500 | 3 (2°2:2:2-2-2:2

-2)-8!
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31-(2:-2-2-2:2-2-2
22
-2)
- 10!

13 22295347200

Berdasarkan Tabel 3.21 maka diperoleh hasil berikut:

Proposisi 3.3

Banyaknya automorfisme dari graf identitas dari Zs,, (16(23,,)) denganp = 3 dan
p bilangan prima adalah 8.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa terdapat 8 automorfisme yakni permutasi yang
mengawetkan keterhubungan (ke-tidak-terhubungan) dalam IG (Z3p) dengan p =
B.

Graf identitas dari Z3,,, IG (Z) adalah

7 1 2
T RIEP  L ®
| - ' e
-
[} ®
1 | 5
|
8

Himpunan Sisi dari graf 1G(Zy) adalah E(IG(Zg)) =
{(1,2),(1,4),(1,5),(1,7),(1,8),(2,5), (4 D}

Misalkan a adalah fungsi pada himpunan titik dari 1G (Zs) ke dirinya sendiri.
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Dari definisi 2.22, maka a harus mengawetkan derajat titik dan berbentuk
permutasi, sehingga a(8) = 8,a(1) = 1, akibatnya titik 8 dan 1 hanya bisa
dipetakan ke dirinya sendiri. Untuk mempermudah pembuktian selanjutnya,

digunakan gambar dibawah ini

7 1 2
(&3 o] @
o @
1 5
[ ]
g

Suatu permutasi yang memetakan titik yang berderajat dua ke titik yang terhubung
langsung dengannya yakni «(2) =5 dan «(4) = 7. Dengan syarat « hanya
memetakan setiap titik di C; ke titik yang terhubung langsung dengan dirinya
sendiri dan berderajat sama (seperti ilustrasi pada gambar di atas), sehingga

banyaknya permutasi yang diperoleh sama dengan faktorial dari banyaknya C;

yakni 2!.
7 1 3
[ o @
@ L]
1 5
L)
8

Dari gambar di atas, yang dimaksud pasangan titik adalah sisi yang kedua titiknya
berderajat dua dan terhubung langsung pada C5 yang sama yakni 2 dan 5 dipetakan
ke 4 dan 7 . Suatu permutasi yang memetakan suatu pasangan titik di C; ke

pasangan titik lain yang ada di C5 yang lain dimana pemetaan identitas termasuk
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didalamnya. Dimana satu pasangan titik mempunyai 2 permutasi sehingga
banyaknya permutasi yakni 2 X 2 = 4.

Oleh karena itu, banyaknya automorfisme pada graf identitas dari Z, yakni 22 -
Q'=4-2=8

Proposisi 3.4

Banyaknya automorfisme dari graf identitas dari Zs, (IG(ng)) denganp = 5dan
p bilangan prima adalah (2#=%)) - (p — 3)!3!.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa terdapat (2%@'3)) -%(p — 3)!3! automorfisme dari
1G(Zs,) dengan p > 5.

Graf identitas dari Z3,, (IG(Z3p)) dengan p = 5 dan p bilangan prima mempunyai

2p — 2 titik dimana titik 3p — 1 berderajat 1, 3 titik berderajat 1 dan titik yang
berderajat 2 sebanyak 2p — 6 titik. Graf identitas ini juga mempunyai C; sebanyak

p — 3. Sehingga gambar grafnya adalah

Himpunan  sisi  dari  graf  IG(Zs,) adalah E (IG (Z3p)) =

{(12),(1%),(1a),(1b),(13p — 1), ..., (2%), (4Y), .. |a, b, x, y, € I(Z3) }.
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Misalkan « adalah fungsi pada himpunan titik dari /G (Zs,, ) ke dirinya sendiri. Dari
definisi 2.22, maka a harus mengawetkan derajat titik dan berbentuk permutasi,
sehingga a(1) = 1 akibatnya titik 1 hanya bisa dipetakan ke dirinya sendiri.
Untuk 3 titik yang berderajat 1 yakni 3p — 1,a dan b, Menurut Teorema 2.2
banyaknya automorfisme pada graf bintang-3 (K;3) adalah 3!. Sehingga

banyaknya automorfisme pada K; 3 adalah 3!.

A

Kasus I:

Suatu permutasi yang memetakan suatu titik yang berderajat dua ke titik yang
terhubung langsung dengannya. Dengan syarat « hanya memetakan setiap titik di
C5 ke titik yang terhubung langsung dengan dirinya sendiri dan berderajat sama
(seperti ilustrasi pada gambar di atas), seperti (2x),(479),..,(2x)(479),...
dimana x, y € I(Zs,,). Fungsi @ memetakan 2 ke &, fungsi @ memetakan 4 ke ¥,
dan seterusnya sebanyak (p — 3) permutasi. Kemudian fungsi @ memetakan 2 ke

x dan 4 ke ¥, dan seterusnya sebanyak ((p —3) — 1). Oleh karena itu, terdapat

(p-3)x((p=3)—1) X ..x2x1=(p—3)! permutasi.



69

L A

Kasus I1:

Suatu permutasi yang memetakan pasangan titik. Dari gambar di atas, yang
dimaksud pasangan titik adalah sisi yang kedua titiknya berderajat dua dan
terhubung langsung pada C; yang sama. Suatu permutasi yang memetakan suatu
pasangan titik di C5 ke pasangan titik lain yang ada di C5 yang lain dimana pemetaan
identitas termasuk didalamnya. Dimana satu pasangan titik mempunyai dua

permutasi sehingga banyaknya permutasi yakni 2 X 2 X -+ X 2.
(p-3) kali

Oleh karena itu, banyaknya automorfisme pada graf identitas dari Zs, yakni

(2®=3). (p —3)!3!.

3.3 Kajian Automorfisme dalam Surat Al-Hujurat Ayat 15
Allah sudah menjanjikan kepada hambanya bahwa tidak ada yang luput dari

keadilan-Nya. Kebaikan sekecilpun akan mendapatkan pahala untuk dirinya dan
kejahatan sekecilpun akan mendapatkan dosa untuk dirinya sendiri. Kedua
perbuatan tersebut nantinya akan kembali kepada dirinya sendiri. Seperti halnya

dalam surat Al-Hujurat ayat 15:

.J/a}..ojﬁ 1 QJL%. Lo . o//%_f- Y - <o -
o}xz-f; ~ f] él L.@._:.l.x_e ;L...a Sl /4.;».3..:.}.5 LJ/—L.; ;}.,3.9 A

[N

“Barangsiapa yang mengerjakan amal saleh, maka itu adalah untuk dirinya
sendiri, dan barangsiapa mengerjakan kejahatan, maka itu akan menimpa
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dirinya sendiri, kemudian kepada Tuhanmulah kamu dikembalikan”(QS.AL-
Hujurat:15).

Ayat diatas menjelaskan bagaimana perbuatan kita akan kembali kepada diri
kita sendiri. Apabila kita mengerjakan perbuatan baik, maka kebaikannya akan
kembali kepada diri kita sendiri. Begitu juga sebaliknya, apabila kita mengerjakan
perbuatan jahat, maka kejahatannya pun akan kembali kepada diri kita sendiri.

Automorfisme graf merupakan permutasi dari himpunan titik di Graf yang

mengawetkan keterhubungan (ke-tidak-terhubungan). Langkah-langkah dalam

menentukan automorfisme graf yakni menentukan unsur himpunan 1(Z,,, ). Setelah

mendapatkan I (an), gambar graf identitas dari Z,,, bisa digambarkan. Dilanjutkan

dengan menentukan fungsi bijektif dari V (za(znp)) ke dirinya sendiri.

Menurut definisi automorfisme sebelumnya, maka fungsi bijektif yang
dimaksud adalah permutasi. Permutasi yang jelas termasuk dalam automorfisme
graf adalah permutasi identitas karena memetakan setiap titik ke dirinya sendiri.
Sehingga jika dua titik terhubung langsung pada graf identitas /G (Z,,,), maka dua
titik tersebut juga akan terhubung langsung pada graf identitas /G (Zy,) setelah
dipermutasikan. Oleh karena itu, permutasi identitas mengawetkan keterhubungan
dan ke-tidak-terhubungan.

Gambaran konsep automorfisme pada kehidupan sehari-hari diibaratkan
dengan perilaku manusia dimana setiap perilaku manusia akan kembali kepada
dirinya sendiri. Jika manusia melakukan perbuatan baik maka pahala kebaikan nya
akan kembali pada manusia itu sendiri. Perbuatan baik seperti menaati perintah
Allah SWT. menjauhi larangannya, berbuat baik pada sesama manusia dan

makhluk ciptaan Allah SWT yang lain. Begitupun sebaliknya, jika manusia



71
melakukan perbuatan jahat maka dosa kejahatannya akan kembali pada dirinya
sendiri. Sehingga, hubungan keduanya dapat digambarkan sebagai berikut

_<kebaikan kejahatan
@ = \kebaikan kejahatan

) = (kebaikan)(kejahatan)

Fungsi diatas merupakan permutasi identitas dimana kebaikan dipetakan ke
kebaikan dan kejahatan dipetakan ke kejahatan dimana fungsi tersebut dari suatu
himpunan ke dirinya sendiri. Himpunan disini diibaratkan dengan manusia,
sehingga apapun yang dilakukan oleh manusia akan kembali ke manusia itu sendiri.
Oleh karena itu, Allah sudah memerintahkan kita untuk berbuat baik kepada sesama
ciptaan Allah karena perbuatan tersebut akan berdampak baik untuk kita sendiri.

Ayat lain yang menjelaskan tentang perbuatan baik akan dibalas kebaikan
oleh Allah kepada diri sendiri yakni pada surat al-Qashash ayat 84:

bsless 188G Y| el ot gl o B aZey sls s G s 6 e dy s 06,
“Barangsiapa datang dengan (membawa) kebaikan, maka dia akan mendapat (pahala)
yang lebih baik daripada kebaikannya itu; dan barangsiapa datang dengan (membawa)

kejahatan, maka orang-orang yang telah mengerjakan kejahatan itu hanya diberi balasan
(seimbang) dengan apa yang dahulu mereka kerjakan. ” (Al-Qashas: 84).

Dari ayat diatas, Allah sudah menjanjika kita bahwa jika kita berbuat baik
maka Allah akan memberi kita kebaikan yang lebih baik dari sebelumnya. Allah
sudah menjanjika kita bahwa setiap kebikan tidak ada yang sia-sia, dengan itu kita
mengetahui bahwa kebikan tidak akan berbuah menjadi kejahatan. Sehingga Allah
memberikan motivasi untuk Kita berbuat baik kepada semua makhluk ciptaan-Nya.

Ayat tersebut juga mengingatkan kita akan kebikan Allah yang sangat besar
pada kita sebagai makhluk-Nya. Permutasi identitas akan berlaku dalam janji Allah,
sehingga manusia tidak akan rugi dalam melakukan kebaikan walaupun hanya
sedikit karena sekecil apapun kebaikan tersebut akan diberi balasan oleh Allah

dengan kebaikan yang lebih baik lagi. Begitupun sebaliknya, sekecil apapun
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kejahatn yang kita lakukan maka Allah pun akan memberikan balasan yang
setimpal oleh Allah. Dengan demikian, sudah seharusnya kita sebagai makhluk-
Nya untuk selalu menebar kebaikan kepada sesama makhluk dan hindarkan diri dar

perbuatan jahat.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan, maka dapat diambil kesimpulan bahwa

banyaknya automorfisme dari graf identitas pada gelanggang himpunan bilangan
bulat modulo prima (Z,,,) adalah 223 . %(p — 3)!dimanap > 5 dan banyaknya
automorfisme dari graf identitas pada gelanggang himpunan bilangan bulat modulo
prima (Zs,,) adalah 273 - (p — 3)! 3! dengan p > 5.

4.2 Saran
Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis memberikan saran kepada pembaca

yang tertarik pada permasalahan ini untuk mengembangkannya dengan meneliti
dan mencari rumusan umum dari automorfisme dari graf-graf lainnya atau bisa

meneruskan penelitian ini untuk Z,, dimana n =4,5,.. dengan

p bilangan prima.
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