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ABSTRAK

Zahro, Aminahtuz. 2020. Konstanta Von Neumann-Jordan dan Modifkasinya
di Ruang Morrey Kecil.Tugas akhir/skripsi. Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (lI) Dr. H. Turmudi,
M.Si., Ph.D.

Kata kunci: konstanta geometri, ruang Morrey kecil, konstanta von Neumann-
Jordan

Konstanta geometri merupakan salah satu cara yang dapat digunakan untuk
mempelajari sifat-sifat geometri dari ruang Banach. Beberapa peneliti telah
mendefinisikan berbagai konstanta geometri di ruang Banach, salah satunya yaitu
perumuman konstanta von Neumann-Jordan dan perumuman konstanta modifikasi
von Neumann-Jordan. Konstanta tersebut berlaku untuk setiap ruang Banach.
Disamping itu terdapat beberapa definisi ruang lain yang merupakan ruang Banach,
seperti ruang Morrey kecil. Oleh karenanya, pada penelitian ini penulis ingin
mencari nilai konstanta tersebut di ruang Morrey kecil. Namun pada penelitian ini,
penulis tidak langsung mengambil nilai perumuman secara keseluruhan, penulis
membatasi nilai perumumannya hanya sampai dengan empat. Dalam pencarian
nilai konstantanya, penulis mengikuti definisi konstanta yang diberikan dengan
mendefinisikan beberapa norma di ruang Morrey kecil. Sebagai hasil, penulis
memperoleh nilai yang sama untuk perumuman konstanta von Neumann-Jordan
dan perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan di ruang Morrey kecil
yaitu 2.
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ABSTRACT

Zahro, Aminahtuz. 2020. Von Neumann-Jordan Constant dan Its Modified on
Morrey Small Spaces. Final project/thesis. Mathematics Departement
Science and Technology Faculty, Islamic State University of Maulana
Malik Ibrahim Malang. Supervisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (1) Dr.
H. Turmudi, M.Si., Ph.D.

Keywords: geometric constant, small Morrey spaces, von Neumann-Jordan
constant.

Geometric constant is one way to study geometric properties of Banach spaces.
Some of researchers have defined various geometric constants on Banach spaces,
for example the generalized von Neumann-Jordan constant and the generalized
modified von Neumann-Jordan constant. Both constants is hold for every Banach
spaces. Beside of that, there are some of definitions of the other spaces which are
Banach spaces, like small Morrey spaces. Hence, in this thesis, the author discussed
both constants on small Morrey spaces. However, the author did not take the whole
generalized value, but author restricted the generalized value up to four. In
obtaining the constants, the author followed the definition of constants by defining
some norma functions on small Morrey spaces. As the result, the author obtained
the same value of generalized von Neumann-Jordan constant and generalized of
modified von Neumann-Jordan constant on small Morrey spaces that is 2.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Mendeskripsikan suatu ruang, tentunya diperlukan pengetahuan mengenai
karakteristik dan sifat-sifat dari ruang tersebut. Pencarian karakteristik suatu ruang
dapat dilakukan dengan mengkaji sifat-sifat geometris dari ruang tersebut. Ruang
yang sering dikaji dalam bidang analisis adalah ruang Lebesgue, dimana ruang
Lebesgue merupakan ruang Banach. Secara umum, pembelajaran mengenai sifat-
sifat geometris dari ruang Banach tidaklah mudah, namun terdapat cara lain untuk
mempelajari sifat-sifat tersebut yakni dengan mencari konstanta atau modulusnya
(Yang, 2016).

Konstanta atau modulus dapat digunakan untuk mempelajari struktur
geometri dari ruang Banach. Konstanta geometri yang cukup banyak dipelajari oleh
para peneliti adalah konstanta von Neumann-Jordan. Bermula dari penemuan
Jordan dan von Neumann yang terkenal mengenai hasil kali dalam, lalu Clarkson
(1937), memperkenalkan konstan von Neumann-Jordan pada ruang Banach X

sebagai konstanta terkecil yang diestimasi sebagai

1 2 . 2
_SHx+ﬂB+M f”sc
¢ 2(xl1* + llyli*)

dan terpenuhi untuk setiap x,y € X dengan (x,y) # (0,0). Secara ekuivalen,

Clarkson juga mendefinisikan konstanta von Neumann-Jordan yaitu

lx + ylIZ + llx — y|I? }
:x,y € X dengan (x,y) # (0,0
2(x 2+ 1y Y gan (x,7) # (0.0)

CN](X) = sup {



2
dengan 1 < Cy; < 2 terpenuhi untuk setiap ruang Banach X, dan Cy; = 1 jika
hanya jika X merupakan ruang Hilbert (Kato, 1997). Selanjutnya konstanta von
Neumann-Jordan tersebut diperumum oleh Cui, dkk (2015), yang didefinisikan

sebagai:

x+ yll% + llx — yll%
0 (x) = {ll yllx + llx —yll%

X, 0
21l + yls) Y €M }}

dimana 1 < k < oo dengan C,f,'j) (X) < 2 terpenuhi untuk setiap ruang Banach X.

Sebelum konstanta von Neumann-Jordan diperumum, Alonso (2008) telah

memodifikasi konstanta von Neumann-Jordan yang didefinisikan sebagai berikut:

x + yll% + llx — ylI
€y (X) = Sup{ll ylix + llx —yllx

r x,y €X, llxllx = llyllx = 1}

dengan 1 < C'y;(X) < Cy;(X) < 2 terpenuhi untuk setiap ruang Banach X, dan
Cy; =1 jika hanya jika X merupakan ruang Hilbert. Lebih lanjut, konstanta

tersebut diperumum oleh Yang, dkk (2017), yang didefinisikan dengan:

C900) = {ux + % + llx = il

T 2,y €X,llxllx = llyllx = 1}

dimana1l < k < oo. Yang, dkk (2017) pun telah membuktikan bahwa untuk k > 1

1 +< %(C(")(x)) >l]

k-1

=1, maka CyP(X) < <227k

terpenuhi untuk setiap ruang Banach X.
Definisi-definisi konstanta tersebut berlaku hanya pada ruang Banach, hal
ini pada akhirnya menarik banyak peneliti untuk mencari sifat geometri pada ruang

topologi lain, dimana ruang tersebut juga ruang Banach. Seperti halnya C.B.
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Morrey (1938) memperkenalkan perumuman dari ruang Lebesgue yaitu Mj’

dengan 1 < p < q < oo. Kemudian Nakai (1994) memperkenalkan ruang Morrey
yang diperumum dimana ruang tersebut juga merupakan salah satu perumuman dari
ruang Lebesgue. Selanjutnya Sawano (2018) mendefinisikan perumuman dari
ruang Morrey yang cukup berbeda dari Nakai yaitu dengan membatasi jari-jari
dalam definisi ruang Morrey pada interval (0,1), ruang ini kemudian dinamai
dengan ruang Morrey kecil. Dikarenakan definisi ruang Morrey kecil berasal dari
perumuman ruang Lebesgue yang merupakan ruang Banach, maka ruang Morrey
kecil pun merupakan ruang Banach (Sawano, 2018).

Penelitian untuk mempelajari sifat-sifat geometri pun terus berlanjut dengan
mencari nilai konstanta geometrinya. Seperti halnya konstanta von Neumann-
Jordan yang telah dihitung oleh beberapa peneliti di beberapa ruang, diantaranya
pada penelitian baru-baru ini, Gunawan (2019) menghitung beberapa nilai
konstanta geometri termasuk diantaranya konstanta von Neumann-Jordan di ruang
Morrey dan di ruang Morrey kecil. Sebelumnya Mikio Kato dan Lech Maligranda
(2001) pun menghitung konstanta von Neumann-Jordan di ruang barisan Lorentz,
lalu Chansen Yang dan Fenghui Wang (2016) juga mencari konstanta tersebut pada
kelas ruang Day-James. Berdasarkan beberapa penelitian tersebut, penulis akhirnya
ingin mencari nilai perumuman konstanta von Neumann-Jordan dan konstanta
modifikasi von Neumann-Jordan di ruang Morrey kecil, namun dengan membatasi
nilai perumumannya yaitu 1 < k < 4.

Pencarian nilai perumuman konstanta von Neumann-Jordan dan konstanta
modifikasi von Neumann-Jordan di ruang Morrey kecil merupakan salah satu cara

dalam pendeskripsian sifat-sifat geometri ruang tersebut. Hal ini sejalan dengan



4
cara Allah dalam mendeskripsikan bumi yang tertuang dalam al-Qur’an pada surat

az-Zumar ayat 5, yaitu:

20 s e 55 e gl 5 gy ol e s

LAt NG g . s P o . 3 /f~°/
Jlaa TRl A W Sad Y o O edll

“Dia menciptakan langit dan bumi dengan (tujuan) yang benar; Dia menutupkan malam
atas siang dan menutupkan siang atas malam dan menundukkan matahari dan bulan,
masing-masing berjalan menurut waktu yang ditentukan. Ingatlah Dialah Yang Maha
Perkasa lagi Maha Pengampun.”

Dalam ayat tersebut, Allah mendeskripsikan bumi secara implisit melalui proses

pergantian siang dan malam dengan kata ° j}ié’ yang makna asalnya adalah

melilitkan sesuatu yang bulat. Sesuatu yang bulat yang dimaksudkan yakni bumi,

dalam artian pergantian siang dan malam ini terus melilit atau mengitari bumi.

Penegasan makna kata j}{i’ pada akhirnya menjelaskan dengan pasti bentuk

dari bumi yang Allah coba deskripsikan kepada hambaNya, sehingga hal ini
menyiratkan bahwa pergantian siang dan malam merupakan salah satu karakteristik
bumi. Dengan menjelaskan satu karakteristik bumi, maka dapat diketahui bentuk
bumi yang Allah deskripsikan.

Berdasarkan hikmah dari surat az-Zumar ayat 5 tersebut, dapat dikatakan
bahwa untuk mendeskripsikan ruang, akan membutuhkan satu atau dua
karakteristik dari ruang yang akan dideskripsikan. Oleh karena itu, pada penelitian
ini, penulis akan mencari nilai perumuman konstanta von Neumann-Jordan yang
didefinisikan oleh Cui, dkk (2015) dan perumuamn konstanta modifikasi von

Neumann-Jordan yang didefinisikan oleh Yang, dkk (2017) di ruang Morrey kecil.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan paparan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah yang

akan dibahas pada penelitian ini yaitu bagaimana perumuman konstanta von

k)

Neumann-Jordan (le,] (mg)) dan perumuman konstanta modifikasi von

k)

Neumann-Jordan (C_Ig,] (mg)) di ruang Morrey kecil?

1.3 Tujuan
Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah tersebut, maka penelitian

ini bertujuan untuk mengetahui bagaimana perumuman konstanta von Neumann-

Jordan (C,f,’;)(mg)) dan perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan

(C_If,'j) (mg)) di ruang Morrey kecil.

1.4 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini yakni hanya mencari dua nilai konstanta
geometri, yakni perumuman konstanta von Neumann-Jordan dan perumuman
konstanta modifikasi von Neumann-Jordan di ruang Morrey kecil. Penulis juga

hanya membatasi nilai perumumannya yaitu untuk 1 < k < 4.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini yakni sebagai tambahan bahan
kajian literatur bagi peneliti selanjutnya mengenai konstanta geometri di ruang

Morrey kecil.



1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini yaitu studi literatur
(literature study). Studi literatur (literature study) adalah serangkaian kegiatan yang
berkenaan dengan metode pengumpulan data pustaka, membaca dan mencatat, serta

mengelolah bahan penelitian. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan untuk

k)

mencari konstanta perumuman von Neumann-Jordan (CA(,] (mg)) dan konstanta

perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan (C_,f,'j)(mg)) di ruang

Morrey kecil, yakni sebagai berikut:
1. Membuktikan nilai perumuman konstanta von Neumann-Jordan di ruang
Morrey kecil dengan mendefinisikan beberapa fungsi di ruang Morrey kecil.
2. Membuktikan nilai perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan
di ruang Morrey kecil dengan definisi fungsi yang digunakan pada
pembuktian nilai perumuman konstanta von Neumann-Jordan di ruang
Morrey kecil.
3. Menarik kesimpulan dari pembuktian.
1.7 Sistematika Penulisan
Dalam penelitian ini, terdapat empat bagian sistematika penulisan yang
digunakan, yaitu:
Bab |  Pendahuluan
Pada bagian ini berisikan latar belakang penelitian, rumusan masalah,
tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pusataka



Bab 111

Bab IV

7
Pada bagian ini berisikan teori-teori yang akan digunakan sebagai
pendukung dalam menjawab rumusan masalah. Dalam penelitian ini,
pustaka yang dikaji meliputi; ruang metrik, ukuran Lebesgue, ruang
Lebesgue, ruang vektor, ruang bernormaa, ruang Hilbert, ruang Morrey
kecil, dan kajian al-Qur’an terkait penelitian ini.
Pembahasan
Pada bagian ini akan diuraikan pembuktian nilai perumuman konstanta
von Neumann-Jordan dan perumuman konstanta modifikasi von
Neumann-Jordan sesuai dengan langkah-langkah yang tertulis dalam
metode penelitian.
Penutup
Pada bagian penulisan terakhir ini berisikan kesimpulan dari uraian

pembahasan, serta saran untuk penelitian selanjutnya.
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TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Ruang Metrik (Jarak)
Definisi 2.1 (Kadets, 2018: 12): Suatu jarak atau metrik pada himpunan X
merupakan suatu fungsi
d:X? > R*
(x,y) = d(x,y)
sedemikian sehingga untuk setiap x, y, z € X memenuhi sifat-sifat berikut,
a. d(x,x)=0;
b. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y);
c. d(y,x) =d(x,y);
d dl,y) =0 o x=y.
Sifat-sifat tersebut dinamakan aksioma metrik. Kemudian, suatu himpunan
yang dilengkapi dengan suatu metrik dinamakan ruang metrik (Kadets, 2018: 12).
Suatu ruang metrik tidak hanya sebuah himpunan, yang mana unsur-unsurnya tidak
memiliki relasi satu sama lain, melainkan suatu himpunan X yang dilengkapi
dengan struktur berbeda, yang jaraknya d. Fungsi jarak tersebut mengembangkan
suatu ide mengenai persekitaran titik. Diberikan suatu titik a dan suatu bilangan
r > 0, maka dapat ditunjukkan adanya titik-titik dekat titik a yang memenubhi

d(x,a) < r (Muscat, 2014:13).



2.1.1 Bola Buka dan Himpunan Buka
Definisi 2.2 (Muscat, 2014: 16): Suatu bola buka yang berpusat di a € X dengan
radius r > 0 merupakan himpunan
B(a,r) ={x € X:d(x,a) <r}.

Menyesuaikan dengan namanya, maka dapat diasumsikan bola tersebut
‘bulat’ atau simetris. Berikut sifat dari bola buka, yakni:
Proposisi 2.3: Titik-titik yang berbeda dari ruang metrik dapat dipisahkan dengan
bola-bola yang disjoin (terpisah),

x#y —>3r>0,3B(x,r)NnB(y,r) =0.

Bukti. Berdasarkan aksioma (d) serta definisi fungsi d, jika x # y maka dapat

dikatakan d(x,y) > 0. Kemudian jika dimisalkan r := %’”, maka untuk sebarang

z € B(x,r) N B(y,r) akan diperoleh
d(x,z) <rdand(y,z) <r
d(x,y) <d(x,z) +d(y,z)
<?2r
<d(x,y)
<0.
Hal ini kontradiksi dengan d(x,y) > 0, sehingga haruslah B(x,r) n B(y,r) = @.
Definisi 2.4 (Muscat, 2014: 100): Lapisan adalah batas dari bola buka B (a, r) yang
dinotasikan dengan S, (x), serta didefinisikan sebagai,
Sr(x) ={y € X:d(x,y) =7}
Contoh 2.5 (Muscat, 2014: 17):
1. Pada R, setiap bola buka merupakan interval buka dengan

Ba,r)={x€eR:|x—al|<r}=(a—r,a+7).



10

Sebaliknya, untuk sebarang interval buka yang berbentuk (a, b) merupakan

sebuah bola buka di R, dengan bentuk B (a+b M).

2 2
2. Pada R?, bola buka B(a,r) merupakan suatu cakram dengan pusat a dan

radius atau jari-jari r tanpa garis keliling.
1 1
3. Pada Z, B (mE) = {n €EZ:In—m| < 5} = {m} sedangkan B(m,2) =

fm—-—1mm+ 1}

4. Jelas bahwa, bola-bola buka tersebut berbeda, hal ini tergantung pada

konteks ruang metriknya; dengan demikian B (0, %) = (—%%) di R, tetapi

B(0.3) = (0} diZ.

2.1.2 Persekitaran (Neighborhood)
Definisi 2.6 (Hoffman, 1975: 31): Suatu persekitaran atau neighborhood dari titik
a € R™ merupakan suatu subset dari R™ yang mengandung bola buka.

Suatu persekitaran dari a mengandung setiap titik yang cukup dekat dengan
a. Persekitaran dari a yang paling penting adalah bola buka yang berpusat di a

(Hoffman, 1975: 31).

2.1.3 Himpunan Buka

Definisi 2.7 (Hoffman, 1975: 55): Suatu himpunan U dikatakan himpunan buka di

R™ jika U merupakan persekitaran (neighborhood) untuk setiap titik-titiknya.
Dengan demikian, U himpunan buka jika dan hanya jika kondisi berikut

terpenuhi: Untuk setiap titik x € U, terdapat suatu bilangan positif » sedemikian

sehingga bola buka B (x,r) termuat di U (Hoffman, 1975: 56).
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Teorema 2.8 (Hoffman, 1975: 56): Gabungan dari sebarang koleksi himpunan
buka merupakan himpunan buka. Irisan dari sebarang koleksi berhingga dari
himpunan buka merupakan himpunan buka.

Bukti. Dianggap {U,} merupakan famili dari himpunan buka. Misalkan

U=UUa.

a

Jika x € U, maka x € U, untuk beberapa a. Sehingga U, merupakan persekitaran
dari x. Karena U memuat U,, maka U merupakan persekitaran dari x.

Anggap Uy, --+, U,, merupakan himpunan buka. Misalkan

n
U= ﬂ Uk'
k=1

Misalkan x € U. Untuk setiap k, 1 < k <n, terdapat suatu bilangan r, >0
sedemikian sehingga
B, 29 Gl U
Misalkan r merupakan bilangan terkecil dari ry, -+, 1;,. Sehingga
B(x,r) c U.
Teorema 2.8 pada dasarnya merupakan suatu pernyataan yang mudah.
Namun, ia dinamakan teorema karena menyatakan sifat dari himpunan buka yang

cukup sering digunakan.

Contoh 2.9 (Hoffman, 1975: 56) :
Setiap bola buka B (x, ) merupakan himpunan buka. Jika y € B(x, r) maka
B(y,t) € B(x,r) dimana
t=r—|x—yl.

Sehingga, gabungan dari sebarang koleksi bola buka merupakan himpunan buka:
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P!

Definisi 2.10 (Hoffman, 1975: 57): Suatu titik c dikatakan titik klaster atau (cluster
point) dari himpunan A jika setiap persekitaran dari ¢ memuat paling sedikit satu

titik dari A berbeda dari c.

2.1.4 Himpunan Tertutup
Definisi 2.11 (Hoffman, 1975: 58): Suatu himpunan K merupakan himpunan
tertutup jika setiap titik klaster dari K berada di K.
Hoffman (1975: 58) menyatakan bahwa pernyataan berikut ekuivalen
terhadap himpunan tertutup K:
a. K tertutup.
b. Jika {x,} merupakan suatu barisan dari titik-titik di K dan jika barisan
konvergen, maka limit dari barisan berada di K.
Teorema 2.12 (Hoffman, 1975: 58): Suatu himpunan A adalah himpunan terbuka
jika hanya jika himpunan komplemennya tertutup.
Bukti. Misalkan T merupakan komplemen dari A:
T ={ceR%c¢& A}
Untuk mengetahui bahwa T himpunan tertutup, cukup ditunjukkan jika c ¢ T, maka
¢ bukan titik klaster dari T. Namun, berdasarkan definisi T, dapat diketahui bahwa
c € T. Sehingga untuk setiap ¢ € A, maka ¢ € T. Dengan demikian, ¢ merupakan

titik klaster dari T, maka T adalah himpunan tertutup.
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Akibat 2.13: Irisan dari sebarang koleksi himpunan tertutup merupakan himpuna
tertutup. Gabungan dari sebarang koleksi berhingga dari himpunan tertutup
merupakan himpunan tertutup.
Bukti. Mengikuti Teorema 2.8 dan Teorema 2.12, dapat dijelaskan bukti dari
pernyataan pertama. Misalkan {K,} merupakan koleksi dari himpunan tertutup.
Untuk setiap a, misalkan U, merupakan komplemen dari K,. Maka setiap U,

merupakan himpunan buka, begitu juga untuk gabungan

U:UUa
a

merupakan himpunan buka. Gabungan tersebut merupakan komplemen dari

Kzﬂl(a,
a

irisan dari komplemen himpunan-himpunan U,. Karena U himpunan buka, maka

K himpunan tertutup.

2.2 Ukuran Lebesgue

Definisi 2.14 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 29): Panjang dari interval I yang
dinotasikan sebagai ¢(I). Jika I terbatas, maka panjang intervalnya adalah selisih
dari titik akhir dari I. Jika I tidak terbatas, maka panjang intervalnya co.

Panjang interval merupakan salah satu contoh dari fungsi himpunan, yaitu
suatu fungsi yang menghubungkan bilangan riil diperluas (R U {t+c0}) ke setiap
himpunan pada koleksi himpunan. Pada kasus ini, domainnya yaitu koleksi dari
semua interval. Royden dan Fitzpatrick (2010: 29-30) memperluas fungsi
himpunan panjang interval kepada koleksi himpunan yang lebih luas dari bilangan

riil, dan membentuk suatu koleksi himpunan yang dinamakan himpunan terukur
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Lebesgue, dan membentuk suatu fungsi himpunan dari koleksi ini yang dinamakan
ukuran Lebesgue dengan notasi m. Fungsi himpunan m mempunyai tiga sifat
aksioma berikut:
1. Ukuran Lebesgue dari suatu interval merupakan panjang interval tersebut.
Setiap interval tak kosong I terukur Lebesgue dan
m(l) = 2(I).
2. Ukuran Lebesgue merupakan translasi invarian. Jika E merupakan ukuran
Lebesgue dan y sebarang bilangan, maka translasi dari E oleh y yaitu E +
y = {x + y|x € E} juga ukuran Lebesgue dan
m(E +y) = m(E).
3. Ukuran Lebesgue merupakan penjumlahan secara terhitung atas gabungan
himpunan-himpunan yang disjoin terhitung. Jika {E} } =, merupakan suatu

koleksi disjoin terhitung dari himpunan terukur Lebesgue, maka

2.2.1 Ukuran Luar Lebesgue

Berkaitan dengan konsep ukuran luar Lebesgue, Royden dan Fitzpatrick
(2010: 31-32) memperumum konsep ukuran luar Lebesgue dari suatu himpunan.
Untuk suatu himpunan A dari bilangan riil, misalkan {I; }y-, interval terbuka tak
kosong dan terbatas yang menyelimuti A, yakni suatu koleksi sehingga A ©
Ur=1 Ix. Mereka mendefinisikan ukuran luar Lebesgue dari A4, yang dinotasikan

dengan m*(A4), yaitu
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m*(A) = inf{z ealac U Ik}.
k=1 k=1

Mengikuti definisi dari ukuran luar Lebesgue, maka m*(@) = 0. Lebih lanjut lagi,
karena untuk suatu selimut dari himpunan B juga menyelimuti sebarang sub
himpunan dari B, sehingga ukuran luar Lebesgue memiliki sifat monoton, yakni
jika A € B, makam*(4) < m*(B).
Contoh 2.15 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 31):
Suatu himpunan terhitung memiliki ukuran luar Lebesgue nol. Selain itu, C

merupakan suatu himpunan terhitung yang dihitung sebagai C = {c;}r-:.

€
2k+1’ Ck +

Dimisalkan € > 0, untuk setiap bilangan asli k, didefinisikan I;, = {ck —

&
2k+1

}. Koleksi terhitung dari interval buka {I;}y-,; menyelimuti C. Dengan

demikian

&
0 < m*(C) st(zk) =Zz—k=g.
k=1 k=1

Ketaksamaan tersebut terpenuhi untuk setiap € > 0. Dengan demikian m*(E) = 0.
Definisi 2.16 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 35): Suatu himpunan E merupakan
himpunan terukur Lebesgue, jika untuk sebarang himpunan A berlaku

m*(A) =m*(ANE)+m*(AnE°).

2.3 Fungsi Terukur Lebesgue

Definisi 2.17 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 55): Suatu fungsi f yang bernilai riil
diperluas pada E merupakan fungsi terukur Lebesgue, jika E terukur Lebesgue dan
memenuhi aksioma berikut:

a. Untuk setiap bilangan riil ¢, himpunan {x € E|f(x) > c} terukur Lebesgue.
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b. Untuk setiap bilangan riil ¢, himpunan {x € E|f (x) < c} terukur Lebesgue.

c. Untuk setiap bilangan riil ¢, himpunan {x € E|f(x) < c} terukur Lebesgue.

d. Untuk setiap bilangan riil ¢, himpunan {x € E|f(x) = c} terukur Lebesgue.

e. Untuk setiap bilangan riil diperluas c, himpunan {x € E|f (x) = c} terukur

Lebesgue.

Definisi 2.18 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 61): Untuk sebarang himpunan A4,

fungsi karakteristik dari A yang dinotasikan dengan y,(x) merupakan fungsi pada
R yang dapat dituliskan sebagai,

()_{1 jikax € A
XA =10 jikax ¢ A.

Dengan demikian, jelas bahwa fungsi y, terukur Lebesgue jika dan hanya
jika himpunan A pun terukur Lebesgue. Kombinasi linier dari fungsi karakteristik
himpunan terukur berperan penting dalam integral Lebesgue seperti halnya fungsi
langkah (step function) pada integral Riemann, fungsi-fungsi tersebut dinamakan
fungsi sederhana.

Definisi 2.19 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 61): Suatu fungsi bernilai riil ¢ pada
himpunan terukur E dinamakan fungsi sederhana jika fungsi tersebut terukur dan
hanya mengambil nilai bilangan berhingga.

Kombinasi linier dan hasil kali dalam dari fungsi-fungsi sederhana
merupakan fungsi sederhana, karena masing-masing dari keduanya hanya
mengambil nilai bilangan berhingga. Jika ¢ merupakan fungsi sederhana pada

domain E dan mengambil nilai berbeda ¢4, -+, ¢,,, maka

n
Q= Z Ck " XEp
k=1
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dimana E, = {x € E|p(x) = cx}. Penulisan ¢ sebagai kombinasi linier dari fungsi

karakteristik kemudian dinamakan representasi resmi dari fungsi sederhana ¢.

2.4 Integral Lebesgue
Definisi 2.20 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 71): Untuk sebarang fungsi sederhana

1y pada himpunan terukur berhingga E, integral dari vy atas E yaitu

L¢=Zai-m<Eo,

dimana E; = {x € E|Y(x) = a;} terpisah dan a; berbeda.
Lemma 2.21 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 71): Misalkan {E;}}-, adalah koleksi
disjoin (terpisah) subhimpunan terukur dari himpunan terukur berhingga E. Untuk

1 < i < n, misalkan a; merupakan bilangan riil, sedemikian sehingga jika

n
T z a; " Xep
=7

maka

fE@ = iai -m(Ey).

Bukti. Koleksi {E;}=, disjoin (terpisah), namun pernyataan dari Lemma 2.21
kemungkinan bukan merupakan representasi resmi dari fungsi sederhana ¢, karena
ada kemungkinan bahwa a; tidak berbeda. Sehingga dapat dihitung kemungkinan
nilai berulang. Misalkan {4,,:-, A,,} adalah nilai berbeda yang diambil oleh ¢.
Untuk 1 <j <m, dibentuk himpunan 4; = {x € E | ¢(x) = A;}. Berdasarkan

definisi integral fungsi sederhana, maka
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LQD = 2/11’ -m(4)).

Untuk 1 <j <m, dimisalkan I; adalah himpunan dari indeks i, sedemikian
sehingga a; = 4;. Maka {1,---,n} = UL, I; serta gabungannya disjoin (terpisah).

Lebih lanjut lagi, berdasarkan sifat penjumlahan ukuran, maka dapat ditulis

m(Aj) = Z m(E;),

lEIj

Untuk setiap 1 < j < m. Dengan demikian, maka

Selanjutnya, proposisi berikut menjelaskan sifat dari kemonotonan dan
kelinieran dari integral fungsi sederhana.
Proposisi 2.22 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 72): Misalkan ¢ dan i merupakan
fungsi sederhana pada himpunan terukur berhingga E. Sehingga untuk sebarang a

dan g,
L(a<p+ﬁ¢)=afEcv+ﬁfEl/)-

Lebih lanjut lagi, jika ¢ < ¥, maka [, ¢ < [_1.
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Bukti. Karena kedua fungsi ¢ dan y hanya mengambil nilai berhingga pada E', maka
dapat dipilih koleksi terpisah {E;}{=, dari subhimpunan terukur E, sedemikian
sehingga ¢ dan iy merupakan konstanta pada setiap E;. Untuk setiap i, 1 < i < n,
misalkan a; dan b; masing-masing merupakan nilai yang diambil oleh ¢ dan i pada
E;. Berdasarkan Lemma 2.21, maka diperoleh
n n
]qo :Zai -m(E;) dan ftp :Zbi -m(E;).
E =1 E i=1
Bagaimanapun juga, fungsi sederhana a¢ + iy pun mengambil nilai konstanta

aa; + Bb; pada E;. Sehingga, berdasarkan Lemma 2.21, maka diperoleh

j(WP + pY) = Z(Qai + Bb;) - m(E;)

n n

=ay o mE)+B Y by mED)

i=1

=aL¢+ﬂLw

Selanjutnya, untuk membuktikan sifat kemonotonan, diasumsikan ¢ < i pada E.
Didefinisikan n = 1 — ¢ pada E, maka berdasarkan sifat kelinieran integral fungsi

sederhana, dapat ditulis sebagai berikut,

]Ew—fEcp=fE(w—<p>
=fEn,

Karena fungsi sederhana n adalah fungsi tak negatif, sehingga integral dari fungsi

tersebut juga tak negatif. Dengan demikian benar bahwa untuk ¢ < iy maka

fosfp
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Definisi 2.23 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 73): Misalkan f adalah fungsi bernilai
riil terbatas pada himpunan terukur berhingga E, maka integral Lebesgue atas dan
integral Lebesgue bawah dari fungsi f pada E, masing-masing dapat ditulis sebagai

berikut,

ol

¢ fungsi sederhana dan ¢ < f pada E,}

dan

inf{fEl/J

Berdasarkan Definisi 2.23, fungsi f diasumsikan terbatas, sehingga

1 fungsi sederhana dan f < 1) pada E.}

mengikuti sifat kemonotonan dari integral fungsi sederhana dapat dikatakan bahwa
integral Lebesgue atas dan integral Lebesgue bawah adalah integral berhingga dan
integral Lebesgue atas selalu setidaknya sama luasnya dengan integral Lebesgue
bawah.

Definisi 2.24 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 73): Suatu fungsi terbatas f pada
domain himpunan terukur berhingga E dikatakan terintegralisasi Lebesgue pada
E, jika integral Lebesgue atas dan integral Lebesgue bawah pada E memiliki nilai
yang sama. Umumnya nilai integral Lebesgue atas dan integral Lebesgue bawah

disebut integral Lebesgue dari f atas E' yang dinotasikan dengan fE f.

2.5 Ruang Lebesgue

Definisi 2.25 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 135): Suatu ruang linier (F) adalah
koleksi dari semua fungsi-fungsi terukur bernilai riil diperluas yang berhingga pada
himpunan terukur E. Selanjutnya dua fungsi f dan g pada F dikatakan ekuivalen

atau dapat ditulis (f = g), jika memenuhi
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f&x) =g,
untuk hampir setiap x € E.

Berdasarkan relasi ekuivalensi yaitu refleksif, simetris dan transitif,
mengakibatkan suatu partisi dari F pada sebuah koleksi disjoin (terpisah) dari
kelas-kelas ekuivalensi yang dinotasikan dengan F/~. Kemudian subhimpunan
dari ruang linier dinamakan subruang yang tertutup terhadap bentuk kombinasi
liniernya. Berikut didefinisikan koleksi {L? (E)};<p<c Yang merupakan subruang
dari F/~ (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 136).

Definisi 2.26 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 136): Untuk 1 <p < oo,
didefinisikan ruang Lebesgue LP(E) sebagai koleksi dari kelas ekuivalen [f]

sedemikian sehingga

fE FIP < oo

Selanjutnya, berikut didefinisikan norma dari ruang Lebesgue LP (E) untuk
1<p<om.
Definisi 2.27 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 139): Untuk sebarang himpunan
terukur E, misalkan 1 < p < codan f € LP(E), maka norma dari f dapat dituliskan

sebagai berikut,

1
p
It = ( [ 1719
1
2.6 Ruang Vektor
Definisi 2.28 (Muscat, 2014: 59): Suatu ruang vektor V atas lapangan F merupakan
himpunan yang didefinisikan atas suatu operasi penjumlahan vektor +: V2 -V,

untuk setiap x, y, z € V_memenuhi sifat-sifat berikut:
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a x+W+2)=K+y)+z
b. x+y=y+x,
c. 0+x=x
d x4+ (—x) =0,
dan operasi perkalian skalar F x V — V, untuk setiap x,y,z €V dan «,3 € F
memenuhi sifat-sifat berikut:
a. alx+y)=ax+ay,
b. (a+ pB)x = ax + Bx,
c. (ap)x = a(Bx),
d 1x=x.

Pada sifat penjumlahan (a) dinamakan hukum asosiatif atau sifat asosiatif,
sedangkan sifat penjumlahan (b) dinamakan hukum komutatif atau sifat komutatif.
Catatan untuk sifat penjumlahan (c), 0 merupakan suatu unsur yang tunggal pada
V. Pada sifat yang terakhir, dapat dijelaskan untuk setiap x € V, terdapat suatu
unsur tunggal x' € V sedemikian sehingga x + x" = 0. Dengan demikian x’
tersebut dinamakan invers dari x dan ditulis sebagai - x (Yamamoto, 2012).

Berikut terdapat beberapa catatan terkait operasi perkalian skalar. Pertama,
maksud dari penjumlahan berbeda pada ruas kanan dan ruas dari sifat perkalian (b).
Pada penjumlahan a + £ pada ruas kiri bermakna penjumlahan skalar, sementara
ax + Bx pada sisi kanan merupakan penjumlahan pada ruang vektor V. Secara
prinsip, mereka perlu dibedakan. Tetapi dua penjumlahan tersebut mengikuti aturan
yang sama. Sehingga agar tidak menyulitkan dalam notasi, biasanya digunakan

simbol yang sama yaitu + untuk kedua operasi. Catatan yang sama juga berlaku



23
pada sifat perkalian (c). Kondisi sifat perkalian skalar pada (a) dan (b) merujuk pada
hukum distributif (Yamamoto, 2012).

Contoh 2.29:
Diketahui himpunan R™ = {(x4, ..., x,)|x; € R} dilengkapi dengan operasi
(g, s %) + V1, e, V) = (g + Y1, 0, X + )
dan
k(xy, ..., x) = (kxq, ..., kxy).
Akan ditunjukkan bahwa R™ ruang vektor, dengan menunjukkan bahwa operasi

penjumlahan dan perkalian R™ memenubhi sifat-sifat ruang vektor.

1. Sifat Asosiatif
Ambil sebarang x,y,z € R", artinya x = (x4, ..., X,,),y = (¥4, ..., V) dan
z = (z4, ..., zy) untuk x;, y;, z; € R. Sehingga,
x+ +2z)= (g, x0) + [y oY) + (24, 0, Z5)]
= (1, 0, %) + [(71 + 24, o, Y + 25)]
= (x1 + 1+ 20Xy + (U + Zn))
= (G +y0) + 20,0, (o + y0) + 2)
= [oxg + Y1, s X + Yn] + (24, -, 20)
=[xy, e ) + Ve, e, YO + (24, -0, 2)
=(x+y)+z
Dengan demikian, terbukti bahwa x + (y + z) = (x + y) + z.
2. Sifat Komutatif
Ambil sebarang x,y € R", artinya x = (x4, ..., x,) dany = (y4, ..., V)
untuk x;, y; € R. Sehingga,

x+y =0, %)+ Ve, V)



= (1 + Y1, 0 Xn + V)

= (y; + x4, .., Yn + x,,), Karena R komutatif +

= (Y1, e, V) + (X1, e, X)

=y+x
Dengan demikian, terbukti bahwa x + y = y + x.

Identitas Penjumlahan
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Ambil sebarang x, y € R™, dengan y = 0 artinya x = (x4, ..., x,) dany =

(0, ...,0) untuk x;, 0 € R. Sehingga,
x+0=(xq,..,x,) + (0,..,0)
=(x;+0,...,x, +0)
=By PN )
=X
0+x=1(0,..,0) + (xq, ..., x,)
=0+xg,...,0+x,)
— ¢ V.4
— 5%
Dengan demikian, terbukti bahwax + 0 = 0 + x = x.
Invers Penjumlahan
Ambil  sebarang x,y € R", dengan y=—x artinya
(x4, oo, xp) dany = (—xq, ..., —x,) untuk x;, —x; € R. Sehingga,
Xx+y =01 %)+ (X1, 00, —X)
= (x1 + (—x1), e, Xy + (—xn))

=(0,..,00=0
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y+x=(=x1.,—x5) + (X1, o0, Xp)
= (—x1 + X1, e, =X + Xp)
= (0,..,0) = 0.
Dengan demikian, maka y dengan y = (—xy, ..., —X,) merupakan invers

jumlah dari x, karena
x +y =y + x = 0 dimana 0 merupakan identitas jumlah dari x.
Distributif
Ambil sebarang x,y € R", artinya x = (x4, ..., x,) dany = (y4, ..., V)
untuk x;, y; € R.
Ambil sebarang konstan 4 € R.
Sehingga,
Alx+y) = A((xl, vy Xn) + (01, ...,yn))
= A0, + Y1, e X + V)
= (Axy + Ayq, ..., Axy + Ayy)
= A(x1 + 1), - A + yn)
= A(xy, oo, Xn) + A(V1, ooy Vi)
=Ax + Ay
Ambil sebarang x € R", artinya x = (x4, ..., x,,) untuk x; € R.
Ambil sebarang konstan 4, u € R.
A+w)x=QA+wxq, ., xpn)
= ((/1 + wxqy, ., (A + ,u)xn)
= (Axq + pxq, oo, Axy + pxy,)
= A(x1, oo, X)) + (x4, e, X0)

= Ax + ux
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Dengan demikian, terbukti bahwa operasi bersifat distributif.
6. Asosiatif Perkalian
Ambil sebarang x € R", artinya x = (x4, ..., x,,) untuk x; € R.
Ambil sebarang konstan 4, u € R.
Awx = () (xy, .., %)
= ((MDx, oo, A)xy)
= (l(/xxl), ...,A(uxn))
= A(u(xl, ...,xn))
= A(ux)
Terbukti bahwa operasi perkalian bersifat asosiatif.
7. ldentitan Perkalian
Ambil sebarang x € R", artinya x = (x4, ..., x,,) . Sehingga,

iFs =VLER. P

— (1 * X1, ,1 . xn)
= ('Xll '-';xn)
=X,

Dengan demikian terbukti bahwa R™ merupakan ruang vektor.

2.7 Ruang Bernorma

Definisi 2.30 (Stein dan Shakarchi, 2011): Suatu ruang bernorma merupakan ruang
vektor V' atas lapangan skalar (bilangan real atau bilangan kompleks), bersama

dengan sebuah norma ||-||: V - R* yang memenuhi:
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a. |lv|| = 0jika hanya jikav = 0,
b. |lav|| = |a|||v||, untuk sebarang skalar « dan v € V/,
c. |lv+wll <|lvll+ ||w], untuk setiap v,w € V.

Jika diperlukan, norma-norma pada ruang yang berbeda dapat dibedakan
dengan menulis simbol ruang tepat dibawah garis norma seperti || - || x. Suatu fungsi
yang memenuhi dua aksioma terakhir dinamakan semi-norma (Muscat, 2014).
Ruang V dikatakan lengkap jika sebarang barisan Cauchy {v,} €V yaitu
lv,, — vl = 0 ketika n,m — oo, maka terdapat v € V sedemikian sehingga
|lv,, — v|]| = 0 ketika n — oo . Suatu ruang bernorma yang lengkap dinamakan
ruang Banach (Stein dan Shakarchi, 2011).

Contoh 2.31 [Ruang Banach] (Hoffman, 1975):

Misalkan p suatu bilangan, 1 < p < oo. Misalkan P merupakan ruang dari

semua barisan X = (xq, x5, -+, xp, ---) dari bilangan riil atau bilangan kompleks

yang mana

2ES
n

dan dilengkapi dengan norma

L

p

IXller = | D lxal? |
n

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa #P merupakan ruang Banach, dengan
menunjukkan #P merupakan ruang bernorma yang lengkap.
Ruang ¢P adalah ruang bernorma, jika normanya memenuhi aksioma-

aksioma norma.
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a. Untuk setiap X € ¢P jelas bahwa || X||,» > 0, dan || X]||,» = 0 jika hanya jika
X=0=(00,-).

b. Untuk setiap skalar § € R, maka

1BX1lw = (Zlﬁxnl”y)
- (WZW’)E

n

=18l @mw)ﬁ

= |BIIIXIl .

|

c. Untuk setiap X, Y € £P,

1

p
”X & Y”{’p == (len i~ yn|p>
n
1

= (g + y11P + |xz + y,|P + )P

1
< (I[P + |91 lP + 122]P + |y |P + - )P

1
< ((xalP + xalP + ) + (yalP + [y [P + )P

< (lenlp)5 + (ZI%I”)E

= IXIlep + Y ll¢r.
Dengan demikian, £ merupakan ruang bernorma. Selanjutnya akan ditunjukkan

kelengkapan £P.
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Misalkan x* merupakan barisan Cauchy di £7, yakni untuk setiap € > 0

terdapat K € N sedemikian sehingga untuk setiap k,l > K berlaku

1
14
llx* — x|, = [ZIxfi - xﬁlp] <e
n

Hal ini mengakibatkan untuk suatu n € N, barisan xX merupakan barisan Cauchy.

Karena R lengkap, maka terdapat x,” € R sedemikian sehingga gim xk = x2.

(i.) Dikarenakan x* merupakan barisan Cauchy dan ia terbatas oleh beberapa

konstan C > 0 di £P. Dimisalkan N € N, maka

N
[le,':lp
n=1

il
Misalkan n — co maka diperoleh [YN_,|x?|P]r < C. Misalkan N — oo

1
D
< |lx*|l, < C.

maka diperoleh [¥5;|x7’|P]P < ||x*]l, < C. Dengan demikian dapat
dikatakan bahwa x® € £P.

(ii.) Misalkan € > 0. Untuk N € N dan k, [ cukup besar

dl
N =

2,

n=1

P
|k — x,ﬁlp] < llx* —xYl, < e.

Jika k > o dan N — oo, maka dapat disimpulkan (llx* —x!|l,, < &).

Dengan demikian terbukti bahwa x™ konvergen menuju x di £P.
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2.8 Ruang Hilbert
2.8.1 Ruang Hasil Kali Dalam

Dalam analisis fungsional, terdapat suatu ruang linier (vektor) yang
dinamakan ruang hasil kali dalam, dimana ruang tersebut dilengkapi dengan hasil
kali dalam.
Definisi 2.32 (Muscat, 2014: 171): Suatu hasil kali dalam pada ruang vektor X,
yaitu pemetaan

(V:XXX>F

sedemikian sehingga untuk setiap x, y, z € X, A € F, dengan IF merupakan lapangan
C atau R berlaku,

1. {(x,y+2z)={(xy)+(x2)

2. (y,x) =(x,y)
3. (x,Ay) = Mx,y)
4. (x,x)=>0
3 e = )= vd =0
Contoh 2.33 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 309):
1. Untuk sebarang dua barisan x = {x,} dan y = {y,} € £2, dimana hasil kali

dalam dari #2 didefinisikan dengan

o0}

(x,y) = Z Xk Vk-

k=1
2. Untuk suatu himpunan terukur bilangan riil E dan sebarang dua fungsi

f, g € L*(E), kemudian hasil kali dalam dari L? didefinisikan dengan

(.9 =jgf-g,
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dimana integral tersebut terukur Lebesgue.
2.8.2 Ketaksamaan Cauchy-Schwarz

Untuk sebarang dua vektor u, v pada ruang hasil kali dalam H, berlaku

I(w, v)| < llull - llvl.

Untuk memverifikasi ketaksamaan tersebut, dapat dilihat bahwa

0 < |lu+ av||® = |lull? + 2a{u, v) + a?||v||? untuk setiap a € R.
Polinomial kuadrat dalam a yang didefinisikan pada sisi kanan gagal untuk
memiliki nilai akar yang berbeda, sehingga mengakibatkan nilai diskrimannya tak
positif. Dengan demikian ketaksamaan tersebut terpenuhi. Lebih lanjut,
ketaksamaan ini dikenal dengan ketaksamaan Cauchy-Schwarz (Royden dan
Fitzpatrick, 2010: 309).
Proposisi 2.34 (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 309): Untuk suatu vektor h pada
ruang hasil kali dalam H, didefinisikan

IRl = ¢k, ).
Maka, || - || merupakan normaa dari H yang dinamakan normaa yang berdasarkan
hasil kali dalam (-, -).
Bukti. Sifat yang perlu ditunjukkan sesuai sifat normaa hanya bahwa || - ||
memenuhi ketaksamaan segitiga. Berdasarkan ketaksamaan Cauchy-Schwarz,
untuk sebarang dua vektor u, v € H, maka
lu+v|? =(u+vu+v)
= [lull® + 2¢u, v) + [lv]|?
< Nlull? + 2llulllivil + lIvil?

= (llull + llvID?.
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Proposisi 2.35 [ldentitas Paralelogram] (Royden dan Fitzpatrick, 2010: 310):
Untuk sebarang dua vektor u, v pada ruang hasil kali dalam H, maka berlaku
identitas paralelogram yaitu,
llu = vl + llu + vI* = 2[lull® + 2|[v]I*.
Bukti. Untuk memverifikasi identitas tersebut, cukup dengan menjumlahkan dua
persamaan berikut:
llu —vlI? = llull? — 2¢w, v) + IVII?,
llu + w12 = lJull® + 2¢uw, v) + |lv]I*.
Definisi 2.36 (Muscat, 2014: 174): Ruang Hilbert merupakan ruang hasil kali dalam
yang lengkap sebagai ruang metrik.
Contoh 2.37 (Muscat, 2014: 174):
Setiap ruang hasil kali dalam dapat menjadi ruang lengkap yang dinamakan

ruang Hilbert. Misalkan diambil (x,y) := lim (x,, y,,), yang merepresentasikan
n—-co

barisan Cauchy x = (x,),y = (y,,). Perhatikan bahwa (x,,, y,,) merupakan barisan
Cauchy pada C, sehingga
|(xn: yn) 3 (xm; ym)l < |<xn; yn) - <xm; yn)l + |<xm: yn) - (xm' ym>|

< ”xn - xm””)’n” -+ ”meHYn - Ym” -0

ketika n,m — oo, dengan |[x,,|l, |||l terbatas.

2.9 Ruang Morrey
Ruang Morrey yang akan dipelajari pada penelitian ini merupakan ruang
Morrey dengan domain R™. Ruang Morrey merupakan salah satu perumuman dari

ruang Lebesgue.
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Definisi 2.38 (Morrey, 1938): Misalkan 1 < p < q < o. Ruang Morrey Mg’ =

Mg’ (R™) merupakan himpunan dari semua fungsi terukur sedemikian sehingga

1
11 p
Ifll,;» = sup |B(a,R)|4 p(J If(x)l”dx> <
q a€R™,R>0 B(a,R)

dengan B(a, R) merupakan bola buka di R™ yang berpusat di a dan berjari-jari R.

Jika p = q, maka ||f||M5 = ||fllz» sehingga M} = LP. Berdasarkan hal

tersebut, maka ruang Morrey dapat dipandang sebagai perluasan dari ruang
Lebesgue. Seperti halnya ruang Lebesgue, ruang Morrey juga merupakan ruang
Banach. Bukti kelengkapan ruang Morrey dapat dilihat pada (Rukmana, 2016).
Berikut contoh perhitungan normaa fungsi di ruang Morrey.
Contoh 2.39 (Mu’tazili, 2019):

Fungsi konstanta tak nol f(x) = ¢ bukan anggota ruang Morrey. Hal ini

karena

4

¥ 18 p
Ifll,;» = sup |B(a,R)|4 p(f ICI”dx>
4 B(a,R)

a€R™ R>0

11, 1
= sup |B(a,R)|7 ?|c||B(a,R)|P
a€R™ R>0

1
= sup |c||B(a,R)|
a€R™ R>0

= 00,

2.10 Ruang Morrey Kecil
Ruang Morrey kecil merupakan salah satu perluasan definisi ruang Morrey
dengan membatasi jari-jari pada interval (0,1). Ruang ini diperkenalkan pertama

kali oleh Sawano (2018).
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Definisi 2.40 (Sawano, 2018): Misalkan 1 < p < q < c. Ruang Morrey kecil
mZ(R") = mg merupakan himpunan semua fungsi terukur f: R™ — R sedemikian

sehingga untuk setiap f € mZ(R") berlaku

"=

1 1
Ifll.» = sup [Ba,r)[a? j FCOPdx | < oo,
q a€ER™?

re(0,1) B(a,r)

Ruang Morrey kecil lebih luas dari ruang Morrey, sehingga dapat dikatakan

ruang Morrey kecil memuat ruang Morrey. Hal ini dikarenakan jika f € M?, maka

1
11 P
Ifll» = sup [B(a,r)[aP j FCoIPdx
q a€cER”
r€(0,1) B(ar)
1
p

1 1
< sup |B(a, )] j F(0)Pdx
a€eR™
>0 B(a,r)

< Ifllyez

sehingga f € mg. Kemudian untuk setiap f € m’; memenuhi normaa tersebut,

maka ruang Morrey kecil merupakan ruang Banach (Sawano, 2018).

Contoh 2.41 (Mu’tazili, 2019):

Jika @ € R%,7 >0, dan g(x) = xp(ar)(x), maka g € my dan ||g||mg =

1 d
(%)q min{1, 4}, dimana C; menotasikan luas dari lapisan satuan di R%. Perhatikan

bahwa

1

11 P
lgll,,p = sup [B(a,R)|a P (J XB(a,r)(x)dx>
a B(a,R)

acR4,Re(0,1)
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11 1
= sup |B(a,R)|7 ?|B(a,R) N B(a,1)|P
acR%,Re(0,1)

1 1 1
< sup |B(a,R)NB(a,7r)|e ?|B(a,R) NB(a,r)|P
acR4,Re(0,1)

= sup |B(a,R) N B(a, r)I%
acR® Re(0,1)
1
= <%>q min{l,r%}
dan

1

11 p
Ilgllmg > |B(a,min {1,r})]a P (f XB(ar) (%) dX>
B

(a,min {1,7})

= |B(a,min {1,r})|%_%|B(a,min {1,7}) n B(«, r)|%

= |B(a,min {1,7}) |%

d

= (%) min{1, 74},

Q| =

4 d

sehingga ||g||mg — (%)E min{1,74}.

2.11 Perumuman Konstanta Von Neumann-Jordan dan Konstanta Modifikasi

VVon Neumann Jordan

Dimisalkan X = (X, || - ||) merupakan ruang Banach. Berikut merupakan
definisi perumuman konstanta von Neumann-Jordan dan perumuman konstanta

modifikasi von Neumann-Jordan ruang Banach.

Definisi 2.42 (Cui, dkk, 2015: 2): Untuk setiap x,y € X\{0}, didefinisikan

konstanta perumuan von Neumann-Jordan yaitu sebagai berikut,
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k k
®) vy llx + yllx + llx — yllx
Cyy (X) = SUD{ :
i 2=1(Jlxllk + Ny %)

dimanal < k < oo,

Selanjutnya Cui, dkk (2015: 2), menambahkan rumus parameterisasi untuk
konstanta le,'j) sebagai berikut,

llxx + tyll% + llx — eyll%
2k71(1 + tk)

Cyy (X) = sup{ iy =lyllx=1,0<¢< 1},

dimanal < k < .

Teorema 2.43 (Cui, dkk, 2015): Untuk sebarang ruang Banach X dan 1 < k < oo,

maka perumuman konstanta von Neumann-Jordan C,f,’j) memenuhi ketaksamaan

CPX) < 2.

Bukti. Pembuktian dari teorema ini menggunakan rumus parameterisasi untuk
konstanta C,f,’j). Perhatikan bahwa,
llx + eyll* + llx — tyll* < (lxll + tllyID* + (lxll + tllylD*
= 2(llxIl + tllylD*
= 2(1 + t)%,
maka diperoleh,

llx + eyl + llx —eyll® _ 201 + D)
71 N 1)) — a6

Selanjutnya perhatikan bahwa,

1+6\F

(1+t)k=(2-—)
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14tk

< 2k.
- 2

< 2K71(1 4 t5).

Dengan demikian, maka diperoleh

lx + eyll* + llx — eyl _ 201+ D*
2k71(1 + tk) — 2k + tF)

2-2F1(1 4+ tF)
D2, Pek)

Definisi 2.44 (Yang, 2017): Untuk setiap x,y € X, dengan ||x|x = ||yllx = 1,
didefinisikan perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan yaitu sebagai

berikut,

x+yll%+ llx - yll%
COW = su {II yIIXZkII yllx}

dimanal < k < co.
Teorema 2.44 (Yang, 2017): Misalkan k > 1 dan %+ % = 1, untuk setiap ruang

Banach X, berlaku

l k-1

y 1

Bukti. Misalkan x,y € X dengan 0 < ||y|| < ||x]| = 1. Berdasarkan ketaksamaan

berikut,

llx £yl + llyll - 1‘

il =l |
x + = + +x — =
” (54 Iyl = Nyl (54 Iyl

dan
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k k 1
(llx + ylI* + llx = yI)%
1
< [lllx + yll + Iyl = 11 + [llx = yll + llyll = 1/¥]%
s
+ (21 = llylD™)x
k k 1 k 1
(lx + ylI* + llx = yI)% — (2(1 = [lylD*)*

1
< [l + yll + llyll = 11 + Hlx = 1l + llyll = 11*]%,
maka diperoleh

[llxx + Il + Iyl = 1% + [llx = yll + llyll — 1]
2K |y Il*

Ch(X) =

1
ook Tl Yl Iyl = 10+ = i+ Iyl — 11
(G = 2yl

1
2 =~(k) k k o
(54 (CN, (X)) > [lllx +yll + [yl = 11 + [[lx = Il + llyll = 11*]%

k k 1 k 1

> (llx + ylI* + llx = ylI*)x = 21 = [ly[D®)E

~(k) % k L k k 1

2llyll (€5 C0)* + @ = Iy I)E = (llx +yll* + [1x — ylI¥)

1
21 + Iyll®) "

2k=1( + Iyl

_ Sl
2llyll (Gv70)" + 25 = liyll) 2 ( lx + ylI* + llx - yuk)

Sl

1
3 llx + yII* + [lx — yllI*\F
2llyll (€5 ()

1 1 L
¥ 2k(1 — > 2V k(1 4 kE(
a—llylD (@ + 11yl 2k=1(1 + ||yl

1
i} x4 1
2l (€ 00)" + 2501~ Tyl (le +yll* + lx ynk)k

21—%(1 + ”y”k)% 2711 + [lyllF)

_ : 1 1
2llyll (G50 ) + 2k (1 = llyll) | 2%

1
. > (C,(V’j))E
1+ llyll*)=



39

(znync(")(X)) £ 261 Iyl

1+ |Iy|I")k

1

1
> ()"
Selanjutnya didefinisikan fungsi f sebagai berikut,

1
(269 00) ¢ +28 1 -0

f@®) =
(1+ tk)E

maka akan diperoleh bahwa,

1+ tk)E

Sehingga, diperoleh bahwa le,';) = ko

. < %(c“‘)(x)) )l]

Selanjutnya, misalkan x,y € X dengan 0 < ||y|| < ||lx|l| = 1, dapat diketahui

bahwa

2 = 2971 (Jlcll’ + lly Il

sehingga zik <
2.12 Pendeskripsian Bumi dalam Al-Qur’an

Pada pembahasan sebelumnya, telah dibahas mengenai pendeskripsian bumi
dengan menggunakan salah satu karakteristik bumi, yakni pergantian siang dan
malam. Pada sub bab ini, akan dibahas cara Allah mendeskripsikan bentuk bumi
dengan karakteristik atau sifat yang lain. Pendeskripsian bentuk bumi diterangkan

pula pada surat al-Bagarah ayat 22, yang berbunyi:



. _s0% 0% -

Salas 8 3181 HEESRTH

“Dialah yang menjadikan bumi sebagai hamparan bagimu dan langit sebagai atap dan
Dia menurunkan air (hujan) dari langit, lalu dia menghasilkan dengan hujan itu segala
buah-buahan sebagai rezeki untukmu; karena itu janganlah kamu mengadakan sekutu-
sekutu bagi Allah, padahal kamu mengetahui”

Berbeda dengan ayat pada pembahasan sebelumnya, pada ayat ini Allah

mendeskripsikan bumi dengan kata ‘3%’ yang bermakna tikar atau dipan, dalam

artian bumi dihamparkan agar manusia nyaman tinggal di atasnya. Berkaitan
dengan ilmu geologi, bumi yang ditinggali oleh manusia sebenarnya sesuatu yang
berbentuk bola api yang amat besar dengan dilapisi oleh kerak bumi setebal belasan
kilometer. Sehingga, dapat dipahami bahwa Allah menciptakan kerak bumi seolah-
olah terbentang di atas lelehan magma bumi serta melindungi manusia dari

panasnya.

Pada surat yang lain, yaitu surat al-Ghasyiyah ayat 20, yang berbunyi:

Lot L8 0

“Dan (apakah manusia tidak mau memikirkan) bagaimana bumi itu dihamparkan?”

Pada ayat ini, Allah menjelaskan bumi yang dihamparkan dengan menggunakan

kata ‘&L’ yang menunjukkan bumi itu ‘K%L.&’ yaitu bulat. Namun dalam Tafsir

Jalalain dijelaskan, makna ‘&5’ pada dasarnya menunjukkan bahwa bumi itu

datar dan dijelaskan oleh ulama, bukan bulat sebagaimana yang dikatakan oleh ahli
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astronom. Terdapat perbedaan pendapat di kalangan ulama dalam menafsirkan
pendeskripsian bumi yang jelaskan Allah, beberapa mengatakan bentuk bumi bulat
beberapa lagi mengatakan bentuk bumi datar. Terlepas dari perbedaan tersebut,
yang penulis tekankan yakni cara Allah mendeskripsikan bumi berdasarkan
karakteristik serta sifat dari bumi sendiri. Hal ini selaras dengan penelitian yang
penulis kaji untuk mencari karakteristik dari ruang Morrey kecil dan ruang Morrey

kecil lemah melalui nilai konstanta geometrinya.
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PEMBAHASAN

3.1 Perumuman Konstanta Von Neumann-Jordan dan Konstanta Modifikasi

von Neumann-Jordan di Ruang Morrey Kecil

Perumuman konstanta von Neumann-Jordan yang akan penulis bahas pada
penelitian ini merupakan perumuman konstanta von Neumann-Jordan yang
didefinisikan oleh Cui, dkk (2015). Pada penelitiannya tersebut, Cui, dkk
mendefinisikan perumuman dari konstanta von Neumann-Jordan pada ruang
Banach. Kemudian pada penelitian ini juga dibahas mengenai perumuman
konstanta modifikasi von Neumann-Jordan yang didefinisikan oleh Yang, dkk
(2017). Pada penelitian ini, penulis akan menggunakan kedua definisi konstanta
tersebut dan menghitungnya di ruang Morrey kecil dengan membatasi nilai
perumumannya yaitu 1 < k < 4. Hasil dari perhitungan kedua konstanta tersebut
akan dijelaskan pada pembuktian teorema berikut.

Teorema 3.1: Diberikan ruang Morrey mg (R™) serta perumuman konstanta von

Neumann-Jordan C,f,'j)(mf;) dan perumuman konstanta modifikasi von Neumann-

Jordan C_,E,'j)(mg) di ruang Morrey kecil. Jika 1 <p<q <o dan 1<k < 4,

maka

(k) — B —
Cyy (mg) = Cy)(mh) = 2.
Bukti: Untuk membuktikan teorema ini, penulis hanya cukup menunjukkan
konstanta perumuman tersebut berlaku untuk nilai k = 4. Sehingga, ketika nilai

konstanta perumuman untuk k = 4 diperoleh sama dengan 2 (dua), maka nilai

konstanta untuk 1 < k < 4 juga akan diperoleh sama dengan 2 (dua). Penulis pun
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menggunakan ide pembuktian pada penelitian Mu’tazili (2019) dalam menghitung
konstanta von Neumann-Jordan di ruang Morrey kecil.

Ide pembuktian dari pencarian nilai konstanta perumuman tersebut yakni

dengan mengkonstruksikan beberapa definisi fungsi di ruang Morrey kecil mg =

mZ(]R{"). Pertama kita pilih ¢ > 0 , kemudian kita definisikan fungsi

£Go = x4,
900 = F@ 0 (12D,
h(x) = F(x) — g(), dan
1) = —f () +29 (),

dimana |x| menyatakan normaa Euclid. Pada pemilihan fungsi-fungsi tersebut,
dapat diketahui bahwa fungsi g, h, dan [ merupakan fungsi yang bergantung pada
nilai €. Perlu diperhatikan bahwa semua fungsi merupakan fungsi radial, fungsi f
dan g merupakan fungsi radial menurun, h < f, dan |l| = f.

Selanjutnya untuk menentukan nilai konstanta, kita memerlukan nilai norma
dari fungsi-fungsi tersebut di ruang Morrey kecil. Berikut perhitungan norma

masing-masing fungsi.

S

il
Ifll.» = sup [B(a,r)a P f f o)l dx
a acR™?
re(0,1) B(a,r)

berdasarkan pendefinisian fungsi f sebelumnya, maka a = 0 € R™. Dengan begitu,

dapat ditulis normaa f sebagai berikut,
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S

||f||m5= sup)IB(O,r)|5_5 flf(x)lpdx

r€(0,1
B(0,r)
karena untuk setiap B(0,r) € R™, maka untuk sebarang € > 0, dapat dituliskan
|B(0,7)| = Cr™, sehingga dapat dituliskan,

1

n(3-2) _np n
||f||mg = sup Cr \a P f |x| adx | ,definisi f(x) = |x| 4

re(0,1) B on
1
WEE [ _mw Y
= sup Cr \avr fr a (r™1dr) | , karena 0 < |x| <r
re(0,1)
0
1
a1 g i
= sup Cr 4 P np” ¢ , pengintegralan biasa
re(0,1) _—
q
1
p
11 1 gip
= sup Cr (q P)< prn q
re(0,1) n( _5)
1
1 1\ nn p
= sup Cr @2)%a n(l—B)
r€(0,1) q

dari perhitungan nilai norma f tersebut, diperoleh ||f||m§ < oo, artinya f € mg.

Selanjutnya, berikut perhitungan norma fungsi yang lain yaitu,
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1
11 ’
lglly = sup 1B@n@?| [ lg@lrax
q a€eR™
r€(0,1) B(a,r)
1
11 >\
= sup |B(a,r)|a P f |f(x))((0,£)(|x|)| dx | , definisi fungsi g(x)
Rn
rcée(o,n B(ar)
1
P

1 1
—= p
sup |B(0, )T f FC R0 (LD
r€(0,1)
B(0,r)

karena untuk setiap B(0,r) € R", maka |B(0,r)| = Cr™ Selanjutnya,
berdasarkan definisi fungsi karakteristik dan 0 < |x| < r dengan r € (0,1), maka

X(0.e)(|x]) = 1. Sehingga dapat dituliskan,

S

n(l_l) _np
lgll,,» = sup Cr\ar x| dx
4  re(0,€)
B(0,1)

re(0,8)

1
(A1) [ _mw ?
= sup Cr \ap fr a (r™dr) | ,karena0 < |x| <r
0

=

n(1_1) 1 P
= sup Cr \a p wp? 9 , pengintegralan biasa
S q

S =



1
h = sup |B(a,r)|a P
| ”mZ ae]RIgll (a,7)|

1 5
< j |h(x) Ipdx>
B(a,r)

re(0,1)
11
= sup |B(a,r)[a P
a€ceR™
r€(0,1)

i 9
= sup |B(a,r)[7 P
a€ceRr”™

re(0,1)

n(l_l
= sup Cr \d
r€(0,1)

)
= sup Cr 4
re(0,1)

(&)
= sup Cr \d
re(0,1)

11
= sup Crn(a__)
re(0,1)

il

P
( f If(x)—g(x)l”dx>
B(a,r)

< jIf(x)—f(X)X(o,g)(IXI)Ipdx>
B(0,r)
£ (1 = x00 (1xD)|”

[ 1rGoP (1 - x0etxD) d )

Sl

[ 17T (1= xoa D) d )

1
P
[ 117 (1= xoa0xD) d )

I
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, definisi h(x)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



dan

47
1
n(2-2) _np
= sup Cr \4 P |x| 4 dx | ,definisi fungsi karakteristik
re(s,1)
B(s,1)
1
r p
11 _np
= sup Crn(q P) fr a(r™dr)
re(g,1)
£
1
P
(et 1 ) _np
= sup Cr \a»p 7 (r U = q) , pengintegralan biasa
re(s,1) n——p
q
_1 1
14 al et _np NG
= sup C n(l—g) r(q p)<r A q)p
re(e,1) q

1l
P (l_l).E L )
r \a p/p (r 9 —¢ Q> , invers perkalian

|
o
=
S
—
[
|
QT
~—
|
T
AEN
Uy
|
[35)
S
|
<|3
~—
T

)
= lflle (1= ),
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1
11 P
Il = sup [B(a,r|T P f ()P
q a€ceR™
re(0,1) B(a,r)
1
11 P
= sup |B(a,r)|a P f |12g(x) — f(x)|Pdx | , definisi [(x)
Rn
rczl;%o,n B(a,r)
1
11 o\
~ sup [B(@ [T j 12 @ x0e (XD — £GP dx
a n
re(0.1) B(ar)

1
= sup |B(a,r)[a P
a€eR™
re(0,1)

[ Ireo@xontxd - Dl ax
B(a,r)

ST

11

= sup [B(a,r)[9 P
a€ceR™
re(0,1)

j FGOIP2xoe (Ix]) — 1)dx

1
P
|f(x)|Pdx | ,definisi norma f(x)

11
sup |B(a,r)|7 P

a€ceR™
re(0,1)

= 1f

e . ~ ~ /7~
<=

Berdasarkan perhitungan norma dari fungsi-fungsi tersebut, dapat diketahui
bahwa semua fungsi yang didefinisikan berada di ruang Morrey kecil. Selanjutnya,
hasil perhitungan norma fungsi-fungsi tersebut akan digunakan untuk perhitungan
perumuman konstanta von Neumann-Jordan dan perumuman konstanta modifikasi
von Neumann-Jordan di ruang Morrey kecil. Berikut merupakan langkah-langkah

perhitungan perumuman konstanta von Neumann-Jordan.



49

I + Ul +1F = Uisp | IF+ L +11F = Uy

=
20 (I + 10 ) | 22 (I + 0 )
q q q q

sup

If +(=f+ Zg)llfng +f = (f+ Zg)llfng

22 (7115 + 1715,

i ||29||fngJ +2f - Zg”fng
2 (201111 )

l2gli + 1207 = )l
2+ (I1f11% )

1291172 + 12RII7 o
4 4
241 f

4 4
0 16||g||mg {i 16”h”m§

21l

4
_NP\p
24I£ 11y 1+(1—g” q)

211,

Nilai tersebut berlaku untuk setiap € > 0. Jika dipilih nilai & sekecil mungkin yang
mendekati 0, maka akan diperoleh bahwa C,f,‘? (mf) = 2. Dengan demikian dapat
dikatakan bahwa untuk setiap € > 0, diperoleh perhitungan perumuman konstanta
von Neumann-Jordan di ruang Morrey yaitu C{(mf) > 2. Namun, berdasarkan

sifat perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan yang menyatakan
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4)

( 4)
Cnj

(mP) < 2, maka dapat disimpulkan bahwa benar € (ml) = 2, seperti yang

diinginkan.
Selanjutnya, berikut perhitungan dari perumuman konstanta modifikasi von

Neumann-Jordan,

If + U + 11 =Uikp)  IF+ Ul +1IF — Ll
g = 4

sup

lf + (f + 2lp + If = (=f + 29l
- N

I2gli%p + li2f = 2gl%,

ll2gllkp + 1120~ @Il
2p

4 4
12g11%p + l12RI1%,

2tllgll%p + 2 1I1%

4
PN\ p
24 Il + F I (1 - ")

24

4
_np\p
= 714 1+(1—g” q) |

Dengan membagi kedua sisi dengan ||f||f‘np, maka diperoleh,
q

4 4
f+ l”mg +If - l”mg
24
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hasil ini juga terpenuhi untuk setiap & > 0. Dengan menggunakan alasan
pembuktian yang sama, maka dapat disimpulkan benar bahwa C_If,?(mg) =2

seperti yang diinginkan. Dengan demikian, teorema terbukti.

Berikut diberikan contoh untuk memperkuat bukti dari teorema yang telah

dibuktikan tersebut.

2
Contoh 3.2: Dipilih sebarang fungsi f dan g yaitu f := xp(o1)(x) dan g = |x| 4.

Selanjutnya dihitung norma masing-masing fungsi sebagai berikut,

i
11 P
1fllog = sup 1B@NP( [ 1FCoIPax
q acR”
re(0,1) B(a,r)
1
h Y P
= o |B(a,r)|a P f XB(o,1)(x)dx
aceR™”
re(0,1) B(a,r)
11 ik
= sup |B(a,r)|7 P |B(a,v) N B(0,1)|P
aceR™”
re(0,1)
gl ? ot
< sup |B(a,r) nB(0,1)|9 ?|B(a,r) N B(0,1)|P
eRM
rc(lE(O,l)

1

= Sup IB(a, T) N B(Oll)la
acR”
re(0,1)

B(Omin{11})[a

=B(0,1)<C

Untuk normaa g, perhitungannya seperti perhitungan norma f pada pembuktian

Teorema 3.1, maka diperoleh norma fungsi g yaitu



gl = C (z (1 —g))p

Selanjutnya, berdasarkan sifat dari normaa ruang Morrey kecil, maka
U + gllz < Ul + g lle dan I = gl < 1fllp + gl
Kemudian diperoleh penjumlahan kedua normaa tersebut yaitu,
I + gl + 1F = Gl < 20l + 2112 = U2F 2 + 121
Dengan demikian dapat dituliskan bahwa

If +glis + 1If = gl < 12f 1% + 12914,

= 24lf1I%p +2*1lgllLy

4
p
= 2tct| 1+ (2 (1 —S))

Sehingga untuk perumuman konstanta von Neumann-Jordan diperoleh yaitu

If +gll* s+ 1If —gll*» Nf+gll*p + IIf = gll*»
Mg Mg g Mg

=
2=t (1118 + Nl ) ) 22 (171 + gl )

sup

24t 1+ (2 (1 —%)) ’

= = 2.

23¢c+[ 1+ (z( —3))
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Karena sifat perumuman konstanta von Neumann-Jordan tidak lebih dari 2 (dua),
sehingga diperoleh nilai perumuman konstanta von Neumann-Jordan sama dengan
2 (dua). Selanjutnya untuk perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan
yaitu diperoleh sebagai berikut,
If + gllfnzqa +If —gllfng If +gllfng +If —gllfng

sup >4 = >4

jika dipilih p = 1 dan q = 2 atau yang lebih besar dari nilai tersebut, maka dapat

If+gll2 p+If=gl? »
diperoleh sup L 1t > 2, sedangkan sifat perumuman konstanta

24

modifikasi von Neumann-Jordan tidak lebih dari 2 (dua), sehingga diperoleh nilai

perumuman konstanta modifikasi von Neumann-Jordan sama dengan 2 (dua).



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan yang telah dipaparkan, maka penulis dapat
menyimpulkan dari penelitian ini yaitu nilai perumuman konstanta von Neumann-

)

Jordan C,f,] (mg) di ruang Morrey kecil yaitu 2 (dua) dan nilai perumuman

konstanta modifikasi von Neumann-Jordan (C_,f,’;)(mfl’)) di ruang Morrey kecil

yaitu 2 (dua), dengan masing-masing nilai perumuman 1 < k < 4.
4.2 Saran

Sebagai saran untuk penelitian selanjutnya, peneliti bisa mencari nilai
perumuman konstanta von Neumann-Jordan dan konstanta modifikasi von
Neumann-Jordan di ruang Morrey kecil dengan nilai perumuman seluruhnya,

sehingga dapat diketahui sifat geometri dari ruang Morrey kecil tersebut.
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